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PAUTA EVALUACION 3

Problema 1. Encuentre la solucion general del siguiente sistema de EDO

{:U’(t) =y(t) + €
y'(t) = —=(t)

Solucién: sea el vector Z(t) := (z(t) y(t))T. El problema entonces se reescribe en
forma matricial como sigue

0= (" 5) 20+ (§)

Empezamos calculando la solucién del problema homogéneo. La matriz asociada al
problema posee los siguientes valores propios

AN =1, M=—i

en donde, al calcular el espacio propio asociado, se llega a que éste esta generado solo
por el siguiente vector a valores complejos

- ()

luego, una solucién a valores complejos estara dada por

X () = ae' (1) . aeC

7

de aqui, las soluciones L. I. a valores reales del problema homogéneo se obtienen después
de extraer la parte real y la parte imaginaria del vector X (), concluyendo asi que la
solucién homogénea estara dada por (1 PUNTO)

20 = (o) v () avacr

La solucion particular la calcularemos usando el Método de Variacion de Parametros.
Asumiremos entonces que existen funciones c¢i(t) y c2(t) tales que

00 =0 () +o0 (230



Recordemos que estas funciones cumplen con el siguiente sistema de ecuaciones

(o ) (50) - (5)

Sistema que tiene por soluciones

cy(t) = e’ cos(t) cy(t) = €' sen(t)

integrando,
c(t) = 6;(sen(t) +cos(t)), coft) = %t(sen(t) — cos(t))
Luego,
Z,(t) = S (sen(t) + cos(1)) (_fj%) + S (sen(r) — cos(t) (i‘f)zg;) - (_11>

Concluyéndose asi que el sistema de EDO posee la siguiente solucién (1 PUNTO)

(i) = (i) e Conte) +5 ()

con c1, ¢o € R.

Problema 2. Use la Transformada de Laplace para resolver el siguiente PVI
(1) + y(t) = te*
y(0) =2, ¢'(0)=0

Solucion: al aplicar Transformada de Laplace a ambos lados, y después de aplicar las
condiciones iniciales, se obtiene

s°Y (s) — 25 + Y (s) = EEDIE

donde Y (s) = L[y(t)](s). Despejando para Y (s), (0.5 PUNTOS)
2s 1
= + .
241 (s24+1)(s—2)?

Se hace necesario descomponer el seguno término del lado derecho en una suma de
fracciones parciales. Se asume que existen constantes reales A, B, C, D tales que

1 _AS+B+C$+D
(s24+1)(s — 2)? 8241 (s —2)2

Y(s)




lo anterior induce el siguiente sistema de ecuaciones

1 0 10 A 0

-4 1 01 Bl 10

4 —4 10 cCl |0

0 4 01 D 1
sistema que tiene por solucion

4 —4 1

A= o’ B = 37 C = o ) D = _37

25 25 25 25

luego, (1 PUNTO)

2s 1 4s+3 1 45— 13

Y(S)232+1+2_552+1_%(5—2)2

lo que a su vez se puede reescribir como

B4 s 3 1 4 1 1

1
Yi(s) = 2= Bl . -
)= o1 5241 s—2 B_2?

aplicando la Transformada Inversa de Laplace a ambos lados, se concluye que la solu-
cién general del problema estara dada por (0.5 PUNTOS)

54 3 4 1
y(t) = 9% cos(t) + % sen(t) — %6% + gte% :

Problema 3. Escoja y resuelva uno y solo uno de los siguientes dos problemas. En
caso que usted opte por resolver ambos, se considerara el peor evaluado.

(A). Escriba la siguiente EDO lineal de orden 3 como un sistema de tres EDOs de
primer orden, y resuelva

2" (t) — 32" (t) — 2'(t) + 3z(t) =0
Solucién: sea Z(t) = (z1(t) 22(t) 23(t))T un vector de tres componentes tal que
271(t) = x(t), 20t)=2'(t), z(t)=2"(t)
Observemos que

2"(t) = =3z(t) + 2'(t) + 32" (t)

es decir,



23(t) = —321(t) + 29(t) + 323(¢)

Asi,
o' (t) 29(t)
Z'(t) = | 2"(t) | = z3(t)
2" (t) —321(t) + 22(t) + 323(¢)
lo que escrito en notaciéon matricial, queda (0.5 PUNTOS)

0 10

Zt)=(0 01]z0
-3 13

Procedemos a obtener la solucién homogénea. Observe que los autovalores de la
matriz del problema son

M=1, =-1, A3=3
en donde

= Para A\ = 1, su espacio propio asociado esta generado por el vector

1
VM = 1
1
= Para Ay = —1, su espacio propio asociado esta generado por el vector
—1
Vo = 1
—1

= Para A3 = 3, su espacio propio asociado esta generado por el vector

V3 —

O W =

y por tanto, la solucién homogénea estara dada por (1 PUNTO)

1 —1 1
Znt)=cre [1] +ce™ | 1 | + cse3t | 3
1 —1 9



Recordemos, sin embargo, que nuestro objetivo es resolver la EDO de orden superior.
Para ello, debemos mirar sélo la primera componente del vector solucion. Como z1(t) =
x(t), se concluye que la solucién general de la EDO estd dada por (0.5 PUNTOS)

z(t) = cre’ — cpe™ + c3e®

(B). Use la Transformada de Laplace para resolver el siguiente PVI

y" () +y"(t) — () —y(t) =1
y(0) ='(0) =4"(0) =0

Solucion: aplicando la Transformada de Laplace a ambos lados, y considerando las
condiciones iniciales del problema, se obtiene

s°Y (s) + s°Y (s) — sY(s) = Y(s) = %

donde Y(s) = L]y(t)](s). Despejando para Y (s), (0.5 PUNTOS)

1

Yis) = s(s3+s2—s—1)

Note que el polinomio p(s) := s+ s> —s—1 tiene a s = 1 como raiz. Esto nos permite
descomponerlo usando Ruffini; asi, se llega a que

st —s—1=(s—1)(s*+25+5)=(s—1)(s+1)?

y por tanto,
1
G-+ 17
Aqui, procederemos a hacer la descomposiciéon en una suma de fracciones parciales.
Definimos A, B, C, D € R tales que

Y(s) =

A B JrC’erD
s os—1 (s+1)2

Al volver a hacer la suma de fracciones y al comparar en funcién de potencias de s, se
llega al siguiente sistema de ecuaciones

111 0\ /4 0
1 2 -1 1]|B| |0
11 0 —1||c|~|o
-10 0 0/ \D 1



de donde se llega a que

por tanto, (1 PUNTO)

1 1 1 1 3s+5
Y(S)_<§> *1(&) *1(@)'

El dltimo término de la igualdad anterior puede ser trabajado. Observemos que

3s+5 s+1+4+2s

(s+1)? (s+1)?

s+ 1 2s +4

Gr1)?  (s11)p
1 s+14+3+s

s+1Jr (s +1)2

1 1 s+ 3

_5+1+s—|—1+(s—|—1)2

2 s+1+2

_S+1+(s+1)2

2 s+1 2

_s—l—l—i_(3—1—1)2—#(34—1)2
3 2

s+l rIp

asi, llegamos a que

1 1 1 1 3 2
Y<5>‘;+1<5_1>+1<5+1+<5+1>2>
111 3( 1 1 1
- talsTr) Tals ) el G

aplicando £7! a ambos lados, se llega a la solucién general del PVI (0.5 PUNTOS)

1, 3 1
y(t) = —1 + Zet - Ze_t - 5te—f

RVA /rva
20 de Marzo de 2020



