UNIVERSIDAD DEL BIO-BIO

H?A FACULTAD DE CIENCIAS
~g= DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
V' ¥ Ecuaciones Diferenciales - 220135

Semestre 11, 2019

PAUTA EVALUACION 1

Problema 1: encuentre la solucién del siguiente PVI para ¢t > 0
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Solucidn: el presente problema nos obliga a resolver dos PVI: uno para t € (0,+/7),
y otro para t > /7. Para la primera parte, debemos resolver

dy 2
- = tsen(t?), te€(0,4/7)
y(0) =3

la EDO es del tipo separable, en donde sélo debemos integrar a ambos lados entre
t=0yte(0,{/m) para resolver: se tiene

/—ds-/ ssen(s?)ds

donde la primitiva del integrando del lado derecho es —% cos(s?); asi,

haciendo y(0) = se concluye que (0.8 PUNTOS)
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y(t) = 5 cos(t?)

que corresponde a la solucién del tramo ¢t € (0, /7). Para resolver el segundo tramo,

necesitamos la condicién inicial que nos permite plantear el PVI de buena manera.
Evaluando la solucién del primer tramo en ¢t =/, se obtiene que



por lo tanto, el PVI asociado al segundo tramo estd dado por
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Integrando a ambos lados entre /7 y t > /7,
y(t) —y(Vr) = 5—=(t — V)

recordando que y(y/7) = 3, se obtiene (0.8 PUNTOS)
t
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que corresponde a la solucién del segundo tramo. Asi, se concluye que la solucion del
PVI original esta dada por (0.4 PUNTOS)
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Problema 2: considere la forma diferencial
2y cos(y)dx + (2z cos(y) — zy sen(y))dy = 0
1. Verifique que ella no es exacta.

2. Encuentre los valores de r y s de modo que la funcién u(z,y) = z"y® sea un
factor integrante (FI) idéneo. Una vez encontrados, use dicho FI para resolver la
ecuacion.

Solucidn: conviene comenzar identificando las funciones M = M (z,y) y N = N(z,y)
que forman parte de la Forma Diferencial (FD):

M(z,y) = 2ycos(y), N(z,y)=2zxcos(y) — zysen(y)
derivando,

oM ON

oy 2 cos(y) — 2y sen(y), = 2 cos(y) — ysen(y).



Como no coinciden, se concluye que la FD no es exacta. (0.6 PUNTOS)

Consideremos ahora el candidato a FI u(x,y) = 2"y*. Multiplicando la FD por p,
22" y* 1 cos(y)dx 4 (22" y® cos(y) — 2"y sen(y))dy = 0

en este punto, se hace conveniente definir las siguientes funciones

M (z,y) = 22"y" cos(y), N(x,y) = 22"y  cos(y) — " y*  sen(y).

Recordemos que este nuevo FI tiene como propédsito forzar la exactitud de la FD.
Luego, para que u sea un FI idoneo se debe cumplir que

oy  Ox
donde
aa—MQ(erl):vrys cos(y)—2z"y* ! sen(y), %—N = 2(r+1)2"y" cos(y)—(r+1)z"y* ' sen(y)
Y x

comparando término a término, se obtiene
2(s+1)=2(r+1) 2=r+1
de donde se deduce que r =1y s = 1. Luego, el FI queda (0.6 PUNTOS)

ple,y) =y
Luego, la nueva FD a resolver esta dada por
2xy° cos(y)dx + (22%y cos(y) — x*ysen(y))dy = 0
donde ) .
M(x,y) = 2zy* cos(y), N(z,y) = 2z%ycos(y) — z*y*sen(y).

dado que esta FD es exacta, se deduce la existencia de una funcién f(z,y) = ¢, para
alguna constante c € R, tal que

of _ of

%—M(l‘,y), @:N(x’y)

por simplicidad, comenzaremos trabajando con la funcién M (z,y):
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B 2212 cos(y)



integrando a ambos lados con respecto a x:

f(z,y) = 2%y’ cos(y) + g(y)

derivando a ambos lados con respecto a y, y luego igualando con N(z,y), queda

of
5 22y cos(y) — #?y* sen(y) + ¢'(y) = 22y cos(y) — #*y* sen(y)
luego,
Jy)=0=gy) =k keR
Asi, y haciendo Cy = ¢ — k, se tiene que (0.6 PUNTOS)

fla,y) =2’y cos(y) + k= c

de donde se concluye que la solucién del problema esta dada implicitamente por

% cos(y) = Cy, Co=c—keR (0.2 PUNTOS)

Problema 3: Un lago con buena circulacion contiene inicialmente 1000 [kL] de agua
contaminada a una concentracién de 2 [kg/kL]. Agua del desagiie de una fabrica entra
al lago a una tasa de 5 [kL/h] con una concentracién de 7 [kg/kL] de contaminante.
El agua fluye por una tuberia de salida a una tasa de 2 [kL/h]. Determine la cantidad
y la concentracion de contaminante como una funcion del tiempo.

Solucion: siempre se hace 1util tener a mano la informacion que entrega el enunciado.
Dado que éste es un problema de mezclas, debemos tener claras las tasas de entrada

y salida de liquidos al contenedor en cuestion (en este ejercicio: el lago). En nuestro
caso, tenemos que (0.3 PUNTOS)

» Entra agua contaminada a una tasa de 5 [kL/h], la que presenta una densidad
de 7 [kg/kL] de contaminante.

= Sale mezcla del lago a una tasa de 2 [kL/h].

» Haciendo V' = V() el volumen de mezcla que presenta el lago medido en [kL],
se tiene que V(0) = 1000 [kL].

» Haciendo A = A(t) la cantidad de contaminante medida en [kg|, se tiene que

A(0) = (1000 [kL]) (2 [kg/kL]) = 2000 [kg]

A partir de los datos del enunciado, tenemos que la variacion del volumen de mezcla
en el lago esta dada por la siguiente EDO

av.

— =5 [KL/h) = 2 [KL/h] = 3 [KL/H]



recordando que V(0) = 1000, integramos a ambos lados entre ¢t = 0 y ¢ > 0 para
deducir que el volumen de mezcla en funcién del tiempo estd dado por

V(t)=1000+3t[kL] (0.5 PUNTOS).

En cuanto a la cantidad de contaminante, se tiene que entran (5 [kL/h])(7[kg/kL]) =
35 [kg/hl; es decir, la razén de entrada de contaminante R.,; estard dada por Re, =
35 [kg/h]. En cuanto a la razén de salida Rg,: multiplicando la densidad de contami-
nante p(t) por la tasa de salida de mezcla, se obtiene que

Foa = (p(t)) (2 kL/1)

Recordemos que la densidad se puede calcular haciendo p(t) := A(t)/V(t), cantidad
que se mide en [kg/kL]. Luego, la variacién de contaminante con respecto al tiempo

estara dada por

dA A(t)

— = Rept — Rsap = 35— 2p(t) = 35 — 2——=

dt t l :0( ) V(t)
y recordando la expresion obtenida para el volumen, se concluye que la cantidad de
contaminante queda descrita por la solucién del siguiente PVI:

dA 2

A(t) =
at " 1000 3 ) =3
A(0) = 2000

la presente EDO es lineal, por lo que nos vemos obligados a calcular un FI idéneo para
resolver. Este estara dado por
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en donde el valor absoluto fue descartado de inmediato debido a que 1000 + 3t >
0,Vt > 0. Multiplicando la EDO por este FI, se obtiene

winN

i((looo + 3t)

- A(t)) = 35(1000 + 3¢)3

integrando entre t = 0 y ¢t > 0, se obtiene

wlut

1000 + 3t)5 35(10003)
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((1000 + 3)3 A(t)) — ((1000)5 A(0)) = 35!

haciendo A(0) = 2000,

wlot

— 7(1000%) + 2(1000)

wlot

(1000 + 3t)5 A(t) = 7(1000 + 3t)



asi, la cantidad de contaminante en funcion del tiempo estara dada por

10003
A(t) = 7(1000 + 3t) — 5 ~| (1 PUNTO)
(1000 4 3t)3
mientras que la concentracién estara dada por
Alt 10003
oty = A0 _ 75 " (0.2 PUNTOS)
V(t) (1000 + 3t)s
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