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PAUTA EVALUACION 2

Problema 1: Dibuje las regiones definidas por las curvas dadas, y calcule
el area que ellas encierran. (25 PUNTOS)

A)y=2+1,y=9—-2° v=—1, v =2

Solucion: al graficar la situacién, debieramos obtener una figura similar
a la adjunta a continuacion (5 ptos.)




Con esto, el area de la regién achurada estara dada por

A_/2 (9—2%) — (x+1)dz (10 ptos.)

:/2(—x2—x+8)d;€ (4 ptos.)
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es decir, el area de la region encerrada por las curvas vale - (2 ptos.).
T
(B) y:SGH(QL'), y:ex, xZO, $:§

Solucidn: al graficar la situacion, debieramos obtener una figura similar
a la adjunta a continuacién (5 ptos.)




Con esto, el area de la regién achurada estara dada por

A —/0 (e" —sen(z))dz (10 ptos.)
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es decir, el area de la region encerrada por las curvas vale |[e2 — 2
(2 ptos.).

Problema 2: encuentre la solucion del PVI (35 PUNTOS)
dy dy
< —=1— 2_42 422 2 1= 2_92 922
(A) { do TT—Ay” +axTy B) { du r° =Yy + 917y
y(0) =1 y(0) =1

Solucion comun: sea la EDO
y/(x) 2 &2y2 +a2x2y2

donde v = 2 para la parte (A), y a = 3 para la parte (B). Factorizando el
lado derecho de la EDO (4 ptos.)

2

1 — 2% —o®y* + o2’y =1 — 2% — o®y* (1 — 2°) = (1 — 29)(1 — o*y?)

es decir, la EDO es a variables separables, la cual se puede re-escribir como

1 dy

ol (1 —2% (4 ptos.)

integrando a ambos lados, y usando un cambio de variable adecuado,

y(x) 1 T )
——dw = 1 —t9)dt
/1 1 — a?w? v /0 ( )



para integrar el lado izquierdo, re-escribiremos el integrando como una suma,
de fraciones parciales; postulamos entonces la existencia de constantes reales
Ay B tales que

1 1 A B
1-020? (I+aw)(l—oaw) l14+aw 1-—oaw

al hacer la suma de fracciones al lado derecho, se obtiene

1 (A+B)+ (B—-A)aw

1 — ow? 1 — o?w?
de donde, al comparar término a término, se obtiene el sistema de ecuaciones

A+B=1
B—A=0
es decir, A = B = 1. Por tanto (10 ptos.)"

1 1 1
= +
l—a?w? 214+ aw) 2(1—aw)

y por tanto,
yl@) y() 1 1
" dw = d
/1 1 — a2 /1 2(1+ozw)+2(1—ozw) “
| | w=y(z)
= —1In 1—|—ozw)——ln 1—0@’
200 2 »
S )( Lot = a )|
= — — —In|l —aylx
2an A 200 4
In |1+ ‘+11 ! )
— —1n —In|l — «
. 200 “ 200
1
:2—1n (1+ay(m))(1—ay(m)) ‘
a
- -In (1+a)(1—a)—1)

'El puntaje sélo se asignard si el estudiante hizo todos los célculos necesarios para llegar a esta
descomposicién.



es decir,

y(x) 1 1
/ _ dw=2mn
L 1= aPw? 200

por otro lado,

/Ox(l — t2)dt = (t — %) y —r — % — g(g _ xz) (2 ptos.)
: 1 (14 ay(z))(1 — a) T, P
0" = ay@)ira)| 50"

y por definicion de logaritmo natural,

exp (me(S — :132)) =

Para la parte (A): al hacer a = 2, se obtiene

exp <4§(3 — :1;2)> =

y asumiendo® 1 — 2y(x) <0,

Sexp <4§<3 ] xz)> (4 2y)

(1 + ay(z))(1 — o)
(1 —ay(z))(1 + )

(1 +2y@)(-1)|
1= 2yx)(3)

(2y(z) — 1)

desde donde se concluye que (5 ptos.)

] + 3¢ ¥ (-27)

 GeFB—?) 9

y(r)

?Esto se asume para que la condicién inicial tenga sentido; es decir, cuando y(0) = 1.



Para la parte (B): al hacer a = 3, se obtiene

1 —2 1[(1
o (23— ) = [ (2D 101+ o)
(1 =3y(x)4) | 2|1 —=3y(x))
y asumiendo® 1 — 3y(x) < 0,
1 +3y(z))
2exp (2030 — %) = |
o (2 =) = Gy
al despejar para y(x), se concluye que (5 ptos.)
1 4 22
y(.f) - 662(3x—x3) -3
Problema 3: (25 PUNTOS)

(A) Encuentre la ecuacion de la recta L que pasa por los puntos Py(—2,3,2)y
(), donde @ es la intersecciéon de las rectas Ly : (x,y, z) = (11, =5, —10)+
t1(—4,2,3), t ERy Lo (=7,11,—3) + h(3,—5,1), h € R

Solucidén: sea Q(xg, Yo, z0) € L1 N L. Esto entonces induce la existen-
cia de constantes reales t; y h tales que (5 ptos.)

o — 11 —4t1 = —7—|—3h (1)
o= —5+2t =11 —5h (2)
20 — —1O—|-3LL1 = —3—|—h (3)
Al tomar la ecuacion (1) y sumar 2 veces la ecuacion (2), se obtiene

1+0=15+7h

lo que nos lleva a concluir que h = 2 (6 ptos.). Al reemplazar este valor
en (2), se llega a que t; = 3 (4 ptos.). Al reemplazar ambos valores en
(3), se llega a que

—1049=-3+2=-1

3Esto se asume para que la condicién inicial tenga sentido; es decir, cuando y(0) = 1.



lo que nos permite concluir que los valores obtenidos de ¢1 y h son la
tinica solucién de nuestro problema?. Con esto, y reemplazando ¢ en L;
0 h en Lo, se llega a que (5 ptos.)

Q(—1,1,-1)

por tanto, el vector director ’ que modela la recta pedida estara dado

por (3 ptos.)
[=PRQ=(-1,-2,-3)

y asi, la ecuacion de la recta pedida sera (2 ptos.)

L: (z,y,2)=(-2,3,2) —t(1,2,3), t € R

(B) Encuentre la ecuacién de la recta L que pasa por los puntos Py(2, 3,2)
y @, donde @ es la interseccion de las rectas Ly : (x,y,2) = (3,7,7) +
£1(1,4,3), t1 €Ry Ly : (—7,-5,13) + h(2,1,-3), h € R

Solucion: sea Q(xg, Yo, 20) € L1 N Ly. Esto entonces induce la existen-
cia de constantes reales t1 y h tales que (5 ptos.)

$0:3+t1:—7+2h (1)
y0=7—|—4t1:—5+h (2)
ZO:7+3t1:13_3h (3)

Al tomar la ecuacion (3) y restar 3 veces la ecuacién (1), se obtiene
—2+0=34-9h

lo que nos lleva a concluir que h = 4 (6 ptos.). Al reemplazar este
valor en (1), se llega a que t; = —2 (4 ptos.). Al reemplazar ambos
valores en (2), se llega a que

7T—8=—-5+4=-1

4 Alternativamente, se pudo haber planteado un sistema de ecuaciones en forma matricial y haber
estudiado la compatibilidad de éste.



lo que nos permite concluir que los valores obtenidos de ¢1 y h son la
tinica solucién de nuestro problema®. Con esto, v reemplazando ¢; en L;
0 h en Lo, se llega a que (5 ptos.)

Q(1,—1,1)

por tanto, el vector director ¢ que modela la recta pedida estara dado

por (3 ptos.)
Z: Pm — (_1747 _1)

y asi, la ecuacion de la recta pedida sera (2 ptos.)

L: (zv,y,2)=(-2,3,2)+t(—1,4,—-1),t e R

Problema 4: (15 PUNTOS)

(A) Encuentre la ecuacion del plano I1; que pasa por el punto P(—4,2,7)
y es ortogonal al vector 1 = (3, —2,8). Calcule, ademaés, el angulo que
forma II; con el plano Iy : 20 — by + 32z = 2

Solucion: la ecuacion del plano 117 estara dada por
[1;: 32 —2y +82 =40 (6 ptos.)

y denotando 1 = (3,—2,8) y f5 = (2, —5,3) los vectores normales de
II; y IIy, respectivamente, entonces el angulo « que forman los planos
sera tal que
00
os(@) = —————.
[1ex]] [1€2]

Al hacer el ¢alculo, se obtiene €1 - €y = 40, ||61]| = V77, v ||62]] = V/38
(2 ptos c/u). Asi
(3 ptos.)

cos(a) = =—> ( = arccos (

40
VTTV38 \/777\/@>

® Alternativamente, se pudo haber planteado un sistema de ecuaciones en forma matricial y haber
estudiado la compatibilidad de éste.




es decir,

o =~ 42°

(B) Encuentre la ecuacién del plano ITy que pasa por el punto P(4,2,7) y
es ortogonal al vector 7 = (—3, —2,8). Calcule, ademas, el angulo que
forma I1; con el plano Iy : 42 4+ 2y + 2z = 2

Solucion: la ecuacion del plano 117 estara dada por
[T, : =3z —2y+8z =40 (6 ptos.)

y denotando £ = (=3, —2,8) v £y = (4,2,1) los vectores normales de
II; y IIy, respectivamente, entonces el angulo « que forman los planos
sera tal que o
os(a) = M
6] ]]€2]]
Al hacer el ¢alculo, se obtiene 0 - 6, = =8, ||(1]| = V77, v ||6a]| = V21
(2 ptos c/u). Asi

—&
cos(a) = — ( = arc cos (—) 3 ptos.
)= Jrvar) (8 ptos)
es decir,
a ~ 101°
RVA /RvA
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