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1. (25 puntos)

2x+1 1
a) Considere la funcion f : Dom(f) € R — R. Definida por f(z) = ﬁ
1) Encuentre analiticamente dominio y recorrido
2) Pruebe que f es inyectiva
3) f es sobreyectiva?
4) f es invertible?. Justifique. En caso de no serlo haga las restricciones adecuadas
para definir una inversa
4 —
b) Considere la funcion f : Dom(f) C R — R. Definida por f(x) = log, gi
l’ J—
1) Encuentre analiticamente dominio y recorrido
2) Pruebe que f es inyectiva
3) f es sobreyectiva?
4) f es invertible?. Justifique. En caso de no serlo haga las restricciones adecuadas

para definir una inversa
Soluciéon parte (a):
1) observe que f(x) esta definida Vo € R excepto cuando
27 —1=0

es decir, cuando = = 0. Por lo tanto, (2 p.)

Dom(f) =R — {0}

por otro lado,

Rec(f) = {yeR:y: 2;;—_+11,33 € Dom(f)}
= {y e R:z=log, (i—i_;) S Dom(f)} (*)
= {yer y—H>o}(3 p.)

es decir,
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b) sean a,b € Dom(f) : f(a) = f(b). Luego,

fla) = f(b)
2a+l +1 B 2b+l +1
201  20—1
2a+b+1 _ 2a+1 + 2b 1= 2a+b+1 420 2b+1 -1
2a+1 499 — 2b+1 + 2b
2° = 2°(5p.)

al aplicar log, a ambos lados, se concluye que a = b, probando asi la inyectividad de
la funcion (2 p.).

c¢) observe que la funcién no es sobreyectiva, puesto que
Ree(f) = (=00 — 1)U (2, +00) # Cod(f) =R (4 p.)

d) del inciso anterior; al no ser sobreyectiva, se deduce que no es biyectiva. Por lo tanto, se
concluye que la funcién no es invertible (2 p.). Para que lo sea, debemos redefinir
la funcién como sigue: (2 p.)

f:R—={0} — (00— 1)U (2,400)

2x+1_|_1
v fe) =

y del calculo del recorrido (ver (*) ), se concluye que la inversa estara dada por (2
)

fti(—o0—1)U(2,+c) — R — {0}

r— fHx) :=log, (i—j;)

Soluciéon parte (b):

a) dada la presencia del logaritmo, se tendra que

Dom(f) = {x eR: f(x) =log, (4—;15) € R}

r—1
—{xER:%>O}(3 p.)
= (1,43 p.)

es decir,

Dom(f) = (1,4)
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en cuanto al recorrido,

Rec(f) = {y eR:y=log, <z—t;),x € Dom(f)}

44 2
~{yer:ia= 2y++1 c(L1} (**)@p)
=R
es decir (2 p.),
Rec(f) =R

b) sean a,b € Dom(f) : f(a) = f(b). Luego,

f(a) = f(b)
| 4—0L_1 4—b
0g2a_1_ Og2b_1
4—a_4—b
a—1 b—1
4b—-4—ab+a=4a—-4—ab+b
db-b=4a—-a
a=b (5p.)

lo que termina por probar la inyectividad de f (2 p.).

c) dado que Rec(f) = Cod(f) = R, se concluye que la funcién es sobreyectiva (4
p.).

d) al tener la inyectividad y sobreyectividad de f, se deduce que esta funcion admite
inversa, la que estara dada por (ver (**)) (3 p.)

R — (1,4)

4 + 2%
_1 —
T — f (.CE) = o 1
. (30 puntos) Resolver:
A B
a) logs (977" +3) = 1 +logs(3°~! + 1) a) log,(4* 4+ 6) — 2 = log,(2°72 + 3)
1{ vity-1 , Ve l—=Vz+1
b) lim b) lim
y=0 1 — \/m z—0 z
) it 2+ 5 el ) y 3r+3 2—-5z
¢) lim m

Solucién parte A:
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a) se tiene

logs (971 +3) =1 +1logy (371 + 1)
<= log;(9""! + 3) = log,(3) + log; (3" + 1)
= logy(9" 1 4 3) = logy(3(3° ' +1)) (3 p.)

es decir,
9" 4+ 3=3(3""1+1)
—3¥?43=3"+3
< 3*?=3" (3p.)
al comparar potencias de igual base, se obtiene

2 —2=uz (2p.)

de donde se concluye que (2 p.).

b) al racionalizar tanto el numerador con el denominador,

g VITU =1 g VIFy -1 ()P4 (L) Pl
01— T4y w20l —yT+y (1+y)2P+(1+y)3+1
~ lim Y .1+\/1+y
=0 (1= VTHy) (A +y)?P+(1+y)3+1) 1+/T+y
— tm y(1+/1+y)
=0 (Y) (L +y)?2 + (1 +y) /2 +1)
— lim (14++1+vy)

=0 (1492 + (1 +y) 3+ 1)
2
=3 (1p.)

(4 p.)

es decir (1 p.),

vity—1 2

lim ——F—— =

y—=01—+/1+4+y

Wi
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\2D/ i
c) se tiene

3z+1 3z+1
, 2 +5 , z(2+ 2)
lim = lim [ ——<

5 3z+1
lfm (2 n —)
R e xes) T
- 1\ 3z+1
lfm (2 + —)
r—r00 €T
5 3x
lfm <2 + —) . 1fm (2 + —)
o0 T T—00 T
- i 1\ 3z 1
lim <2 + —) - lim (2 + —)
T—00 X T—>00 X

I
[M[°8)
~
w
T
~

es decir (2 p.),

Solucién parte B:

a) observe que 2 = log, 22. Con esto, la ecuacion se puede re-escribir como (2 p.)

4% 46
log, () = log(272 +3)
es decir (1 p.), Py
33+ o
=27 3
1 +

lo que al reordenar nos da (2 p.)
2% —2"—6=0

haciendo el cambio de variable u = 2%, se llega a la ecuacion (3 p.)
w—u—6=0

la que tiene por soluciones u; = 3 y us = —2 (1 p.). Dada la definicion de u, nos
vemos obligados a descartar us para concluir que (1 p.)

=
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b) se tiene

, Ve+l-=vz+1 |
lim = lim
z—0 z z—0 z

(z+1)s

B + 1) ((z+1)

=0 (((z+ 1)%)
1
1+1D)(1+1+1)

N

win
_|_
—~
N
_|_
—_
~—
Wl
_.I_
—_
SN—

es decir (2 p.),

Ve+1l—vz+1 1
m = —

Ii

z—0 z
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c) se tiene

. 5 1\ 2
(h’m (1+—) ) Jim <1+§>
Tr— 00 X
o5/3
=—(5p.)

es decir (2 p.),

2—5x
, 3$‘+’3 10
lim = 3
T—00 3x-+»1

3. (20 puntos) Estudie la continuidad de las siguientes funciones. En caso que encuentre
alguna discontinuidad, clasifiquela:

)

(ViF1-\2

<1
x—1 ¥
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b)

klogQ (%), >3

Solucion parte (a): observemos que la funcién esta bien definida en todo su dominio,
excepto (posiblemente) en z = 1 y x = 3. En ambos casos se hace obligatorio determinar
la existencia del limite mediante el calculo de limites laterales. Empezando en =z = 1,
calculando el limite por la izquierda,

, L iTI-E

lim f(z)= lim ————

rz—1— r—1— rx—1
o YEEI-V2 VEAT402
z—1— rx—1 ,/x_|_1_|_\/§

~ m r+1—-2
w=1= (x — 1) (VT + 1+ v/2)
; z—1
= lim
1= (2 — D(Vz + 1+ V2)
1
= lfm ——
e=1- Vr +14++/2
1
=—= (4p)

2v/2

En cuanto al limite por la derecha,

15

acllglJr f(x) - :tcllgl7L logS (6 B ZE)
15

= log, (6 — 1) N
= 15logs(5). (2 p.)

Finalmente, observemos que f(1) = 15logs(5) (2 p.). Dado que f(1) existe pero los limites
laterales no coinciden, se concluye que en z = 1 la funcion f(z) presenta una discontinuidad
esencial de primera especie por tener salto finito (2 p.). Estudiando ahora la continuidad
en x = 3, el limite por la izquierda nos da

-

15
lim f(z) = lim log, (6 . x) ’
r—3~ r—3~

15

— log, (6 . 3) °
= 5log(3)
=5 (2p.)
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que coincide con el valor que alcanza f(z) cuando z = 3 (2 p.). En cuanto al limite por la
derecha,

2 —r—6
i = 1i
Jim, f(z) = lm ——
_ tm (x —3)(z+2)
r—3+ T —3
= 1i 2
S t2)
=5 (4p.)

es decir,

lim f(z) = f(3) =5

r—3

lo que nos lleva a concluir que la funcion es continua cuando z = 3 (2 p.).

Solucion parte (b): observemos que la funcion esté bien definida en todo su dominio,
excepto (posiblemente) en x = —3 y z = 3. En ambos casos se hace obligatorio determinar
la existencia del limite mediante el calculo de limites laterales. Empezando en z = —3,
calculando el limite por la izquierda,

§ . V6+rz—3
lim f(zr)= lim ————
z——3- x——3~ T+ 3

~ lm \/6+x—\/§'\/6+x+\/§
T——3— T+ 3 V6+z+V3

1 6+z—3
= 1m
s—>-3- (x +3)(v6 + = + V/3)
, r+3
= lim
a==3~ (2 4+ 3) (V6 +  + V/3)
1
= lim ——
r——3" \/6—{—m+\/§
1
=—=. (4p)

213

En cuanto al limite por la derecha,

lim f(z)= lim V9 — a?

z——3+ x——3+1
=v9—9?
=0 (2p.)
valor que coincide con el que toma f(x) cuando z = —3 (2 p.). Como f(z) existe pero los
limites laterales no coinciden en x = —3, se concluye ahi que f(z) presenta una disconti-

nuidad esencial de primera especie por tener salto finito (2 p.). En cuanto a la continuidad
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en r = 3, se tiene

lim f(z) = lim V9 — a?

r—3~ r—3~
= V9 -9
=0 (2p.)

donde, de nuevo, se tiene que f(3) =0 (2 p.). En cuanto al limite por la derecha,

) ) 22 —5x+6
:clirgl‘*‘ f(x) - xlirgl‘*‘ 10g2 ( -3 >
, (x —3)(x —2)
— 1( )
migl+ 082 r—3
= Jim o (2 —2)
= log,(3 — 2)

es decir, se tiene que
1/ = =
I f(x) = £(3) =0
lo que nos lleva a concluir que la funcion es continua cuando x = 3 (2 p.).

4. (25 puntos) Resolver el siguiente problema:

a) Una familia se entera que su casa posee una invasion de termitas. Afortunadamente el
vecino es matematico, y sabe que el crecimiento de la poblacion de termitas se modela

con la llamada Funcion Logistica

. KN[)@M
K+ Ny(ert —1)

N(t)

donde N(t) es el numero de termitas en el instante ¢, Ny es la cantidad inicial de

termitas, K es la llamada capacidad de carga de termitas de la casa, y r es la tasa de

crecimiento de su poblacion. Se sabe que r = In(4) [d—lia}, y que K = 10® termitas. Al

cuarto dia de la invasion, se dieron cuenta que habian ya 1024 termitas. Determine
i) la cantidad inicial de termitas que invadieron la casa

ii) la cantidad de termitas que habréa en 7 dias

iii) ;Cuantas termitas habran si se deja pasar mucho tiempo sin hacer nada?

Solucion parte (i): del enunciado, r = In(4) y K = 10®. Para obtener la cantidad
inicial de termitas, consideremos t =4 y N(t = 4) = 1024. Despejando para N; en la
ecuacion logistica, se obtiene (6 p.)

B N(t)K
No= ooy N(t)(1—e)

10
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reemplazando con los datos del enunciado (1 p.),

1024 - 10%

N, =
07 10844 4 1024(1 — etin®)

y como e*"4) = 256, se obtiene (2 p.)
40108
108 — 1020

lo que nos lleva a concluir que fueron 4 termitas las que iniciaron la invasion (1 p.).
Ese dato nos servira para obtener la cantidad de termitas al séptimo dia de la invasion.

No =

Solucion parte (ii): se tiene

108 -4 - e?ln(4)
108 4 4(e7In@) — 1)

es decir, habran aproximadamente unos 6549 termitas invadiendo la casa (5 p.).

N(t="T) ~ 6549

Solucion parte (iii): lo que se pide es equivalente a calcular el limite (2 p.)

lim N(%).

t—o0

Para resolver, y dado que In(4) > 0, nos valdremos del siguiente limite

m — =0

1
t—oo et

se tiene

, , KN[)BM
tlggN(t) o tlggo K + Ny(ert —1)

, KN()@rt
= lim
t—o00 ert <e% —+ No(l - 6%))
, K Ny
= lim
t—00 <6_I72+N0(1_e_71"t>
lim;_,oo KNy

L RNy
T 0+ No(1—0) P
K

(4 p.)

es decir, si no se hace nada y se deja pasar mucho tiempo, habran K = 10® termitas
aterrorizando y destruyendo la casa (2 p.).

11
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b) En un pueblo nuevo se comienza a desarrollar un crecimiento en la poblacién de perros
vagos. Una mujer que sabe mucha matematica, dijo que la cantidad de perros callejeros
en el pueblo se puede modelar usando la llamada Funcion Logistica

K Nye™
K + No(eTt — 1)

N(t) =

donde N(t) es el ntimero de perros durante el mes t-ésimo, Ny es la cantidad inicial
de perros, K es la llamada capacidad de carga de perros callejeros del pueblo, y r es

la tasa de crecimiento de su poblacién. Se sabe que r = In(2) [a—r}lo , vy que K = 10°
perros. Al quinto afno de la invasion de perros, se dieron cuenta que habian ya 320 de
ellos. Determine

i) la cantidad inicial de perros que llegaron al pueblo

ii) la cantidad de perros que habran en 10 ano

iii) ;Cuantos perros habran por el pueblo si no se hace nada y se deja pasar mucho

tiempo?
Solucion parte (i): del enunciado, r = In(2) y K = 10°. Para obtener la cantidad
inicial de perros, consideremos t = 5y N(t = 5) = 320. Despejando para Ny en la

ecuacion logistica, se obtiene (6 p.)

N(t)K
Ket+ N(t)(1 —e)

Ny =

reemplazando con los datos del enunciado (1 p.),

320 - 108
106e5In2 4 320(1 _ eSln(?))

Ny =

y como €°(?) = 32 se obtiene (2 p.)

106
Ny= —— ~ 10
07 105 — 31

lo que nos lleva a concluir que fueron 10 perros los que iniciaron la invasion (1 p.).
Ese dato nos servira para obtener la cantidad de perros al décimo ano de la invasion.

Solucidén parte (ii): se tiene

106 .10 - elOln(Q)
N(t = 10) = 5 qorome —T; ~ 10186

es decir, habran aproximadamente unos 10136 perros deambulando por el pueblo al
décimo ano (5 p.).

19
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Solucion parte (iii): lo que se pide es equivalente a calcular el limite (2 p.)

lim N(t).

t—o00

Para resolver, y dado que In(2) > 0, nos valdremos del siguiente limite

1
m— =20

t—oo et

se tiene

, , K Noe™
tlggoN(t) N tlggo K + Ny(e™ — 1)

, K Nye™
= lim
=00 o1t (e% + No(1 — %
, KNy
= lim
t—00 (e% —+ NO(l - e_it>
(1000 25 + 1y o0 No(1 = )
B KNy (
04 No(1-0)
=K

)) (4 p.)

2 p.)

es decir, si no se hace nada y se deja pasar mucho tiempo, habran K = 10° perros
deambulando por el pueblo (2 p.).

12



