Super-Tarea de Métodos Matematicos 2

O. Castillo-Felisola
24 de Marzo del 2006

Indicaciones

e Se recomienda que intenten primero los ejercicios de calentamiento.

e Los problemas que seran evaluados en el examen son de complejidad sim-
ilar a la de los problemas.

e El plazo para cumplir con la tarea es aproximadamente 5 dias para los
problemas de calentamiento y 4 dias adicionales para los problemas tipo
examen. Estos tiempos estan estimados para el tiempo que durard la
prueba.

e Las consultas son validas. Of. 616.

e Pregunten en la clase de consultas los dias viernes a las 12 pm.

PROBLEMAS DE CALENTAMIENTO

1. En un espacio euclideo E™, no existe diferencia entre componentes co-
variante y contra-variante de un vector, asi que V¢ = V,,. Escriba explicitamente
las componentes del producto escalar A- B = A*B, = > A*B®, cuando
n = 6.

2. Recuerde que la generalizacion del producto escalar viene dada por A-B=
gabA®BY.  Considerando una métrica general escriba explicitamente la
expresién para el producto escalar cuando n = 4.

3. ;Qué significa que una métrica sea diagonal?;Bajo qué condiciones una
métrica (matriz) puede ser diagonalizada?; Puede ser toda métrica diag-
onalizada? Considere la métrica

= (5 ). 0



10.

;Cual es la correspondiente métrica diagonal y la transformacién que la
diagonaliza?

;Cuantas compomentes independientes tiene un tensor de rango 2 que es

e arbitrario?
e antisimétrico?
e simétrico?

Definase la simetrizacién o anti-simetrizacién de un tensor por las expre-
siones,

1
T(ab...n) = ﬁ Z Ta(a)a(b)...a(n)? (2)
perm.
1 o
Tiab..m) = o Z (—1)! ‘Ta(a)g(b)...a(n), (3)
perm.

respectivamente. Estas son sumas sobre las permutaciones de los valores
posibles de los indices, y |o| es el orden de la permutacién.

Muestre que para n = 2, un tensor puede escribirse como la suma de su
parte simétrica y anti-simétrica.

[ Ciantas componentes independientes tiene un tensor arbitrario de rango
m en un espacio n-dimensional?;Ciantas componentes tiene si es total-
mente simétrico o totalmente anti-simétrico?

En dimensién n = 3, calcule €qp.V2VPW€. Explique por qué este resul-
tado.

;Cuantas componentes independientes tiene un tensor totalmente anti-
simétrico de rango p en un espacio de dimensiéon n < p?.

Usando la definicién de los simbolos de Christoffel, muestre que
gc = F?b' (4)

Dada esta simetria, ; Cliantas componentes independientes de los simbolos
de Christoffel pueden existir en un espacio n-dimensional?

Definase el producto tensorial, ®, de la manera siguiente. Consideremos
una base para el espacio vectorial {e, }, entonces, una base para el espacio
de tensores de rango m esta dada por

€a; ®€aqy @+ @ €q,,-

Escriba en notacién matricial las siguientes expresiones (suponga el espacio
3-dimensional)



* e1®el,

e1 ® ez,

(2 +€3) ® (e1 + e3),

Suponga A® = (1,3,4), B' = (2,1,-2) y C* = (2,1,0), Calcule:
- (A®B)-C
- C-(A®B).

11. ;Cual de los siguientes tensores es simétrico, anti-simétrico o ninguno?

e ¢ ®eo
e 3R es3
® e3Xe3 —ez® e

1 3 1
3.0 -2 (5)
1 -2 -2
[ ]
3 2 -7
-2 1 4 (6)
7 -4 5
[
3 2 -7
2 1 —4 (7)
7 -4 5
[
0 2 -2
-2 0 -3 (8)
2 3 0

12. Una superficie cuadrética tiene una ecuacion de la forma

az® + by? + c2? + 2fay + 29z + 2hyz = 1. (9)

Muestre que los coeficientes transforman como las componentes de un
tensor simétrico de rango 2. Muestre entonces que la ecuacién se puede

escribir como
X'MX =1, (10)

donde X = (z,y,2) y M es un tensor simétrico.

13. Muestre que la relacién M -V = AV es invariante bajo rotaciones. Hint:
recuerde que las rotaciones son elementos del grupo SO(n).

14. Muestre que la simetria es una propiedad invariante de un tensor.

15. Sabemos que VA = %217 eq ® wP, donde w® son los vectores bases en el

espacio dual. Muestre que Vi=1 y V-7=n.



16.

17.

18.

19.

20.

El epsilon de Levi-Civita es un tensor totalmente anti-simétrico de rango
igual a la dimensién del espacio donde esta definido y con norma 1 (es
decir, €15, ., = 1). Muestre que se puede escribir el producto vectorial de
vectores como A x B = eq Ap B¢, Note que el resultado del producto
vectorial de vectores no es un vector como los vectores A vy g, para ver
esto transforme las componentes de los vectores y las bases por —1 y vea
el resultado sobre el vector A x B. A este tipo de vectores se les llama
vectores axiales.

En el problema anterior, vimos que los vectores definidos via un producto
vectorial de vectores no son realmente vectores. Esto es porque en dimen-
sion el epsilon de Levi-Civita provee una relacién entre tensores de rango
2 v los vectores, como se sigue

1
Ve = 5eabCTbc, T = €apcVC. (11)

—

Sabemos que el momento angular es L = 7 x p, por lo dicho anteriormente

halle el tensor momento angular L.
En n = 2, calcule explicitamente

o cape’

o e e,

En n = 3, calcule explicitamente

L4 6abcfadf
° €abc€abd
° eabceabc~
En general,
NI by, = 1€ (12)
donde
a1 e an
by by
by =00 b =0 (13)
o 0

En las ecuaciones (11), la operacién para pasar de vector a tensor o vi-
seversa es conocida como dualidad de Hodge y se denota con una estrella
(*) delante del objeto a transformar. Demuestre que x(xV) = V| para ello
utilize la propiedad (12).

Recordando que en coordenadas curvilineas la derivada es V¢ = 0,9,
determine una expresién para el gradiente en coordenadas curvilineas.
Hint: El gradiente es un operador tal que actuando sobre funciones da un
vector (un vector de verdad...).



21. De la definicién de los s’imbolos de Christoffel, muestre que para sistemas
de coordenada curvilineos ortogonales, estos se reducen a
e ['ope =0
* Tusa = 399aa
® Thaa = —3059aa
e Toat = 304900
e Thap = 30a0ab.

22. De la definicién del Riemann, muestre que

® Rabed = —Rabde-
® Rabed = —Rbacd-
® Rabed = Redab-
® Rafped) = 0.

PROBLEMAS TIPO EXAMEN

1 Expresiones vectoriales

Muestre que en E2 las siguientes identidades, utilizando la notacién de
indices.

e V- (AxB)=B-(VxA) —A-(VxB)
e Vx(AxB)=(B-(VYA—(A-V)B+ AV -B) - B(V-A)
o Vx(Vg)=0



2 Determinantes de matrices

1. Utilizando la notacién tensorial, muestre que para n = 2, se satisface
det(AB) = det(A)det(B). (14)

Este resultado es cierto para n arbitrario.

3 Operadores diferenciales en coordenadas cur-
vadas

Para cada uno de los casos siguientes, realice los pasos descritos abajo.
e x=rcosf,y=rsinfyz=z
e x=rsinfcos¢, y=rsinfsing y z =rcosf
_ _ : _ 102 .2
o x=uvcosp, y =uvsing y z = 5(u® —v°).

e x=(R+rcosf)coso, (R+rcosf)sing and z = rsinf, en este caso Ry
T son constantes.

1. Calcule la métrica en las nuevas coordenadas.
2. Invierta la métrica.

3. Escriba el operador Laplaciano en dichas coordenadas.

4 Simbolos de Christoffel en coordenadas po-
lares

1. Considere los vectores unitarios en coordenadas polares e, y eg. Escriba
sus compomentes en coordenadas cartesianas (asegurese que los vecetores
sean unitarios).

2. Calcule la derivada (temporal) de los vectores bases polares, y exprese
los resultados en términos de los vectores bases polares (en caso de ser
posible).

3. Escriba el vector posiciéon en coordenadas polares y calcule la aceleracién.
Recuerde que debe derivar las bases.

4. Compare el resultado obtenido con la ecuacion
B+ T’ =0, (15)

para obtener los valores de los simbolos de Christoffel.



5 La métrica es covariantemente constante

1. La derivada covariante estd definida para que el objeto geométrico final
transforme como un tensor. Asi pues,

(DaV)p = 0V =TT V. (16)
La generalizacion a tensores de rango arbitrario es

(DST)ise. = OuToi +TGTo + T T+

_Ft Tﬂ: _ Ft Tab-" e (17)

sm sntmt...

ab...
(No,... no es error, no hay pregunta en esta parte, es una parte menos por

hacer).

2. Use la definicién de los simbolos de Christoffel para mostrar que D,g = 0

6 Derivada Extrerior

1. Considere la transformacién del objeto geométrico d,V, bajo un cambio
de coordenadas.

2. Defina el objeto geométrico (dV')ap = 8,V — Oy Va, y considere sus trans-
formaciones bajo cambio de coordenadas.

Los tensores covariantes totalmente antisimétricos de rango k son conoci-
dos como k-formas, y su derivada antisimetrizada, llamada derivada exte-
rior de la k-forma, es una k + 1-forma.

3. Muestre que 2 =0 para cualquier k-forma. Esta propiedad se conoce
como nilpotencia de la derivada exterior.

7 Grupos e isometrias de espacios

Como se dijo en la clase, se puede halar los grupos de isometria de las
métricas. Halle las isometrias de las siguientes métricas.

(é ?) (18)
(o 1) (19



(_01 (1)) . (20)

Los elementos hallados forman parte de 3 grupos importantes en la fisica;
SO(2), que es el grupo de rotaciones en espacio euclideo 2-dimensiones; SO(1, 1),
el grupo de Boost de Lorentz en 141-dimensiones (espacio de Minkowskii 2-
dimensional); y Sp(1), el grupo simplectico 1-dimensional, que sera importante
en los cursos avanzados de mecdanica clasica.

8 Calculo de variaciones y geodésicas

1. Generalmente interpretamos la geodésica como la distancia mas corta en-
tre dos puntos. De la definicién es evidente que necesitaremos un proceso
de optimizacion. Para minimizar funcionales, se utilizan las ecuaciones de

FEuler-Lagrage,
d (0L 0L
dt (3:1’7“) Oz’ 1)

Muestre que la variacién de ¢’ = #? d4 origen a las mismas ecuaciones
de movimiento (es decir, a las mismas ecuaciones de Euler-Lagrange)

2. Considere el Lagrangeano dado por £ = \/g.p(z)i%2?, y obtenga las
ecuaciones de movimiento. Hint: Aplique el truco del item anterior.

3. Puesto que los ©%’s commutan, debemos simetrizar los términos que no
sean explicitamente simétricos que esten contraidos con un par de z%’s.
Reacomode los términos y todo lo que acompagne a los £%’s lldmeles I'..

Esta ecuacién es la ecuacion de la geodésica.
9 Calculo de simbolos de Christoffel

Usando el método el problema 8, calcule los simbolos de Christoffel para las
métricas cuyos elementos de linea son

o ds? =dr? +r2df2.
o ds? = r2d0? + r? sin? d¢?. Note que 7 es un pardmetro.

o ds? = —f(r)di® + {5+ r2d6” + 2 sin’ 0dg?.



10 Calculo de curvatura de la 2-esfera

1. En el problema 9 calculamos los simbolos de Christoffel. Derivelos con
respecto a las variables que corresponda.

2. Construya las contracciones de Christoffels indicadas en la definicién del
tensor de Riemann.

3. Construya las componentes del tensor de Riemann.

4. Contrayendo con la métrica 6 la métrica inversa (o con lo que sea nece-
sario), halle el tensor de Ricci y el escalar de curvatura.

11 Componentes independientes del Riemann

Como mostramos anteriormente, el tensor de Riemann satisface
® Rabed = —Rabde-

L4 Rabcd = _Rbacd-

L4 Rabcd = Rcdab-

i Ra[bcd] = 0.

1. Los indices a y b son anti-simétricos bajo intercambio. ;Ciantos posibles
combinacioines hay para este par?. Lo mismo para los indices c y d.

2. Bajo intercambio de los pares ab y cd, el Riemann es simétrico. ;Ctantas
posibles combinaciones se tiene en total para el Riemann?. Compare con el
total de componentes independientes para un tensor de rango 4 arbitrario.

3. Findlmente, la primera identidad de Bianchi representa un nimero adi-
cional de constrints entre las componentes del Riemann. Como se ha
anti-simetrizado los tres iltimos indices, junto con la simetria entre a y
b, el nimero de constraints es igual a el ntimero de componentes inde-
pendientes de un tensor de rango 4 totalmente anti-simétrico. ;Cuantas
componentes independientes tiene finalmente el Riemann?

12 Ecuaciones de Einstein

Adicionalmente a las simétrias descritas en 11, el Riemann tiene otra simetria

Rab[cd;f] = Oa (22)

que es conocida como la segunda identidad de Bianchi.



1. A partir de la segunda identidad de Bianchi, muestre que
V.Gt =0, (23)

donde G, = R — %gwR. Este tensor es conocido como el tensor de
Einstein.

2. Muestre que G, es simétrico. ;Cuantas ecuaciones hay en la expresién
G =07

3. Muestre que G, = 0 es equivalente a R, = 0.

La fisica de este problema es parte de relatividad general, el tensor de Ein-
stein describe la geometria de la gravitacion, y se pide que sea sin divergencia
para que la materia satisfaga la ecuaciéon de continuidad. Finalmente, si quer-
emos resolver las ecuaciones de Einstein en el vacio, es equivalente pedir que
G =00 que Ry, =0.

10
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