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Problema N°1.

Solucién

Determinar las regiones D del plano, tal que, para todo (xg,yp) € D se puede
garantizar una unica curva solucién de:

(32® + day)dx + (22° + 2y)dy =0,  y(z0) = o

En particular, si es posible, determinar explicitamente la curva solucién que pase por
el punto (1, 2), indicando el respectivo intervalo de definicion.
(20 pts.)

. Sl dy _ _3x2+4zy
e (8 Puntos) Primero escribimos 72 = S Ty)

mos que la funcién racional f y su derivada parcial f, son continuas en cualquier
subconjunto abierto D C {(z,y) € R?:y # —m2}. En consecuencia, el Teorema
de Existencia y Unicidad nos permite garantizar una tinica curva solucién que
pasa por cada punto (xo,yo) € D.

:= f(z,y). Enseguida observa-

e (4 Puntos) Para el punto (1,2), podemos considerar por ejemplo
D ={(z,y) € R? : y > 0}.

e (8 Puntos) La Ecuacion Diferencial es Exacta. En efecto, definimos M (z,y) =
322 + 4ry y N(z,y) = 222 + 2y, es evidente que se satisface el criterio de
exactitud: M, = N,. En cosecuencia, existe una funciéon F' : D — R y una
constante ¢ tal que F, = M, F, = N,y F(z,y) = c para todo (z,y) € D.
Las dos primeras condiciones, siguiendo el procedimiento usual, determinan que
F(x,y) = 22%y + y? + 23. Asi, la solucién es definida implicitamente por:

F(x,y) =22%y+19° +2° =

Finalmente, como y(1) = 2 se tiene que ¢ = 9. Para determinar, explicitamente
la dnica solucién, resolvemos la ecuacién cuadratica en y:

y? 4222y + (23— 9) = 0.

esto es

—222 + /8zx* + 36 — 423
Yy = )

> 1.
2 =



Problema N°2. Considere un estanque. Al inicio el estanque contiene 150 galones de salmuera
con 8 libras de sal. Salmuera que contiene 3 1b/gal de sal entra al estanque a una
tasa de 13 gal/seg. La mezcla de salmuera en el estanque fluye hacia afuera a una
tasa de 7 gal/seg.

i, Cuanta sal hay en el estanque en el instante 7
(20 pts.)

Solucién. e (10 Puntos) Sea ¢(t) la cantidad de sal en el instante ¢, medidos en segun-
dos, que contiene el estanque. Con los datos del problema se debe resolver el
siguientes PVI:

dq gal Ib gal q [10]
- = B[] 3[—]-7—] gal gal
dt seg gal seg” 150 [gal] + (13 [;] — T[£,])t [seg]
q(0) = 8[it]
es decir
dqg 7q B
@ = ¥ Horer 108

e (10 Puntos) La EDO resultante es lineal de primer orden. La solucion es

C

q(t) = 3(150 + 6t) + ————,
(150 + 6t)5

donde la constante de integracion C' se determina con la condicion inicial ¢(0) =
8, la cual es C' = —(442)(150)%. Por lo tanto, la cantidad de sal en el estanque
en el instante ¢ es

1

q(t) = 3(150 + 6t) — (442)(150)6m.



Problema N°3.

Solucién

es yp(z) = c1(x — 1) + coe™
la dnica curva solucién que intersecta al eje X en x = 1 con una pendiente de 45°.

La solucién homogénea de la ecuacidn diferencial de sequndo orden de coefi-

cientes variables:

oy +(x—1)y —y=423e® x#0

* donde c; v c2 son constantes arbitrarias. Determinar,

(20 pts.)

e (6 Puntos) El Problema de Valores Iniciales Normalizado es:

1, 1
'+ Iy — —y=daPe w40
X xr

y(1)=0, ¥y (1)=1.

e (7 Puntos) La solucion general es y(z) = yx(z) + yp(z). Donde la solucion

particular, yp, es construida por el Método de Variacion de Parametros de La-
grange: yp(z) = vi(x)(x — 1) + va(x)e™ y las funciones vy y vy satistacen el

sistema:
[(m—l) e % ] [ vl (x) 1:l 0 ]
1 —e 7 vh(x) dp2e® |-

Como = # 0 este sistema es equivalente a:

10 vi(z) | dre™™

0 1 vh(z) | | dx(xz—1) |’
luego vi(z) = 4 [{"te7tdt y vo(z) = 4 [ t(t — 1)dt. Nota: Alternativamente
puede aplicarse regla de Cramer...)

(7 Puntos) Enseguida la condicion y,(1) = y,(1) = 0 implica que las cons-
tantes c; y co se determinan de la condicién:

0=y()=y(1) vy 1=y 1)=y).
Lo que implica que ¢; = 1y co = 0. Por tanto la tnica solucién es
y(z) = (x —1)+yp(z), x#0.

( Es decir, se ha determinado completamente la soluciéon sin requerir calcular
explicitamente las funciones vy y v3).



Problema N°4.

Solucién °

Construir la soluciéon general de la ecuacion de Euler no homogénea:

3.1

22y +ay —y=3x,2#0
(20 pts.)

(6 Puntos) Es suficiente resolver la ecuacion para x positivo y después sim-
plemente reemplazar x por |z|. Realizamos el cambio de variables x = ef,t € R.
En consecuencia, la funcion z(t) = y(x) satisface la ecuacion diferencial:
(DID-1)(D-2)+D—-1)z = 3¢
(D —1)3z = 3¢

cuya soluciéon homogénea es 2, (t) = (¢1 + cat + cat?)el.

(7 Puntos) Para construir la solucién particular usamos el anulador L; =
(D — 1) de h(t) = 3e'. Asi, z,(t) = At3e!, donde A es determinado de la
condiciéon (D — 1)3z, = 3e'. En efecto, basta observar que:

- 1
3¢t = (D —1)32, = A(D — 1)3t%e! = Ae'D*1® = 64! — A = 5

(Sorpresa: (D — 1)3z, = (e!De ")z, = e! D3e7'z))

Nota: Alternativamente, el calculo directo (D—1)3z, = 3¢'... permite determinar
el valor de A.)

(7 Puntos) Transformamos la solucion general:

1
2(t) = (1 + cot + c3t?)el + 51t3e*t

via t =Inz,z > 0, para obtener:
2 1 3
y(x) =(c1 + colnzx + cs(Inz)*)x + 5:1:(11195) ,x > 0.

Finalmente, la solucién general del problema propuesto es:

1
y(z) = (c1 + coIn|z| 4+ ¢c3(In |x\)2)a: + §x(ln ]x|)3,:c #0.



Problema N°5.

Solucién

Resuelva el siguiente PVI:

y'+y=f(t), y(0) =y(0) =0,

1 si 0<t<1
donde f(t)=< —t+2 si 1<t<2
0 st t>2.

(20 pts.)

e (5 Puntos) La funcién f se escribe en términos de los escalones unitarios u; y
Uz COIO

fi&)=1—ui(t)(t — 1) +ua(t)(t —2).

e (5 Puntos) Aplicando Transformada de Laplace se tiene

1 e~ 5 6723
2
"+ DL = -5t
1 e=S 6—25
Ell = s(s24+1)  s2(s2+1) * s2(s2+1)

e (5 Puntos) Utilizando la descomposicién en fracciones praciales:

1 A Bs+C
s(s2+1) s 241
1
- % A=1,B=-1C=0
s  s2+41
1 B +E+F5+G
s2(s24+1) s 52 s241
1 1
= - D=0, E=1, F=0, G=-1
82 82—"—1’ Y Y ? Y

se tiene que

1 —cost

£ (srn) © -
() © =

t —sint.

e (5 Puntos) Por lo tanto la solucion del PVT es

y(t)=1—cost —{(t —1) —sin(t — 1)} uq(¢) + {(t — 2) — sin(t — 2) } ua(t).



