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Problema 1.
a) Determine la(s) regién(es) €2 del plano tal que para todo (zg, yo) € €2 se puede garantizar
la existencia de una tnica solucién del PVI

2y
3//21’\3/@‘*'?, y(zo0) = ¥o -

b) Resolver el PVI de la parte a), considerando (xg,y9) = (—1, 8).

Pauta 5

La ecuacién es de la forma y' = f(z,y), siendo f(x,y) =z ¥y + 2y
T

i) f es continua en Q7 := {(z,y) € R* | =z #0}

ii) Derivando f respecto a y, tenemos que

af x
8_y(x’y) = W‘F;,

la cual es continua en Q= {(x,y) e R* | z#0,y+#0}. 5 puntos

Asi, fy g—i son continuas en € := Q; N Q= Q. 3 puntos

De esta manera, el teorema de existencia y unicidad (visto en clase), garantiza la solu-
bilidad tnica de la ecuacién si (xg,yo) cae dentro de alguna de las regiones (conexas)
Q= {(z,y) € R | = >0,y >0} Q ={(z,y) e R* | = < 0,y > 0},
Q = {(z,y) € R* | = <0,y <0}, Q = {(z,y) € R*> | =z >0,y < 0}.

b) Notamos que estamos frente a Ecuacién de tipo Bernoulli:

2 . 2
y—sy=ayt =y Py -y =, (y£0),

la cual, haciendo el cambio: |z = y?/?| se convierte en la EDO lineal de primer orden:
4 2
2 ——z==x,
3w 3



con condicién inicial z(—1) = 4. El factor integrante es u(z) = exp (— / — dx) =
x

2~%3. Multiplicando la EDO previa por u(x), se obtiene
! 2
<x_4/3 z) = §$—1/3’ = 2(z) = 2% + Ca*/3, 7 puntos

cuya constante C' € R resulta ser igual a 3. 1 punto
Esto implica que

3/2
y(x) = <9c2 + 3x4/3> : 2 puntos

Problema 2. |10 puntos | En una reaccién quimica, cierto compuesto se transforma en

otra sustancia a una razon proporcional a la cantidad no transformada. Si inicialmente
habian 20 gramos del compuesto original y después de una hora quedan 16 gramos, ;qué
cantidad de la sustancia transformada habra al cabo de dos horas?

Pauta

Sea x(t) la cantidad (en [g]) de la sustancia transformada al cabo de t horas. Del enunciado
se tiene que el PVI que rige la reaccion es:

d
Z=k@0-2),  w2(0)=0, a(1)=4, 4 puntos

siendo k la constante de proporcionalidad. Resolviendo el PVI, se obtiene que

() = 20 (1 - (%)t> | 5 puntos

Luego, al cabo de 2 horas habran z(2) = 7,2[g] de la sustancia transformada. |1 punto

Problema 3. Resuelva el PVI 15 puntos

y' =3y + 2y =26(t—1), y(0)=0,y(0)=1.

Pauta
Aplicando la Transformada de Laplace a la ecuacién propuesta, resulta

Lly" (0] = 3Ll (1)) +2 Lly] =2 £[3(t — 1)
= 5 Lly] — sy(0) = ' (0) = 3 (s LIy(®)] = y(0) ) +2 L[y ()] = 2¢™*

= <52—35+2>£[y(t)] —2¢ 41

De esta manera, procedemos a despejar L[y(t)], para luego calcular y(¢) aplicando la
transformada inversa de Laplace y algunas de sus propiedades (en especial la segunda
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propiedad de traslacién), con lo cual se tiene

1 2e7°
Lly(t)] = (s—1)(s —2) + (s—1)(s—2)
. 1 —1 e’
= ylt) =L [(s— 1)(3—2)] ek [(5—1)(5—2)}

donde

Finalmente, la soluciéon del PVI dado es

y(t) — (th . et) + 2H1(t) (62(15—1) . e(t—l)) )

Problema 4. Determine la solucion general del siguiente sistema.

15 puntos
¥=-2r+e %
Yy =dx — 2y
Z=x—-2z
Pauta
La forma matricial del sistema de EDO puede escribirse como X' = A X + B(t), siendo
z(t) -2 0 0 e 2t
X:=1 ylt) |, A:= 4 =2 0 |, B(t):= 0
2(t) 1 0 =2 0

Recordando el principio de superposicion, la solucién general de este sistema puede es-
cribirse como | X (t) = Xg(t) + Xp(t)|, donde Xp(t) denota la solucién general de la
ecuaciéon homogénea asociada, y Xp(t) es una solucién particular del sistema original.

a) Célculo de Xg(t): calculando los valores propios de A, éstos son los ceros del poli-
nomio caracteristico p(\) := |A — M| = —(X + 2)3, es decir, \; = Ay = \3 = —2. El
respectivo espacio propio asociado esta dado por:

S)\1 = <{(07 17 O>T ) (07 07 1)T}> .

Asi tenemos dos soluciones linealmente independientes del sistema homogéneo:

0 0
X ()= e 2¢ X5(t) = 0 ) 5 puntos
@=( ) xo={ 5,



Hallando | X5(t) = (u; + ugt) e 2|, siendo ug,u; € R? a determinar.

Para esto, primero caracterizamos el espacio rango de A + 21, el cual viene dado por

ER(A+2I) = {B = (a,b,0)T | r(A+2|B) = r(A+20)} = {(a,b,0)T | a=0,b=4c}

Luego, ug y u; se buscan (y escogemos una de las soluciones admisibles) tal que satisfagan:

(A+2I)U,0:0 = UO:(0,4,1)T

(A+2])U1:’LLO = U1:<1,O,O>T.

2t
e
De esta manera, se tiene X3(t) = | 4te 2" |, con lo que la solucién general del sistema
t 67215
homogéneo es
0 0 e 2t
XH(t) = e 2t + Cy 0 + C5 Ate 2t ,
0 e—2t t e—2t

siendo C7, Cy y (5 constantes reales arbitarias.

b) Célculo de Xp(t): usaremos el método de variaciéon de pardmetros. Por esto, con-
sideramos que | Xp(t) = C1(t) X1 (t) + Co(t) Xa(t) + C3 X3(t) |, donde Cy(t), Ca(t) y Cs(¢)

se encuentran a partir de la solucion del sistema

0 0 e 2! Ci(t) e 2t
e 2t 0 4dte?! cit) | = 0
0 et te 2t Ch(t) 0

Resolviendo resulta (nota: al integrar, proporcionamos sélo una primitiva):

Cit)e ' =e2t = Cit)=1 = Cs(t) =t

Ci(t)e ?' +4te ' Ci(t) =0 = C(t) = -2

t2
Cht)e 2 +te ' C4(t) =0 = Cg(t):—g,
con lo que resulta
te—?t
xolt) = [ 220 )

1,2 -2t
stee
2

con lo que concluimos que la solucion general del sistema propuesto es

0 0 e—2t te_2t
X(t)y=0Cp | e2t | +Cy 0 +Cs | 4te? |+ 2272 ,
0 e—2t te—?t 1 t2 e—2t
2

siendo C7, Cy y C3 constantes reales arbitarias.



