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Resumen

Notas escritas por Marcelo Oyarzo' de las clases del Profesor Andrés Anabalén en el contexto
de la Escuela de Verano de la Universidad de Concepcién 2021 Escuela de Agujeros Negros Cldsicos
y Cudnticos (t.1y/0Twl1).
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1. Agujeros negros y su estructura causal

;,Cual es el espacio tiempo asociado a la métrica
ds* = dr® + r’d¢*?

En principio cualquier persona podria decir que es el plano, pero la pregunta no esta bien definida,
pues atn no definimos el rango de las coordenadas. Por ejemplo si r € [0, L] y ¢ € [0,27] la métrica
anterior describe un disco, mientras que si cambiamos el rango de ¢ € [0, s] con s < 27 describe un
cono.

El objetivo de esta clase es poder mostrar que la representacion de la métrica de Schwarzschild es

Esta parte de las notas estdn basadas en las notas de Townsend: https://arxiv.org/abs/gr-qc/9707012

! moyarzocal @gmail.com


http://t.ly/0Tw1

1.1. Geodesica

La geodésica es una curva que tiene la distancia més corta entre dos puntos. Si pensamos en una
particulas libre masiva, la geodésica se obtiene minimizando el tiempo propio,

B
I[z] = —ch/A dr. (1)

Donde el tiempo propio, por definicién es el tiempo medido por un observado comovil con la
particula, que se puede escribir en términos de una parametrizacién arbitraria z* ()

dr = /—ds? = \/—dwidz gy = \/—TPT” gpd) (2)
d

. M ., 1 .
donde i = “7-. Consecuentemente la accién se puede escribir como

B
I[z] = —ch/A \/ —EHEY g dA.

donde hemos considerado ¢ = 1. La linea de mundo que satisface 63;27[(” = 0 es una geodésica por

definicién. Una accién equivalente se puede escribir en términos de un einbein e, que es una nueva
funcién independiente, que permite escribir la acciéon de una forma cuadratica en z,

AB
o] = % /A dA [e™! (A) # g — mPe (V)] - 3)

A

Observe que escribir la accién en términos del einbein nos permite tomar el limite m — 0.
Demostraciéon de la equivalencia: Para m # 0 la ecuacién de movimiento para el einbein es

dada por extremar la accién 6.1 0

1 A —2¢ sV 2
0 = = d\ [—e dei!t" g, —m (56] ,

2 A

1

_ A —2. v 21 !
= dAde [—e 2" g —m ] =0,
2 /5,

Dado que la variacién de es arbitraria se debe cumplir que

1 1d
— e g —m’ =0, = e= —\/dlEg, = Eé' (4)

Haciendo casi lo mismo se pueden obtener las ecuaciones de movimiento para z*,
5.1 =0 = Dyyit = (e7'e) @, (5)
Donde hemos definido la derivada covariante respecto al parametro A de un vector V# (\) como
Dy VH* = VH i { J,} VP (6)

Observe que la ecaucién de la geodésica que se resuelve usualmente tiene el lado izquierdo de (5)
igual a cero. Esto se logra siempre que e = cte es decir que Z—f\ = cte. Cuando esto ocurre, se dice que
la parametrizacion es afin. Osea que el parametro que recorre la curva A es proporcional al tiempo
propio. Observe que la ambigiliedad en la eleccién del parametro A fue cedida a la eleccion de la funcion
e.



De forma de generan, para cualquier campo vectorial definido en la curva V# (z (\)) se tiene que

XIV, VY = XPO VY + XMV, VP,
= Vit () v
= D)V

Donde X* = &* lo definimos como el vector tangente a la curva. Para los campos vectoriales V#

que cumplen
DV = f(N VY, (7)

donde f (M) es arbitrario, se dice que es transportado paralelamente a lo largo de la curva. Por lo
tanto, una geodésica es una curva cuyo vector tangente es trasportado paralelamente a lo largo de ella
misma.

Como tltimo comentario respecto a las lineas de mundo de particulas, podemos notar que con
m = 0 la acién se reduce a

1 [*8
I[x,e] == d)\e_lj:“:'n”gw,, (8)
2 /5,
la variacién con respecto al einbein
1 Ap T, ! TN 2
0l = B d\de [—e zHe gw,] =0 = MY g, = ds® = 0. (9)
Aa

1.2. Simetrias y cargas conservadas

Pensando en el teorema de Noether, si tomamos la accién y hacemos una transformacién de coor-
denadas

at — xt — akt, e—e (10)
el cambio de la accién es dada por
Iz,e] > I[z,e] = 1/)\8 d\ e*li (zh — akt) 4 (¥ — ak”) g (x — ak) — m2e
’ 9T 2, d\ d\ Tuw ’

_ 1 A =1 (appv LMV LV _ P 2 2
= d\ {e <ZE ¥ — akti’ — aitk )(gu,, ak?0,9,,) —m e] —{—(9(04 ),
2 /x4

1 [ :
= I[z,e]+ 2/)\ dX [—Qe_lak“ab”gw, - ;ic“j:”ak‘papgﬂy} + 0O (a2) .

A

Entonces la variacion de la accién va como

AB
Ol [z,e] = f% /}\ d\e 1 iPiY (Opk" guw + 0Lk gup + kM 0ugpn)
A

- An —1.p:v
= —2/)% dre " i" (£19),,

Donde hemos definido la derivada de Lie para un tensor como
Lrgov = 0pk" g + Ouk" gup + EH0ugpn-

La accién es invariante cuando
Lrgpy = 0.



Los vectores k = k#9,, que cumplen con esta propiedad son llamados vectores de Killing.
Entonces por cada vector de Killing que tengamos, via teorema de Noether existe una cantidad
conservada que es dada por
Q= k?”p“.
donde p,, es el cuadri-momentum de la particula

oL
Pu :%7
= e_ljjyg;wy
dx”
= g

Ejercicio 1 Muetre que usando las ecuaciones de movimiento y el hecho que k* es un vector de Killing
muestre que

dQ
— =0.
dX
Para el caso de un espacio tiempo que tenga métrica
2 o dr? 2 (102 1 win? 2
ds* = —f(r)dt —i—m—i—r (d6* + sin® 0d¢?) ,

que puede ser Schwarzschild, Reissner-Nordstrom, etc. Siempre hay un vector de Killing & = 9;. De
modo que la cantidad conservada es

L, dxt dz# dt
mk ?gwj = m?guo = m%ggo = —me (11)

donde ¢ es la densidad de energia (energia/unidad de masa).

1.3. Colapso esfericamente simétrico sin presion

Ahora podemos estudiar como se mueve una particula en un background, por ejemplo Schwarzs-
child. Podemos pensar en un colapso de una hipotética nube de polvo esfericamente simétrica con
presién cero que colapsa en un agujero negro. Dicha métricaconc=1y G =1 es

r r

oM oM\ 1
ds? — — <1 - > dt? + <1 — > dr® + r? (d9* + sin® 0d¢?) . (12)

Si consideramos r = R (t), pensemos en una particula que estd parada sobre la superficie de la
estrella. Podemos escribirla como

(RN

Para una particula libre que cae radialmente junto con la estrella que colapsa tenemos que dQ? =0 y

ds®> = —dr? entonces,
-1 2
r r T

Pero la cantidad % aparece en el caculo de la cantidad conservada asociada a traslaciones temporales

n (11). Para el caso de Schwarzschild e = (1 — %) %, entonces

1= [(1—%)—(1—25}4)_1}? (1—2]]3)_252, (15)

dt* + r2d02. (13)




Que finalmente da lugar a una ecuacién para R2,

: 1 oM\ ? [2M
2o (1-= T 14€?). 1
i §< R><R _H) (16)

Note que para el caso en que la densidad de energfa de la particula 2 > 1 entonces R? > 0, es decir R
nunca se anula, por lo que no hay puntos de retorno en la orbita, por lo que escapa a infinito. Mientras
que las particulas con densidad de energia €? < 1 existen puntos de retornos en las orbitas, R =0.
Por lo que estamos interesados en considerar el segundo caso, cuyo grafico es

]?2

2M

Note que la estrella comienza con cierto radio maximos Rysx > 2M y luego comienza a acelerar
hasta llegar a punto en donde el borde de la estrella deja de acelerar y luego su velocidad disminuye
hasta aproximarse a cero! De cierta forma el borde de la estrella se ralentiza cuando se acerca a 2M,
pero nunca lo toca. Esto es visto por un observado que estd mirando el colapso desde el exterior.

Por otra parte un observador que esta cayendo con la estrella en colapso tiene un tiempo propio 7
distinto al tiempo t del tiempo en infinito. En este caso

d _(dt\Td _1( 2M\d
dt ~ \dr dr ¢ R dr’

Entonces si escribimos la derivada de R en términos de % pasa algo curioso, y es que

1 oM\? (dR\? 1 oM\ (2M )
S(1-=) (=) =5 (1-=) (5 -1+¢
g2 R dr g2 R R

El término que llevaba a que R se anule en 2M se cancelal

() - (e ()

De modo que ahora el observado atraviesa R = 2M




@ 2
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I
1
I
I
I
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Esta idea de que existen observadores que pueden atravesar la superficie » = 2M hace aparecer
nuevas preguntas respecto a como se podria explorar el espacio tiempo mas alld de r = 2M. Sin
embargo, esta busqueda parece no tener sentido, ya que si tenemos cierta regién del espacio es natural
pensar que hacer un cambo de coordenadas va a dar lugar al mismo espacio, pues debemos respetar los
rangos de las nuevas coordenadas respecto a las antiguas. La clave para dar sentido a esto es considerar
un “cambio de coordenadas” pero permitir que el rango de las nuevas coordenadas se extiendan mas
alld que las antiguas. Esto es llamado un difeomorfismo y las Relatividad General es invariante bajo
difeomorfismos.

Clasicamente nada extrano ocurre en r = 2M, por lo que es interesante estudiar cémo caen las
particulas sin masa hacia r = 2M. En este caso, si la particula cae de forma radial dQ? =0y ds? = 0,

de modo que
1

2 2 _ *\2
dt* = 7(1 - M)er = (dr”)
T
podemos escribir la coordenada r*,
r
F=r2Mn | ]
T T+ n oM
Definiendo las coordenadas ingoing v =t 4+ r*
2M
ds®> = (1 — ) (—dt* + dr*?) + r?dQ?,
r

oM
= - (1 - ) dv? + 2drdv + r2dO?.
T

La nueva métrica con coordenadas (v,r,6,¢) permite r > 0, pues la métrica no explota en r =
2M . Observe ademads que la superficie r = 2M es una membrana unidireccional, para mostrar esto
reescribamos la métrica como

oM
2drdy = — {—dSQ + ( - 1> dv* + erQZ} : (17)

r

Para una curva tipo tiempo —ds? > 0 y para r < 2M, vemos que del lado izquierdo de la ecuacién
anterior 2drdv < 0 y si el observado esta orientado hacia el futuro, dv > 0, entonces dr no puede ser
positivo. Es decir, estd condenando a moverse hacia donde r disminuye.
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En el diagrama anterior, que se construye siguiendo las geodésicas nulas, se observa que los conos
de luz del observado que cae siempre queda apuntando hacia el interior de r = 2M.

Un agujero negro que se creo mediante un colapso gravitacional no es invariante bajo el cambio
t — —t, pues el paso es distinto al futuro. Sin embargo, las ecuaciones de Einstein admiten soluciones
que son agujeros negros eternos que han estado desde siempre, y estos si son invariantes bajo una
inversién temporal. Siguiendo esta idea existe otra posible extensién al parche de Schwarzschild, el
cual se puede logra considerando las coordenadas outgoing

u=t-—r", —o00 < u < 0.

En este caso la métrica se puede poner la siguiente forma,

ds® = — <1 — 2M> du? — 2drdu + r*dQ2.

r

Podemos hacer el mismo andlisis anterior y estudiar que tipo de superficie es r = 2M. Note que
2M
2drdv = — [—dﬁ + ( - 1) dv® + r%mﬂ <0.
r

Siguiendo los mismos argumentos anteriores, pero en este caso 2drdv < 0, por lo que dr > 0. De
modo que el observador esta saliendo del interior de r = 2M. Esto se puede interpretar como la versién
con tiempo invertido de un agujero negro eterno.

1.4. Extension de Kruskal-Szekers

. Seré posible extender aun mas el espacio para dilucidar nuevas regiones, o bien encontrar un parche
donde estén todas las regiones que hemos estudiado juntas? La respuestas es que si, considerando el

siguiente difeomorfismo
U= —e WM V = eV/4M, (18)

note que como u,v € R, entonces si estuviéremos pensado en un cambio de coordenadas U < 0
y V' > 0. Sin embargo, para poder extender el parche coordenado debemos considerar que las nuevas

coordenadas tengan los siguientes rangos: U € Ry V € R. En tal caso la métrica toma la forma

siguiente
32M3

r

ds® = e"PMAudV + 1202 .Obser (19)



Note que (18) podemos escribir

_ r—2M r/2M
UV = < 5 > e .
diagrama siguiente

(20)
Observe que cada valor de r = cte corresponde a una hipérbola en el espacio tiempo. Esto da lugar al

singularity
/ r=0
U o %
’

T

N__ singularity

r=20

Observe que en este nuevo parche se pueden ver 4 regiones. Por otra parte si consideramos

% _t/2M

(21)
Es decir, las superficie a t = cte son lineas rectas en el espacio tiempo, note que el cambio (U, V) —
(=U,—V) es una isometria de la métrica, por lo que la regién I es isométrica a las regién IV.

t= constant

Para investigar la regién IV, como apreciamos que las lineas a t = cte son lineas rectas que conectan
las regién [ y IV, podemos intentar pasar de una a la otra haciendo otro difeomorfismo,

2
=1+ =
" < " 2,0> P
En este caso la métrica toma la forma

(22)

M\ 2 M\ 4
ds? = — 2p dt2+<1+> dp? + p2d0?) .
= ) L)

(S S—

(23)
espacio plano




Observe que cuando p — +0o y p — 0 la métrica va a Mikowski

lim ds? = —dt* 4+ dp® + p?dQ?,
p o0
M 4
lim ds? = —dt2+<1+) (dp® + p*d2*)
p—0 2p

Note ademas que para cada valor de r hay dos valores de p

M f----== .

M/2 p

hay un minimos en p = M /2, que corresponde a r = 2M.

Pero note que cuando p — M /2 se anula g4, por lo que se dice que en estas coordenadas podemos
conectar dos regiones asintéticas que son Mikowski pero no podemos atravesarlo. Esto se conoce como
un agujero de gusano no atravesable.

1.5. Compactificaciones conformes

Las compactificaciones conformes toman un espaciotiempo que en principio es no compacto y
hacerlo compacto. De modo que toma puntos que estdn en infinito y los lleva a valores finitos. A
continuacién vamos a hacer compactificaciones conformes de distintos espacios.

Comenzaremos tomando la métrica del plano ds? = dr? + r?d¢? y la vamos a multiplicar por un
factor conforme

d 2 2d 2
3?2 = A2ds? = 4% (24)
(1+41r2?)
donde
B 2
(L4
Ahora la métrica d3? es la métrica de la esfera S2.
Ejercicio 2 Un ejercicio interesante es encontrar la transformacion de coordenadas v = 1 (0, p),

o=@ (0,p) que llevan a las coordenadas usuales de la esfera.

Lo que ocurrié fue que tomamos un espacio no compacto, lo multiplicamos por una funcién y dio
lugar a un espacio compacto. Observe que en el caso Lorentziano si es que ds? > 0 entonces d3? > 0,
si ds®> < 0 entonces d3? < 0y si ds®> = 0 entonces d3? = 0, por lo tantos multiplicar por factores
conformes no cambia la estructura causal del espacio tiempo; por eso es interesante estudiarlos.

Otro ejemplo es el espacio de Minkowski

ds? = —dt* + dr* + r2d0?, (25)



si nos pasamos a las coordenadas dobles nulas,

u = t—r, (26)
= t—+r.
La métrica queda
ds® = —(dt —dr) (dt+ dr) +r?dQ?
— dude s o U)QdQQ. (27)

luego si hacemos el siguiente cambio de coordenadas

u = tanU, —n/2<U<7/2,
= tanV, —n/2 <V <72

Note que ahora el rango de las coordenadas es un intervalo acotado (pero abierto). La métrica toma
la siguiente forma

ds? = —sec?Usec?VdUdV + i (tan U — tan V)Q do?,
= (2 cos U cos f/> - [—4d0d‘~/ + sin? (ﬁ - V) dQQ} . (28)

La gracias de este cambio es que se factorizé la cantidad que explota en U,V = +35. Por lo que

- N2
ahora podemos multiplcar por el factor conforme A? = (2 cos U cos V) y la métrica quedara
432 = —4dUdV + sin? (U - f/) 02, (29)

Ahora si podemos cerrar los intervalos de las coordenadas U,V € [—m/2, 7/2]. Observe que en el

primer difeomorfismo que hicimos tenemos que r = % (v —u) > 0 lo cual implica que V' > U. De esta

forma obtenemos cuatro regiones asintéticas,

U= —7/2 U — —00 r — 400 infinito espacial
~ = = . .

V =+4mn/2 v — 400 t finito i0
U=4r/2 N u — +00 N r finito futuro (+) y pasado (-) oo
V =47/2 v — F00 t — Foo temporal 74

( U=—m/2 ) - < U — —00 > - Z:—i_;.z Pasado nulo oo

g . - (\,_

M 7472 v finito r +t finito M

‘U’ #7/2 u finito T ee futuro nulo oo
- < < t — +o0 et
V=mn/2 v oo r — t finito >

Para construir el diagrama de Penrose consideremos el cambio de coordenadas

r= VAT, x=V-T.

10



En tal caso la métrica queda,
ds® = —dr? + dx? + sin? xdQ. (30)

Este es llamado el universo de estético de Einstein con x € [0, 7] y 7 € [, 7] donde hemos mapeado
los rangos de las coordenadas antiguas a las nuevas.

Si uno hace este mismo ejercicio en AdS es posible notar que x € [0,7/2]. Por lo que se dice que
el espacio estatico de Einstein son dos copias de la compactificaicon conforme de AdS.

Ejercicio 3 (Compactifiacién conforme de AdS) Reliazar la compactifiacion conforme de AdS
en coordenadas globales
ds® = 0%(dp* — cosh? pdr? + sinh? pd¢?). (31)

donde ¢ € [0,2w[, p > 0, —o0 < 7 < +00. Hint: Considere la transformacion de coordenadas dq =
dp/ coshp o coshp =1/ cosgq.

Si tomamos (30) y hacemos un diagrama (7, x)

T

entonces para cada (7, x) hay una 2-esfera. Si queremos dibujar el futuro nulo 3% debemos consi-
derar V =5 y U # 7, lo cual da lugar 7 = m — X, que es una recta en el espacio (7, x). Mientras que

para S~ debemos considerar U = —7, que da lugar a 7 — x = —7. Lo cual da lugar a
T
T & i St
yz
" \/ '
X
I 3

Si aplastamos el diagrama obtenemos el diagrama de Penrose de Minkowski

11



timelike geodesic

t = constant
hypersurface

radial null

geadesic

Por lo que la compactifiacién conforme de Minkowski es un triangulo.
Otro ejemplo interesante es considerar el espacio de Rindler en 2 dimensiones,

ds®* = —dt* 4 da? (32)
= —du'dv’

donde consideramos U’ =t —x y V' =t + x, observe que ahora no hay restriccién sobre z, por lo que
el rango de las coordenadas compactas dara lugar a un cuadrado en vez que a un triangulo.

U = tanU, —7/2<U<mn/2 (33)
V' = tanV, —m/2 <V < 7/2 (34)

Con estas coordenadas la métrica toma la forma simple

~ ~\N—2 -
ds* = — (cosUcosV) audv, (35)
= A?%d§®

Multiplicamos por el factor conforma adecuado y cerramos los intervalos de las coordenadas U,V €

[_77/27 7T/2} L
ds* = —dUdv. (36)

Observe que la compatifiacién de Rindler en 2D es el mismo pero con los rangos de las coordenadas
cambiados!

Ejercicio 4 (Kruskal Manifold) Consideremos Schwarzschild en coordenadas dobles nulas (ingoing
y outgoing)

2M
ds® = — (1 — 7~> dudv + r*d? (37)
y considerando el cambio de coordenadas
u = tanU, —n/2<U<7/2, (38)
= tanV, —n/2 <V <7/2.

El diagrama de Penrose serd

12



r constant < 20

r constant > 2\

singularity at
r=0
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