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(1)  Una población  de pequeños roedores tiene una tasa de natalidad al mesTÐ>Ñ !Þ!!"T Ð
por roedor  y una tasa de mortalidad constante. Si inicialmente hay roedores y ademásÑ "!!
T Ð!Ñ œ )ß Ð Ñw ¿cuánto tiempo en meses tomará a esta población duplicarse.?

(20 puntos).
Solución:

Sea  la tasa de mortalidad constante, luego+

 .T.> œ Ð!Þ!!"T  +Ñ T

Por otro lado, sabemos que inicialmente, es decir para  y además> œ !ß T Ð!Ñ œ "!!
.T
.> Ð!Ñ œ ). Así

  .T.> Ð!Ñ œ Ð!Þ!!" T Ð!Ñ  +Ñ T Ð!Ñ œ ) Ê Ð!Þ!!" Ð"!!Ñ  +Ñ "!! œ ) Ê

!Þ"  + œ Ê + œ !Þ"  Ê + œ œ !Þ!#) # "
"!! #& &!

La ecuación diferencial a resolver es À

.T
.> œ Ð!Þ!!"T  !Þ!#Ñ T

Resolvamos la ecuación diferencial anterior

  .T .T .T
.> Ð!Þ!!"T!Þ!#Ñ T Ð!Þ!!"T!Þ!#Ñ Tœ Ð!Þ!!"T  !Þ!#Ñ T Ê œ .> Ê œ .>' '

Ahora

 " E F
Ð!Þ!!"T!Þ!#Ñ T !Þ!!"T!Þ!# Tœ  Ê ET  Ð!Þ!!"T  !Þ!#ÑF œ "
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T œ ! Ê  !Þ!#F œ " Ê F œ  Ê F œ  &!"
!Þ!#

T œ #! Ê #!E œ " Ê E œ œ !Þ!&"
#!

Luego   " !Þ!& &!
Ð!Þ!!"T!Þ!#Ñ T !Þ!!"T!Þ!# Tœ 

Volviendo al proceso de integración.

 ' ' '.T !Þ!& &!
Ð!Þ!!"T!Þ!#Ñ T !Þ!!"T!Þ!# Tœ .> Ê  .T œ >  - Ê ’ “

' '!Þ!& &!
!Þ!!"T!Þ!# T.T  .T œ > Ê

!Þ!&
!Þ!!" 68Ð!Þ!!"T  !Þ!#Ñ  &! 68ÐT Ñ œ >  - Ê"

&! 68Ð!Þ!!"T  !Þ!#Ñ  68ÐT Ñ œ >  - Ê ‘ "

68Ð!Þ!!"T  !Þ!#Ñ  68ÐT Ñ œ >  - Ê"
&!

68 œ >  - Ê œ 5 ÊŒ !Þ!!"T!Þ!# " !Þ!!"T!Þ!#
T &! T

>Î&!/

TÐ!Þ!!"  5 Ñ œ !Þ!# Ê TÐ>Ñ œ/>Î&! !Þ!#
!Þ!!"5 />Î&!

Sabemos que luegoTÐ!Ñ œ "!!ß

  !Þ!# !Þ"!Þ!#
!Þ!!"5 "!!œ "!! Ê !Þ!# œ !Þ"  "!!5 Ê 5 œ Ê 5 œ !Þ!!!)

Por lo tanto

  TÐ>Ñ œ !Þ!#
!Þ!!"!Þ!!!) />Î&!

Veamos cuánto tiempo tomará a la población duplicarse, es decir, llegar a  miembros.#!!

 #!! œ Ê #!!Ð!Þ!!"  !Þ!!!) Ñ œ !Þ!# Ê!Þ!#
!Þ!!"!Þ!!!)

>Î&!
/>Î&!

/

!Þ#  !Þ"' œ !Þ!# Ê œ "Þ"#& Ê œ 68Ð"Þ"#&Ñ Ê/ />Î&! >Î&! >
&!

> œ &! 68Ð"Þ"#&Ñ ¸ &Þ)*
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Finalmente  le tomará  aproximadamente meses a la población de roedoresß &Þ)*
duplicarse. ú

(2)  Un tanque contiene  litros de líquido en el que se disuelven  gramos de sal. Una%&! $!
salmuera que contiene  gramos por litro se bombea al tanque con una intensidad de $ '
litros por minuto, la solución adecuadamente mezclada se bombea hacia afuera con una
intensidad de  litros por minuto. Encuentre la cantidad y la concentración de sal que hay)
en el tanque en un instante cualquiera.

(20 puntos).
Solución:
Sabemos que si  representa la cantidad de sal en la mezcla, entoncesWÐ>Ñ

 .W.> œ U G U G" " # #

donde  es la tasa de entrada y  es la concentración de entrada, y  es la tasa deU G U" " #

salida y  la concentración de salida. Además  sabemos que dondeG ß G Ð>Ñ œ# #
WÐ>Ñ
Z Ð>Ñ

Z Ð>Ñ œ Z  ÐU U Ñ >! " #  representa el volumen de líquido en el tanque en cualquier
instante con  el volumen inicial de líquido en el tanque.>ß Z!

De acuerdo al enunciado  litrosZ œ %&! ß G œ $ 1<Î6> ß U œ ' 6>Î738ß U œ ) 6>Î738! " " #

y  WÐ!Ñ œ $! 1<Þ
Luego

   G Ð>Ñ œ œ œ#
WÐ>Ñ WÐ>Ñ WÐ>Ñ
Z Ð>Ñ %&!Ð')Ñ > %&!#>

Reemplazando en la ecuación diferencial inicial

    .W .W .W
.> %&!#> .> ##&> .> ##&>

WÐ>Ñ %WÐ>Ñ %WÐ>Ñ
œ 'Ð$Ñ  ) Ê œ ")  Ê  œ ")

La anterior es una ecuación diferencial lineal de primer orden con y:Ð>Ñ œ %
##&>

;Ð>Ñ œ ")ÞLuego

WÐ>Ñ œ ;Ð>Ñ .>  - œ ") .>  - œ/ / / / :Ð>Ñ .> :Ð>Ñ .>  .> .>' '’ “ ’ “' '' '% %
##&> ##&>

/ /% 68Ð##&>Ñ % 68Ð##&>Ñ’ “ ’ “' '") .>  - œ Ð##&  >Ñ ") Ð##&  >Ñ .>  - œ % %

Ð##&  >Ñ  - œ ' Ð##&  >Ñ  - Ð##&  >Ñ% %’ “")
$Ð##&>Ñ$

Por lo tanto  WÐ>Ñ œ ' Ð##&  >Ñ  - Ð##&  >Ñ%
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Ahora si ocupamos la condición inicial se tiene queWÐ!Ñ œ $!ß À

WÐ!Ñ œ "$&!  ##& - œ $! Ê - œ  ¸  !Þ&"& ‚ "!% '"$#!
##&%

La cantidad de sal que hay en el tanque en un instante cualquiera es

 WÐ>Ñ œ ' Ð##&  >Ñ  "$#! Ð Ñ##&>
##&

%

La concentración de sal que hay en el tanque en un instante cualquiera es

 GÐ>Ñ œ œ œ $ 
WÐ>Ñ
Z Ð>Ñ # Ð##&>Ñ ##& ##&

' Ð##&>Ñ"$#! Ð Ñ ''! ##&>
##&>
##&

%

Ð Ñ$ ú

(3) Obtenga  en un instante  cualquiera  la intensidad de corriente en amperes, de unß > ß
circuito en serie que contiene una resistencia de una inductancia de  y una fuerza" ß "LH

electromotriz igual a   voltios donde es una constante real cualquiera.! !=/8Ð>Ñ ß
(20 puntos).

Solución:

La ecuación diferencial asociada al circuito anterior es:VP

P V3 œ IÐ>Ñ .3.>

Ahora  y LuegoP œ "Lß V œ " IÐ>Ñ œ =/8Ð>ÑÞH !

P  V3 œ IÐ>Ñ Ê  3 œ =/8Ð>Ñ  .3 .3
.> .> !

La ecuación anterior es lineal de primer orden con y  :Ð>Ñ œ " ;Ð>Ñ œ =/8Ð>Ñ!

3Ð>Ñ œ ;Ð>Ñ .>  - œ =/8Ð>Ñ .>  - œ/ / / / :Ð>Ñ .> :Ð>Ñ .> > >' '’ “ ’ “' ' !

/ / /> > > >’ “" "
# # #! !=/8Ð>Ñ  -9=Ð>Ñ  - œ Ð=/8Ð>Ñ  -9=Ð>ÑÑ  - /!

Además sabemos que por lo tanto3Ð!Ñ œ !ß

 3Ð!Ñ œ   - œ ! Ê - œ! !

# #

Finalmente la corriente en un instante  cualquiera está dada por3 > À

3Ð>Ñ œ Ð=/8Ð>Ñ  -9=Ð>ÑÑ  /! !

# #
> ú


