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Ð"ÑResuelva las integrales:

+Ñ '  B "  B .B& #È

,Ñ ' /#> =/8Ð$>Ñ .>
(40 puntos).

Solución:

+Ñ'  B "  B .B& #È
Para resolver esta integral es útil considerar que À

B "  B ÐB Ñ † B † "  B& # ## #È Èœ

Luego si hacemos se tiene queQ œ "  B ß À#

.Q œ #B .B Ê B.B œ .Q"
#

y además

Q œ "  B Ê B œ Q  "# #

Usando la sustitución anterior À

' '  B "  B .B ÐB Ñ † "  B † B .B& # ## #È Èœ œ
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" "
# #

# # "Î#' '  ÐQ  "Ñ † Q † .Q ÐQ  #Q  "Ñ † Q † .QÈ œ œ

"
#

&Î# $Î# "Î#'  ÐQ  #Q Q Ñ .Q œ

" # "
# # #

&Î# $Î# "Î#' ' 'Q .Q  Q .Q  Q .Q œ

" "
# #

&Î# $Î# "Î#' ' 'Q .Q  Q .Q  Q .Q œ

" # # " # " # "
# ( & # $ ( & $

(Î# &Î# $Î# (Î# &Î# $Î#Q  Q  Q  - Q  Q  Q  -œ œ

" # "
( & $

# (Î# # &Î# # $Î#Ð"  B Ñ  Ð"  B Ñ  Ð"  B Ñ  -

Finalmente:

'  B "  B .B Ð"  B Ñ  Ð"  B Ñ  Ð"  B Ñ  - ú& # (Î# # &Î# # $Î## " # "
( & $

È œ

,Ñ ' /#> =/8Ð$>Ñ .>

Usando integración por partes.

: œ =/8Ð$>Ñ Ê : œ  -9=Ð$>Ñw "
$

; œ Ê ; œ #/ /#> #>w

M œ =/8Ð$>Ñ .> Ð$>Ñ .> Ð‡Ñ' '/ / / -9=#> #> #>" #
$ $œ  -9=Ð$>Ñ    

Ahora para calcular la integral usamos nuevamente integración por' / -9=#> Ð$>Ñ .>  
partes.

: œ -9=Ð$>Ñ Ê : œ =/8Ð$>Ñw "
$

; œ Ê ; œ #/ /#> #>w
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' '/ -9= / / =/8 /#> #> #> #>" # " #
$ $ $ $Ð$>Ñ .> Ð$>Ñ .> Mœ =/8Ð$>Ñ  œ =/8Ð$>Ñ 

Reemplazando este último resultado en  se tiene queÐ‡Ñ À

M œ Ð$>Ñ .> Ê -9=Ð$>Ñ " #
$ $

#> #>/ / -9='  

M œ M Ê -9=Ð$>Ñ  =/8Ð$>Ñ " # " #
$ $ $ $

#> #>/ /” • 

M œ M Ê -9=Ð$>Ñ  =/8Ð$>Ñ " # %
$ * *

#> #>/ /  

Ð"  Ñ M œ Ê% " #
* $ *

#> #> -9=Ð$>Ñ  =/8Ð$>Ñ/ /

"$ " #
* $ *

#> #>M œ Ê -9=Ð$>Ñ  =/8Ð$>Ñ/ /

M œ  -9=Ð$>Ñ  =/8Ð$>Ñ$ #
"$ "$

#> #>/ /

Finalmente hemos concluido que À

' / / /#> #> #>$ #
"$ "$=/8Ð$>Ñ .> œ ú -9=Ð$>Ñ  =/8Ð$>Ñ  -

Ð#ÑMuestre que À

' '-9= ÐBÑ .B œ -9= ÐBÑ =/8ÐBÑ  -9= ÐBÑ .Bß 8 −8 8" 8#" 8"
8 8 con 

(20 puntos).
Solución:
Notemos que À

-9= ÐBÑ œ -9= ÐBÑ -9= ÐBÑ œ Ð"  =/8 ÐBÑÑ -9= ÐBÑ œ8 # 8# # 8#

-9= ÐBÑ  =/8 ÐBÑ -9= ÐBÑ8# # 8#

Sea  M œ8
' -9= ÐBÑ .BÞ À8 Luego

M œ -9= ÐBÑ .B œ -9= ÐBÑ .B  =/8 ÐBÑ -9= ÐBÑ .B œ8
8 8# # 8#' ' '
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M  =/8 ÐBÑ -9= ÐBÑ .B Ê8#
# 8#'

M œ M  =/8 ÐBÑ -9= ÐBÑ .B Ð‡Ñ8 8#
# 8#'     

Calculemos ahora  .' =/8 ÐBÑ -9= ÐBÑ .B# 8#

Antes de ocupar el método de integración por partes es necesario notar que À

=/8 ÐBÑ -9= ÐBÑ œ =/8ÐBÑ =/8ÐBÑ -9= ÐBÑ# 8# 8#

Ahora  usemos el método de integración por partes considerandoß

: œ =/8ÐBÑ -9= ÐBÑ Ê : œ  -9= ÐBÑ ß 8 Á " Ðw 8# 8""
8" La obtención de este

resultado se muestra abajoÑ

; œ =/8ÐBÑ Ê ; œ -9=ÐBÑw

¾ ' '=/8 ÐBÑ -9= ÐBÑ .B œ =/8ÐBÑ =/8ÐBÑ -9= ÐBÑ .B œ# 8# 8# ‘

 -9= ÐBÑ =/8ÐBÑ  -9= ÐBÑ -9=ÐBÑ .B œ" "
8" 8"

8" 8"'
 -9= ÐBÑ =/8ÐBÑ  -9= ÐBÑ .B œ" "

8" 8"
8" 8'

 -9= ÐBÑ =/8ÐBÑ  M" "
8" 8"

8"
8

Hemos obtenido el resultado

' =/8 ÐBÑ -9= ÐBÑ .B œ  -9= ÐBÑ =/8ÐBÑ  M# 8# 8"
8

" "
8" 8"   (**)

Reemplazando  en  se tiene queÐ‡‡Ñ Ð‡Ñ À

M œ M  =/8 ÐBÑ -9= ÐBÑ .B Ê8 8#
# 8#'

M œ M  -9= ÐBÑ =/8ÐBÑ  M Ê8 8# 8
8"" "

8" 8"

Š ‹"  M œ M  -9= ÐBÑ =/8ÐBÑ Ê" "
8" 8"8 8#

8"

Š ‹8
8" 8"

Ð8"Ñ M  -9= ÐBÑ =/8ÐBÑ
M œ Ê8

8#
8"
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M œ M  -9= ÐBÑ =/8ÐBÑ Ê8 8#
8"8" "

8 8

 ' '-9= ÐBÑ .B œ -9= ÐBÑ =/8ÐBÑ  -9= ÐBÑ .B8 8" 8#" 8"
8 8

que  es lo que se quería probar.

Para terminar el ejercicio falta considerar dos cosas pendientes, la primera es mostrar que

: œ =/8ÐBÑ -9= ÐBÑ Ê : œ  -9= ÐBÑ ß 8 Á "w 8# 8""
8"

En efecto

: œ =/8ÐBÑ -9= ÐBÑ Ê : œ =/8ÐBÑ -9= ÐBÑ .Bw 8# 8#'
Usemos el método de sustitución simple con Q œ -9=ÐBÑÞ

Q œ -9=ÐBÑ Ê .Q œ  =/8ÐBÑ .B Ê =/8ÐBÑ .B œ  .Q

: œ =/8ÐBÑ -9= ÐBÑ .B œ -9= ÐBÑ =/8ÐBÑ .B œ  Q .Q œ' ' '8# 8# 8#

 œ  -9= ÐBÑ ß 8 Á "Q "
8" 8"

8"
8"

La segunda cosa que debemos mostrar es el resultado para el caso particular .8 œ "

  ' '-9= ÐBÑ .B œ -9=ÐBÑ .B œ =/8ÐBÑ8

Este resultado concuerda con la fórmula obtenida pues para  se tiene que8 œ " À

' '-9= ÐBÑ .B œ -9= ÐBÑ =/8ÐBÑ  -9= ÐBÑ .B Ê8 8" 8#" 8"
8 8

' '-9=ÐBÑ .B œ -9= ÐBÑ =/8ÐBÑ  -9= ÐBÑ .B Ê" ""
" "

"" "#

' -9=ÐBÑ .B œ =/8ÐBÑ

Finalmente podemos decir que À

' '-9= ÐBÑ .B œ -9= ÐBÑ =/8ÐBÑ  -9= ÐBÑ .B ß 8 −8 8" 8#" 8"
8 8 con  ú


