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(50 puntos).
Solución:
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 B -9=ÐBÑ .B

Para calcular esta integral podemos usar integración por partes.

: œ -9=ÐBÑ Ê : œ =/8ÐBÑw

; œ B Ê ; œ "w

' '  B -9=ÐBÑ .B œ B =/8ÐBÑ  =/8ÐBÑ .B œ B =/8ÐBÑ  -9=ÐBÑ  -
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Luego À

'
!

!

1 1

B -9=ÐBÑ .B œ B =/8ÐBÑ  -9=ÐBÑ” • œ

1 1 1=/8Ð Ñ  -9=Ð Ñ  ! =/8Ð!Ñ  -9=Ð!Ñ œ  "  " œ  #

¾ '
!

1

B -9=ÐBÑ .B œ  #ú

,Ñ ' /+> =/8Ð#>Ñ .> ß +  !   

Usemos integración por partes.

: œ =/8Ð#>Ñ Ê : œ  -9=Ð#>Ñw "
#

; œ Ê ; œ +/ /+ +> >w

M œ =/8Ð#>Ñ .> œ  -9=Ð#>Ñ  + -9=Ð#>Ñ .>' '/ / /+ + +" "
# #

> > >   

Usemos nuevamente integración por partes para calcular la integral ' /+> -9=Ð#>Ñ .>

: œ -9=Ð#>Ñ Ê : œ =/8Ð#>Ñw "
#

; œ Ê ; œ +/ /+ +> >w

' '/ / /+ + +" "
# #

> > >-9=Ð#>Ñ .> œ =/8Ð#>Ñ  + =/8Ð#>Ñ .> œ   

" "
# #

+/ > =/8Ð#>Ñ  + M Ê

' / /+ +" "
# #

> >-9=Ð#>Ñ .> œ =/8Ð#>Ñ  + M  

Reemplazando esta expresión en el desarrollo de  anterior, se tiene queM À

M  -9=Ð#>Ñ  + -9=Ð#>Ñ .> Êœ
" "
# #

+ +/ /> >'
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M œ  -9=Ð#>Ñ  + =/8Ð#>Ñ  + M Ê" " " "
# # # #

+ +/ /> >’ “
M œ  -9=Ð#>Ñ  + =/8Ð#>Ñ  + M Ê" " "

# % %
+ +/ /> > #

Š ‹"  + M œ  -9=Ð#>Ñ  + =/8Ð#>Ñ Ê" " "
% # %

+ +# > >/ /

Š ‹%+ # "
% % %

+ +#

M œ  -9=Ð#>Ñ  + =/8Ð#>Ñ Ê/ /> >

M œ
# / -9=Ð#>Ñ + / =/8Ð#>Ñ

%+

+> +>

#

¾ /' + # / -9=Ð#>Ñ + / =/8Ð#>Ñ
%+

> =/8Ð#>Ñ .> œ  - ú 
+> +>

#

-Ñ ' -9=Ð&>Ñ =/8Ð#>Ñ .>

Para resolver esta integral es necesario recordar la identidad trigonométrica À

-9=Ð Ñ =/8Ð Ñ œ =/8Ð  Ñ  =/8Ð  Ñ! " ! " ! ""
# ’ “

Luego con y se tiene que   ! "œ &> œ #>ß À

' -9=Ð&>Ñ =/8Ð#>Ñ .> œ

' "
# ’ “=/8Ð&>  #>Ñ  =/8Ð&>  #>Ñ .> œ

" " " " " "
# # # ( # $
' '=/8Ð(>Ñ .>  =/8Ð$>Ñ .> œ  -9=Ð(>Ñ  -9=Ð$>Ñ  - œ

 -9=Ð(>Ñ  -9=Ð$>Ñ  -" "
"% '

¾ ' -9=Ð&>Ñ =/8Ð#>Ñ .> œ  -9=Ð(>Ñ  -9=Ð$>Ñ  - ú" "
"% '
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.Ñ' >1 ÐBÑ
-9= ÐBÑ

$

$ .B

Para resolver esta integral notemos que À

>1 ÐBÑ
-9= ÐBÑ -9= ÐBÑ

"$

$ $œ >1 ÐBÑ œ >1 ÐBÑ =/- ÐBÑ$ $ $

Luego À

' '>1 ÐBÑ
-9= ÐBÑ

$

$ .B œ >1 ÐBÑ =/- ÐBÑ .B$ $

Para resolver consideremos la siguiente factorización  ' >1 ÐBÑ =/- ÐBÑ .B$ $ À

>1 ÐBÑ =/- ÐBÑ œ >1 ÐBÑ =/- ÐBÑ >1ÐBÑ =/-ÐBÑ œ$ $ # #

Ð=/- ÐBÑ  "Ñ=/- ÐBÑ >1ÐBÑ =/-ÐBÑ œ# #

=/- ÐBÑ >1ÐBÑ =/-ÐBÑ  =/- ÐBÑ >1ÐBÑ =/-ÐBÑ% #

Si consideramos ahora la sustitución se tiene queQ œ =/-ÐBÑß À

.Q œ >1ÐBÑ =/-ÐBÑ .B

' '>1 ÐBÑ
-9= ÐBÑ

$

$ .B œ >1 ÐBÑ =/- ÐBÑ .B œ$ $

' '=/- ÐBÑ >1ÐBÑ =/-ÐBÑ .B  =/- ÐBÑ >1ÐBÑ =/-ÐBÑ .B œ% #

' 'Q .Q  Q .Q œ Q  Q  - œ% # & $" "
& $

" "
& $=/- ÐBÑ  =/- ÐBÑ  -& $

¾ ' >1 ÐBÑ
-9= ÐBÑ & $

" "$

$ .B œ =/- ÐBÑ  =/- ÐBÑ  - ú& $
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"

& k k È#B  $ † B .B

Usando la definición de valor absoluto notamos que À

k k œ#B  $ œ
#B  $ ß #B  $ � !
 Ð#B  $Ñ ß #B  $  !

si 
si 

k k œ#B  $ œ
#B  $ ß B � $Î#
 Ð#B  $Ñ ß B  $Î#

si 
si 

Como debemos dividir la integral dada en dos integrales.B œ $Î# − Ò"ß &Óß

'
"

& k k È#B  $ † B .B œ

 Ð#B  $Ñ † B .B  Ð#B  $Ñ † B .B' '
" $Î#

$Î# &È È
Ahora

' ' 'Ð#B  $Ñ † B .B œ # B † B .B  $ B .B œÈ "Î# "Î#

# B .B  $ B .B œ # B  $ B œ B  # B' '$Î# "Î# &Î# $Î# &Î# $Î## # %
& $ &

Aplicando el teorema fundamental del Cálculo se tiene que À

 Ð#B  $Ñ † B .B œ  B  #B œ'
"

$Î#
&Î# $Î#

"

$Î#È ’ “%
&

 Ð$Î#Ñ  # Ð$Î#Ñ   # œ # Ð$Î#Ñ  Ð$Î#Ñ ’ “% % % '
& & & &

&Î# $Î# $Î# &Î#

'
$Î#

&
&Î# $Î#

$Î#

&
Ð#B  $Ñ † B .B œ B  # B œÈ ’ “%

&

% %
& &&  # &  Ð$Î#Ñ  # Ð$Î#Ñ&Î# $Î# &Î# $Î#
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Por lo tanto

'
"

& k k È#B  $ † B .B œ

# Ð$Î#Ñ  Ð$Î#Ñ  &  # &  Ð$Î#Ñ  # Ð$Î#Ñ$Î# &Î# &Î# $Î# &Î# $Î#% ' % %
& & & &

œ % † Ð$Î#Ñ  † Ð$Î#Ñ  † &  # † & œ$Î# &Î# &Î# $Î#) ' %
& & &

' '
& &

'È
  "! &È

¾ '
"

& k k È#B  $ † B .B œ

% † Ð$Î#Ñ  † Ð$Î#Ñ  † &  # † & ú$Î# &Î# &Î# $Î#) ' %
& & &

Ð#ÑCalcule el área de la región acotada por las curvas y   B  " œ #ÐC  #Ñ B  'C œ (Þ#

(10 puntos).
Solución:
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Obtengamos los puntos de intersección entre las curvas.

De la ecuación de la recta tenemos que À B  'C œ ( Ê B œ (  'C

Reemplazando en la ecuación de la parábola.

B  " œ #ÐC  #Ñ Ê (  'C  " œ #ÐC  #Ñ Ê )  'C œ # ÐC  %C  %Ñ Ê# # #

#C  )C  )  'C  ) œ ! Ê #C  #C œ ! Ê #CÐC  "Ñ œ ! Ê C œ ! ” C œ "# #
" #

Reemplazando estos valores en se obtieneB œ (  'C
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B œ (  'C œ (  'Ð!Ñ œ ( Ê B œ (" " "

B œ (  'C œ (  'Ð"Ñ œ (  ' œ " Ê B œ "# # #

Los puntos de intersección son y  T œ ÐB ß C Ñ œ Ð(ß !Ñ T œ ÐB ß C Ñ œ Ð"ß "ÑÞ" " " # # #

Si miramos la gráfica en sentido vertical observamos que la función mayor es la recta

C œ Ð(  BÑ C œ   #" B"
' # y la menor es la rama inferior de la parábola ; luego elÉ

área encerrada por las curvas entre y esT T À" #

E</+ œ Ð(  BÑ  #'
"

(
" B"
' #’ “  + É .B œ

( " " " #
' ' # $" " " "

( ( ( (
# $Î#

#
B  B  ÐB  "Ñ  # B œ¹ ¹ ¹ ¹È

%* ( " #
' ' "# $ #

$Î# $Î#  Ð%*  "Ñ  Ð)  # Ñ  #Ð(  "Ñ œÈ

(  %    "# œ  * œ$# # % #

$ # $ #

#) "
$ $

È È
È È

¾ E</+ œ "
$ ú

ÐObservación: Una forma más fácil de resolver el mismo problema es mirando la
gráfica en sentido horizontal, es decir, considerando la función más a la derecha que es la
recta y la función más a la izquierda que es la parábola B œ (  'C
B œ #ÐC  #Ñ  " Ò!ß "Ó À#   e integrando en el intervalo

E</+ œ (  'C  #ÐC  #Ñ  " .C œ'
!

"
#’ “  

' '
! !

" "
# #’ “ ’ “(  'C  #C  )C  )  " .C œ #C  #C .C œ    

# C  C .C œ # C  # C œ "  !   ! œ "  œ Ñ'
!

"
# # $" " # # "

# $ $ $ $! !

" "’ “ ¹ ¹  


