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1) ElL nimero de habitantes P(¢)de una cierta ciudad satisface la ley logistica
dt — 100" T 108 ,

donde el tiempo ¢t se mide en anos. Suponiendo que el numero de habitantes

de esta ciudad es de 1619530 en el ano 2022, determine:

i) EL nUmero de habitantes como una funcion del tiempo.

i1) La poblacion en el afo 2041

i11) El afo en que se duplicara la poblacion de 2022

iv) ;Cual sera la poblacion después de medio siglo a contar de 2022?

(15 puntos)
Solucién:
z‘)Seana———lOQy b—w_lo8
P _ 1 2 _ 2
G =10l WPt e G =aP —bP
12 =aP 0P = il —dt = Lin| Lp| =t +a =

ln‘ bP‘ =at+ac; = sz = ke, conk = e =
P=ke"(a—bP)= P =ake” —bke" P = P+bke" P=ake" =
at\ __ at _ ak e™
P(1+bke") =ake™ = P(t) = {per
Del enunciado se deduce que el tiempo se empezo a contar desde el afio 2022,

es decir, el ano 2022 es nuestro tiempo inicial 0. Luego P(0) = 1619530 y

P _ . at 1619530 5 1020)
a—pp = ke = 15 10-5(1610530) = F€
1619530
=k = Go1—0.0161053 ~ — 261412683.8
ak e™

Reemplzando los valores en P(t) = 7= se tiene

__2614126.838 ¢!
P(t) T 2.614126838 0017 —1 D

i1) Tenemos que 2041 — 2022 = 19

2614126.838 20119 3161131.827 .
P(19) = 5511126838 00T T = 2161131827 — 1462720.5 habitantes |:I




i11) Observamos que el nimero de habitantes disminuye por lo que no podra
duplicarse el nimero de habitantes inicial. [_]

, _2614126.838 %0150 4309966.522 .
w) P(50) = 5611126838 (0001 = 3.300066522 — Lo02117.86 habitantes l

2) Un circuito eléctrico tiene aplicada una fuerza electromotriz dada por
asen(100t), con a una constante positiva. Ademas una resistencia de 10ohms,
una capacitancia de 0.002 faradios y una inductancia de 0.1 henrios. Usando la
transformada de Laplace determine la corriente en el circuito en el instante ¢,
sii=0y ¢g=0cuandot = 0.

(15 puntos)
Solucioén:
Sabemos que
LQII+RQI+%QZE
El enunciado senala que ¢(0) =0, ¢'(0) =i(0) =0.Ademas L=0.1, R=10y
C =0.002
Usando la transformada de Laplace se tiene
Ld'+Rqd+5aq=E=LL"+RL]+ & Ll = LIE] =
L(s2Q(s) — 5q(0) — ¢'(0)) + R(sQ(s) — q(0)) + £Q(s) = LIE] =
Ls*Q(s) + RsQ(s) + £Q(s) = LIE] = Q(s)(Ls* + Rs + &) = L[E] =
Q(s) = _ LlE] = Q(s) = Lla sen(1001)] = Q(s) 100 o000

- Ls2+Rs+% - 0'182+108+0.5W ~ 0.1524+10s+500

B 1
Q(s) = 100 @ G710 7500)(=2 1 10000)

1 1 L -
q(t) = 100a ( — 152000 €05(100t) — 5=55555en(100t) + 152555 cos(50t)e 0

msen(E)Ot)e_mt)
Luego, la corriente en cualquier instante ¢ es
i(t) = ¢'(t) = 100a( — ascos(1008) + ps sen(1008) + s cos(50t)e ™ —

253%3671(5006_5015) D

=

3) Sabiendo que y; = z? es solucion de la ecuacion diferencial homogénea
asociada a z%y'’' — 2zy + 2y = x3sen(x), con z > 0, encuentre su solucion
general usando el método de variacion de parametros.

(15 puntos)
Solucion:
La ecuacion homogénea asociada es
2 2 x 2 2
ey =2y +2y=0=y"' — 3y + Fy:0:>'>0y”— Y+ my=0
La formula de Abel, con p(z)= — %, nos permite obtener y,(x), pues ya

sabemos que y;(z) = 2



—[p(z) dx Z‘f%dr 21n(z)
yz(x)=y1(x)fde:x2fe(xT)2dx:m2f6x4 der =
x2f i—jd:r:wzf #dx:aﬁfx”dx:x?(—m_l): —x

yo(z) = —
Notemos que la edo no homogénea, en forma normal, es
!/

Y — %y' + %y = z sen(z)
Usemos el método de variacion de parametros para obtener la solucidn
particular que tendra la forma y,(z) = ¢1(x) y1(x) + ca(x) y2(z)

Calculemos en primer lugar el Wronskiano

1 Y2 ? -z
Y1 Y

— = = -4+ 222 =22#£0,puesz >0

20 —1
El sistema a resolver es

o] =]

Usemos el método de Cramer

0 —x
1 2
c) = xsen(;c?) =z s;;l(x) = sen(x) =
c1(z) = — cos(x)
x? 0
9 3
ch = < xx';en(x) =z 523@) =z sen(x) =

co(x) = sen(x) — x cos(x)

Finalmente, la solucidn general de la edo es
y(z) = iy (z) + coya() + yp(x) =

c1 2% — cax + cos(x) x* — (sen(x) — x cos(z))xr =
c12? — cox — 22 cos(x) — x sen(x) + 22 cos(x) =

c1 2% — cox — x sen(x)

4) Resuelva la ecuacion diferencial ¢/ — 4y + 4y = g(1), con
s0={f I1 v =y =0
0 ,sit>1 "~
(15 puntos)
Solucioén:

Aplicamos la transformada de Laplace a la ecuacion diferencial
y' =4y +4y =g(t) = LIy'] - ALY+ AL[y] = L[g(t)] =

2,—s —s —s
$2Y (s) — sy(0) — ' (0) — 4(sY (5) — y(0)) + 4Y (s) = =252+

53
_e2,—5__ —5_9,—S8
= (52— 4s +4)Y (s) = —Le—2e e 2
_ —s%eT*—2se"*—2e"542 a1 —sPe ¥ —2se 5 —2e7°42
Y(s) = s3(s2—4s+4) =yt) =L s3(s2—4s+4) =

2t—3 2244t +3
y(t) = S 4 2 4

_ — — —1)%2— —1)—
(Mew—l)_k 2(t-1) 88(t D Q)Heam’side(t—l) D




