EJERCICIOS RESUELTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

1 Resuelva d siguiente PVI:

=122-4
y'(2)=3
y(2) =4
Solucion:

/

= j—i’ , demodo quey’ = [ (12x —4) dx
Por tanto, 3/ () = 6x* — 4z + ¢;. Pero y/(2) = 3, de donde
3=06(2)°—42)+¢; = ¢ = —13

Asi, i/ (z) = 62 — 4z — 13.
Finamente

y(z) = [y (x)dz = [ (62 — 4z — 13) dx = 22° — 22° — 132 + ¢
Haciendo uso de lacondicién inicial y(2) = 4, setiene:
y(2) =4 =2(2)" —2(2)* —13(2) + ¢ = ¢ =22

y(z) = 2% — 2% — 13z + 220
2 ResuelvalaEDO siguiente:% = sen(z +y)

La EDO se puede reescribir como:
dy = sen(z +y) dx

Si hacemos z + y = z, entonces dx + dy = dz. Dedonde, dy = dz — dx.
Reemplazando en la ecuacion diferencial:

dz —dx = sen(z)dx = dz = (1+ sen(z)) dz =



dz
(14sen(z)) — =dz = f 1—|—sen fdx =
2 g4 = —— =240
tan(5)+1 tan(SL)+1

3 Resuelva:
(x+y+1)dz+ (6x+ 10y + 14)dy =0

La ecuacion diferencial dada es una ecuacion de coeficientes lineales. En este caso
setieneque:a; =1,a0=6,b; =1, by =10, ¢c; =1, ¢ = 14.
Luego: ajby =1 (10) # ay b1 =6 (1) Hacemos uso delastransformaciones
siguientes:

r=u+h

y=v+k
Reemplazando en la ecuacion diferencial:
(u+h+v+k+1)du+ (6u+6h+ 100+ 10k + 14)dv =0 =
(u+v+h+k+1)du+ (6u+ 100+ 6h + 10k + 14)dv =0

Al resolver € sistema:

h+k+1=0
6h + 10k +14 =0

obtenemos. h =1, k = — 2.
Ahora, resolvemos
(u+v)du+ (6u+ 10v)dv =0
Usando lasustitucion u = a v :
(av+wv)(adv+vda)+ (6av+10v)dv=0 =
(a+1)v(adv+ vda) + (6a+ 10)vdv =0 =

(a+1)(adv+ vda)+ (6a+ 10)dv =0 =

dv (a+1)da
v + (

ety — 0=



do |

(%

4 1

5a+5) ~ 3a+y |0 =0=

3In(v)+4in(a+5)—In(a+2)=Inc =
v (a+5) =c(a+2)

Reemplazando o = +

(u+50)" = ¢ (u+ 2v)
Finalmente,

u=zr—h=x-1
v=y—k=y+2

(z+5y+9) ' =c(z+2y+3)©

4 Resuelvas  (x+ /y? —zy)dy—ydx =0

Lavariable que posee €l diferencia de méas simple coeficiente es el que acompafia
adzx, por tanto consideramos la sustitucion x = vy. Luegodx = vdy +ydv y

ademas
(wy+ Vi —vy?)dy —y(vdy +ydv) = 0=
(wy +yV/1—v)dy—ywdy+ydv) =0 =
y(v+vV1-v)dy—y(wdy+ydv)=0 =
(v++V1—-v)dy— (vdy+ydv)=0 =
vdy+ﬂdy—vdy—ydv:0:>

V1i—-vdy—ydv=0 :%—L:

1—v
gue es una ecuacion diferencial de variables separadas.

Integrando:

Inly|+2v/1—v =¢



Aplicando laexponencial:

ye2\/17v — et

Reemplazando v por % :

[i=%
y62 v =c

¢Qué sucede cuando y = 0?©

5 Muestre que la ecuacion diferencial

dy _ f a1 x+azy+ag
dr b1x+b2y+b3

es reducible a una ecuacion de coeficientes homogéneos.
Si consideramos la sustitucion

r=u+h

y=v+k

y reemplazamos en la ecuacion diferencial, teniendo presente que dz = du y
dy = dv,

dv —f ar(u+h)+as(v+k)+as _ 7 ayutahtasvtask+as\
du - bl(u+h)+b2(v+k)+bg - b1u+blh+bgv+b2k+b3 -

f a1utasv+aih+ask+ag
b1u+b2v+b1 h+b2 k-l—bd

Ahora, si seeligen h y k de modo que
a1h+a2k—i—a3:O
bih 4+ bok + b3 =0

la ecuacion nos queda:

d_'l} _ f CLﬂL‘FCLQ’U
du b1u+b2v



gue es una ecuacion de coeficientes homogéneos, que se resuelve por uno de los
dos métodos:

a) Sustituyav = t u. Laecuacion resultante es separableent y u ; seresuelvey
se reemplazat por <.

b) Sustituyau = t v. Laecuacion resultante es separableent y v; seresuelvey
sereemplazat por .

Ejercicios: Resuelva:

d +4y\ 2 .
a) d_z - (im—i) (R: z= 1 + ¢ eMz=4)/((z—4y 2))

b) dy  (zt+y+1)?
dx — T+y

(R: 6(y—x)+c=In(]2z+2y+1|) (2*+ 22y + 1>+ 2z +y+1)") ©

6 Encuentre la solucion general de la siguiente ecuacion diferencial:

927“%:1-1-92

Solucion:
Separando variables:
2 2
rdr =5 do = [rdr= [ L do =
1 2 1
Jrar=[5d0+[do =5 =—-5+0+c =
_ 2 _ 2
_ 2 0(—2+26*+c0)
. i\/ C2eares) |, VOO

7 Se sabe que un cierto material radiactivo decae a una velocidad proporciona a
la cantidad de material presente. Un blogue de este materia tiene originamente
una masa de m, gramos. Al ser observado después de 24 horas, ha experimentado
una reduccion de masa del 10%. Encuentre una expresion parala masa del cuerpo
a un tiempo cualquiera. Calcule también e intervao de tiempo que debe
transcurrir paragque el bloque decaiga ala mitad de su masa original.



Sea m(t) la masa del material a tiempo ¢. Ya que la velocidad de cambio de m
(m' (t)) es proporcional am misma, setiene:

m’ (t) = km(t),

donde & es un factor de proporcionalidad constante.
La ecuacion anterior puede resolverse, ya sea como una ecuacion lineal o por
separacion de variables, y su solucion general es:

m(t) = ce!

Si el origen de la escala del tiempo se elige como € instante en &l que la masa del
material es mg, entonces la condicion iniciad es m(ty) = m(0) = my.Por lo
tanto,

Si se conoce k , entonces la ecuacion da una formula para la masa m presente a
cualquier tiempo. Si no se conoce k por anticipado, se necesita una segunda
observacion para determinarla. En el problemadado, m(24) = 9m,/10. Asi

9 _ 24k 24k _ 9 _ 9
Mo =mpet = e = =24k =In(5) =

k=5 In(3) ~ —0.00439

Por lo tanto,

m(t) = mg e 0004391

El periodo de tiempo durante el cual se reduce la masa a la mitad de su valor
origina es conocido como la vida media del material. Si t; es & tiempo para €
cual m(t) esigua am/2, entonces:

5= my ekt =t = — %ln(2).

Usando €l valor de k obtenido, setiene:

U@
t = n(10/9) ~ 158 (horas).©



8 El circuito eléctrico sencillo mostrado en lasiguiente figura

:
Ir AN
!

@)
e

Interrupior

contiene una fuerza electromotriz (normalmente una bateria o generador) que
produce un voltaje de E(t) voltios (V') y una corriente de I(¢) amperes (A) en e
tiempo ¢. El circuito contiene también un resistor de una resistencia de R ohmios
(€2) y un inductor con unainductanciade L henrios (H).

Laley de Ohm establece que la caida de voltgje debida al resistor es R 1. Lacaida
de voltaje debida al inductor es L (d1/dt). Unade las leyes de Kirchhoff expresa
que la suma de las caidas de voltaje es igual al voltaje E(t) suministrado. De
modo que setiene

dl
LY +RI=E)

gue es una ecuacion diferencial de primer orden. La solucion proporciona la
corriente I en el tiempo ¢.

Suponga que en € circuito laresistenciaesde 122 y lainductanciaesde4H. S

la bateria proporciona un voltaje constante de 60V y e interruptor se cierra
cuando ¢ = 0 de manera que la corriente empieza con €l valor 1(0) = 0, encontrar

(a) I(t)

(b) lacorriente al cabo de 1 segundo
(c) e valor limite de la corriente.
Solucién:

(a) S sesustituye L =4, R = 12, E(t) = 60 en la ecuacion diferencial anterior
se obtiene e problemade valor inicia

dal
40 +121 =60

1(0) =0



Observamos que la ecuacion diferencial tiene la forma % + p(t) I = q(t), cuya
solucion general es

1) = 100 ([ eI 900 (1) dt 4

Ahora, dado que p(t) = 3y ¢(t) = 15, setiene

It)y=e (15 [edt +¢)=e (153" +¢)=5+ce ™
es decir,

It)=5+ce™

Pero, 7(0) =0, luego I(0)=5+ce?® =5+¢c=0,af c= —5,conlo
que

It)=5—-5e* =5(1—e¥)
(b) Al cabo de 1 segundo la corriente es:
I(1)=5(1—e3)~ 4751 A

(¢) limI(t) =1lim5(1 —e3) =5—-5lime™ =5—-0=5.0

t—o00 t—o00 t—o00

Ejercicios.

1) Suponga que la resistencia y la inductancia permanecen como en e ejemplo
anterior, pero en vez de la bateria se usa un generador que produce un voltge
variable de E(t) = 60 sen(30t) V. Determinar I(t).

(Respuesta : I1(t) = o (sen(30t) — 10 cos(30¢)) + 4 e )

2) Los psicdlogos interesados en la teoria del aprendizaje estudian las curvas de
aprendizaje. Una curva de aprendizaje es la gréfica de una funcion P(t), €
desempefio de una persona que aprende una habilidad en funcién del tiempo de

adiestramiento ¢. La derivada % representa la velocidad a la que mejora el

desempefio. S M es & maximo nivel de desempefio que es capaz € aprendiz,



resulta razonable suponer que Cg—f es proporciona a M — P(t) (Al principio €

aprendizgje es rapido. Luego, cuando aumenta el desempefio y tiende a su valor
maximo, la velocidad de aprendizaje disminuye). De esta manera,

dP
o =k (M- P())
donde £ es una constante positiva. Resuelva esta ecuacion diferencial y grafique
la curvade aprendizaje.

(Respuesta : P(t) = M+ ce *1)

3) Un objeto de masam se deja caer desde el reposo y se supone que laresistencia
del aire es proporcional a la velocidad del objeto. Si s(t) representa la distancia
recorrida en la caida al cabo de ¢ segundos, entonces la velocidad es v = §'(t) y
laaceleracion esa = v'(t). Si g esla aceleracion debida ala gravedad, entonces la
fuerza que actlia sobre el objeto dirigida hacia abajo es mg — ¢ v, en donde ¢ es
una constante positiva, y de la segunda ley de Newton resulta:

dv

mo; =mg—cv

(a) Resuelva esta ecuacion diferencial, para determinar la velocidad v en
tiempo ¢.

(b) ¢Cud eslavelocidad limite ?

(c) Calculeladistanciaque €l objeto harecorrido en caidaal cabo de ¢ segundos.

(Respuestas :

(a) (mg/e)(1 —e /™)

(b) mg/c

() (mg/c) [t+ (m/c) e~ ] —m?g/c?)



