
Algunos elementos del cálculo.

T e o r e m a  1 . 1  ( T e o r e m a  d e l  v a l o r  i n t e r m e d i o ) .T e o r e m a  1 . 1  ( T e o r e m a  d e l  v a l o r  i n t e r m e d i o ) .
Sea  una función continua en el intervalo cerrado  y definamos,0 Ò + ß , Ó

  7œ738 0ÐBÑß Q œ 7+B 0ÐBÑ
 + Ÿ B Ÿ , + Ÿ B Ÿ ,  

Entonces, para cualquier número  existe al menos un número- − Ò 7ßQÓ
# #− Ò +ß, Ó 0 Ð Ñ œ -Þtal que 

T e o r e m a  1 . 2  ( T e o r e m a  d e l  v a l o r  m e d i o ) .T e o r e m a  1 . 2  ( T e o r e m a  d e l  v a l o r  m e d i o ) .
Sea  una función continua en  y derivable para todo  tal que0 Ò+ ß , Ó B
+�B� , Þ − Ð + ß , Ñ Entonces existe al menos un  tal que0

 0Ð,Ñ�0Ð+Ñœ0 Ð Ñ Ð, � +Ñw 0

T e o r e m a  1 . 3  ( T e o r e m a  d e  T a y l o r ) .T e o r e m a  1 . 3  ( T e o r e m a  d e  T a y l o r ) .
Sea  una función continua en  con  derivadas continuas sobre0 Ò+ ß , Ó 8 � "
Ð +ß,Ñ 8 ! Þ BßB − Ð + ß , Ñ ß para algún Si  entonces!
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Espacios vectoriales.

D e f i n i c i ó n  1 . 1  ( E s p a c i o  v e c t o r i a l ) .D e f i n i c i ó n  1 . 1  ( E s p a c i o  v e c t o r i a l ) .
Un  es un conjunto  provisto de las operaciones deespacio vectorial (real) Z
adición  y multiplicación por escalar que satisface las siguientesÐ � Ñ Ð † Ñ
propiedades:

A1) Ð?�@Ñ�Aœ?�Ð@�AÑ ß a ?ß@ßA − Z

A2)  Existe   tal que ) ) )− Z � @ œ @ � œ@ ß a @ − Z

A3) Dado existe  tal que @ − Z � @ − Z @ � Ð � @Ñ œ Ð � @Ñ � @ œ )

A4) ?� @œ @� ? ß a ? ß @ −Z

P1)  ! ! ! ! ‘Ð?�@Ñœ ? � @ ß a − ß a @ − Z

P2) Ð � Ñ @œ @ � @ ß a ß − ß a @ − Z! " ! " ! " ‘

P3) Ð Ñ @ œ Ð @Ñß a ß − ß a @ − Z!" ! " ! " ‘

P4) Existe tal que " − Z " † @ œ @ ß a @ − Z

D e f i n i c i ó n  1 . 2  ( S u b e s p a c i o  v e c t o r i a l ) .D e f i n i c i ó n  1 . 2  ( S u b e s p a c i o  v e c t o r i a l ) .
Si  es un espacio vectorial   y  es tal queZ [ © Z

Ð3Ñ[ Á g

Ð33Ña?ß@−[ ? � @ − [se cumple 

Ð333Ña@−[ßa − @ − [! ‘ !se verifica  

Entonces se dice que  es un de [ Z Þsubespacio vectorial 



Espacios normados.

D e f i n i c i ó n  1 . 3  ( N o r m a ) .D e f i n i c i ó n  1 . 3  ( N o r m a ) .
Sea  un espacio vectorial real. Se llama  sobre  a una funciónZ Znorma
m m Z ß   : que satisface las siguientes propiedades:Ä ‘

Ð 3 Ñ m @ m  ! ß a @ − Z 

Ð33Ñm @ m œ ! @ œ  Í )

Ð333Ñm @m œ l l m @ m ß a − ß a @ − Z   ! ! ! ‘

Ð3@Ñm@ � Am Ÿ m @ m � m A m ß a @ ß A− Z   

D e f i n i c i ó n  1 .  ( E s p a c i o  n o r m a d o ) .D e f i n i c i ó n  1 .  ( E s p a c i o  n o r m a d o ) .%
Un espacio vectorial  cuando está provisto de una norma se denominaZ
espacio vectorial normado y se simboliza   Ð Z ß m mÑÞ

O b s . :  O b s . :  Para un mismo espacio vectorial se puede definir más de una norma.

D e f i n i c i ó n  1 . 5  ( N o r m a s  e q u i v a l e n t e s ) .D e f i n i c i ó n  1 . 5  ( N o r m a s  e q u i v a l e n t e s ) .
Dos normas    y    , definidas sobre un mismo espacio vectorial , sem m m m Z+ ,
dicen  si,equivalentes
b - ß - � ! >+6;?/ a @ − Z À - m @ m Ÿ m @ m Ÿ - m @ m       " # " #+ , +

O b s . :  O b s . :  En un espacio  de dimensión finita, dos normas cualesquiera definidasZ
sobre él son equivalentes.



Espacios con producto interior o prehilbert.

D e f i n i c i ó n  1 . 6  ( P r o d u c t o  i n t e r i o r ) .D e f i n i c i ó n  1 . 6  ( P r o d u c t o  i n t e r i o r ) .
Sea  un espacio vectorial real. Se llama  sobre  a unaZ Zproducto interior
función  : que satisface las siguientes propiedades:� ß � Z ßÄ ‘

Ð3Ñ � @ß@�   ! ß a @ − Z

Ð33Ñ � @ß@� œ ! @ œÍ  )

Ð333Ñ � @ßA� œ � A ß @� ß a @ ß A− Z

Ð3@Ñ � @ß A � B� œ � @ßA� � � @ßB� ß a ß − ß a @ ßA ßB−Z! " ! " ! " ‘

D e f i n i c i ó n  1 .  ( E s p a c i o  c o n  p r o d u c t o  i n t e r i o r  o  e s p a c i oD e f i n i c i ó n  1 .  ( E s p a c i o  c o n  p r o d u c t o  i n t e r i o r  o  e s p a c i o(
p r e h i l b e r t ) .p r e h i l b e r t ) .
Un espacio vectorial  cuando está provisto de un producto interior seZ
denomina  y se simbolizaespacio vectorial con producto interior o prehilbert
Ð Z ß � ß �ÑÞ

O b s . :O b s . : Una consecuencia importante de la definición anterior es que la función
m@m œ � @ß@� ZÈ definida sobre  es una norma,  y corresponde a la norma
inducida por el producto interior.
Por lo tanto  también puede ser considerado como espacioÐ Z ß � ß � Ñ
normado con la norma natural inducida por el producto interior.



Espacios métricos.

D e f i n i c i ó n  1 . 8  ( D i s t a n c i a ) .D e f i n i c i ó n  1 . 8  ( D i s t a n c i a ) .
Sea un conjunto cualquiera. Se define la , denotadaZ Á g distancia de  a B C
por , a la función sobre  con valores reales que satisface las.ÐBßCÑ Z ‚ Z
siguientes propiedades:

Ð3Ñ .ÐBßCÑ   ! ß a B ß C −Z

Ð33Ñ .ÐBßCÑœ! Bœ CÍ  

Ð333Ñ .ÐBßCÑœ.ÐCßBÑß a B ß C −Z

Ð3@Ñ .ÐBßDÑ Ÿ .ÐBßCÑ�.ÐCßDÑß a B ßC ß D−Z

D e f i n i c i ó n  1 . 9  ( E s p a c i o  m é t r i c o ) .D e f i n i c i ó n  1 . 9  ( E s p a c i o  m é t r i c o ) .
Un conjunto  cuando está provisto de una distancia  se denomina Z . espacio
métrico y se simboliza ÐZß.ÑÞ

O b s . :O b s . : Una consecuencia importante de la definición anterior es que a partir de
un espacio normado es posible definir un espacio métrico haciendo uso de la
distancia inducida por la norma, que está dada por:

    .ÐB ßCÑœmB�Cm

D e f i n i c i ó n  1 . 1 0  ( C o n v e r g e n c i a  e n  u n  e s p a c i o  n o r m a d o ) .D e f i n i c i ó n  1 . 1 0  ( C o n v e r g e n c i a  e n  u n  e s p a c i o  n o r m a d o ) .
1) Una sucesión de vectores en un espacio normado   ÖB × Ð Z ß m m Ñ8 8−�
converge al vector si     B − Z m B �Bmœ! Þlim

8Ä_
8

2) Si    y    son dos espacios normados cuyas normas sonÐ Z ß m m Ñ Ð Z ß m m Ñ+ ,
equivalentes , entonces  converge a en    si y sólo siÖB × B Ð Z ß m m Ñ8 8− +�
ÖB × B Ð Z ß m m Ñ8 8− ,� converge a en   .


