Algunos elementos del calculo.

Teorema 1.1 (Teorema del valor intermedio).
Sea f unafuncion continuaen d intervao cerrado [ a , b |y definamos,

m=min f(x), M=max f(x)

a<z<b a<z<b
Entonces, para cualquier nimero ¢ € [ m, M]existe d menos un nimero

v€a,b]td que f(y)=c

Teorema 1.2 (Teorema del valor medio).
Sea f una fundon continua en [a,b] y derivable para todo = td que
a<x<b.Entoncesexiged menosuné € (a,b)td que

f(0)=fla)=£"(9 (b—a)

Teorema 1.3 (Teorema de Taylor).
Sea f unafuncion continuaen [a, b] con n + 1 derivadas continuas sobre
(a,b) paadginn>0.S z,zg € (a,b), entonces

f(z)=p,(2) + Ryt (2)
donde

pu(@)= £ (o) + T gy 1 DL 1) g

n+1
R,i1(x) = % £0) (&) donde ¢ estdentrexy y .



Espacios vectoriales.

Definicion 1.1 (Espacio vectorial).

Un espacio vectorial (real) es un conjunto V' provisto de las operaciones de
adicion (+) y multiplicacion por escdar (- ) que satisface las sguientes
propiedades.

Al (u+v)+w=u+(v+w), Yu,pweV

A2) Exiged e Vidquetd +v=v+0=v, YveV

A3)Dadove Vexide —veVtdquev+ (—v)=(—v)+v=20
ADu+v=v+u, YVu,veV

Pl)a(u+v)=au+ av, VaeR, VveV

P2) (a+pB)v=av+pv,Va,f R, YveV

P3) (af)v=a(Bv),Va,B ER,VveEV

P4) Exigel e Vidquel -v=v,VveV

Definicién 1.2 (Subespacio vectorial).

S V esunegpaciovectorid 'y W C V estd que

()W #£ 0

(ii)Vu,veW secumpleu +ve W

(ii1)YveW, ¥ a € Reeveificaav € W

Entonces se dice que W es un subespacio vectorial de V.



Espacios normados.

Definicion 1.3 (Norma).

Sea V' un epacio vectorid red. Sellamanorma sobre V' aunafuncion

|l II'V — R, quesatisface las Siguientes propiedades:
(¢)]|v]|>0,YveV

(W)||v] =0 <= v=20

(i) av|| =|all|v|,VaeR,VveV

(i) [[v+wl| <[[v[|+[[wl],Vv,weV

Definicion 1.4 (Espacio normado).

Un espacio vectorid V' cuando esta provisto de una norma se denomina
espacio vectorial normadoy sesmboliza( V, || ).

Obs.: Paraun mismo espacio vectoria se puede definir mas de unanorma
Definicion 1.5 (Normas equivalentes).

Dos normas || ||, y || ||, . definidas sobre un mismo espacio vectorid V', se
dicen equivalentes g,

3 ety e > Otalque¥ v e Ve v, < [[v]l, < el vll,

Obs.: En un espacio V' de dimension finita, dos normas cud esquiera definidas
sobre él son equivaentes.



Espacios con producto interior o prehilbert.

Definicion 1.6 (Producto interior).
Sea V' un espacio vectorid red. Se llama producto interior sobre V' a una
fundon < , > 1V — R, quesatisface las Sguientes propiedades:

(i) <v,o>>0,YVveV
() <v,o>=0 < v=40
(i) < v,w> =< w,v>,Vo,weV

(W) < v,aw+fr> =a <v,w> +0 <v,e>,Va,f R, Yv,w,zeV

Definicion 1.7 (Espacio con producto interior o espacio
prehilbert).
Un espacio vectoriad V' cuando esta provisto de un producto interior se
denomina espacio vectorial con producto interior o prehilbert y se smbaliza
(V,<, >).

Obs.: Una consecuencia importante de la definicion anterior es que la funcion
[v]| = \/ <wv,v> definidasobre V' esunanorma, y corresponde alanorma
inducida por € producto interior.

Por lo tanto ( V', <, > ) también puede ser considerado como espacio
normado con lanorma natura inducida por @ producto interior.



Espacios métricos.

Definicion 1.8 (Distancia).

Sea V' # () un conjunto cudquiera. Se define ladistancia de z a y, denotada
por d(z,y), a la funcién sobre V' x V' con vdores redes que satisface las
sSiguientes propiedades:

(1) d(zyy) >0 ,Va,ycV
(%) d(z,y)=0 & z=y
(@i) d(x,y)=d(y,z),Vx,yeV

() d(z,2) <d(z,y)+d(y,2),V x,y,2€V

Definicion 1.9 (Espacio métrico).
Un conjunto V' cuando esta provisto de una distancia d se denomina espacio
métricoy sesmboliza(V,d).

Obs. : Una consecuencia importante de la definicion anterior es que a partir de
un espacio normado es posible definir un espacio métrico haciendo uso de la
distancia inducida por la norma, que esta dada por:

d(z,y)=|z—yl

Definicion 1.10 (Convergencia en un espacio normado).
1) Una suceson {z,},, de vectores en un espacio normado (V.| ||)
converged vectorx € V9 lim ||z, — x| =0.

n—oo

2S (V]| )y (V.| ) son dos espacios normados cuyas normas son
equivaentes , entonces {zn}, . cOnverge axen (V.|| [|,) sy silos
{@n}, e convergeazen (V, [ [|).



