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(1) Responda Verdadero (V) o Falso (F), justificando TODAS sus respuestas. Si
corresponde puede dar un contraejemplo. Se le descontara 2 (dos) puntos por cada
respuesta incorrecta o sin justificar.

a) _F Eldominio D de f(z,y,2) = 2%ln(z —y + 2z) es D = R

Justificacion:
Como f es una funcion de 3 variables (z,y,z2), el dominio debe ser un
subconjunto de R? y no de R? como se sefiala. %

b) FE  Las curvas de nivel de la funcion f(z,y) = % es un conjunto de

hipérbolas centradas en el origen.

Justificacion:
La curvas de nivel son f(z,y) =k, es decir, § =k 60 x=ky que es un

conjunto de rectas y no de hipérbolas centradas en el origen. %

- 2%y _
Lz =0

Justificacion:
Considerando la trayectoria y = 0 tenemos que

mQy . 21‘2(0) .
m , = lim = lim0=0
(2,y)—(0,0) wity? z—0 40 z—0

Ahora, para la trayectoria y = x° se tiene que
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Por lo tanto, lim o
(ey)—(00) ¥V

que pasan por el punto (0, 0) hemos obtenido valores distintos para el limite. v

no existe porque para dos trayectorias diferentes

d) V  Lafuncion u(z,t) = a sen(x — at) satisface la ecuacion de la onda.

Justificacion:

La ecuacion de la onda es uy = a® uy,

Ahora

u = — a’cos(x — at) = uy = — a’sen(x — at)
uy = acos(x — at) = uz, = — asen(x — at)
Por lo tanto, a2um = — a3sen(1‘ — at) = uy %

e) _F El plano tangente a la superficie z = 22 + 4y*en el punto (2,1, 8)es
r+4dy—z=4

Justificacion:
El plano tangente a la superficie z = f(z, y) en el punto (x¢, yo, z0) €s :

z— 20 = fo(z0,90) (x — 20) + fy(0,90) (y — v0) (1)

Recuerde que el plano tangente a la superficie de nivel F'(x,y, z) = k en el punto
(70, Yo, 20) €S :

Fo. (0,90, 20) (x — x0) + Fy(x0, Y0, 20) (y — yo) + Fx (20, 0, 20) (2 —20) =0

Podemos obtener la ecuacion (1) a partir de la anterior haciendo
F(z,y,2) = f(z,y) —z=0.

Dado que z = f(x,y), tenemos que f(z,y) = x> + 4y*, luego
fo=2z= f,(2,1) =4
fy=8y= f,(2,1) =38

Reemplazando en (1) :
z— 20 = fo(o,90) ( — 20) + fy(20,90) (v — %) =

z—8=4(x—2)+8(y—1)=2=8+40—-8+8y—8=

dr+8y—z2=8#x+4y—z=4%
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f) _E Sea f una funcién de dos variables que posee derivadas parciales
continuas y considere los puntos A(1,3), B(3,3), C(1,7)yD(6,15).La

—
derivada direccional de f en A en la direccion del vector AB es 5 y la derivada

direccional en A en la direccion de AC es 6. Entonces la derivada direccional de

127

f en A en la direccion del vector AD es J7

Justificacion:
Tenemos que :

AB = <3—-1,3—3> = <2,0>vy el vector unitario asociado es
<2,0> <2,0> <2,0> <2,0>

u = T<2.0>] = \/22+02 = 3 = 5 =<1,0> =1

AC = < 1-1,7—3> = <0,4>1y el vector unitario asociado es

. <04> @ <04> .

AD = <6—-1,15—-3> = <5,12>y el vector unitario asociado es

_ <5,12> 0 <5,12> 0 <5,12> 0 <5,12> < 5 12 >
52> T /524122 T /169 13 137 13

Por otro lado,

Duf(1>3) :fx(la?’) 1+fy(173) 0 fm(l,?)) =9
Dy f(1,3) = f2(1,3) -0+ f,(1,3) - 1= f,(1,3) =6
Luego,
D.f(1,3) = fo(1,3) - 5 + f,(1,3) 55 =5- 2 +6-15 = 2L £ LTy
(30 puntos).
(2) Si z= f(x,y), donde = = rcos(f), y = r sen(f) muestre que
0%z 9%z o) 1 0%z 1 0z
ot =ort et o
(10 puntos).

Debemos probar que :
0%z 0%z _ 0%z 1
o2 T 0y2 — or? + 2

2
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el R

es decir

1 1
Zx:v“—zyyzzrr‘l'ﬁzee‘l';zr
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Tenemos que :

0z _ 0z0x | 020y _ 0z 9z

ar — oz or T Oy or — 817008(9) + aysen(@) =

2y = 2zzc08(0) + zysen(6) (1)

0 0z 0 0z 0

a—g = a—;a—z + 3—53—3 = zy( —rsen(0)) + z,(rcos(0)) =
% = —rzzsen(d) +rz,cos(0) (2)

Derivando (1) con respecto a r :

Pz _ 9z, dx | 0z Oy 92y x| 92 Oy | _
orr — cos(0) [896 or T dy 8r] + sen(6) [8&7 or T oy or | —

cos(6) {zm cos(0) + zyxsen(ﬁ)] + sen(6) [zxycos(ﬁ) + zyysen(ﬁ)} =

20208 (0) + zyp5en(0)cos(0) + 2z, sen(8)cos(0) + z,,sen?(h) = =continua
22c08%(0) + 22,,sen(0)cos(0) + z,,sen*(0) =

9%z

52 = Z2€05°(0) + 2zpys5en(0)cos(0) + 2, sen*(0) (3)

Derivando (2) con respecto a 6 :

92, 0 [frg—;sen(Q)Jrrg—;cos(G)] 0 {g—;sen(O)] 0 [%005(0)}

o = a0 A A
0 [z, sen(ﬁ)] 0 [zy 003(9)]

—r {(%;’ % + %Zgj %)sen(@) + zxcos(e)] +
r [(% g—g %—Zy %)cos(ﬁ) - zysen(ﬁ)} =
—r [(zm( —rsen(0)) + 2y (r 003(9))) sen(0) + z,cos(0) } +

r |:(Z;py( —rsen(6)) + 2y, (r c05(0))) cos(0) — z, sen(0) } =

r’sen®(0) zy. — r? sen(6)cos(0) zye — 1 cos(0) z;
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— r2sen(0)cos(0)zyy + 17cos*(0)z,, —  sen(6) z, =
% = r2sen?(0) zoe — 17 sen(f)cos(0) 2 — rcos(0) z
—r2sen(0)cos(0) 2y + r2cos (0)zy, — 1 sen(0) z, =
Ps — 125en2(8) 24 — 1c0s(8) 2 — sen() 2 —
2r2sen(0)cos(0) 2y + r’cos®(0)z,,

Asi
Po L0z, 10z _ 222082 (0) + 22,y sen(0)cos(0) + z,,sen*(0) +

T oE T
TLQ [7‘236712(9) Zpw — T €0S(0) 2 — 1 sen(0) z, —

2r2sen(0)cos(0) 2y, + r’cos’ (Q)Zyy] +

zzcos(0) + zysen(8)| =
| |

= =

202082 (0) + 2z,y8en(0)cos(0) + z,,sen?(0) + sen?(0) 2y + cos?(6) 2y,
— 2zysen(f)cos(d) — % zzc08(0) — %zysen(e) + % zzco8(0) + %zysen(ﬁ) =
22c08%(0) + sen?(0) zp0 + zy8en?(0) + cos?(0) 2,y
= 2oz (c0s%(0) + sen?(0)) + z,,(sen®(0) + cos®(0)) = zux + 24y
. zm-l—zyy:zr,«-l—:—gzag-i-%zr |:|

3)
a) Obtenga los valores extremos para la funcion f(z,y) = 2? —y?en la
circunferencia x> + 3* = 1.

(10 puntos).
Eneste caso  f(z,y) = 2% — 9°
y larestricciones g(z,y) =22 +1> =1 (1)

Luego:

as4d



Vi=ANVg= < fi,fy>=A<gs,9)> =

<2z, —2y> =A<2x,2y> = <22, —2y> = <2\x,2\y > =

2 =2\ =2x(1-A)=0=z=0 V=1

— 2y =2\y (2)
Casol:2=0=D0P+l=1=yP’=1=y==+1 =@\= -1

En este caso los puntos criticos son : P;(0,1) y P,(0, — 1)

Caso2 : A=1=0 —2y=2y=4dy=0=y=0=> W2+ 0°=1=
?=1=z==+1

En este caso los puntos criticos son : P3(1,0) y Py( — 1,0)

Por otro lado, para saber si los puntos criticos obtenidos son de maximo o de

minimo basta evaluar la funcidon en cada uno de los puntos y el mayor valor estara
asociado con el punto de maximo y el menor valor con el punto de minimo.

f(.T,y):132—y2:>f(0,1):02—12_ -1
flo,y) =2 —y* = f0, -1)=0"—(—-1)*= -1
flry) =2 —y* = f(1,0) =1 - 0> =
flo,y) =2 —y* = f(-1,0)=(-1)*-0*=1

Por lo tanto, los puntos de maximo son P3(1,0) y Py(—1,0), y los puntos de
minimo P (0,1) y P(0, — 1) []

b) Obtenga la menor distancia desde el punto (1,0, — 2) al plano = + 2y + z = 4

(10 puntos).
Solucién:
La distancia de un punto (x, y, z) al punto (1,0, — 2)es :
d=/(z -1 +y>+ (2 +2)? (%)

Pero en este problema el punto (x,y, z) pertenece al plano x + 2y + z = 4, es
decir, z =4 — x — 2y; y reemplazando en () :

d=+/(z-12+2+(d—2-2y+2)2 =/(x —1)2+ 2+ (6 — v — 2y)?

Por otro lado, recordemos que minimizar d es equivalente a minimizar d?, luego
minimizaremos
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&* = f(z,y) = (z - 1)* +y* + (6 —z — 2y)°

Ahora

fo=2x—-1)4+26—-2—-2y)(—1)=20—-2—-2(6—2—2y) =

20 —2—-1242z+4dy= f,=4x+4y— 14
fy=2y+26—-2—-2y)(—2)=2y—4(6—2x—2y) =2y —24+4x+ 8y =
fy =10y + 4o — 24

Igualando a cero las derivadas parciales :
fo=0=>4dr+4y—14=0=4x+4y =14
fi=0=10y+4r —24 =0= 4z + 10y = 24

6y:10$y:%:>y:§

De 4x + 4y = 14 se tiene que :

11
6

)

Verifiquemos si es punto de minimo como queremos.

_ 20 _ 22 _ 22 _
4y = 14 — 3 = 4x = 3 S rT=1, > %=

—
—
WUt

Por lo tanto, el unico punto critico es : ( ,

|

u s s
D= f”(ﬂ’g) fxy(ﬂ’g) :‘j 140‘:40—16:24>0
foo (553) Ty (55 3)

Y for (G:3)=4>0

De lo anterior, concluimos que (%, %) es punto de minimo, y la menor distancia

desde el punto (1,0, — 2) al plano = + 2y + z = 4es :

d(§3) =y -2+ P +u-F-23)+22 =




