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1) Dibuje la region acotada por las superficies z = /22 + 32, 2 + 1> =4,y
z =4.

(10 puntos).
Solucion:

z = \/x? + y? representa la parte superior de un cono

La superficie 22 + y?> = 4 representa un cilindro.
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La superficie z = 4 representa un plano paralelo al plano xy :

Si juntamos las tres graficas en una sola obtenemos :
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2) Obtenga una ecuacion para la superficie que consta de todos los puntos que son

equidistantes del punto (1,0,0) y el plano x = — 1. Identifique y dibuje la
superficie.

(10 puntos).
Solucién:

Sean P = (z,y, z) un punto cualesquiera de la superficie buscada, A = (1,0,0)
el punto dado y 7 : z = — 1el plano dado.
Tenemos, de acuerdo al enunciado que :

d(P,A)=d(P,m) = \/(z— 12+ (y— 02+ (z —0)? = % N

V-1 42+ 2 =z +1= V@ -1+ +22=(z+1)?>=>

2 2
-2+ 1+yP+ =+t P+l ==L+ T =0

[\

2
fdi=o

Mll\!
)

La superficie obtenida es por lo tanto un paraboloide circular con vértice en el
origen, eje igual al eje x.
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3)
a) Obtenga el angulo entre la recta que pasa por (0,0,0) y (1,1,1), y el plano
que pasa por los puntos (1,2,3), (4,1,5) y (2,0,6).
b) Determine cuél es la ecuacion del plano que pasa por los puntos (1,0, — 1) y
(—1,2,1), y es paralelo a la recta de interseccion de los planos 3z + y — 2z = 6
y dr —y+32=0.

(20 puntos).
Solucién:

a) Para calcular el angulo « entre una recta y un plano necesitamos el vector
director 7 de la recta y el vector normal n del plano. En efecto,

W—a=2(r,n)=a=90—-2(r,n)
Sean P, = (0,0,0) y P, = (1,1,1) los puntos por los que pasa la recta.

Sean P3 =(1,2,3), P, =(4,1,5)y Ps;=(2,0,6) los puntos por los que pasa
el plano.

Obtengamos, en primer lugar, el vector director de la recta.
El vector director de la recta es

r= PP =<1-0,1-0,1-0> = <1,1,1>

Obtengamos, ahora, el vector normal del plano.
Los vectores
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PP = <4-1,1-25-3> =<3, -1,2>
y

S

PP = <4-21-05-6>= <21, —1>

pertenecen al plano y los usaremos para calcular el vector normal. En efecto,

i 7 k
n=|3 -1 2 |=<-175>
2 1 —1
Ahora,
<rmn> <<1,1,1>,<—1,7,5>> —147+5
cos(£(r,n)) = = = —
(£(r,m) = [l = T<LLT<—1,7550 = Vimm ey e

11 11

11
VaVis T Vs T 15 = Z(r,n) =A7°ccos(1

|,_.

L) = /(r,n) ~ 42°50/

(@3

Finalmente, el &ngulo « entre la recta y el plano es :
a=90—Z2(r,n) = a~90—42°50 = a ~47°10 %

b)Sean 7: a(x —xo)+bly—yo)+c(z—2)=0 el plano buscado,
Pl:(la()? _1) y PQ:(_17251)

Sean m :3x+y—2z2=6y m:4r—y+32=0.

Si sumamos las ecuaciones de los planos :

Tc+z=6=x= Z%f

Ahora si realizamos la operacion siguiente con los planos : 37 + 2 7o

9z 4+ 3y — 62 = 18
8r —2y+62=0

Sumando las ecuaciones anteriores :

Tz +y=18= 1Tz =18~y = o= 32 = o = L0

Por lo tanto, las ecuaciones simétricas de la recta de interseccion son :
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r _ y-18 _ 26

1 =17 = =7

Observamos que el vector director de larectaes: r= <1, — 17, — 7 >

Note que podriamos haber obtenido el vector director de la recta de interseccion
calculando el producto cruz entre los vectores normales de cada uno de los planos,

es decir,

i j Kk
r=mn; X ng — 3 1 -2 :<1,—17,—7>
4 -1 3

donde m; es el vector normal del plano 7, y 79 es el vector normal del plano 7.

Por otro lado, el vector PP, = < —2,2,2> estd contenido en el plano
buscado; falta un vector adicional, contenido también en el mismo plano, para
calcular el vector normal.
Ahora, podemos desplazar el vector director de la recta en forma paralela a si
mismo hasta alcanzar el plano, pues el plano que buscamos es paralelo a la recta
de interseccion. Luego, podemos tomar este vector director y usarlo para generar
el vector normal al plano buscado.
Asi,

z J k
n= PP xr=|-2 2 2 | = <20, -12,32 >

1 —-17 =7

Finalmente, reemplazando las componentes del vector normal 7 recién calculado
y las componentes del punto del plano P, = (1,0, — 1) obtenemos :

m: alx —x0) + by —yo) +c(z—2) =0

20z —1)—-12(y—0)+32(z+1)=0=

202 — 20 — 12y + 322 + 32 = 0 = 200 — 12y + 322 = — 12 =
5r —3y+82= —3[_]

4) La funcién posicion de una particula esta dada por:

?(t) = < 1?,5t,t* — 2t >

a) Calcule la velocidad y la aceleracion de la particula.
b) (Para qué valor de ¢ la rapidez es minima? (rapidez = H? (t) H) :

c¢) Calcule la curvatura en el punto (4, 10, 0).
d) Dibuje el vector aceleracion en el punto (1,5, — 1).
(10 puntos).
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Solucién:

OTM) = Fl)=T ()= <2562 2> = <252 2>
W)= F)=>@ ()= <20,52-2>" = <2,0,2> %

b) Sea R = rapidez

R=|v@)|= R=|<2t52-2>| =

R=\/(2t)>+5 + (2t —2)? =

R= 424+ 25+ 412 — 8t + 4 =

R=/8t2—8t+29 = R = 3 (8t~ 8t +29) /2 (16t —8) = 0 =

16t—8 _ ] _ 8 _ 1
—2\/m—0:16t 8=0=1 16:15 9

Note que R’ > 0 para t > % y R/ <0 parat< %, es decir, R es decreciente

antes de t = % y creciente después de ¢ = % Por lo tanto, ¢t = % es un punto de
minimo.

Ademis observe que 8t> — 8t + 29 siempre es positiva.

La rapidez es minima para ¢t = % *

¢) Note que para el punto (4, 10, 0) se tiene :
=4 =t=1+2
ot =10 =t =2
2 —2t=0=tt—-2)=0=t=0Vt=2

Por lo tanto, el valor del parametro debe ser ¢ = 2, pues deben satisfacerse las tres
condiciones anteriores.
Calculemos, por tanto, la curvaturaent = 2 :

Recordemos que la curvatura esta dada por :

0 EXCEF S0l
el

Frt)= <2652 -2> =
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?’(t:2): <2(2),5,2(2) —2> = <4,5,2>

Fr) = <2,02> = flt=2) = <2,0,2>

Asi,

7@ x fre=

<4,5,2> x <2,0,2> = = <10, —4, - 10 >

N S,

J
5
0

I

H?/(t=2) X ?”(tZQ)H=||<1O, —4, —10> || = /102 + (— 4)2 4 (— 10)2
_ /216
H? (t = 2)H — /827 —8(2) + 29 = /45 = H? (t = 2)H3 — /91125

N i e

k(= = ~ 0.0487 %
( H?/(t:””s V91125

d) Enel punto (1,5, — 1) se tiene que :

t?=1=t==1

o =5 =t=1

#2—2%=-1=2t?-2t+1=0=>(t—-1)>=0=>t=1

Por lo tanto, el valor del pardmetro ¢ es para este punto igual a 1.

dt)=<202>=>d(1)= <2,0,2>
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5) Obtenga el dominio y la primera derivada de g (t) = ||§:|| x (b + tc), con
a,b,c R

(10 puntos).
Solucion:

Notemos que a, b, ¢ € R? son vectores constantes. El tnico punto de conflicto
. . . ta
es t =0, pues en ese caso se indetermina el cu001ente.—|| Fal] (Recuerde que

0a=460y ||0|| =0).Por lo tanto, el dominio es R — {0}.

Sean u(t) = ||§:|| y v(t) = (b + tc).Luego,

/
1 _ 71/2/ a_ _
<ta,ta>“2) (ta) + g 2= (<t ta>2) o)+ iy =

VR
—

|
D=

<ta ta> 3?2 <ta, ta>’](ta)+ Ta] =

|
D=

<ta ta> 32(< (ta),ta> + <ta, (ta)/>)}(ta)+ a2

|
D=

<ta,ta>*3/2(<a,ta>—|—<ta,a>)}(ta)+ =
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a <a,ta>(ta)

1 ~3/2 = - r
[ 5 <ta,ta> 2<a,ta>](ta)+ Teal = — <tata>3?2 T [ial

Por otro lado, v’(t) = (b + tc) ' =b’ +(tc) =0+c=c

L [0 x v)] = w0 < V() + ) x V() =

<a,ta>(ta) a ta
[‘ <tata>o? ||ta||} x (b +te)+ gy < e[
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