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1) Muestre que  À .B œ'
!

_
"

B Ð"BÑÈ 1

(15 puntos).

Solución:

Tenemos que:' ' '
! : "

_ " ;

:Ä! ;Ä_

" " "
B Ð"BÑ B Ð"BÑ B Ð"BÑÈ È È.B œ .B  .Blim lim



Calculemos   ' "
B Ð"BÑÈ .B

Sea luego     y  Reemplazando enD œ Bß #D .D œ .B ß "  B œ "  D B œ DÞ# # È
la integral, se tiene

' ' '" #D "
B Ð"BÑ D Ð"D Ñ "DÈ .B œ .D œ # .D œ #E<->1ÐDÑ œ #E<->1Ð B Ñ# #
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B Ð"BÑÈ .B œ #E<->1Ð B Ñ œ #E<->1Ð ; Ñ  #E<->1Ð"ÑÈ ¹ È

De donde
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œ #E<->1Ð"Ñ  # E<->1Ð : Ñ œ #E<->1Ð"Ñ  ! œ #E<->1Ð"Ñlim
:Ä!

È

y

lim lim
;Ä_ ;Ä_"

;' "
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Finalmente
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œ #E<->1Ð"Ñ   #E<->1Ð"Ñ œ1 1

Lo anterior muestra que :    '
!

_
"

B Ð"BÑÈ .B œ 1 ú

2) Resuelva la ecuación de crecimiento logístico  donde  y C œ 5 C ÐQ  CÑß 5 Qw

son constantes.

(15 puntos).

Solución:

C œ 5 C ÐQ  CÑ Ê œ 5 C ÐQ  CÑ Ê œ 5 .>w .C .C
.> C ÐQCÑ

Ê œ 5 .> Ê œ 5 >' ' '.C .C
C ÐQCÑ C ÐQCÑ

Para calcular   , usaremos descomposición en suma de fracciones' .C
C ÐQCÑ

parciales

" E F
C ÐQCÑ C QCœ  Ê " œ EÐQ  CÑ  F C
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Para se tiene  de donde  con C œ !ß " œ EQß E œ ß Q Á !"
Q

Para se tiene  de donde  con C œ Qß " œ FQß F œ ß Q Á !"
Q

Luego

" " " " "
C ÐQCÑ Q C Q QCœ 

De donde,    ' ' '.C
C ÐQCÑ Q C Q QC Q Q

" " " " " "œ .C  .C œ 68 C  68 Q  Ck k k k

œ 68"
Q QC

C¹ ¹
Así

"
Q QC QC QC

C C C
68 œ 5>  - Ê 68 œ Q5> Q- Ê œ . / ß¹ ¹ ¹ ¹ Q5>

con constante  . œ / Ê C œ Q . /  C . / Ê Ð"  . / Ñ C œ Q . /Q- Q5> Q5> Q5> Q5>

Ê CÐ>Ñ œ Q . /
". /

Q5>

Q5>

Si entonces la EDO a resolver es    Q œ !ß C œ  5 Cw #

C œ  5 C Ê œ  5 C Ê œ  5 .> Ê C .C œ  5 .>w # # #.C .C
.> C#

Ê C .C œ  5 .> Ê  C œ  5 >  - Ê œ 5>  - Ê CÐ>Ñ œ ß -' '# " " "
C 5>- con 

constante real.   ú

3) Resuelva   ' "

"/È >
.>

(15 puntos).

Solución:

Para calcular   usaremos la sustitución racionalizante  ' "

"/È >
.> D œ "  /# >

D œ "  / Ê / œ D  "# > > #

D œ "  / Ê #D .D œ / .> Ê # D .D œ ÐD  "Ñ .> Ê .> œ .D œ .># > > # #D
D "#
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Reemplazando en la integral

' ' ' '" " #D " "

"/ D D " D " ÐD"ÑÐD"ÑÈ > # #.> œ .D œ # .D œ # .D   

Usando fracciones parciales

" E F
ÐD"ÑÐD"Ñ D" D"œ  Ê " œ EÐD  "Ñ  FÐD  "Ñ

Para se tiene :  D œ "ß " œ #E Ê E œ "
#

Para se tiene :  D œ  "ß " œ  #F Ê F œ  "
#

Luego

" " " " "
ÐD"ÑÐD"Ñ # D" # D"œ 

Así,   ' ' '" " " " " " "
ÐD"ÑÐD"Ñ # D" # D" # #.D œ .D  .D œ 68 D  "  68 D  "k k k k

Finalmente

' '" " D"

"/ ÐD"ÑÐD"Ñ D"È >
.> œ # .D œ 68 D  "  68 D  "  - œ 68  -  k k k k ¹ ¹

œ 68  - ß -º ºÈ
È"/ ""/ "

>

>
con   una constante real.

4) Obtenga ' .7
#-9=Ð7Ñ

(15 puntos).

Solución:

Si , entonces   ,  y? œ >1Ð Ñ .7 œ -9=Ð7Ñ œ7 #.? "?
# "? "?# #

#

   

' ' ' '.B #.? .?
" -9=Ð7Ñ $? $?#
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Ahora, usando la sustitución trigonométrica  se tiene ? œ $ >1Ð ÑÈ )

.? œ $=/- Ð Ñ œ E<->1Ð ÑÈ # ) )  y  ?

$È

Reemplazando en la integral,

# œ # œ . œ  -' ' ' '.?
$? $ " >1 Ð Ñ $ $

$ =/- Ð Ñ.B =/- Ð Ñ.

$ $ >1Ð Ñ

# $ # $ # $
# # #

# #È
’ “È

È È È) ) )

)
)
œ ) )

Pero  , por lo tanto? œ >1Ð Ñ >1Ð Ñ7 7
# #, así   ) œ E<->1’ “"

$È' .7 "
# -9= Ð7Ñ $

# $

$
œ

È
ÈE<->1  -’ “>1Ð Ñ7#

Finalmente,

' .7 "
# -9= Ð7Ñ $

# $

$
œ

È
ÈE<->1  -’ “>1Ð Ñ7#  ,

con    una constante real cualquiera.  - ú


