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1) Responda V (Verdadero) o F (Falso), justificando todas sus respuestas.

a) __F  La norma espectral de _11 _2 1 es mayor que
1 -3 2 1 0
-2 1 1 2 2
—5 0 -2 -1 1 -
Justificacion:
Calculemos la norma espectral de A = _11 _21

B:ATAz[_ll _21][_11 _21]:[—23 _53]

Calculemos los valores propios de B

B-all=0= |70 005 @-0)6E-2)-9=0>
uwmx+ﬁ—9:0$x%4@+1:o:x:1£§&éjx:3$¥§

7++/45

El mayor valor propio de B es z; = —;

Luego la norma espectral de A es 1/ 7+T‘/E ~ 2.62

Ahora
L )
R

max.{l1+3+2+1+0,2+1+1+2+25+0+2+1+1}=
max. {7,8,9} =9
Notamos que la norma espectral es menor que la norma sub-infinito. |:|

b) __F ___ Sipy q sonvectores unitarios perpendiculares de R?, entonces
<p+qg,p—q>+ <pp—q> =3

Justificacion:

<p+tg¢,p—q>+ <pp—q> =

<p,p>— <pg>+ <qg,p>—<qq9g>+ <pp>— <pqg>=



Ipl* = <pa>+ <pg> =|lal*+pl* - <pg> =
1-0+0-1+1-0=1#3[]

c) __F___f[5, =3]=3sif[2, -3]=1y f[1,1]= —1, con f € L(R?% R)
Justificacion:
Probemos en primer lugar si el conjunto B = {[2, — 3], [1, 1]} es base de R?
dim(R?) = 2 = #(B)
2 -3
‘ L 1= 24+3=5#0
Lo anterior muestra que B es base de R?
Escribamos el vector [5, — 3] como combinacion lineal de los elementos de B
[5, — 3] = 041[2, — 3] + 062[1, 1] =
5 =201 + 9
—-3= —3a1+a2/—1

5:2a1+a2
3:3011—Oég

8:5011$Oé1:%

—3= -Butmza=3u-33a=3-33am=%-33a0=1

5, — 3] = £[2, — 3]+ 2[1,1] = f[5, — 3] = 2 f[2, — 3] + 2f[1,1] =
I, =3 =51+ 5(=) =[5, -3 =5 - 5= - 5 #3[]

d) __V__ Los vectores propios del operador lineal T forman una base
ortogonal, si T : R? — R?es tal que T[x,y] = [z + 3y, 3z — 2y]

Justificacion:

Calculemos la matriz asociada con respecto a la base candnica Bde R?

B ={[1,0],[0, 1]}

T[l,O] = [1, 3] = an[l,O] + (121[0, 1] = a1 = 1, as1 = 3

T[O, 1] = [3, — 2]_: alg[l,O] + CLQQ[O, 1] =ap =3, ap = —2
1 3
Calculemos los valores propios de [T
‘15& —23—a =0=(1-a)(-2-a)-9=0= —2-a+2a+a’-9=0
( —1+/45
— _ a1 = ————
$a2+a—11:0:>a:H:T1+44$a: 1i2\/£: 1 2
a2:—1—\/£
2

Calculemos los vectores propios de [T



Para a; = 1+2\/£=—%+#
45
1+% Tf 3 V1 0
45 vy )~ \0 =
3 —2+3- %
3_ V45 3
2 2

De la primera fila, se tiene la ecuacion

<§—@>U1+3’02:0=>U2: <@—l)vl

2 2 6 2

Para a; = A_T\/R los vectores propios son
(=)
U1
’U:( ): \/E 1 701%0
)\ (5 3)
Para a, 1_2\/5:—%—#
45
1+%+T 3 w1 0
45 Wy —\o =
3 -2+ % + 5
3, V45
2 T2 3 (w1>:(0>
3 3+\/E Ws 0

De la primera fila, se tiene la ecuacion
<%+@)w1+3w2:0:>w2: <— @—
—1-+/45
2
wY_ [, o)
1
w = = , W 0
(wg) \(—@—%)wlj 17é
Calculemos el producto interior entre vy w
(1 w1

N —
N———
g
firy

Para a; = los vectores propios son

45 1 45 1
v1w1—|—<T—§)v1 —T—§)w1 =
45 1 v45 1 v45 1
v1w1—|—<—% §T+§T+Z)U1w1 = V1w — V1w =0

Esto muestra que los vectores propios son ortogonales, por lo que forman una
base ortogonal de Mo (R). [_]
(40 puntos)



2) Obtenga [R]}? si se sabe que By ={[3,1],[1, 3]}
={1+x,2—42% 2>+ 2} con Rla,b] = (a + b)z? — bz +a

Solucién:

Probemos en primer lugar que R es lineal

i) R(vi +v2) = R([a,b] + [c,d]) = Rla+ ¢, b+ d] =
(a+c+b+d)z?—(b+d)x+ (a+c)

R(vy) + R(v2) = Rla,b] + Rlc,d] = (a + b)a®> — bz + a+ (c + d)z? —dx + ¢ =
(a+c+b+d) 2—(b+d)x+( +c)

Esto muestra que R(v; + v2) = R(v1) + R(v2)

i1) R(av) = R(afa, b)) = Rl[aa, ab] = (aa + ab)z? — abz + aa
aR(v) = aRla,b] = a((a+b)z? —bx+a) = (aa + ab)x? — abz + aa
Esto muestra que R(av) = a R(v)

Dei)y ii) se prueba que Res lineal.

Probemos que a) B; es base de R? y que b) B; es base de P,(R)
a) dim(R?) = 2 = #(By)

3 1

1 3 =9—-1=8+#0
b) dim(Py(R)) = 3 = #(Bs)
cte. v z?

11 0 i

0 1 —4‘:1—8:—7750
2 0 1 |

Calculemos la matriz asociada a R con respecto a las bases B,y Bs
R[?), 1] =A4x® — 2 + 3= all(a: + 1) + a21( — 422 + CE) + a31(332 + 2) =
422 — x4+ 3 = anx + ay — 4danx? + anx + as 2 + 2a3; =

d0° —x + 3 = ( —4a9 + CL31)1'2 + (a11 + agl)l‘ + (a11 + 2&31) =

— 4&21 + a3 = 4

ajp +ag = —1

a11—|—2a31:3
0 -4 1 4 1 1 0 -1
1 1 0 —1]—="lo —4 1 4 |—-HCEDHA
1 0 2 3 1 0 2 3
1 1 0 -1 1 1 0 -1
0 -4 1 4 | —=Mlo —1 2 4 |- BEYHH
0 -1 2 4 0 —4 1 4



1 1 0 -1
0o -1 2 4
0 0 -7 —12
—7a31:—12$a31:%

—a21+2a31:4:>a21:2a31—4:>a21:%—4:>a21: —
4
antan=—-l=an=-l-a=a1=—-1+%=an=

R[1,3] =42 — 3z + 1 = app(x + 1) + agn( — 42 + x) + az(2® + 2) =

| =l

3w

17
7

(10 puntos)

—4ax +az =4
aig+ayp = —3
a12—|—2a32:1
0 —4 1 4 1 1 0 -3
1 1 0 —3)—=Feflo —4 1 4 | —HCEDHS
1 0 2 1 1 0 2 1
1 1 0 -3 1 1 0 -3
0 -4 1 4 | =ty —1 2 4 | - BEHHH
0o —1 2 4 0 —4 1 4
1 1 0 -3
0 -1 2 4
0 0 -7 =12
—7a32:—12$a32:%
—a22+2a32:4:>a22:2a32—4:>a22:%—4:>a22:—%
a12+a22:—3:a12:—3—a22$a12:—3+%$a12:—
_ 3 _ 17

ai;  ajgo 7 7
[R]gfz asn axp | = —% —% ]

azr  as2 12 12

7 7

3) Obtenga:
a) el recorridode la funcion lineal R:R? — R?, R|[xz,y] = [32 —y,z + v
Solucion:
Nuc(R) = {[z,y]/R[z,y] = [0,0]} = {[z,y]/[3z — y,» + y] = [0,0]}
3r—y=20
r+y=0
dr=0=z =
y=3x=0

Luego Nuc(R) = {[0,0]}, es decir, dim(Nuc(R)) =0

Ahora sabemos que dim(Nuc(R)) + dim(Rec(R)) = dim(V'), es decir,



0+ dim(Rec(R)) = dim(R?) = dim(Rec(R)) = 2

Por otro lado, dim(Cod(R)) = 2, por lo que el recorrido de R es R? porque el
recorrido y el codominio de R tienen la misma dimension y uno es subespacio

vectorial del otro. [_]

b) el nicleo de la funcion lineal

T:R— R T[z,y,2] =32 —y,3y — 2, — 22 — 6x]
Solucién:

Nuc(T) = {[x,y,2]/T[z,y, 2] = [0,0,0]} =

{lz,y, 2]/[3z —y,3y — 2, — 2z — 62] = [0,0,0]}
3r—y=0=y=3x
3Yy—2=0=292—2=0=2=9

—2z2—6x=0= — 182z —-6z=0= — 24z =0=2=0

z=92 =0
y=3x =0
Finalmente, Nuc(T) = {[0,0,0]} |:|

(10 puntos)



