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Responda V (Verdadero) o F (Falso), justificando todas sus respuestas.

a) ___V___ SiT es una funcion lineal biyectiva de V en R*, entonces toda base
de V contiene 4 elementos.

Justificacion:

Dado que Tes biyectiva, es inyectiva (dim(Nuc(T))=0)y sobreyectiva
(dim(Rec(T)) = dim(R*) = 4

Usando el teorema de las dimensiones

dim(Nuc(T)) + dim(Rec(T')) = dim(V) = 0+ 4 = dim(V) = dim(V) = 4

Esto muestra que toda base de V contiene 4 elementos. [_]

b) _V___ latransformacion f:R? — R?, f[r,y] = [—y, — z] posee inversa.
Justificacion:

En primer lugar debemos verificar si f es lineal o no.

i) f([a,b] + [c,d]) = f(la+c,b+d])=[—-b—d, —a—¢]

fla, bl + fle,d] =[—b, —a]+[—d, —c]=[—-b—d, —a—]

i) f(efa,b]) = f([aa, ab]) = [— ab, — ad]

afla,bl =a[—b, —a]l =[— ab, — ad]

Lo anterior muestra que f es lineal.

Calculemos el nucleo de f.

Nuc(f) = {(z,y) € R*/f(z,y) = (0,0)} =

{(z,y) e R?*/(—y, —2) = (0,0)} = {(z,y) e R*/y =0, z =0} = {(0,0)}

Lo anterior significa que f es inyectiva.

Usando el teorema de las dimensiones.

dim(Nuc(f)) + dim(Im(f)) = dim(R?) = 0+ dim(Im(f)) =2 =
dim(Im(f)) =2



y como Im(f) <R? y ambos conjuntos tienen la misma dimension, entonces
deben ser iguales, es decir, I'm(f) = R?, por lo tanto, fes sobreyectiva.
Dado que f es inyectiva y sobreyectiva, es biyectiva y posee inversa.

c) __V___ La funcion lineal T :R? — R?tal que T[z,y] = [z +y,x —y] solo
posee valores propios irracionales.

Justificacion:

Calculemos la matriz asociada a 7 usando las bases B; = {(1,0), (0,1)}y
By = {(17 0)7 (Oa 1>}

7(1,0)=(1+0,1-0)=(1,1) =an (1,0) + ax(0,1) = an =15 axn =1

T(O,l) = (0+1,0— 1) = (1, — 1) :a12(1,0)+a22(0,1) = a12 = 1; a99 — — 1
. B, _ |an ap| |1 1
) [T]Bl N [021 a22:| N {1 —1]

Calculemos los valores propios asociados a 7.

1-A 1

‘[T]gi_)‘”:():‘ 1 —1—2\

‘:(@(1-»(-14)—1:0:,

—1—A+A+A2—1=0:A2—2=0:{Al:\/5

do= — /2

Observamos que ambos valores propios son irracionales |:|

d) Vv Sea v € R3 v#46. Tenemos que si u es un vector cualquiera,
<u,v>

entonces u — VT v esortogonal a v.
Justificacion:

u,v> <u,v

_ <u,v> 2 __ V#@ _ —

<u,Vv > Tk |v]]* = <uv> — <uv> —0|:|
e) \' Existe al menos un vector en R® que es unitario y ademas
perpendicular a [1, — 1,3].
Justificacion:

Sea w=11,2,a] el vector perpendicular a v=[1, — 1, 3]



Luego: <w,v> = <[1,2,a],[1, - 1,3]> =1-243a=0=

_ _1
3a—1:>a—3

Por lo tanto: w=11,2, % | . Este vector no es unitario, y para lograr que lo sea

debemos dividirlo por su norma.
w [12] (1241 12

T el T T2 \/1+4+-_\/J_[¢_\/_¢_}

El vector wx es unitario y ademas perpendicular a [1, — 1, 3] |:|

f) NV dim(T) > dim(S), donde S = {4 € M3(R)/Aesantisimétrica} y
T ={A € My(R)/Aessimétrica}
Justificacion:

S ={A € M5(R)/Aesantisimétrica} = {< _Oa g), a€ R} =
0 1
(2 3 e

B = {( _01 (1))} es base de S, pues genera al espacio y ademas es L.i.,

luego dim(S) =1
T ={A € My(R)/Aessimétrica} = {(ﬁ CCZ), b,c,d € R} =

1 0 0 1 0 0
(b2 0 we(® D) wa(8 O)sbaca)

1 0 0 1 0 0 '
MZ{(O 0)’(1 0>’(0 1)}65 un aspirante a base para 7T.Falta

mostrar que es [.q.

)2 D)8 -6 )= 2)-(6 -

y=0,2=0

Luego M es L.i. y base de T, es dec1r dim(T) =3
Finalmente, dim(T) = 3 > dim(S) =1 |:|
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