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  ESPACIOS  VECTORIALES  Y  ‘ ‘# $

ù  1        Vectores Paralelos
Dos vectores  y  son paralelos si y sólo si  es posible establecer la reclación+ ,

+ , , +œ ß ß œ ß! ! !o de forma equivalente   con un escalar.

Por ejemplo, los vectores  y   son paralelos pues + , , +œ Ò"ß #ß $Ó œ Ò#ß %ß 'Ó œ #

ù  2     Ángulo entre Vectores
Sea  el menor ángulo entre los vectores no nulos  y  ! + ,, de un espacio

vectorial con producto interno. Entonces

   -9=Ð Ñ œ!
 ß + ,

+ ,l l l l

Ahora  si  y  son vectores de entonces es válida la relaciónß ß+ , ‘$

   =/8Ð Ñ œ!
l ll l l l+ ,

+ ,

‚

ù  3    Si  y  son vectores no nulos de entonces+ , ‘$ß

3Ñ  ß ‚  ß ‚ ‚+ + , , + , + , œ !  œ !ß ßy  es decir   es perpendicular con

+ ,y 

33Ñ + ,y  son paralelos sí y sólo si  + ,‚ œ )

ù  4      Si los vectores  y   son dos lados de un triángulo, entonces el+ ,

área  de triángulo está dado por:E

   E œ ‚"
# l l+ ,
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ù  5           Productos Escalar y Vectorial Triple

Sean    y    vectores de + , -ß Þ‘$

Los productos  ß ‚+ , - + , -  ‚ ß y  se denominan producto escalar

triple.

Los productos y  se denominan producto vectorial triple.+ , - + , -‚ Ð ‚‚ Ñ Ð Ñ ‚  

ù  6       Propiedades de producto escalar y vectorial triple

Sean    y    vectores no nulos de + , -ß ‘$

3Ñ ‚ Ñ œ  ß    ß + , - + - , + , -‚ Ð

33Ñ  œ  ‚ ß  ß ‚+ , - + , -

333Ñ ‚ Ñ œ + + - + -‚ Ð l l
3@Ñ  ß ‚ La expresión   representa el volumen del paralelepípedok k- + ,

cuyas aristas son + , -ß    y  

ù  7        Proyeccción de un vector sobre otro

Sean    y    vectores no nulos. Se denomina proyección de  sobre  al+ , , +

vector

 :<9C œ+ , +
 ß + ,

+l l#
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EJERCICIOS

 ESPACIOS VECTORIALES Y  ‘ ‘# $

[1]  Muestre que si  A @  y   son vectores unitarios de entonces‘$ß

 l lA @ @ A‚   ß  œ "# #

[2] Muestre que si  y  son dos vectores no nulos linealmente dependientes,? @

entonces la proyección de  sobre  es  .@ ? @

[3] Obtenga un vector en  que sea unitario y además perpendicular a‘$

Ò"ß  "ß $ÓÞ

[4] Determine los ángulos interiores del triángulo  formado por los puntos

Ð  $ß &ß 'Ñß Ð  #ß (ß *Ñ Ð#ß "ß (Ñ y  

[5]    Sean y T œ Ð"ß $ß #Ñß T œ Ð#ß "ß #Ñ T œ Ð#ß !ß %Ñ" # $

Calcular À
+Ñ T ß T TEl área del triángulo cuyos vértices son y " # $

,Ñ Los ángulos interiores del triángulo.

-ÑUn vector perpendicular al triángulo.

Solución:

+ÑObtengamos dos vectores que representen a dos lados del triángulo.

+ œ T T œ Ò#  "ß "  $ß #  #Ó œ Ò"ß  #ß !Ó
→

" #

, œ T T œ Ò#  #ß !  "ß %  #Ó œ Ò!ß  "ß #Ó
→

# $
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E</+ œ ‚ œ œ Ò  %ß  #ß  "Ó œ"  # !
!  " #

" " "
# # #l l l l

ã ãã ãã ãã ãã ãã ã

â ââ ââ ââ ââ ââ â
+ ,

3 4 5

" " "
# # #
È È ÈÐ  %Ñ  Ð  #Ñ  Ð  "Ñ œ "'  %  " œ #"# # # ú

,Ñ Falta obtener el vector que representa al tercer lado.

- œ T T œ Ò#  "ß !  $ß %  #Ó œ Ò"ß  $ß #Ó
→

" $

El ángulo entre y  es+ , À

! œ E<--9= œ E<--9= œÐ Ñ Ð Ñ ß  Ò"ß#ß!Ó ß Ò!ß"ß#Ó
Ò"ß#ß!Ó Ò!ß"ß#Ó

+ ,

+ ,

    l ll l l ll l
E<--9= œ E<--9= œ ''Þ%#Ð Ñ Ð Ñ# #

& & &È È ‰

El ángulo entre y  es+ - À

" œ E<--9= œ E<--9= œÐ Ñ Ð Ñ ß  Ò"ß#ß!Ó ß Ò"ß$ß#Ó
Ò"ß#ß!Ó Ò"ß$ß#Ó

+ -

+ -

    l ll l l ll l
E<--9= œ E<--9= œ $$Þ#"Ð Ñ Ð Ñ( (

& "% (!È È È ‰

El ángulo entre y  es, - À

# œ E<--9= œ E<--9= œÐ Ñ Ð Ñ ß  Ò!ß"ß#Ó ß Ò"ß$ß#Ó
Ò!ß"ß#Ó Ò"ß$ß#Ó

, -

, -

    l ll l l ll l
E<--9= œ E<--9= œ $$Þ#"Ð Ñ Ð Ñ( (

& "% (!È È È ‰

Notamos que el triángulo es isósceles y como las fórmulas anteriores nos dan el

menor ángulo entre los vectores considerados,concluimos que los ángulos

interiores son À

! !‡ œ ")!  œ ")!  ''Þ%# œ ""$Þ&)‰ ‰ ‰ ‰

" œ $$Þ#" ‰

# œ $$Þ#" ‰ ú

-ÑUn vector perpendicular al triángulo es el producto cruz de dos vectores8

que representen dos lados  es decir por ejemploß ß À

8 + , œ

3 4 5

œ ‚ œ Ò  %ß  #ß  "Ó"  # !
!  " #

   

â ââ ââ ââ ââ ââ â
ú

[6]    Obtenga el ángulo, en grados, entre los vectores y  Ò "ß  "Ó Ò #ß %Ó

Solución:
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-9=Ð Ñ œ œ œ œ œ Ê!
 ß  Ò "ß"ÓßÒ #ß%Ó

Ò "ß"Ó Ò #ß%Ó
#% # "

# #! "!%!

+ ,

+ ,l l l l l l l l È È È È

! œ E<--9= ¸ "!) #' &Þ)# œ "!)Þ%$%*%))Š "

"!È ‹ ‰ w w w ú

[7] Calcule el vector proyección de sobre Ò "ß  #ß ! Ó Ò "ß  #ß ! Ó ‚ Ò #ß  "ß ! Ó

(Ind.: El vector proyeccción de sobre es  + , ,
 ß + ,

,l l# Ñ

Solución:

Calculemos en primer lugar Ò "ß  #ß ! Ó ‚ Ò #ß  "ß ! Ó

Ò "ß  #ß ! Ó ‚ Ò #ß  "ß ! Ó œ Ò !ß !ß $ Ó

â ââ ââ ââ ââ ââ â
3 4 5

"  # !
#  " !

œ

Z /->9< T<9C œ œ Ò !ß !ß $ Ó œ Ò !ß !ß $ Ó œ Ò !ß !ß ! Ó
 ß  Ò "ß#ß! ÓßÒ !ß!ß$ Ó

Ò !ß!ß$ Ó
!
*

+ ,

,l l l l# #, ú

[8]  Determine  si el vector proyección de    sobreÒ  "ß  #ß ! Ó

Ò "ß  #ß ! Ó ‚ Ò"ß  "ß " Ó Ò#ß  #ß #Ó, es paralelo al vector 

[9] Sean y . Muestre que un vectorT œ Ð"ß $ß #Ñß T Ð#ß "ß #Ñ T œ Ð#ß !ß %Ñ" # $

perpendicular al triángulo de vértices   y  es paralelo a  [ ]T ß T T %ß #ß "" # $

Solución:

+ œ T  T œ "ß  $ß #$ " [ ]

, œ T  T œ "ß  #ß !# " [ ]

Un vector perpendicular al triángulo es el vector normal

8 œ %ß #ß "

â ââ ââ ââ ââ ââ â
3 4 5

"  $ #
"  # !

œ [ ]

que es claramente paralelo al vector [ ], porque es el mismo vector.  %ß #ß " ú
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  RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO

ù  8  Rectas en el Espacio

Consideremos una recta que pasa por el punto  y que esP T œ ÐB ß C ß D Ñ! ! ! !

paralela a un vector conocido  no nulo,  llamado vector director  Siß œ Ò+ß ,ß -Ó Þ<

T œ ÐBß Cß DÑ P representa un punto cualquiera de la recta , entonces el vector
→
TT ß! es paralelo al vector es decir,<

  con     Ecuación Vectorial
→
TT œ > ß > − Ð Ñ! < ‘

o

  ÒB  B ß C  C ß D  D Ó œ > Ò+ß ,ß -Ó! ! !

o bien

  B  B œ > +!

  con    Ecuaciones Paramétricas)C  C œ > ,ß > − Ð! ‘

  D  D œ > -!

Si y son distintas de cero, entonces podemos despejar el parámetro  en+ß , - >
cada una de las ecuaciones paramétricas anteriores y obtener:

 
BB DD
+ , -

CC! !!œ œ  Ð ÑEcuaciones simétricas o cartesianas

ù  9   Rectas Paralelas, Perpendiculares y Alabeadas

Sean y dos rectas con vectores directores correspondientes y  P P" # " #< <
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+Ñ P P" # " #es paralela a si es paralelo a < <

,Ñ P P P  P Á g" # " # " #es perpendicular a si es perpendicular a  y además < <

-Ñ El par de rectas se dicen alabeadas si no se intersecan ni son paralelas.

ù  10  Distancia de un punto a una recta en ‘$

Sea  una recta con vector director  y sea  un punto del espacio que noP < E
pertenece a la recta  La distancia de  a  está dada por:PÞ E P

 .ÐEß PÑ œ
½ ½

l l
<

<

‚ET
→

!

donde  es un punto cualquiera de la recta.T!

ù  11  Planos en el Espacio

Consideremos un plano  que contiene el punto  y que es1 T œ ÐB ß C ß D Ñ! ! ! !

perpendicular a un vector conocido  no nulo,  llamado vectorß œ Ò+ß ,ß -Ó8

normal  Si  representa un punto cualquiera del plano , entoncesÞ T œ ÐBß Cß DÑ 1

el vector es perpendicular al vector es decir,
→
TT ß! 8

     Ecuación Vectorial TT ß 8  œ ! Ð Ñ
→

!

Es decir,   ÒB  B ß C  C ß D  D Óß Ò+ß ,ß -Ó  œ !! ! !

O bien   +ÐB  B Ñ  ,ÐC  C Ñ  -ÐD  D Ñ œ !! ! !

Que es equivalente con     Ecuación Cartesiana+B  ,C  -D œ . Ð Ñ

ù  12  Distancia de un punto a un plano en ‘$
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La distancia de un punto  a un plano , cuyo vector normal es , está dadaE 1 8

por À

 .ÐEß Ñ œ1
¸ ¸

l l
 ßET 8

8

!

donde  es un punto cualquiera del planoT!
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EJERCICIOS

 RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO

[1]   Obtenga la  ecuación de la recta que es paralela a la recta
B" D$
# %œ #  C œ Ð  "ß $ß %Ñ  y  pasa por el punto  

[2]   Determine la ecuación de la recta que pasa a través del punto Ð"ß !ß  "Ñ

y es paralela a la recta B œ "  #> ß C œ $> ß D œ &  $>

Solución:

Sea  la recta que pasa a través del punto  y es paralela a la rectaP Ð"ß !ß  "Ñ
B œ "  #> ß C œ $> ß D œ &  $>
Sea  el vector director de .< œ Ð+ß ,ß -Ñ P
Recordemos que dos rectas son paralelas si sus vectores directores son

paralelos, es decir, Ò+ß ,ß -Ó œ Ò  #ß $ß $Ó Ê + œ  # ß , œ $ ß - œ $! ! ! !

Por lo tanto, dado que la recta buscada pasa por el punto

ÐB ß C ß D Ñ œ Ð"ß !ß  "Ñ À! ! !  las ecuaciones simétricas serán

B" D" B" D"
# $ $ # $ $

C! CÁ!
! ! !

!œ œ Ê œ œ

y las paramétricas

B œ  #>  "ß C œ $> ß D œ  "  $> ú

[3]   Muestre que si un plano cruza los ejes coordenados en los puntos no nulos

Ð+ß !ß !Ñß Ð!ß ,ß !Ñß Ð!ß !ß -Ñß   œ "entonces su ecuación es  B D
+ , -

C

Solución:
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Obtengamos dos vectores y que estén en el plano.@ @" #

@" œ Ð!ß ,ß !Ñ  Ð+ß !ß !Ñ œ Ò  +ß ,ß !Ó

@# œ Ð!ß !ß -Ñ  Ð+ß !ß !Ñ œ Ò  +ß !ß -Ó

El vector normal estará dado por el producto cruz recuerde que el productoÐ
cruz es un nuevo vector  ortogonal a los vectores que lo originaronß ÑÞ

8 @ @ 3 5 4

3 4 5

œ ‚ œ œ ,-  +,  +- œ Ò,-ß +-ß +,Ó + , !
 + ! -

" #

â ââ ââ ââ ââ ââ â
Por lo tanto, el plano buscado  tomando el punto tiene ecuaciónß Ð+ß !ß !Ñß À

,- ÐB  +Ñ  +-C  +,D œ ! Ê ,-B  +,-  +-C  +,D œ ! Ê

,-B  +-C  +,D œ +,- Ê   œ "Î+,- B D
+ , -

C
   ú

[4]   Verifique si las rectas y P À B œ "  > ß C œ  #  $> ß D œ %  > P À B œ #=" #

ß C œ $  = ß D œ  $  %=  son paralelas.

[5]   Obtenga la ecuación del plano que pasa por los puntos Ð"ß "ß "Ñß Ð#ß !ß  "Ñ

y   Ð"ß #ß !Ñ

[6]   Determine, si existe,  el punto de intersección entre el plano

    y la recta   1 À B  $C  D œ # P À
#B  C  #D œ  "
#B  C œ $D  #œ

Solución:

Obtengamos la recta PÞ

œ Œ  Œ #B  C  #D œ  " #  " #  " #  " #  "
#B  C œ $D  # # "  $  # ! #  &  "

Ê Ò J Ð"ÑJ" #

Fijemos D œ >

#C  &> œ ! Ê C œ >&#
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#B  C  #> œ  " Ê B œ Ê B œ Ê B œ Ê
"C#>

# # #

" >#> " >& "
# #

B œ   >" "
# %

Reemplazando las variables anteriores en la ecuación del plano ,B  $C  D œ #
se tiene

B  $C  D œ # Ê   >  >  > œ # Ê > œ Ê > œ" " "& #* & "!
# % # % # #*

Reemplazando el valor del parámetro recién obtenido en las ecuaciones

paramétricas tenemos que el punto de intersección tiene componentes

Ð   > ß > ß >Ñ œ  ß ß" " & "# #& "!
# % # #* #* #*Š ‹  ú

[7]   Obtenga la ecuación del plano que pasa por la recta de intersección de

los planos y  y que además pasa por el puntoB  C  D œ # #B  C  $D œ "ß
Ð  "ß #ß "Ñ

[8]   Muestre que las rectas  yP À B œ "  > ß C œ  #  $> ß D œ %  >"

P À B œ #= ß C œ $  = ß D œ  $  %=#   no se intersecan ni son paralelas.

[9]    Calcule la distancia del punto    al plano   Ð"ß "ß "Ñ 'B  #C  D œ %

[10]   Calcule el ángulo que forman el plano que pasa por los puntos

Ð"ß  "ß #Ñß Ð!ß "ß $Ñ Ð"ß "ß "Ñ B  C  D œ "y  ,  y el plano 

Solución:

Sean y  E œ Ð"ß  "ß #Ñ ß F œ Ð!ß "ß $Ñ G œ Ð"ß "ß "Ñ

Así

   + œ ÒF  EÓ œ Ò  "ß #ß "Ó

   , œ ÒG  EÓ œ Ò!ß #ß  "Ó

son vectores que están en el primer plano mencionado.
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Luego

  8 + ," œ ‚ œ Ò  %ß  "ß  #Ó

â ââ ââ ââ ââ ââ â
3 4 5

 " # "
! #  "

œ

El vector normal del primer plano es y el del segundo8" œ Ò  %ß  "ß  #Ó
plano es  8# œ Ò"ß  "ß "Ó

El ángulo entre dos planos es el menor ángulo que los vectores normales

forman; sea  este ángulo.!

! !œ E<--9= Ê œ E<--9= ÊŠ ‹ Š ‹Ò%ß"ß#ÓßÒ"ß"ß"Ó
Ò%ß"ß#Ó Ò"ß"ß"Ó

%"#
"'"% """l l l l È È

! !œ E<--9= Ê œ E<--9= ÊŠ ‹ Š ‹& &

#" $ '$È È È

! ¸ ")!  "#* # %%Þ(" œ &! &( "&Þ#*‰ ‰ w w w ‰ w w w  ú

[11]   Determine la veracidad de la siguiente afirmación:

El punto de intersección entre el plano  y la recta1 À B  C  D œ #

P À Ð  $ß #ß "Ñ #
B  C  #D œ  "
#B  C œ $D  #œ È, es tal que la distancia al punto  es mayor que 

[12]   Muestre que el vector director de la recta que es paralela a
B" %D# "
$ # #œ "  C œ Ð"ß  "ß !Ñ $ß  "ß  y que pasa por el punto , es ’ “

[13]   Determine el ángulo entre una diagonal de un cubo y una de sus aristas

[14]   Verifique si  es una base de si  es el vector directorF œ ß ßš ›a b c a  ‘$ 

de  el vector normal de y#B" "$D
% $œ "  C œ ß $B  C  D œ %C  #D  "b  

c a b aœ #  :<9Cl l b
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[15]   Determine si el ángulo  entre los planos    y   $B  #C  D œ " B  C œ %

es menor que el ángulo entre el vector director de la recta #B  % œ >à
D œ %  #>à #  C œ &> Ò  #ß "ß !Ó, y el vector  

Solución:

El ángulo entre dos planos será el ángulo entre sus vectores normales. Para la

recta   el vector normal es  y para la recta$B  #C  D œ " œ Ò$ß  #ß "Ó8"

B  C œ % œ Ò"ß  "ß !Ó es 8#

Luego

 ángulo( ,8 8" #Ñ œ E<--9=Š ‹Ò$ß#ß"ÓßÒ"ß"ß!Ó
Ò$ß#ß"Ó Ò"ß"ß!Ól l l l

œ E<--9= ¸ "*Þ"Š ‹&

"% #È È ‰

Obtengamos el vector director de la recta #B  % œ >à D œ %  #>à #  C œ &>

B œ à C œ #  &> à D œ %  #>>%
#

Luego

 < œ Ò ß  &ß  #Ó"
#

Así

ánguloÐÒ ß  &ß  #Óß Ò  #ß "ß !ÓÑ œ E<--9="
#

Ò ß &ß#ÓßÒ#ß"ß!Ó

Ò ß &ß#Ó Ò#ß"ß!Ó
Š ‹"

#
"
#½ ½ l l

œ E<--9= ¸ ""*Þ(Š ‹'

&
È""(

#
È

‰

Finalmente,

ángulo( , ángulo8 8" #Ñ ¸ "*Þ"  ÐÒ ß  &ß  #Óß Ò  #ß "ß !ÓÑ ¸ ""*Þ(‰ ‰"
# ú


