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ESPACIOS VECTORIALES

1 Espacio Vectorial

Un espacio vectorial es una terna (V, +,x) donde V es conjunto no vacio, +
es una operacion denominada suma, y * es otra operacion llamada producto
por escalar. Los elementos de V' se denominan vectores y las operaciones
mencionadas deben satisfacer las siguientes propiedades, paraa, b y ceV,
ay g ek

SYa+b=b+a Propiedad conmutativa
S2)a+ (b+c)=(a+b)+c Propiedad asociativa
S3) Existe 0y € V talque a+60y =0y +a=a Elemento neutro

S4) Para cada a € V existe —a € V tal que
at+(—a)=(—a)+a=0y Elemento opuesto

PE1) ax(a +b) = axa + axb

PE2) (o« + fB)*xa = axa + f*a

PE3) (af)*a = a(B+a)

PE4) 1xa = a, donde 1 es el elemento neutro de K

El conjunto K de escalares puede ser R o C, pero de ahora en adelante
trabajaremos con espacios vectoriales reales, es decir, K = R.

Es comun mencionar sélo el conjunto V cuando nos referimos a un espacio
vectorial, y no anotar la terna (V, + , ).
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2 Propiedades Adicionales para un espacio vectorial

1) El elemento neutro 6y es Unico
2) El elemento opuesto es Unico
3)aly =60y, aeR

4)alby =0y,acV

5)(—a)a= —(xa); aeR,acV

6)aa=0y=>a=0 060 a="~0y

3 Ejemplos de Espacios Vectoriales
1)V =R

Suma

a+b; a,beR

Producto por escalar
aa; a € R, aeR

2) V =R?
Suma
atb= [al,az} + [bl,bg} = [al +b1,a2+b2]; a,b c R?

Producto por escalar
aa = afar, as] = [ear, aa]; a €R, a € R?

3)V = R?
Suma
a+b= [al,ag,ag] + [bl,bQ,bS] = [a1+b1,a2—|—b2,a3+bg]; a,b€R3

Producto por escalar
aa = a[al,ag,ag] = [aal,aamaag}; ac€R, acR?

4)V =R",neN

Suma
a+b= [al,az, ..,an] + [bl,bg, ...,bn} = [al + b1,a0 + bo, ..., a, + bn]; a,beR"
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Producto por escalar
aa = a[al, as, ... an] = [aal,aag, ey aan]; a€eR, aeR"

5) V= Man(R)

Suma
ai a2 . . Qin b1 biz . . by
as;  axp . . Qy bar b . . by
A+ B = . . .o . +
am1 Am2 . . Amn bm 1 bm2 . . bm n
a1 +bu ap+bi . . ap,+by
ag +ba  ax+bxr . . a4+ by,
= . . . . . ) A7B € Man(R)
Am1 + bml Am2 + bm2 . . Amn + bmn

Producto por escalar

ai a192 . A1n aanl a9 . aQ1p

a1 A2 . . QG2 Qaz; Qa2 . . QaGgp
aA=a] . e = . . .o . ;

am1  Am2 . . AOmn [6707%°% 1 AQm2 . . OQmnp

A€ Mpysn(R), a € R

6) V = P,(R) = conjunto de todos los polinomios de grado menor o igual a n,
con coeficientes reales.

Suma

Supongamos que p < g <n

a+b=(ap+aiz+ ..+ apx?)+ (by+ bz + ... + byx?)

= (ap+bo) + (a1 + b1)x + ... + (ap + bp)x? + ... + (a, + by)z?; a,b € Py(R)

Producto por escalar
aa = alayg + a1z + ... + apa?) = (aay + aaz + ... + aaya?); a € R, a € Py(R)

7) V = C|c,d] = conjunto de todas las funciones continuas en el intervalo [c, d]
Suma

(f+9)(x) = f(z)+g(x); f,g€C|c,d]

Producto por escalar
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(af)(z) = af(z); a € R, f €Clc,d]
4 Subespacio Vectorial
Sea (V, +,x*) un espacio vectorialysea S C V

S es un subespacio vectorial de V siy solo si se cumplen las propiedades

1)S #(
ii)ac S,beS=a+bcS Clausura para la suma
ii)a€eR,ae S =axacs Clausura para el producto por escalar

Si S es subespacio vectorial de V', entonces lo escribiremos S <V

5
Sea (V, +,x*) un espacio vectorial.

a) Los conjuntos {GV} y V son subespacios vectoriales de V', denominados
subespacios vectoriales triviales.

b) Un subespacio vectorial siempre contiene al vector nulo 6y del espacio V.

c¢)Un subespacio vectorial S es un espacio vectorial con las mismas
operaciones suma y producto por escalar de V'

6 Combinacion Lineal

Sea V' un espacio vectorial y sea B = {’1)1,’02, ceey 'vn} cV.

El vector v es combinacion lineal (C.L.) de los vectores de B si existen
escalares aq, as, ..., «,, tales que

n
V= kv + ok Uyt .+ Qurv, = ) Q; xv;
i=1
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Como observacion, podemos mencionar que el vector nulo 6y es combinacion
lineal de cualquier conjunto de vectores.

Por otro lado, el conjunto de todas las combinaciones lineales de vectores de
B = {vl,vQ, ...,'vn}, denotado < B >, forma un subespacio vectorial, es decir,

n
<B> :{Zai*vi, ozie]R,izl,Q,...,n}SV
=1

conocido como el subespacio generado por B, o como el subespacio generado
por los vectores vy, vy, ..., v,

7 Conjunto linealmente independiente y linealmente
dependiente

Sea V' un espacio vectorial y sea B = {’1)1,’02, . 'vn} cV.

El conjunto B es linealmente independiente (l.i.) siy solo si

n
Zai*’l)izevﬁ oq:O,ag:O,...,an:O
=1

Lo anterior significa que el sistema de ecuaciones lineales homogéneo

n
> a; xv; = Oy posee Unica solucion.
i=1

El conjunto B es linealmente dependiente (l.d.) si no es linealmente
independiente; esto significa que el sistema de ecuaciones lineales homogéneo

n
> «a; xv; = Oy posee infinitas soluciones.
i=1

@ 8

a) Todo conjunto que contenga al vector nulo del espacio vectorial es l.d.
b) Todo conjunto con un solo elemento distinto del nulo es L.i.

¢) El conjunto vacio es L.i.
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d)Si el conjunto B = {’1)1,’02, ...,'vn} es l.d., entonces uno de los vectores de B
es combinacion lineal de los restantes. Ademas, si uno de los vectores es
combinacion lineal de los restantes, entonces el conjunto es l.d.

e) Todo subconjunto de un conjunto L.i. es L.i.

f) Todo conjunto de vectores que contenga un subconjunto L.d. es l.d

g)Un conjunto Bes L.i. si ningun vector de B es combinacion lineal de los
restantes.

9 Base de un Espacio Vectorial

Sea V un espacio vectorial y sea B = {’1)1,’02, - 'vn} cV.
El conjunto B es base de V si y solo si
i) <B>=V

ii) Bes L.i.

@ 10

a)la igualdad < B > =V significa que todo vector de V' se puede escribir
como combinacion lineal de los vectores de B

b) 0 es base de {6y }

c)Dos bases cualesquiera de un mismo espacio vectorial tienen el mismo
numero de elementos

11 Dimension de un Espacio Vectorial

La dimensién de un espacio vectorial es el nimero de elementos de una base
cualquiera del espacio.

La dimension de un espacio vectorial V' se denota dim/(V)
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a) dim({6v}) =0

b) dim(R) =1

c) dim(R?) = 2

d)dim(R") =n,conn € N

e) dim(Mpxn(R)) =m-n

f)dim(P,(R)) =n+1

g) dim(C|c,d]) = o

h) Trabajaremos solo con espacios vectoriales de dimension finita.

i)Si B = {v1,v9,...,v,} CVy dim(V)=n, entonces Bes base de V'si B es L.i.
Esto significa que si el nUmero de vectores de B coincide con la dimension del
espacio, solo bastaria probar que B es l.i. para concluir que es base
J)Sidim(V)=ny S <V, entonces dim(S) <n

k)Sidim(V)=n, S<V vy dim(S)=mn, entonces S =V

13 Coordenadas de un Vector con Respecto a una Base

Sea V' un espacio vectorial y sea B = {v, v, ..., v, } una base de V.

Un vector v cualquiera de V se puede escribir de manera Unica como
combinacion de los vectores de B, es decir, existen escalares Unicos «; tales
que

n
V=) q; kv
i=1

El vector [v], = [a1,2,..,a,] se denomina vector de coordenadas o vector
coordenado de v con respecto a la base B = {v;,vs, ..., v, }
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| EJERCICIOS

I ESPACIOS VECTORIALES I

[1] Muestre que R = {az — a, a € R} < Py(R)
Solucién:

i)R#0,pues 0z —0 € R

Dados los vectores

v =a1x —ay € R,con a; € R

V9 = asx —as € R, con as € R

se tiene que la suma

v+ vy =@ —a;+ax —as = (ay + ag)r — (a1 +a2) € R
ii)a e R,v=axr —a,a € R = av=a(ar —a) = (aa)r — (aa) € R

De i), ii) y iii) se concluye que R < P;(R) []

[2] Responda V (Verdadero) o F (Falso), justificando todas sus respuestas.

a) [a, —1,a] € <{[1,a,0],[a,0,1],[0, —1,a]} >, con a € Rconstante

b) {1,z,2% 23, ....,2"} es base de P,(R)

Justificacion:

Recordemos que dim(P,(R))=n+1 y B={l,z,2% 2% ..., 2"} posee n+1
elementos, por lo tanto, basta demostrar que Bes [.i.

cte © x%. .. . x"
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100 0
0 1 0 0
00 1 0

— 140
000 . . .1

Lo anterior significa que B es [.i., y luego base, es decir, es verdadera la
proposicion.[ ]

c)Si S ={[x,y,2] € R¥/3x — y+ z = 0}, entonces dim(S) = 2
Justificacion:
Mostremos que primer lugar que S < R?

Notemos que los elementos de S tienen la estructura [z,y,y — 3x], porque
z=y— 3T

i)S # 0, pues [0,0,0] € S, 3(0) —(0) + (0) =0

i1) Dados

v; = [a,b,b—3a] € S

vy = [c,d,d — 3c] € S

se tiene que

v +vy=a,b,b—3a]+ [c,d,d —3c]=[a+c,b+d,(b+d)—3(a+c)] €S
i) € R, v =[z,y,y — 3z] = av = a[z,y,y — 3z] = [az, ay, ay — 3azx] € S
De i), ii) y iii)se tiene que S <R3

Obtengamos ahora una base para S.

S={lz,y,2] eR*/32x —y + 2 =0} = {[z,y,y — 32]}

= {z[1,0, — 3] +y[0,1,1]}
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Notamos que B = {[1,0, —3],[0,1,1]} es un conjunto que genera a S, pues
todos los elementos de S se pueden escribir como combinacion lineal de los
elementos de B.

Veamos si Bes [.i.

o[1,0, — 3] + a»[0,1,1] = [0,0,0] =

011:0
042:0

—3a1+ay=0= —3(0)+(0):0

La solucion del sistema anterior es a; = ay = 0, luego Bes [.i. y por lo tanto
base de S.Finalmente dim(S) = 2, pues la dimension de un espacio vectorial
es el nimero de elementos de una base cualquiera.[_]

d) dim(S) > dim(T), donde S = {A € My(R)/Aesantisimétrica} y
T ={ax+ay+a, a € R}

e)Sia=11,3,5]y besparalelo a a, entonces {a,b,a x b} es base de R?
f) <{la, —a],[2,3]} > =R?, cona # 0, constante

g) Todo conjunto [.i. de V es base de V, con V un espacio vectorial real

h)“ He<B>,conB:{{_11 (2)}’{_23 g}}

Justificacion:

1 1] 10 ~3 3

1 2__0‘[ 1 2}+ﬁ[ 9 2];‘
(1 1] [—-a 0 -36 30
1 2] 7| a 2a]+[ 23 Zﬁ}:
1] _[-a-38 35 |

1 2] 7| a+28 20+28
—a—30=1

38 =1

a+260=1
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200423 =2

De la segunda ecuacion : 3 = %

De la tercera ecuacion : a:1—26:>a:1—§:>a:
Reemplazando los valores anteriores en la
—a-33=1= —1-31=-1-1=—3#1

1
3
primera ecuacion

Esto muestra que el sistema no posee solucién, y por lo tanto es imposible

escribir la matriz [1 ;] como combinacion lineal de los vectores de B. |:|

i) El conjunto {(2 — z)(1 + 22), 2% — 1, z(x + 3) — 1} C P3(R) es L.i.

4) El conjunto {|jal|a, < a,b > b,b x a} es una base de R* con a = [1,0, — 1]
yb=—-a

k) {proyab, proypa x 2%, |la—b||b—a}es base de R:si a=[1,1,1y
b= [0, —1,2]

)Sia=3% —2kyb=7 — 3k, entonces {a,b—a,a x b x a} es base de R?

m){A € Ma(R)/[A| =0} < M(R)
Justificacion:
Sea S ={Ae MyR)/|A| =0}

i) S # (), pues A = [1 ” € Sporque |A| =0

i) Notamos que S no es cerrado para la suma, pues
3 6

A:[ ]eSporque|A|:0y B:{

1 2
8 7
11 4

5 1
10 2} € S porque | B| =0, pero

A+B:{ }¢Sporque|A+B|:32—77:—457&0

Lo anterior significa que S no es un subespacio vectorial de M,(R) |:|
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n)Si {v1,v,} es un conjunto linealmente independiente del espacio vectorial
V', entonces B = {v; — vy, v1 + v, 202 + 3v;} es linealmente dependiente.

. a b . .
o) La matriz ,con a,bc€ R, siempre se puede escribir como
b a

YN 1 -1 1 2
combinacion lineal de A = [_1 3 } y B= [2 3}

p)El vector de coordenadas de [1,0, —1] con respecto a la base
{[1,1,1],[-1,1,0],[0,0,1]} es [—1,1,2]

[3] Muestre que si p(z) = az? + ax + a, con a # 0, entonces

B = {p(:c), dfl—(xx), %} es base de P,(R).

[4] Muestre que el conjunto de todas las matrices antisimétricas de orden 2
es un subespacio vectorial de M, (R)

[5] Obtenga en M, (R) un conjunto l.d. que no contenga a la matriz nula.
[6] Obtenga una base para R® que incluya al vector [1, — 2,0]
[7] Determine un subconjunto de P,(R) que sea L.i. y que no sea base

[8] Determine un subespacio vectorial de R?, distinto de los subespacios
triviales
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