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(1) justificando todas sus respuestas Responda Verdadero (V) o Falso (F), .

+Ñ A @ ß A ‚ @   @ßA  œ "_ __ Si y son vectores unitarios de entoncesV ‘$ ##l l
Justificación:l l l l l l l l l lA ‚ @   @ßA  œ A @ =/8 Ð Ñ  A @ -9= Ð Ñ œ# # # # ## # #! !

l l l l l l l lA @ Ð=/8 Ð Ñ  -9= Ð ÑÑ œ A @ œ " † " œ "# # # ## # # #! ! ú

,Ñ ___ __ No existe vector en  que sea unitario y además perpendicular aF ‘$

Ò"ß  "ß $Ó
Justificación:

Sea   el vector perpendicular a  A @œ Ò"ß #ß +Ó œ Ò"ß  "ß $Ó

Luego À

 ß  œ  Ò"ß #ß +Óß Ò"ß  "ß $Ó  œ "  #  $+ œ ! Ê $+ œ " Ê + œA @ "
$

Por lo tanto  Este vector no es unitario  y para lograr que lo seaÀ œ "ß #ß Þ ßA Ò Ó"$
debemos dividirlo por su norma.

A‡ œ œ œ œ œ ß ßA
Al l ¼ ¼ É É È È ÈÒ"ß#ß Ó Ò"ß#ß Ó Ò"ß#ß Ó

Ò"ß#ß Ó "%

$ ' "

%' %' %'

" " "
$ $ $
"
$
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*
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*

” •
El vector  es unitario y además perpendicular a A‡ Ò"ß  "ß $Ó ú

-Ñ œ $  # œ  $ ß Ö ß  ß ‚ ‚ ×s ss s___ __ Si y entonces  es baseF + 3 5 , 4 5 + , + + , +

de ‘$

Justificación:

+ , , +œ Ò$ß !ß  #Ó à œ Ò!ß "ß  $Ó à  œ Ò  $ß "ß  "Ó
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+ , 5 3 4

3 4 5

‚ œ œ $  #  * œ Ò#ß *ß $Ó$ !  #
! "  $

â ââ ââ ââ ââ ââ â

Ð ‚ Ñ ‚ œ œ  ")  *  #(  % œ  ")  "$  #( œ# * $
$ !  #

+ , + 3 4 5 4 3 4 5

3 4 5
â ââ ââ ââ ââ ââ â

Ò  ")ß "$ß  #(Ó

Veamos si el conjunto  es base de  . PrimeroN œ Ö ß  ß ‚ ‚ ×+ , + + , + ‘$

notemos que posee  elementos número que coincide con la dimensión deN $ ß
‘$ß N 6Þ3Þpor esto sólo falta probar que es ; para ello calculemos el

determinante de la matriz cuyas filas son los vectores de N Þ

â ââ ââ ââ ââ ââ â
$ !  #
 $ "  "
 ") "$  #(

œ  )"  ()  $'  $* œ !

Lo anterior significa que  no es  y por lo tanto no puede ser base de N 6Þ3Þß ‘$ ú

.Ñ + œ ,ß +ß , − − ß , ‚ + œ Ò!ß !ß !Ó__ ___ Si con y entonces V ! ‘ ! ‘$

Justificación:

, ‚ + œ , ‚ , œ Ð, ‚ ,Ñ œ Ò!ß !ß !Ó œ Ò!ß !ß !Ó! ! ! ú

/Ñ V œ Ö+B  +ß + − × Ÿ Ð Ñ___ ___  V ‘ c ‘"

Justificación:

3Ñ V Á gß !B  ! − Vpues 

33Ñ
Dados los vectores

@ œ + B  + − Vß + −" " " "con ‘

@ œ + B  + − Vß + −# # # #con ‘

se tiene que la suma

@  @ œ + B  +  + B  + œ Ð+  + ÑB  Ð+  + Ñ − V" # " " # # " # " #

333Ñ − ß @ œ +B  +ß + − Ê @ œ Ð+B  +Ñ œ Ð +ÑB  Ð +Ñ − V! ‘ ‘ ! ! ! !

De y   se concluye que 3Ñ ß 33Ñ 333Ñ V Ÿ Ð Ñc ‘" ú

0Ñ ___ ___  es base de V Ö"ß Bß B ß B ß ÞÞÞÞß B × Ð Ñ# $ 8
8c ‘

Justificación:

Recordemos que  y posee .37Ð Ð ÑÑ œ 8  " F œ Ö"ß Bß B ß B ß ÞÞÞÞß B × 8  "c ‘8
# $ 8

elementos, por lo tanto, basta demostrar que es F 6Þ3Þ
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->/ B B Þ Þ Þ Þ B # 8â ââ ââ ââ ââ ââ ââ ââ ââ ââ ââ ââ ââ ââ â

" ! ! Þ Þ Þ !
! " ! Þ Þ Þ !
! ! " Þ Þ Þ !
Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ
Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ
Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ
! ! ! Þ Þ Þ "

œ " Á !

Lo anterior significa que  es , y luego baseF 6Þ3Þ ú

1Ñ W œ ÖÐBß Cß DÑ − Î $B  C  D œ !×ß .37ÐWÑ œ # ___ ___ Si entonces V ‘$

Justificación:

Mostremos que primer lugar que W Ÿ ‘$

Notemos que los elementos de  tienen la estructura porqueW ÐBß Cß C  $BÑß
D œ C  $B
3Ñ W Á gß Ð!ß !ß !Ñ − Wß $Ð!Ñ  Ð!Ñ  Ð!Ñ œ !pues 

33ÑDados

@ œ Ð+ß ,ß ,  $+Ñ − W"

@ œ Ð-ß .ß .  $-Ñ − W#

se tiene que

@  @ œ Ð+ß ,ß ,  $+Ñ  Ð-ß .ß .  $-Ñ œ Ð+  -ß ,  .ß Ð,  .Ñ  $Ð+  -ÑÑ − W" #

333Ñ − ß @ œ ÐBß Cß C  $BÑ Ê @ œ ÐBß Cß C  $BÑ œ Ð Bß Cß C  $ BÑ − W! ‘ ! ! ! ! ! !

De y  se tiene que 3Ñ ß 33Ñ 333Ñ W Ÿ ‘$

Obtengamos ahora una base para WÞ

W œ ÖÐBß Cß DÑ − Î $B  C  D œ !× œ ÖÐBß Cß C  $BÑ× œ ÖBÐ"ß !ß  $Ñ  CÐ!ß "ß "Ñ×‘$

Notamos que  es un conjunto que genera a puesF œ ÖÐ"ß !ß  $Ñß Ð!ß "ß "Ñ× Wß
todos los elementos de  se pueden escribir como combinación lineal de losW
elementos de FÞ
Veamos si es F 6Þ3Þ
! !" #Ð"ß !ß  $Ñ  Ð!ß "ß "Ñ œ Ð!ß !ß !Ñ Ê

!" œ !
!# œ !
 $  œ ! Ê  $Ð!Ñ  Ð!Ñ œ !! !" #
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La solución del sistema anterior es luego es y por lo tanto! !" #œ œ !ß F 6Þ3Þ
base de Finalmente pues la dimensión de un espacio vectorial esWÞ .37ÐWÑ œ #ß
el número de elementos de una base cualquiera.ú

2Ñ − Á __ __   Sea  , . Tenemos que si  es un vector cualquiera,V v v u‘ )$

entonces  es ortogonal a .u v v
 ß 
m m
u v
v #

Justificación:

 ß  œ  ß    ß  œu v v u v v v
 ß   ß 
m m m m
u v u v
v v# #

 ß   m m œ  ß    ß  œ !u v v u v u v
 ß 
m m
u v
v #

# Áv ) ú

3Ñ $B  #C  D œ ! à %B  C  D œ ! ___ ___  El conjunto solución del sistema  V

es un subespacio vectorial de ` ‘$‚"Ð Ñ
Justificación:

Obtengamos en primer lugar el conjunto solución del sistema.W

” • ” •$  # " À ! $  # " À !
% " " À ! ! ""Î$  "Î$ À !

Ä J Ð%Î$ÑJ" #

Dado que  , debemos fijar una  incógnita. Fijemos< œ # œ <  R œ $ Ð$  #ÑE EÀ,

la variable D

"" " "" " "
$ $ $ $ ""C  D œ ! Ê C œ D Ê C œ D

$B  #C  D œ ! Ê B œ Ê B œ Ê B œ Ê B œ
#CD
$ $ $ $

# D DŠ ‹"
""

# *
"" ""

D D  D

Ê B œ  D$
""

W œ − Ð ÑÎ ß D −
B
C
D

 D

D

D

 ŸÔ ×
Õ Ø

Ô ×Ö Ù
Õ Ø` ‘ ‘$‚"

$
""

"
""

Veamos si  es un subespacio vectorial de W Ð Ñ` ‘$‚"

3Ñ W Á gß œ − W Ð D œ !Ñ
B !
C !
D !

pues  para 
Ô × Ô ×
Õ Ø Õ Ø
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33Ñ  œ − W Ð +  , − Ñ

 +  ,  Ð+  ,Ñ

+ , Ð+  ,Ñ

+ , Ð+  ,Ñ

Ô × Ô × Ô ×Ö Ù Ö Ù Ö Ù
Õ Ø Õ Ø Õ Ø

$ $ $
"" "" ""

" " "
"" "" ""

con ‘

333Ñ œ − W ß D −

 D  D

D D

D D

! ‘

!

!

!

Ô × Ô ×Ö Ù Ö Ù
Õ Ø Õ Ø

$ $
"" ""

" "
"" ""

De y  se concluye que 3Ñ ß 33Ñ 333Ñ W Ÿ Ð Ñ` ‘$‚" ú

4Ñ # ___ ___ Las matrices simétricas de orden  siempre son ortogonales a lasV

matrices antisimétricas de orden #
Justificación:

 ß  œ ><+D+
+ , ! . !  . + ,
, -  . ! . ! , -” • ” • ” •” •Œ 

œ ><+D+ œ  .,  ., œ !ß +ß ,ß -ß . −
 .,  .-
.+ .,Œ ” • con  ‘

Lo anterior muestra que las matrices simétricas de orden  siempre son#

ortogonales a las matrices antisimétricas de orden   # ú

5Ñ
"  "
 " #

 ___ ___ Los vectores propios de  forman siempre una base paraV ” •
‘#ß si tales vectores son considerados como vectores fila.

Justificación:

Calculemos los valores propios de E œ
"  "
 " #” •

k k º ºE M œ ! Ê œ ! Ê Ð"  ÑÐ#  Ñ  " œ !
"   "
 " # 

- - -
-

-

Ê # $   " œ ! Ê  $  " œ ! Ê œ Ê œ- - - - - -# # $„ *%
# #

$„ &È È

Ê
œ 

œ 

Ú
ÛÜ

-

-

"

#

$
# #

&

$
# #

&

È
È
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Calculemos los vectores propios

Para -" œ $
# #

&È

” •” • ” • ” • ” •Ô ×
Õ Ø

"   " + ! + !
 " #  , ! , !

œ Ê œ
"    "

 " #  

-

-

"

"

$
# #

&

$
# #

&

È
È

Ê œ Ê   +  , œ !
   "

 " 

+ !
, !

Ô ×
Õ Ø” • ” • Œ "

# #
&

"
# #

&

"
# #

&
È

È È

Ê , œ   + ß + −  Ö!×J349 + Œ "
# #

&È
con  ‘

Finalmente, el primer vector propio (que en realidad es una infinidad de

vectores propios) es:

B" œ œ ß + −  Ö!×
+
,

+

  +” • Ô ×
Õ ØŒ "

# #
&È con  ‘

Para -# œ $
# #

&È

” •” • ” • ” • ” •Ô ×
Õ Ø

"   " - ! - !
 " #  . ! . !

œ Ê œ
"    "

 " #  

-

-

#

#

$
# #

&

$
# #

&

È
È

Ê œ Ê   -  . œ !
   "

 " 

- !
. !

Ô ×
Õ Ø” • ” • Œ "

# #
&

"
# #

&

"
# #

&
È

È È

Ê . œ   - ß - −  Ö!×J349 - Œ "
# #

&È
con  ‘

Finalmente, el segundo vector propio (que en realidad es una infinidad de

vectores propios) es:
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B# œ œ ß - −  Ö!×
-
.

-

  -” • Ô ×
Õ ØŒ "

# #
&È con  ‘

Veamos ahora si y    forman una base para , para ello falta probar queB B" # ‘#

forman un conjunto  porque # , donde6Þ3Þ .37Ð Ñ œ # œ ÐFÑ‘#

F œ +ß   + ß -ß   - Ÿ” Œ  • ” Œ  •" "
# # # #

& &È È

â ââ ââ ââ ââ ââ ââ ââ â
Œ 
Œ  Œ  Œ +   +

-   -

œ   +-    +-

"
# #

&

"
# #

&

" "
# # # #

& &

È
È

È È

œ  +-  +-  +-  +- œ & +- Á ! ß + Á ! - Á !" "
# # # #

& &È È È porque  y  

Lo anterior muestra que los vectores propios de  forman siempre” •"  "
 " #

una base para si tales vectores son considerados como vectores fila.‘#ß

(2) Obtenga

+Ñ E œ
" !  "
! " !
" " "

  La longitud de 
Ô ×
Õ Ø

Solución:

E œ Ê E œ "  "  "  "  "  " œ '
" !  "
! " !
" " "

Ô ×
Õ Ø l l È È ú

,Ñ Ò  "ß #ß %Ó Ò %ß  "ß # Ó ‚ Ò "ß "ß !Ó La distancia entre los vectores  y  

Solución:

Ò %ß  "ß # Ó ‚ Ò "ß "ß !Ó œ Ò  #ß #ß & Ó

â ââ ââ ââ ââ ââ â
3 4 5

%  " #
" " !

œ

.ÐÒ  "ß #ß %Ó ß Ò  #ß #ß & Ó Ñ œ Ò  #ß #ß & Ó  Ò  "ß #ß %Ó œl l
l l ÈÒ  "ß !ß " Ó œ # ú
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-Ñ "  B  B $B  $ El producto interno entre y  # #

Solución:

 "  B  B ß $B  $  œ  "  B  B ß  $  !B  $B  œ# # # #  

"Ð  $Ñ  "Ð!Ñ  Ð  "ÑÐ$Ñ œ  $  $ œ  ' ú

.Ñ Ò "ß  #ß ! Ó Una base para que incluya al vector ‘$

Solución:

El conjunto  es base de  porque es unF œ ÖÒ "ß  #ß ! Óß Ò "ß !ß ! Óß Ò !ß !ß " Ó × ‘$

conjunto con vectores y además l.i. pues  $ œ # Á !
"  # !
" ! !
! " "

â ââ ââ ââ ââ ââ â ú

/Ñ Un subconjunto de que sea l.i. y ortonormal‘$

Solución:

El conjunto    es un conjunto l.i. yF œ Ö Ò "ß !ß ! Óß Ò !ß "ß ! Óß Ò !ß !ß " Ó × © ‘$

además ortonormal porque es la base canónica.   ú

0ÑUn subespacio vectorial de ‘#

Solución:

El conjunto es un subespacio vectorial de  porque es distinto deW œ ÖÒ!ß !Ó× ‘#

vacío (contiene al vector nulo), además y finalmenteÒ !ß !Ó  Ò !ß !Ó œ Ò !ß !Ó − W

! Ò !ß !Ó œ Ò !ß !Ó − W ú

(42 puntos).

(3) Verifique si  y  son vectores ortogonales, dado que  y $  # #  $? @ ? @ ? @

son vectores de un espacio vectorial Z Þ

Solución:
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Sean y   dos vectores de ? @œ Ò "ß  "Ó œ Ò !ß "Ó Z œ ‘#

Tenemos que

$  # œ Ò $ß  $Ó  Ò !ß #Ó œ Ò $ß  "Ó? @

#  $ œ Ò #ß  #Ó  Ò !ß $Ó œ Ò #ß  &Ó? @

Además

 $  # ß #  $  œ  Ò $ß  "Ó ß Ò #ß  &Ó  œ '  & œ "" Á !? @ ? @

Lo anterior muestra que dados dos vectores   y de un espacio vectorial  se? @ Z
tiene que no necesariamente los vectores   y    son$  # #  $? @ ? @

ortogonales  ú

(4) a b b b aVerique si  es una base de conF œ ß ß  ‚ Ð  Ñš › ‘$ 

a bß −  !ß !ß !‘$ ˜ ‘™
Solución:

Sean y   dos vectores de a bœ Ò "ß  "ß !Ó œ Ò #ß  #ß !Ó  !ß !ß !‘$ ˜ ‘™
Dado que  es múltiplo escalar de    se tiene que el conjuntob a

F œ ß ß  ‚ Ð  Ñš ›a b b b a  no puede ser l.i., porque al armar el determinante

con estos vectores una fila será múltiplo escalar de otra y eso significa que el

determinante correspondiente es cero.

Al no ser l.i. el conjunto , no puede ser base.   F ú

(5)  Sea  con el poducto interior habitual. ObtengaZ œ À‘$

+Ñ dos vectores unitarios y ortogonales

,Ñ dos vectores distintos de igual longitud

-Ñ Zuna base no canónica para 

.Ñ dos vectores paralelos

/Ñ 6Þ3Þ un conjunto con dos elementos

(20 puntos).

Solución:
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+Ñ œ Ò"ß !ß !Ó œ Ò!ß "ß !Ó+ ,y  

Unitarios:  y   l l l lÈ È+ ,œ "  !  ! œ " œ "  !  ! œ "

Ortogonales:   ß  œ " † !  ! † "  ! † ! œ !+ , ú

,Ñ +Ñ Á œLos vectores de la parte  sirven porque y  + , + ,l l l l
-Ñ F œ ÖÒ"ß !ß "Óß Ò!ß "ß "Óß Ò"ß "ß !Ó× ß .37Ð Ñ œ $ œ ÐFÑes base de porque  # y‘ ‘$ $

además

 por lo que  es 

â ââ ââ ââ ââ ââ â
" ! "
! " "
" " !

œ  "  " œ  # Á !ß F 6Þ3Þ

Notemos que  es distinta de la base canónica F ÖÒ"ß !ß !Óß Ò!ß "ß !Óß Ò!ß !ß "Ó× ú

.Ñ œ Ò"ß #ß "Ó œ Ò#ß %ß #Ó œ #- . . - es paralelo a  porque  ú

/Ñ ÖÒ"ß  "ß !Óß Ò#ß !ß "Ó× 6Þ3Þes un conjunto con dos elementos, porque

! ! ! ! ! !" # " " # #Ò"ß  "ß !Ó  Ò#ß !ß "Ó œ Ò!ß !ß !Ó Ê Ò ß  ß !Ó  Ò# ß !ß Ó œ Ò!ß !ß !Ó

Ê Ò  # ß  ß Ó œ Ò!ß !ß !Ó Ê  # œ ! à  œ ! à œ !! ! ! ! ! ! ! !" # " # " # " #

Ê œ ! à œ !! !" # ú


