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(1) Responda Verdadero (V) o Falso (F), justificando todas sus respuestas.

a)_V__ Siwywvsonvectoresunitarios de R?, entonces |w x v||* + < v,w >2=1
Justificacion:
lw x ol* + < v,w>2 = Jw|*|lv]*sen’ () + [lw]]*|Jv]*cos*(a) =

2 2 2 2
lwl*[o]*(sen?(@) + cos*(@)) = [lw|*|lo]* = 12- 12 =1 []

b)_F__ No existe vector en R? que sea unitario y ademas perpendicular a
1, —1,3]

Justificacion:

Sea w = [1,2,a] el vector perpendiculara v =[1, — 1, 3]

Luego :

<wov> = <[,2,a,[1, -1,3]> =1-2+3a=0=>3a=1=a=3

Por lo tanto: w = [1,2, %] .Este vector no es unitario, y para lograr que lo sea
debemos dividirlo por su norma.

w [1,2,%] [1,2,%] _ [1727%]

_ _ _ _ |3 _6 _1
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El vector w=* es unitario y ademas perpendicular a [1, — 1, 3] |:|

¢)__F Sia=3%—-2ky b=7 — 3k, entonces {a,b—a,a xbxa} es base
de R?

Justificacion:

a=1[3,0,-2];6=[0,1, - 3];6—a=[-3,1, — 1]



it j k
axb=|3 0 —-2|=3k+2:+95=1[2,9,3]
01 -3
i j k
(axb)xa=|2 9 3 |= —18:+95—2Tk+4j= — 18+ 135j— 27k =
3 0 -2

[— 18,13, — 27]

Veamos si el conjunto J = {a,b—a,a xbxa} es base de R3. Primero
notemos que J posee 3 elementos, nUmero que coincide con la dimension de
R3, por esto solo falta probar que Jes [li; para ello calculemos el
determinante de la matriz cuyas filas son los vectores de J.

3 0 -2
-3 1 —1|=—-81+78-36+39=0
—-18 13 =27

Lo anterior significa que J no es .i., y por lo tanto no puede ser base de R? |:|

d)_V__Sia=ab,cona,b € R®y a € R, entonces b x a = [0,0, 0]
Justificacion:
bxa=bxab=a(bxb)=al0,0,0 =0,0,0] ]

e)__V__ R={axr—a,acR} <P(R)

Justificacion:

i)R#0, pues 0x —0 € R

i)

Dados los vectores

v =ax—a; € R,con a; € R

Vo = asT —asy € R, con ay € R

se tiene que la suma

V1 + V2 = a1x — a] + axx — as = (a1+a2)x—(a1+a2) €ER
i)aeR,v=ar—a,a € R=av=calax —a) = (aa)r — (aa) € R
De i), ii) y iii) se concluye que R < Py (R)[]

)V __ {1,z,2% 2% ..., 2"} es base de P,(R)

Justificacion:

Recordemos que dim(P,(R))=n+1 y B={l,z,2% 23, ....,2"} posee n+ 1
elementos, por lo tanto, basta demostrar que Bes [.i.



cte T x°. .. T

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0
=140

o o0 o0 . . .1

Lo anterior significa que B es [.i., y luego base |:|

gV __ SiS=/{(x,y,2) € R¥/3x —y+ 2z =0}, entonces dim(S) = 2
Justificacion:

Mostremos que primer lugar que S < R?

Notemos que los elementos de S tienen la estructura (z,y,y — 3z), porque
z=9y— 3T

i) S # 0, pues (0,0,0) € S, 3(0) — (0) + (0) =0

i1) Dados

v = (a,b,b—3a) € S

ve = (¢,d,d — 3c) € S

se tiene que

vy +v9 = (a,b,b —3a) + (¢,d,d —3c) = (a+c,b+d,(b+d)—3(a+c)) €S
i) a e R, v=(x,y,y —3x) = av = a(z,y,y — 3z) = (ax,ay,ay — 3azx) € S

De i), ii) y iii)se tiene que S <R3
Obtengamos ahora una base para S.

S={(z,y,2) eR?/ 3z —y+2=0} ={(z,y,y — 3x)} = {x(1,0, — 3) +y(0,1,1)}

Notamos que B = {(1,0, —3),(0,1,1)} es un conjunto que genera a S, pues
todos los elementos de S se pueden escribir como combinacion lineal de los
elementos de B.

Veamos si Bes [.i.

o1(1,0, —3) + a(0,1,1) = (0,0,0) =

(1/1:0
OéQZO
—3a1+ay=0= —3(0)+(0):0



La solucion del sistema anterior es a; = ay = 0, luego Bes [.i. y por lo tanto
base de S.Finalmente dim(S) = 2, pues la dimension de un espacio vectorial es
el nimero de elementos de una base cualquiera.[_]

h) _V Sea v € R?, v#0. Tenemos que si u es un vector cualquiera,

entonces u — % v es ortogonal a v.

Justificacion:
<u—%v,v> = <uv> —%<v,v> =

<u,v> — <||l:;|\|'2>||v||2="7“’<u,v> —<uv>=0[]

7) \' El conjunto solucion del sistema 3z —2y+2=0; 4o +y+2=0
es un subespacio vectorial de M3, (R)

Justificacion:

Obtengamos en primer lugar el conjunto solucion S del sistema.
3 -2 1 & 0] _ measun[3 —2 1 : 0

4 1 1 : 0 0 11/3 —1/3 : 0

Dado que 74 =2 =17y, < N = 3, debemos fijar una (3 — 2) incognita. Fijemos
la variable z

11 1
3Vy—32=0=>73y=

[
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3 -2y+z=0=>x=

- _3
=T = —q7%

3
S = Gngl(R)/ %Z ,2z€R

1
z

8

IS

Veamos si S es un subespacio vectorial de M3, (R)

T 0
i)S#0D,pues |y|=1]0| €S (paraz=0)
z 0



1 11 11
7 1 1 - 1
i1) a |t b 7 (a+b) €S (cona+beR)
a b (a+0b)

3 3
e 1ﬁz _1ﬁa2
i) « Tz || Gz €S, zeR

z az

De i), ii) y iii) se concluye que S < M;,1(R) |:|

J) \' Las matrices simétricas de orden 2 siempre son ortogonales a las
matrices antisimétricas de orden 2
Justificacion:

g O A i Rt (P [ )

—db —dc
:traza([ da db ]) = —db+db=0,con a,b,c,d eR

Lo anterior muestra que las matrices simétricas de orden 2 siempre son
ortogonales a las matrices antisimétricas de orden 2 [_]

k) \' Los vectores propios de [ ] forman siempre una base para

-1 2
R2, si tales vectores son considerados como vectores fila.
Justificacion:
Calculemos los valores propios de A = [ _11 _21}
|A—)\I|:O:>‘1__1)‘ 2__&‘ =0=(1-AN)2-\)—-1=0

S 2B LA —1=0= A —3\+1=0= )= 2Tv" 29_4¢)\=3i2\/3

Al =
=

Ao =

N Do
_I_

SEEEY



Calculemos los vectores propios

V5

Para)\lzg-i—T

= R A Rt R
e R ARG R

s Fijoa } _ (—%—75)@, con a € R—{0}

Finalmente, el primer vector propio (que en realidad es una infinidad de
vectores propios) es:

\/E)a], con a € R — {0}

w<[i- |10

5

Para)\zzg— 5

[1:i2 2—12}[2][8]:»{1_%;@ 2_3—;@ {2]2[8}
i[%jlé %;% [2]:[8]$<_%+§)0—d=0

ﬁ>c, con ¢ € R— {0}

Fijoc 7 _ ( _ 1

Finalmente, el segundo vector propio (que en realidad es una infinidad de

vectores propios) es:



Ty = [fl] = [(_J@)J con ¢ € R — {0}

Veamos ahora si 1 y =2 forman una base para R?, para ello falta probar que
forman un  conjunto  [.i. porque  dim(R?) =2 = #(B), donde

- {- (D EC 9]

. (_%_@a
1, V5 1 5
) (RSO
c <—§+T)C
:—%ac-l—@ac—i—%ac-l—@ac:\/gac#o,porquea#oyc;éO

1 2
una base para R?, si tales vectores son considerados como vectores fila.

. . 1 .
Lo anterior muestra que los vectores propios de [ B ] forman siempre

(2) Obtenga

1 0 -1
a) Lalongitudde A= |0 1 0
11 1}
Solucioén:
1 0 -1
A=10 1 0 |=>]Al=V1+1+14+1+1+1=+6 []
1 1 1

b) La distancia entre los vectores [ — 1,2,4] y [4, —1,2] x [1,1,0]
Solucioén:

[4,—1,2]X[1,1,0]= 4 -1 2 :[—2,2,5]
1 1 0
d([ _17274] ) [ _27275]>:H[_27275]_[_17274] | =

I -10,1])=+v2 [



c) El producto internoentre 1 +z — 2% y 32? — 3
Solucién:

<l4+z—2%, 322-3 > = <l4z—2%, —34+0x+ 32> > =
1(=3)+1(0)+(-1)3)= —-3-3= -6 ]

d) Una base para R? que incluya al vector [1, — 2,0]

Solucién:

El conjunto B ={[1, —2,0],[1,0,0],[0,0,1]} es base de R* porque es un

1 -2 0
conjunto con 3vectoresy ademas l.i. pues |1 0 0|=2#0 |:|
0 1 1

e) Un subconjunto de R? que sea L.i. y ortonormal
Solucién:

El conjunto B=1{[1,0,0],[0,1,0],[0,0,1]} CR®> es un conjunto L.i. y
ademas ortonormal porque es la base canodnica.

f) Un subespacio vectorial de R?
Solucién:

El conjunto S = {[0,0]} es un subespacio vectorial de R? porque es distinto de
vacio (contiene al vector nulo), ademas [0,0] 4+ [0,0] =[0,0] € S y finalmente

a[0,00=[0,00 €S []

(42 puntos).
(3) Verifique si 3u+2v y 2w — 3wvson vectores ortogonales, dado que u y v
son vectores de un espacio vectorial V.

Solucion:



Sean w = [1, — 1] y v=0,1] dos vectores de V = R?
Tenemos que

3u+2v =[3, —3]+[0,2] =[3, — 1]
2u—3v=[2 -2 —[0,3]=[2 — 5]

Ademas
<3u+2v,2u—-3v> = <[3,—-1],[2, —5]> =6+5=11#0

Lo anterior muestra que dados dos vectores w y v de un espacio vectorial V' se
tiene que no necesariamente los vectores 3u+2v y 2u—3v son
ortogonales

(4) Verique si B= {a, b, —bx (b— a)} es una base de R3con
a,beR*—{[0,0,0]}

Solucién:
Seana =1, —1,0] y b=[2, —2,0] dos vectores de R® — {[0,0,0] }

Dado que b es multiplo escalar de a se tiene que el conjunto
B = {a, b, —bx (b- a)} no puede ser l.i., porque al armar el determinante

con estos vectores una fila sera multiplo escalar de otra y eso significa que el
determinante correspondiente es cero.

Al no ser L.i. el conjunto B, no puede ser base. |:|

(5) Sea V = R? con el poducto interior habitual. Obtenga :

a) dos vectores unitarios y ortogonales

b) dos vectores distintos de igual longitud

c¢) una base no canonica para V'

d) dos vectores paralelos

e) un conjunto [.i. con dos elementos

(20 puntos).

Solucioén:



a)a=1[1,0,0] y b=[0,1,0]

Unitarios: ||al|=+v1+04+0=1vy ||b|=+/14+0+0=1

Ortogonales: <a,b> =1-0+0-14+0-0=0

b) Los vectores de la parte a) sirven porque a #by | al = | b

c) B=1{[1,0,1],[0,1,1],[1,1,0]} es base de R? porque dim(R?) =3=#(B)y

ademas

= —-1-1= —2#0, por loque B es li.

—_ O =
[ )
o R S

Notemos que B es distinta de la base canodnica {][1,0,0], [0,1,0],[0,0,1]} |:|
d) e=11,2,1] es paralelo ad = [2,4,2] porque d =2¢ |:|

e){[1, —1,0],]2,0,1]} es un conjunto [.i.con dos elementos, porque

aq[l, —1,0] + a2[2,0,1] = [0,0,0] = [a1, — a1, 0] + [2a2,0, as] = [0, 0, 0]

= [ag + 22, — a1, 2] =[0,0,0] = oy + 202 =0; —a; =0;a2 =0
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