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1 MATRICES

Matrices

Una matriz es un arreglo, distribucion, acomodacion o disposicion
rectangular de elementos ubicados en filas y en columnas.

En la definicion anterior ;qué significa arreglo rectangular?. Significa que los
elementos, habitualmente numeros, los disponemos o acomodamos en filas y
columnas.

Por ejemplo, si tengo los siguientes cuatro nUmeros: 1,3, —1 y 6 los puedo
acomodar asi:

1 3

—1 6

generando lo que se conoce como matriz cuadrada (igual numero de filas que
de columnas)de orden 2(tenemos 2 filas y 2 columnas). Las filas son las
horizontales y las columnas son las verticales.

También podriamos haber usado las siguientes estructuras, donde los nUmeros
en la parte inferior conforman el orden (nimero de filas x numero de
columnas).

1
3
—1
6

6 (1 3 -1 6) 14
4x1

Notemos que la secuencia en que disponemos los nimeros también genera

. . 6
nuevas matrices. Por ejemplo, {

3 1
matriz 1 3
-1 6|

] es una matriz de orden 2 distinta a la
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El orden de una matriz es el niumero de filas por el niUmero de
columnas y se escribe m x n indicando que la matriz posee m
filas y n columnas.

Si m = n, entonces la matriz se dice cuadrada; en caso contrario
se habla habitualmente de matriz rectangular.

Los elementos de una matriz pueden ser nimeros reales o complejos.

Es comdn denotar las matrices con letras mayusculas, por ejemplo, A,
B, I, etc. , y sus elementos con letras mindsculas a las que se le afaden
dos subindices, por ejemplo, a;;, by, etc.

Los subindices sirven para especificar la ubicacion del elemento en la
matriz, por ejemplo, a;, denota el elemento que esta en la fila1yen la
columna 4; en general, «;; representara el elemento que esta en la fila
i y en la columna j.

Si queremos escribir en forma general una matriz que conste de 2 filas y
2 columnas lo hacemos de la siguiente manera :

A [au a12]

que se puede abreviar A = (a;;) 2x2, 0 en forma compacta A = (a;;)2 0
sin indicar el numero de filas y de columnas A = (a; ;)

Una matriz general de orden m x n se escribe como:

aip a2 . . . Qg
a1 a99 . . . A9on
A=
LGm1 Am2 - - . QGmp |

Notemos que al escribir las matrices anteriores hemos usado indistintamente
los paréntesis redondos () o cuadrados [ | para encerrar los elementos de una
matriz.
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Ejemplo 1. Escriba:
a) un ejemplo de matriz de orden 2 x 3 cuyos elementos sean nUmeros reales.

b) un ejemplo de matriz cuadrada de orden 2 cuyos elementos sean nUmeros
complejos.

Solucién:
a)Un ejemplo de matriz de orden 2 x 3 con elementos reales puede ser

1 -1 0
A= <O 3 5)
b) Un ejemplo de matriz cuadrada de orden 2 con elementos complejos puede
ser

En una matriz cuadrada A = (a;;), los elementos de la diagonal principal son
aquellos que tienen la forma a;;, con i =1,2,...,n;y los elementos de la
diagonal secundaria son aquellos que tienen la forma @i pii—i ,CON
i=1,2,...,n. Los elementos que no estan en la diagonal principal se denominan
elementos extradiagonales y son aquellos que tienen la forma a;; con i # j.

Esquematicamente para una matriz general de orden 3, los elementos de la
diagonal principal y de la diagonal secundaria se muestran a continuacion:

Diagonal Principal Diagonal Secundaria
ailx a2 a3 a1 a2 aisg
a1 @22 a3 a1 @22 a3
az;r  azx Aas3 azi azx  asg

Se define el conjunto M,,.,(K) como el formado por todas las matrices de
orden m x n cuyos elementos son numeros reales o complejos. Si m = n,
entonces el conjunto se denota M,(K). Notemos que K representa el
conjunto de los nimeros reales R o el conjunto de los niumeros complejos C.
Los elementos de K se denominan escalares.
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Ejemplo 2. Escriba los elementos de las matrices A= (a;j)axs Y
B = (b;;) € M3(R) definidas como:

1 ,Sii=j
;i = 1 . . .
! i 51t #J
bij=(—1)"
Solucién:

La matriz A es de orden 2x3 y la escribiremos en forma general para
determinar cuales son sus elementos, pues éstos dependen de los indices i y j.

1 1
A_{an ai2 013]_[ 1 1-2 —3]_[1 -1 —%]
— — ) ) —
a1 G2 Q23 53— 1 573 1 1 —1

—_

Por lo tanto

A=

La matriz B es cuadrada de orden 3 y para obtener sus elementos la
escribiremos en forma general.

bu b by (=D (=D (=D
B = b21 b22 b23 — ( _ 1)2+1 ( _ 1)2+2 ( _ 1)2+3 —
b31 b32 633 ( _ 1)3+1 ( _ 1)3+2 ( _ 1)3+3
1 -1 1
—1 1 —1
1 -1 1
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Algebra Matricial

A1) lgualdad de Matrices. Dos matrices son iguales si sus 6rdenes
son iguales y si sus elementos correspondientes son iguales, es
decir, si A =(a;j) € Mpn(K) y B = (b;;) € Mp.(K), entonces
A=Bsiysolosi m=p,n=qy a;=0bj,parai=1,2,..m vy
i=1,2,...,n

Dos matrices A y B no son iguales, lo que se denota A # B, si
sus ordenes no son iguales o si alguno de sus elementos
correspondientes no son iguales.

A2) Suma de Matrices. Sean A= (a;;) € Mp,(K) vy
B = (b;j) € Mpxn(K). Se define la suma de la matriz Acon la
matriz B como la matriz denotada A + B y dada por:

A+ B= (a,;j + bbj) c men(K)
Es decir, para obtener la suma de dos matrices del mismo orden

es necesario sumar los elementos de la primera matriz con los
correspondientes de la segunda matriz.

Ejemplo 3. Calcule A + B para

[ -1 3 0 1 -1 2
DA=11 J y B_{z —1 4
1 -1 4
DA=|3 2 1 |yB=[1 —i 1+i]
5 01—
Solucién:
-1 3 0],[1 -1 2
“%4+B“[1 ~1 0}+[2 ~1 3]_
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—1+1 3+(—=1) o0+2] [0 2 2
1+2 —14(—-1) 0+3| |3 -2 3

, o 2 2 -1 3 0 -1 2
..A+B—{3 .y 3] paraA_{ 1 1 0} y B_{Q 1 3}

b) La matriz A es cuadrada de orden 3 y la matriz B es de orden 1 x 3, luego de
acuerdo a la definicion de suma de matrices es imposible sumar dos matrices
que tengan ordenes distintos.

1 -1 4

3 2 1 y

5 .

1—1

En definitiva, A+ B no existe con A=

B=[1 —-i 1+i] []
Propiedades de la Suma de Matrices

Sean A € M,xn(K), B € Mpn(K) y C € M n(K)
S1) Conmutativa

A+B=B+A
$2) Asociativa

(A+ B)+C=A+(B+0O)
$3) Elemento neutro aditivo

Existe una matriz © de orden m xn, llamada nula definida
posteriormente, tal que:

A+0=0+A=A
S4) Elemento opuesto

Existe una matriz — A= (- 1) A de orden m x n, llamada opuesta de
A, tal que:

A+(—A)=(-A)+A4=0

Q70



A3) Producto por escalar. Sea A = (a;;) € My,n(K) y sea a € K.
Se define el producto de una matriz Apor un escalar a.como la
matriz denotada « - A y dada por:

a- A= (aa;j) € Mpyx,(K)
Es decir, para obtener el producto de una matriz por un escalar

es necesario multiplicar cada elemento de la matriz por el escalar
considerado.

Ejemplo 4. Calcule —5- A con A = {

-1 3 0
1 -1 0

Solucién:

-1 3 0 (=5)(=1) (=5B) (=5)(0)
_5"4:_5'[1 -1 0]:[(— 1 -

s 5 alo
Propiedades del Producto por Escalar

Sean A € M,,«n(K),B e Myxn(K), ae Ky gekK
PE1) Asociativa respecto del producto por escalares

(af) - A=a-(8-A)
PE2) Conmutativa

a-A=A «
PE3) Distributiva respecto de la suma de matrices

a-(A+B)=a-A+a-B

PE4) Distributiva respecto de la suma de escalares

(a+pB)-A=a-A+5-A
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A4) Resta o Diferencia de Matrices. Sean A = (a;;) € M, (K) y
B = (bi;) € Mpuxn(K). Se define la resta de la matriz Acon la
matriz B como la matriz denotada A — B y dada por:

A-B=A+(—-1)B={(a;;—b;j) € Myxn(K)
Es decir, debemos multiplicar cada elemento de B por el escalar
— 1 y luego los elementos de esta matriz resultante se suma con

los elementos correspondientes de A, o de forma mas directa a
los elementos de A se le restan los correspondientes de B.

Ejemplo 5. Calcule A — B para

G)A:{ 0 —a] , B:[—a a]

—a a —a a

DA=(1 2 i)y B=(-1 2 i—1)

Solucion:

CL)A—B: a —a]+(_1)[—a a]:[a —a]+[a —a:|
—Qa a —Qa a —Qa a a —Qa

2a — 2a

0 0

'.A—Bz[Qoa _OQCL] paraA:[_aa —aa} y B:[:Z Z}
DA-—B=(1 2 i)+(-1)(—-1 2 i—1)=
(1 2 i)+(1 —2 —i+1)=(2 0 1)

""A-B=(2 0 1) parad=(1 2 i)y B=(-1 2 i—1)[]



A5) Producto de Matrices. Sean A= (a;;) € M;,(K) vy
B = (b;j) € Mp«n(K). Se define el producto de la de la matriz A
por la matriz Bcomo la matrizC = (¢;;) € M;xn(K), denotada
A- B, y dada por:

D
Cij = Gi} by
k=1

1=1,2,....m;7=1,2,....,n

La formula anterior nos dice que para calcular el elemento que
esta en la fila i y en la columna j de la matriz producto debemos
multiplicar los elementos de la fila ¢ de la primera matriz con los
correspondientes de la columna j de la segunda matriz y luego
sumar todos estos productos.

El producto de dos matrices existe cuando el nUmero de columnas
de la primera es igual al nimero de filas de la segunda; en caso
contrario se dice que el producto no existe o que no es posible
calcularlo.

El orden de la matriz producto es el nimero de filas de la primera
matriz por el nUmero de columnas de la segunda matriz.

Si en el producto A - B la matriz A es igual a la matriz B, se tiene
la potencia A-B = A?2= A-A. De forma similar se define la
potencia A% que es A? - A.

La potencia k£ — ésima de una matriz cuadrada 4, con k € N, es el
producto de A por si misma & veces, es decir,

k veces
A=A A- ... A

Ejemplo 6. Calcule A-B y B- A para

1 -1
3

1 —4 3}
5

1 1 1

b)A:[i’ (2)} y B=[3 —4]

o100



Solucion:

a)La matriz A es de orden 3 x 2 y la matriz B es de orden 2 x 3, luego el
numero de columnas de A, que es 2, coincide con el numero de filas de By es
posible calcular A - B que sera cuadrada de orden 3.

1 -1
1 -4 3
A-B=|2 4 |- =
AR
()W) +(=11) (=) +(=D1) 1B+ (= (1)
@M+ @®HAD) (=9 +®HA) @)+ @)@1) | =
L B +6G)A)  B)(=49+G)1)  3)B3)+(B)1)

[1-1 —4-1 3-1] 0 -5 2
2+4 —8+44 6+4|=|6 -4 10

345 —1245 9+5]

0 =5 2] 1 -1 1 —4 3
"A-B=|6 —4 10| para A= |2 4 y Bz[1 1 1]
8 -7 14 3 5

Ahora al calcular BA nos damos cuenta que el nUmero de columnas de Bes 3y
el nimero de filas de A es 3, por lo que es posible calcular BA que sera
cuadrada de orden 2.

(1-84+9 —1-16+15] [2 -2
1+24+3 —144+5 | 8

2 =2

1 -1
".B-A= para B = I —43 y A=|2 4
6 8 1 1 1 3 5

b) En este ejercicio notamos que A es cuadrada de orden 2 y B es de orden
1 x 2, luego al intentar calcular A- B nos damos cuenta que el niumero de
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columnas de A, que es 2, no coincide con el nUmero de filas de B, que es 1,
por lo que el producto A - B no existe. En cambio, al intentar calcular B- A
notamos que el nUmero de columnas de B, que es 2, coincide con el niUmero de
filas de A, ademas el orden de B- A sera 1 x 2.

Calculemos el producto B - A:

pa=13 -1} =106+ (00 B+ (-00)]-

[9—4 6+0]=[5 6]

‘B-A=[5 6] para B=[3 —4]y A:[?l) (2)} H|

Propiedades del Producto de Matrices

Sean A, B y C matrices de 6rdenes apropiados de modo que los productos
qgue se mencionan a continuacion existan, y sea o un escalar en K

P1) Asociativa
A-(B-C)=(A-B)-C

P2) Distributiva respecto de la suma de matrices
A-(B+C)=A-B+A-C
(B+C)-A=B-A+C-A

P3) Movilidad de un escalar en un producto de matrices

a-(A-B)=A-(a-B)=(A-B)-«

P4) No conmutatividad
En general, el producto de matrices no es conmutativo, es decir
A-B#B-A

Cuando A- B = B - A, se dice que las matrices conmutan.
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Tipos de Matrices

M1) Matriz Nula. Una matriz rectangular se dice nula, y se
denota © 6 ©,,.,, si todos sus elementos son iguales a cero. Es
decir, A = (a;j) € Myxn(K)es nula si y solo si a;; = 0, para cada
i=1,2,....,myparacadaj=1,2,...,n

Ejemplo 6. Escriba las matrices nulas de orden 2 x 3 y de orden 3.
Solucién:

La matriz nula deorden2 x 3 es © = [8 8 8]

La matriz nula de orden 3 es © =

a

o O O
o O O
o O O

M2) Matriz Idéntica o Identidad. Una matriz cuadrada de orden
n es idéntica o identidad o unidad, y se denota I,, o simplemente
I, si los elementos de la diagonal principal son todos igualesa 1y
los elementos extradiagonales son todos ceros. Es decir,

B e 1, sii=
A = (a;;) € M, (K)es idéntica siy solo si a;; = {0 it

Ejemplo 7. Escriba las matrices idénticas de orden 2 y de orden 3.

!

Solucién:

La matriz idénticade orden2 es I, =1 = [(1)

S = O

_ O O
L]

1
La matriz idénticade orden 3esIs;=1= |0
0
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M3) Matriz Fila. Una matriz rectangular se dice matriz fila si
consta de una sola fila, no importando el niUmero de columnas. Es
decir, A = (a;j) € M;,x»n(K) es una matriz fila si y solo si m = 1.

Ejemplo 8. Escriba dos ejemplos de matrices fila.

Solucién:
El primer ejemplo de matriz fila puede ser:

A=(1 -3 5)

En este caso el orden es 1 x 3 y los elementos son niUmeros reales.
El segundo ejemplo de matriz fila:

B=(i+1)

En este caso el orden es 1 x 1y el elemento es un numero complejo. []

M4) Matriz Columna. Una matriz rectangular se dice matriz
columna si consta de una sola columna, no importando el niUmero
de filas. Es decir, A = (a;;) € M;,x»(K)es una matriz columna si
y solo sin = 1.

Ejemplo 9. Escriba dos ejemplos de matrices columna.

Solucién:
El primer ejemplo de matriz columna puede ser:

o
Il
coo

En este caso el orden es 3 x 1 y los elementos son nUmeros reales; ademas
podemos decir que A es nula.
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El segundo ejemplo de matriz columna:

()

En este caso el orden es 2 x 1y los elementos son nimeros reales. []

A una matriz fila se le denomina habitualmente vector fila y a una matriz
columna se le denomina habitualmente vector columna.

M5) Matriz Diagonal. Una matriz cuadrada se dice matriz
diagonal si los elementos extradiagonales son todos iguales a
cero. Es decir, A = (a;;) € M, (K) es una matriz diagonal si y solo
Si a;; =0, para i # j.

Ejemplo 10. Escriba dos ejemplos de matrices diagonales.

Solucién:
El primer ejemplo de matriz diagonal es:

0
0
v —2

D, =

O O =
O W O

En este caso el orden es 3 x 3y los elementos son nUumeros complejos.

El segundo ejemplo de matriz diagonal es:

-1 0
v (00 4

En este caso el orden es 2 x 2 y los elementos son nimeros reales. [_]
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M6) Matriz Escalar. Una matriz cuadrada se dice matriz escalar
si los elementos extradiagonales son todos iguales a cero y los
elementos de la diagonal prinicpal son todos iguales a una
constante k. Es decir, A = (a;;) € M, (K)es una matriz escalar si
ysolosi a;; = {k ’ S”:j

" 0 ,sii#j

Ejemplo 11. Escriba dos ejemplos de matrices escalares.

Solucién:
El primer ejemplo de matriz escalar es:

by =

oS O W
oS W O
w O O

En este caso el orden es 3 x 3, los elementos son nimeros reales y el escalar
considerado es k = 3.

El segundo ejemplo de matriz escalar es:

-1 0
ne(G0 )
En este caso el orden es 2 x 2 , los elementos son nUmeros reales y el escalar
considerado es k = — 1. []

016 0O



M7) Matriz Triangular. Existen dos tipos de matrices
triangulares: las inferiores y las superiores.

a)Una matriz cuadrada se dice matriz triangular inferior si los
elementos que estan sobre la diagonal principal son todos iguales
a cero. Es decir, A= (a;;) € M,(K) es una matriz triangular
inferior siy s6lo si a;; = 0 para i < j.

Otra definicion que es muy util en programacion es:
A = (a;;) € M,(K)es una matriz triangular inferior si y solo si
a;j=0parai=1,2,..n—1;j=i+1,i+2,...,n

b) Una matriz cuadrada se dice matriz triangular superior si los
elementos que estan bajo la diagonal principal son todos iguales a
cero. Es decir, A= (a;;) e M,(K)es una matriz triangular
superior si y solo si a;; = 0 parai > j.

Otra definicién que es muy util en programacion es:
A= (a;j) € M,(K)es una matriz triangular superior si y solo si
aij=0paraj=12,...n—-1;i=j7+1,7+2,....,n

Ejemplo 12. Escriba un ejemplo de matriz triangular inferior y otro de matriz
triangular superior.

Solucién:
Una matriz triangular inferior puede ser:

~

|
oo w
o w o
w o o

En este caso el orden es 3, los elementos son nimeros reales y también puede
ser concebida como matriz triangular superior.

Una matriz triangular superior puede ser:

-(3)

En este caso el orden es 2 y los elementos son nimeros reales. [_]
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M8) Matriz Tridiagonal. Una matriz A=(q;;) € M,(K) se dice
tridiagonal siy solo si a;; =0, para |i — j| > 2.

Ejemplo 13. Escriba, en forma general, la matriz tridiagonal de orden 4 con
elementos reales.

Solucién:
La matriz tridiagonal general de orden 4 es:

a1 a19 0 0
az azxp a0
)
0 a3 a3z axn
0 0 a3 ay

A=

CON ai1, G12, G21, 22, 23, 32, A33, A34, 43,44 € R[]

M9) Matriz Traspuesta. Sea A = (a;;) € M,,x»(K). La traspuesta
de A, denotada A’ (o también A’ o A'), esta dada por
AT = (aj;) € Myuxm(K). Es decir, para obtener la traspuesta de
una matriz se cambian en forma ordenada las filas por columnas,
y por ende las columnas se transforman en las correspondientes
filas.

Ejemplo_ 14. Obtenga la traspuesta de las siguientes matrices

1 -3
a)A= 1|5 7
12 =5
0 a —a
b)B = a 0 a |,a€eR
—a a 0
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Solucién:

a) En este caso la matriz es de orden 3 x 2, por lo tanto la traspuesta tendra
orden 2 x 3.

1 5 2
T _
A‘[—37 —5]

Notemos que la primera columna de la matriz A es la primera fila de la matriz
ATy la segunda columna de la matriz A es la segunda fila de la matriz A”.

b) En este ejercicio la matriz B es cuadrada con elementos reales y de orden 3,
por lo tanto BT también sera cuadrada de orden 3.

0 a —a
BT = a 0 a
—a a 0

Observamos que BT coincide con B; cuando sucede esto estamos frente a una
matriz llamada simétrica, que definiremos luego. I:I

Propiedades de la Traspuesta

Sean A y B matrices de érdenes apropiados de modo que todos los resultados
mencionados existan, y sea « un escalar.

T1) (AN =4
T2) (A+B)7T =AT+ BT
T3) (a - AT =a- AT

T4) (A-B)T =BT AT
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M10) Matriz Conjugada y Conjugada Traspuesta. Sea
A = (a;j) € Myuy,(C). La conjugada de A, denotada A esta dada
por A = (@i ;) € Mpxn(C). Es decir, para obtener la conjugada
de una matriz de elementos complejos se calculan los conjugados
de cada uno de los elementos de la matriz.

La matriz conjugada traspuesta, denotada A*, se define como:

A*::(Z)T

Ejemplo 15. Obtenga la conjugada de las siguientes matrices

[i -1 —3+2i]
A)A=| b )
5—i

E O 1 — 1
bB=| i $# 4
1 2 1—1
Solucién:

a) En este caso la matriz es de orden 3 x 2, y sabemos que la conjugada tendra
el mismo orden.

Para calcular la conjugada es necesario escribir todos los niumeros complejos
en la forma bindmica, es decir, en la forma a + b4, porque el conjugado a — bi
se obtiene directamente.

Tenemos que:

i—1 —3+2i —1+i —3+22 —1+i —3+2
A= 5 141 = | 5+0¢ 141 = | 5+0¢ 141 =
L i 1.1 0+ 5 0+
—144i —3+2 —14i —3+2
5+ 07 141 = | 5+0¢ 141
—1 0+: 0—1 0+
Luego
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—1+7 =342 —1+7 —3+4+2 —1—-7 —-3-2

A= | 540i 1+ =| 5+0¢ 1+ =1 5-0i 1—1 =
0—1 041 0—3 041 041 0—1
—1—7i —3-2
5 1—14
i —
Finalmente
B —1—i —3-2
A= 5 1—14
i —
para
—14+i —3+2
A= 5 1474
— i

b) En este ejercicio la matriz B es cuadrada de orden 3, por lo tanto la
conjugada de B también sera cuadrada de orden 3.

Usando un procedimiento analogo al del ejercicio de la parte a) se tiene que:

5—1 . 5—1 1+ .

= 0 1 =T 0 b
B=1 i 3 4 = i 2.0 4 =

1 2 i—-1 2 -1

G 0400 1-d 3+2 0400 1—i
0+i 0—4 44+0i|=|0+7 0—-¢ 440

14+0i 24+40i i—1 1400 2400 —1+1

— —
ot
—[t
S
<y ]
~.
o

)
—_

I

-~
ot
—[*
S5
=
_

(e}
—

|

~
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B 3+2t 0+0c 1—2¢ 3+2t 0+0c 1—2
B = 0O+ 0—4 440 | =] 0+¢ 0—i 440i | =

I1+00 2400 —141 1+0i 2+0i —1+1

3—2t 0—-0c 1+ 3—2¢ 0 1+
0—¢ O+7 4-00 | = -1 1 4
1-0 2—-00 —-1-—1 1 2 —=1-x

Finalmente

(32 0 1+
B=| -i i 4
1 2 —1-i

para

3+2 01—
B= i —i 4 H|
1 2 —1+i

Propiedades de la Conjugada y Conjugada Traspuesta

Sean A y B matrices de érdenes apropiados de modo que todos los resultados
mencionados existan, y sea « un escalar.

Cl) (A=A

—~

C2) (A+B)=A+B

C3) (a-A)=a-4

C4 (A-B)=A-B
CT1) (A") =A

CT2) (A+B) = A* + B*
CT3) (a-A)y =@ A

CT4) (A-B)* =B A*
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M11) Matriz Simétrica. Una matriz cuadrada de elementos reales
se dice simétrica si su traspuesta coincide con ella. Es decir, A es
simétrica si y solo si

AT = A

Otra definicidn Gtil en programacion es:

A= (a;;) € M,(R)es simétrica si y solo si a;; =a;;,para i

distintode j,coni=1,2,....n; j=1,2,...,n

Ejemplo 16. Verifique si las siguientes matrices son simétricas.

a)A=(1 —-1)
1 -2
b)B:[_2 3}
1 -1 1
aC=12 1 1
1 1 1
Solucion:

a) En este caso la matriz es de orden 1 x 2 y la simetria es una caracteristica
reservada exclusivamente a las matrices cuadradas, por lo tanto, no tiene
sentido hablar de simetria al trabajar con matrices no cuadradas.

b) En este ejercicio la matriz B es cuadrada de orden 2 y notamos que
b = — 2 = by, por lo tanto Bes simétrica.

c)En este caso la matriz es cuadrada de orden 3, pero cjp = — 1 # 2 = ¢y.
Luego C no es simétrica. []
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M12) Matriz Hermitica o Hermitiana. Una matriz cuadrada Ade
elementos complejos se dice hermitiana si su conjugada
traspuesta coincide con ella. Es decir, A es hermitiana si y soélo si

_N\T
A= (4)
Otra definicion til en programacion es:
A = (a;j) € M,(C)es hermitiana si y solo si todos los elementos

de la diagonal principal son complejos reales y ademas a;; = a;; ,
para i distintode j,coni=1,2,....n;j=1,2,...,n

Ejemplo 17. Verifique si las siguientes matrices son hermitianas.

(1—i 1+
DA=11-¢ o
(1 i 1-i
B=| —i 2 1+
[1+i 1—i 4
Solucién:
Cf1—i 14d)] o [1—d 14d] 14 1—i
“)A_[1—z' 2 ]:>A_[1—i 2 ]_[1—1—2' 2}

T (140 1—i]" (144 143 1—i 14i]
(A) _[1+i 2 ] _{14 2 }#{1—1' 2 }‘A

Finalmente concluimos que A no es hermitiana.

1 i 1—i 1 —i 1+4i
byB=| —i 2 1+4+i|l=B=]| i 2 1—i
14+i 1—i 4 1—i 1+i 4
. 1 =i 1+4d]" 1 i 1
(B) | ¢« 2 1-i| =| -« 2 1+i|=8B
1—i 1+i 4 14i 1—i 4
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Finalmente observamos que B es hermitiana. [_]

M13) Matriz Antisimétrica. Una matriz cuadrada de elementos
reales se dice antisimétrica si su traspuesta coincide con la
opuesta de ella, esto significa que los elementos de la diagonal
principal deben ser todos cero y los elementos extradiagonales
correspondientes tienen el mismo valor excepto por una
diferencia de signo. Es decir, A es antisimétrica si y solo si

AT = — A
Otra definicidn Gtil en programacion es:
A= (a;;) € M,(R)es antisimétrica si y solo si a;; =0,

i=1,2,..,n Y a;j; = —a;;, para i distintode j,coni=1,2,....,n
2 j=1,2,...,n

Ejemplo 18. Verifique si las siguientes matrices son antisimétricas.

(2 —1
a)A—_1 0

[0 a 0
WB=|—-a 0 0

0 00

c¢) La matriz nula de orden 3
Solucioén:
a)En este caso la matriz es de orden 2 y observamos que a;; = 2 # 0, esto

muestra que A no es antisimétrica.
Otra manera de mostrar lo mismo es calcular A”y compararla con — A:

SRR P ER
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b) En este ejercicio la matriz B es cuadrada de orden 3 y notamos que todos
los elementos de la diagonal principal son ceros y que by, =a= — by,
biz =0 = —bs, bo3 = 0 = — b3y, por lo tanto B es antisimétrica.

Otra manera de mostrar lo mismo es calcular B” y compararla con — B:

0 a 01" [0 —a 0 0 a 0
Bl=|—-a 0 0 =la 0 Ol=-|—-a 0 O0(=-8B
0 0 0 0O 0 0 0 0 0
c) En este caso la matriz es cuadrada de orden 3 y se cumple que 67 = — ©,

por lo que la matriz nula de orden 3 es antisimétrica. |:|

M14) Matriz Antihermitica o Antihermitiana. Una matriz
cuadrada de elementos complejos se dice antihermitiana si su
conjugada traspuesta coincide con la opuesta de ella. Es decir, A
es antihermitiana si y solo si

_N\T
(A)::—A
Otra definicién Gtil en programacion es:
A = (a;j) € M,(C)es antihermitiana si y solo si los elementos de

la diagonal principal son imaginarios purosy a;; = —a;;, para ¢
distintode j,coni=1,2,....n;j=1,2,...,n

Ejemplo 19. Verifique si las siguientes matrices son antihermitianas.

i —1—3
DA=110 3
[3—i 1—14
WB=| —i —4i —1—i
1+ 1—i —4
Solucion:
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i —1=d] 5 [ i —i—di] [ -i -1+
a)A_[l—i — 3i ]:“A_[1—i — 3i }_[1+i 3i ]

NT [ =i —1+i)" [ =i 1+4i]
(A) __[14-i 3i ] - {—1.+i 3i} =4

Finalmente concluimos que A es antihermitiana.

3—i i 1-i 340 —i 1+

DWB=| —i -4 —1-i|=>B=/| i 4 —1+i
14+i 1-i —4 1—i 1+i —4

o 3w =i 1wd 1T [34d 01—

Qﬂ | i 4 —14d| = i 4 14d| #
1—i 14+i —4 14+i —14i —4

34— — 14

i 4i 1+i | = -B

—1—-7 —1+4: 4

Luego B no es antihermitiana. [_]

M15) Matriz Involutiva. Una matriz cuadrada de elementos en K
se dice involutiva si su cuadrado coincide con la idéntica del
mismo orden. Es decir, A es involutiva si y solo si

A=1

Ejemplo 20. Obtenga dos ejemplos de matrices involutivas de orden 2.
Solucioén:

Sea A = {Z Z} una matriz cualquiera de orden 2 con elementos reales.

Tenemos que
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AQZA'A:[CL b].[a b]:[aQ-l—bc ab—i—bd]
c

d c d ac+dc cb+ d?
Luego
2

9 a“+bc ab+bd| |1 0

A _Ij[ac+dc ch+d2| "o 1] 7
a’?+bc=1 (1)
ab+bd =0 (2)
ac+dc=0 (3)
cb+d*=1 (4)

De la ecuacion (2) se tiene que:
bla+d)=0=>b=0V a= —d

Supongamos en lo que sigue que b = 0.
Reeplazando b = 0 en la ecuacion (1):
a?+0)(c)=1=da’=1=a=1V a= —1
Reemplazando b = 0 en la ecuacion (4):
)0)+d*=1=d*=1=d=1V d= -1
Notemos que de la ecuacion (3) se tiene:
cla+d)=0=c=0V a= —d

Lo anterior muestra que podemos elegir por ejemplo:
b=0,a=1,d= —1y ccualquier valor.

Por lo tanto dos matrices involutivas pueden ser:

T

S
1

a
Al__c d___?) -1
b (1 0
Sl P 5 -1
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Observemos que

1 0 ] [1 0 ] (1 0]
2 . = =
Ap = 3 —1| |3 —1] |0 1) I
1 0] [1 0 ] (1 0]
2 . — —
ol 5 —1| |5 —1] |0 1) r

M16) Matriz Idempotente. Una matriz cuadrada de elementos en
K se dice idempotente si su cuadrado coincide con ella misma. Es
decir, A es idempotente siy solo si

A=A

Ejemplo 21. Obtenga cuatro ejemplos de matrices idempotentes de orden 2.
Solucién:

a

Sea A = [b

inicial es absolutamente arbitraria, esto significa que podemos elegir otra
estructura para comenzar a trabajar.

b .
a una matriz de orden 2 con elementos reales. Esta estructura

Tenemos que

2_._ab_ab
A_AA_{b a] [b a]

a® + b? 2ab
2ab a? + b?

2 | 12
9 a“+b 2ab |  |a b
A _A:>[ 2ab a*+b?]  |b a
a’+ b =a (1)
2ab =0 (2)

De (2) se tiene que:

2ab—b=0=002a—-1)=0=b=0 V a:%
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Si reemplazamos b = 0 en la ecuacion (1) se tiene que:

a?+0=a=d*=a=ad*-a=0=ala-1)=0=a=0 V a=1

De estos resultados obtenemos dos matrices:

a b] [0 O
Al_ba__OO
a b (1 0
=1 — 101

Lo anterior nos dice que la matrices nula e idéntica son idempotentes.

Por otro lado, si reemplazamos a =

D=

(%)2+b2:%:>b2:%

T

1 2 _
—4:>b =

en la ecuacion (1) se tiene que:

41
=b=+35

De los resultados anteriores se obtiene que:

r 1 (11
A . a b . D) 2]
57 b a|l |1 1
- L2 2
- Tl 1
A= |9 b| 3 - §]
T N I S |
- L~ 2 2
Finalmente podemos decir que cuatro ejemplos de matrices idempotentes
pueden ser:
0 0
T
Ay = 0 1l I
(11
_ 12 2
As=11 1
L2 2
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Ay =

DO
|
DO

=

1
2

N —

M17)  Matriz Nilpotente. Una matriz A € M,(K) se dice
nilpotente de indice k si existe un nimero natural k, que es el
menor posible, tal que A* = O,

Ejemplo 22. Obtenga un ejemplo de matriz de orden 2 nilpotente de indice 2,
distinta de la nula.

Solucién:

SeaA:{

a

b i] una matriz de orden 2. Notemos que esta estructura inicial es

arbitraria, esto significa que podemos elegir una estructura diferente para
comenzar a trabajar.

Tenemos que

AQZA'A:[CL b}'[a b}:[aQ-i—bQ ab-l—bc}

b ¢ b ¢ ab+bc b2+

2 4 12

5 a*+b> ab+bc| |0 0O
A _®2$[ab+bc bV +c2| [0 0
a?+ b =0 (1)
ab+bc=0 (2)
b+ =0 (3)

De (1) se tiene que:

a?= —b>=a==Lbi

De (2) se tiene que:

bla+¢c)=0=b=0V c= —a

De lo anterior concluimos que una matriz nilpotente con k& = 2 puede ser:
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A= [a b] = [be —bbi]’ conbeR

En particular una matriz nilpotente de indice k =2es: A= “ 1 ] ]

M18) Matriz Periddica. Una matriz A € M,,(K) se dice periodica
de periodo k si existe un numero natural k, que es el menor
posible, tal que A* = A

Ejemplo 23. Obtenga dos ejemplos de matrices de orden 2 periddicas de
periodo 3, distintas de la nula.

Solucion:

La matriz idéntica de orden 2 es una matriz perodica de periodo 3, pues

(o S D - 2 - -

Ademas la matriz — I, es periddica de periodo 3 pues
(=L)P=(-1’Ll= -5

Finalmente los dos ejemplos de matrices periddicas de periodo 3, distintas de
la nula, son:

=l 8]y e e
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Matriz Inversa

Sea A € M, (K). Se define la inversa de A, denotada A~!, como
la Unica matriz tal que:

A AT=A"1. A=1,
con A1 € M, (K).

Si A~!existe se dice que A es invertible, inversible, no singular,
no degenerada o regular.

Ejemplo 24.
Calcule las inversas de

fa b
a)A = ¢ d],conad—bc#o

D) B — 1 —1}

3 2
1 1

c) C = {1 1]

Solucion:

a) Usando la definicion tenemos que si A~! = [;C Z], entonces

porrene s S 22 )-

c d z W 0 1
ar +bz =1 (1)
ay+bw =0 (2)
cx+dz=0 (3)
cy+dw=1 (4)



Multiplicando la ecuacion (1) por — ¢ y la ecuacion (3) por a se tiene que:
—car—chbz= —c
acr+adz=0

Sumando las ecuaciones anteriores:

(ad—=bc)z= —c=2z= con ad — be # 0.

_—¢
ad—bc

Reemplazando el valor de z recién calculado en (3) se tiene que:

—d _—c
¢ ad—bc

cx:—dzixz_?dz:x: =5 =

ad—bc
Multiplicando la ecuacion (2) por — ¢ y la ecuacion (4) por a se tiene que:

—acy —bcw =0
acy +adw =a

Sumando las ecuaciones anteriores se tiene que:
o _ a
(ad —bc)w=a=w= ——

Reemplazando este resultado en (2):

a __=b
ad—bc =Y = ad—bc

ISEISy

ay+bw =0=ay= —bw=y= —%w:}y: —

Por lo tanto

d —b

A—lz[x y]:[ad—bc ad—bc]:ﬁ{ d _b]

zZ w —c _a ad—oc [ — ¢ a
ad—bc  ad—be

Finalmente podemos decir que:

-1
[Ccl Z] :adl_bc‘[_dc :Lb],conad—bc%()

El resultado recién obtenido nos permite calcular la inversa de una matriz
cualquiera de orden 2 que cumpla con la condicién ad — be # 0.

;Qué sucede si ad — bc = 0?. En ese caso la inversa no existe, y si no existe la
inversa no tiene sentido calcularla, por lo que siempre se debe calcular
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primero el nUmero ad — be, y si es distinto de cero podemos aplicar la formula
anterior.

1 -1

b) Para calcular la inversa de B = [3 5

} usaremos la formula obtenida en

el ejercicio anterior.
Notemosque: a=1,b= —1,c=3y d=2.
Luego

ad—bc=1-2—(—-1)-3=24+3=5#0

En este caso vemos que es posible calcular la inversa de B.

2
T ad=bc | —¢ a 5| =3 1| _%

¢Es posible verificar si la inversa calculada recién esta correcta?.
La respuesta es afirmativa. Si pensamos en la definicion de inversa notamos
que B - B~! debe ser igual a la idéntica de orden 2.

2

1 -1 §

. Bl = . 5
B-B [3 2} [_%

Esto muestra que la inversa que calculamos es correcta.

U= Ot =

[SHINFS I
I
I
| —
O =
= O
| IS |

oy o=

3
5
6
5

A= Ol =

_|_

c¢) Notemos que para C = [1 ” se tiene que ad —bc=1-1=0, por tal

motivo podemos decir que C~! no existe. [_]

Propiedades de la Inversa

Sean A y B matrices cuadradas de orden n invertibles con elementos reales, y
a un escalar real.

Inv1) A-!es Unica.

Inv2) (A ) 1=4
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Inv3) (A7)l = (A1)
Inv4) (A-B)'=B"1.4"!
Inv5) (ad)'=a'A" =141 cona#0

Invé) A triangular = A~! triangular
A diagonal = A~! diagonal
A simétrica = A~!simétrica
A antisimétrica = A~!antisimétrica

Operaciones Elementales

El calcular inversas de orden 3 o superior usando la definicion se torna un
proceso largo y poco practico, porque por ejemplo, para calcular la inversa de
una matriz de orden 4 debemos resolver un sistema de 16 ecuaciones y 16
incégnitas. Un método mucho mejor es mediante el uso de operaciones
elementales.

Sea A € M,,»,(K) . Se definen las siguientes tres operaciones elementales
sobre filas (también se pueden definir usando columnas, pero no lo
consideraremos):

(1) Intercambiar o permutar las filas i y j de A. Esto se escribe F;;(A), o F;;
cuando quede claro con respecto a qué matriz se esta realizando la operacion
elemental. Notemos que: F;; (A) = Fj;(A)

Ejemplo 25.

1 -3
Obtenga FQ]_(A) Yy F13(F12(A)> SiA= 12 1
0 0
Solucién:

Calculemos en primer lugar F» (A), es decir, debemos intercambiar las filas 1 y
2 de A.

2 1
Fn(Ad)=[1 -3
0 0
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Ahora calculemos F3(Fi2(A)) , recordando que Fy (A) = Fio(A).
2 1 0 O

1 -3 ) =11 =3[

0 0 2 1

(2) Multtiplicar la fila i de A por un escalar no nulo k. Esto se escribe
F;(k)(A), o F;(k)cuando quede claro con respecto a qué matriz se esta
realizando la operacion elemental.

FIS(FIQ(A)> = F13<

Ejemplo 26.

1 -1 2 4
Obtenga Fh(—2)(A) y F3(3)(4) siA=[2 0 0 -1
4 8 2 —4

Solucion:

Calculemos Fy( —2)(A)

Ahora, para calcular F;;(%)(A) multiplicamos cada elemento de la fila 3 de A
por % para obtener:

1 -1 2 4
F3(3)(4) = (2 0 0 1) W
4 1

(3) Multiplicar la fila i de A por un escalar no nulo k y sumar el resultado a
la fila j . Esto se escribe (F;(k)+ Fj)(A), 6 F;(k)+ F; . Es comdn escribir
F; = F;(k) + F; para dejar claramente establecido que la nueva fila j es la fila
i multiplicada por el escalar £ sumada a la antigua fila j.

Ejemplo 27.
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Obtenga (Fh(—2)+ F1)(A) y (Fs(3)+ F)(A) si A=

1 -1 2

0 O 1

0

Solucién:

Calculemos (F»( —2) + F1)(A). Para ello multiplicamos los elementos de la fila

2 de A por el escalar —2 y el resultado se lo sumamos a los elementos
correspondientes de la fila 1 de A.

1+(0)(=2) —1+(0)(—2) 2+(1)(—2)] {1 —1
(Fy(—2)+ F)(A) = 0 0 1 =10 0
0 2 —4 0 2

Ahora, para calcular (Fg(%) + F5)(A) multiplicamos cada elemento de la fila 3

de Apor % y los resultados se suman con los elementos correspondientes de la

fila 2 para obtener:

1 1+ 0)(3) 1+ @(3) 2+(-49(3)
(F3(3) + F2)(A) = 0 0 1 =
0 2 —4
10 0
o0 1 ([
0 2 —4

Calculo de la inversa mediante operaciones elementales

u ] ué Y u i
La pregunta ahora es: ;De qué modo voy a usar las operaciones elementales
para calcular la inversa de una matriz cuadrada de orden superior?.

Primero necesitamos saber cuando dos matrices son equivalentes.

Sean A € M,,;x»n(K) y B € M,,x,,(K). Las matrices Ay B se dicen
equivalentes, lo que se denota A ~ B, si una puede ser
obtenida de la otra mediante operaciones elementales.
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3 3 1 1
puede obtener de A multiplicando la segunda fila de A por 1. 0 también se
puede decir que A se obtiene de B multiplicando la segunda fila de B por 3.

Por ejemplo, A= [1 } es equivalente a B = [1 ]porque B se

En segundo lugar necesitamos conocer qué es una matriz ampliada.

Sean A€ M, (K) y B e M,;,»,(K). La matriz (A | B)de
orden m x (n+ p) se denomina matriz ampliada y esta formada
por las columnas de A a las que se les agrega al final las columnas

de B
1 2 -1 2 5}
Por ejemplo, si A=1|0 1 1 y B=|7 -9 , entonces la
0 0 3 3x3 6 6 3Ix2
matriz ampliada es
1 2 -1 2 )
(A | By=|0 1 1 7 -9
00 3 6 6

Ahora, para calcular la inversa de una matriz cuadrada A mediante
operaciones elementales debemos hacer uso del siguiente teorema:

donde I representa la matriz idéntica del mismo orden de A.

Lo anterior significa que partimos con la matriz ampliada (A | I) vy
mediante operaciones elementales intentamos generar la matriz idéntica
donde esta la matriz A y a la par efectuamos las mismas operaciones sobre la
idéntica, si el proceso llega a su término tendremos donde estaba la matriz A4 a
la idéntica y donde estaba la idéntica tendremos la inversa de A. Ademas, si el
proceso no es posible finalizarlo significara que la inversa no existe.

Ejemplo 28.

Calcule la inversa de las siguientes matrices usando operaciones elementales

1 -1 2
a) A=10 0 1
0 2 —14
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Solucién:
a) La matriz ampliada (A | I') en este caso es
-1 2 |

1
(A|I)=1]0 0 1|
0 2 —4 |

o O
o = O
— o O

Transformemos la matriz A en la matriz idéntica mediante operaciones
elementales y efectuemos al mismo tiempo las mismas operaciones
elementales sobre la idéntica de orden 3.

1 -1 2 | 100 1 -1 2 | 100
(AlI)y=]0 0o 1 | o1 o0o|l~%™0o 2 —41]001
0 2 -4 | 0 0 1 0 0 1 | 0 1 0
1 -1 2 | 10 o0
~ P2 g 1 o | 0 0 1/2| ~ BEHRIB(E2HR
0o 0 1 |01 0
1 -1 0 | 1 =2 0 1 00 | 1 0 1/2
0 1 0] o0 2 12|~POFIy 1 0 02 172
o 0o 1 | 0 1 0 001 ] 01 0
10 1/2
De lo anterior concluimos que A~ = [0 2 1/2
01 O

Siempre es posible comprobar que el resultado obtenido es el correcto
multiplicando la matriz dada por la inversa calculada lo que debe dar la
idéntica. En efecto

a

I
oo
o= o
—_ oo



b)Para B = ; ﬂse tiene que la ampliada es:
(1 2 _
CIF I } ~ F-2)+E,
1 2 | 1 0 o B(-1/3)|1 2 |1 0  B(-2)+R
0 -3 | -2 1 01 | 2/3 —-1/3
10| —-1/3 2/3
01| 2/3 -1/3
: _ -1/3  2/3 [ 1 =2
1 _ — _ =
De lo anterior se concluye que B _[ 2/3 _1/3]_ 3{_2 1]

Comprobemos que el resultado obtenido es el correcto.
4 op_ 1|1 =27 [r 2]_ 1[-3 0]_[1 0
BB_3[—21}[21_30—3_01D

¢) La matriz ampliada (C | I') en este caso es

2 1 -1 ] 100
(c|I)y=(11 1 | 010
33 3 | 001

Debemos, mediante operaciones elementales, obtener la idéntica donde

aparece la matriz C, y a la vez debemos realizar las mismas operaciones
elementales sobre la idéntica.

21 -1 100
(clry=[11 1 | o010
33 3 |00 1
1/2 —1/2 | 1/2 0 0
~BA2) 0y 1 1 ] 0 10
3 3 | 0 01



1 1/2 —1/2 | 1/2 0 0

~ Fi(=D+Fs Fi(=3)+F | 1/2 3/2 | —-1/2 1 0
0 3/2 9/2 | -3/2 0 1
1 1/2 —1/2 | 1/2 0 0
~B2 10 1 3 ] -1 20
0 3/2 9/2 | -3/2 0 1

1 1/2 —1/2 | 1/2 0
B(=3/2)+F | o ] 3 | -1 2

o0 o0 | 0 -3

Y

En este punto observamos que la tercera fila se ha hecho igual a la nula, esto
muestra que es imposible transformar la matriz C en la idéntica como se
pretendia; a partir de esto podemos decir que la inversa de C no existe o de
forma equivalente la matriz C no posee inversa. []
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2 DETERMINANTES

Determinantes

El determinante de una matrizcuadrada A = (a;;) € M, (K),
denotado| A| 0 det(A), es un nimero real o complejo que se
obtiene de la siguiente manera:

ai1 ,sin=1

[Al=1 ¢ - n g
Y>oaijcj; ,sin>2, paraalgun i desde 1 hasta n
7=1

donde ¢;; = (—1)""7| 4;4|, con A;; la matriz que se obtiene de A
eliminando la fila i — ésima y la columna j — ésima.

A la definicion anterior es necesario agregar algunos comentarios
importantes :

a) Si la matriz posee elementos reales, entonces el determinante de tal matriz
sera un numero real, y de forma similar si la matriz posee elementos
complejos, entonces su determinante sera un numero complejo.

b) El valor que asume ien la definicion es elegido de tal manera que el calculo
del determinante sea "mas sencillo”, es decir, elegiremos una fila con una
mayor cantidad de ceros, si es que la hay; o una fila en donde aparezcan
numeros enteros con los cuales sea facil multiplicar. Si no observamos una fila
que sea mas facil de trabajar que otra elegimos cualquiera.

Notemos que no importando la fila elegida el valor del determinante siempre
es el mismo para una matriz dada.
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c¢) Los nimeros ¢;; se denominan cofactores.

Ejemplo 1.

Calcule, usando la definicion, el determinante de las siguientes matrices :

a) A=(—-4)
1 -3
p=ls 7
b
H:[ ];a,b,c,dE]R
d
2 1 -1
d)G=11 1 1
3 0 3

e)J = 1 _ZZ], con ¢ la unidad imaginaria.
Solucién:
a) A=(—-4)

En este caso n = 1y por tanto usamos la rama superior de la definicion.

|A| = ajl = — 4

No confundir el determinante de una matriz con el valor absoluto de un
numero real, aunque sus notaciones sean iguales. Esta es la razéon porque

algunos prefieren usar la notacion det(A) en vez de | A|, pero si tenemos claro
qué representa el argumento no nos confundiremos.
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En este caso n = 2, por lo que debemos usar la rama inferior de la definicion.
2
| Bl =22 aij cij
j=1

En este punto debemos elegir una fila para calcular el determinante, pero
como no existe diferencia entre ambas filas optemos por trabajar el
determinante usando la primera fila, es decir, i = 1.

2
| Bl =2 a1 c1j =ancu+apcp (%)
j=1

Calculemos los cofactores.

cu=(-D"Bu|=]1|=1
co=(—1)"?|Bp|=—-|2|= -2

Reemplazando estos valores en la expresion (x) se tiene que :
|B|=aj1c11 +apc9=1-14(=3)-(—-2)=14+6=7

Finalmente: |B| =7 []

a b
c)H—[C d]’ a,b,c,d € R

Usemos la segunda fila para calcular el determinante, es decir, i = 2.
(Como ejercicio calcule el determinante usando la primera fila).

2
|H| =3 haj coj = ha1car + hazca (%)
=1

Calculemos los cofactores :

cn = (=1 Hy|=—|b|= —b

e =(—1)*?|Hp|=|a|=a

Reemplazando estos valores en la expresion (xx) se tiene que :

|H|:h21621+h22022:C-(—b)-l-d'a:ad—bc
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a b

Finalmente: |H | = e d

‘:ad—bc

Lo anterior muestra que para calcular el determinante de una matriz cuadrada
de orden 2 se deben multiplicar los elementos de la diagonal principal y a tal
resultado restarle el producto de los elementos de la diagonal secundaria. |:|

En este caso n = 3. Por otro lado, elegiremos la tercera fila (i = 3) porque
aparece un Oen la posicion (3,2), esto redundara en que no deberemos calcular
el cofactor c3, porque cualquier nUmero multiplicado por cero es cero.

3
|G| =>"93j c3; =gs31¢31+ g32¢32 + g33cs3 = 3¢31 + 03 + 3 g3 =
=1

3c31 + 3cs3 (>|<>|<>|<)

Calculemos los cofactores :

1 -1
C31=(—1)3+1|G31|: 1 1 ‘:14_1:2

2 1
033:(—1)3+3|G33|: 1 1‘:2_1:1

Reemplazando los valores de los cofactores en la expresion (xxx) se tiene que :
|G| =3c31+3c33=3-24+3-1=6+3=9

-1

1 =9
3

Finalmente :

W =
o =

1 ) . . . L.
e) J = [Z _ZZ], con i la unidad imaginaria.
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De la parte c) de este ejercicio sabemos que |H | = d

‘ =ad — bc
Luego, usando la férmula anterior, se tiene que :

1
T =1

m=\

Finalmente : ‘ 1

Regla de Sarrus

Ya sabemos como calcular el determinante de una matriz de orden 2, pero
;como se calcula el determinante de una matriz de orden 3?

a1; a2 ag
SiA= | asy ax» a3 |,entonces
a3z; az2 ass

| A | = 11022033 + 12023031 + Q21032013 — A13022031 — A11A23032 — A33G1202]

;No existira una forma mas facil de calcular el determinante de una matriz de
orden tres?. Mi memoria es muy mala, requiero mucho tiempo para recordar mi
nombre, jcomo esperan que recuerde la formula anterior?. Para aquellos que
tienen mala memoria existe un método que espero les ayude, tal método se
llama regla de Sarrus.

Bueno, Pedrito Sarrus not6 que si repetia las dos primeras columnas de la
matriz al final de ésta obtenia lo siguiente

ai; a2 a3 aix a2
a1 Q22 Q23 A21 Aa22
a3; az2 a3z azr as2

;Y qué paso?. Lo que pasa es que con esto obtenemos tres diagonales
principales (aquellas que van desde la esquina superior izquierda a la esquina
inferior derecha) y tres diagonales secundarias (aquellas que van desde la
esquina superior derecha a la esquina inferior izquierda). Graficamente:

Tres diagonales principales
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a a 211 a1?
221 a2
231 @32 1 2

Tres diagonales secundarias

2311 217 13 1 12

221 i 1 a2z
fa fa az1 aze

;Y qué hago ahora?. Si miramos la definicion dada al inicio observamos que los
productos de los elementos de las diagonales principales coinciden con los
productos que van con signo positivo, y los productos de los elementos de las
diagonales secundarias coinciden con los productos que van con signo negativo.
Y esa es precisamente la regla de Sarrus.

En resumen, la regla de Sarrus dice: adiciona a la matriz cuadrada de orden 3
las primeras dos columnas al final de la matriz, y luego multiplica los
elementos de las diagonales, manteniendo el signo de los productos de las
diagonales principales y cambiando el signo de los productos de las diagonales
secundarias. Finalmente, el determinante de la matriz dada es la suma de
todos los productos obtenidos.

Es importante recordar que la regla de Sarrus sirve sélo para matrices de orden
3.

Ejemplo 2.

Use la regla de Sarrus para calcular el determinante de la matriz

1 -1 2
J=10 2 3

1 0 —1
Solucion:

Repitamos las dos primeras columnas de la matriz al final de ésta.

Veamos cuales son las diagonales principales :
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— 1 -1
0 2
1 0 1

La suma de los productos, en este caso, es:
P=0@2)(-1)+(=1)B)D)+(2)(0)(0)= -2-3= -5

Las diagonales secundarias :

1 -1 1
0 / 2
1 0
La suma de los productos de las diagonales secundarias es:
Py=—(2)2)(1) - MB)O0) = (=DO)(-1)= —4

Luego el determinante de la matriz J es

| J|=P,+P,= —5+(—4)= —9

1 -1 2
Finalmente: [0 2 3 |= -9[]
1 0 -1

Propiedades del Determinante

Sean A y B matrices cuadradas de orden n con elementos reales, y « un
escalar real.

Det1) |A| = | AT|

El determinante de una matriz y de su traspuesta son iguales.

Det2) |A-B|=|A|-|B]
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El determinante de un producto de matrices es igual al producto del
determinante de cada uno de los factores.

Det3) B = F,;(A) = | B| = — | 4|

Si hacemos un intercambio de filas (o0 de columnas) en una matriz, entonces su
determinante cambia de signo.

Det4) B=F,(a)(A) = |B|=a|A|, cona #0

Si multiplicamos una fila (o una columna) en una matriz por un escalar no nulo,
entonces el determinante de la matriz resultante debe ser multiplicado por el
mismo escalar.

Det5) B = (Fi(a) + F})(A) = |B|=|AJ],con a#0

Si multiplicamos una fila (o una columna) de una matriz por un escalar no nulo
y el resultado se lo sumamos a otra fila (o columna) de la misma matriz,

entonces el determinante de la matriz resultante es igual al determinante de
la matriz original.

Det6) A= (O,,J) triangular = |A| = H Q;; = Qa11 - QA9 * - - Ay
i=1
El determinante de una matriz triangular es igual al producto de los elementos
de la diagonal principal.
Det7) |a-A|= a"|A|,con a € R

El determinante de una matriz multiplicada por un escalar es igual al escalar
elevado al orden de la matriz por el determinante de la matriz original.

Det8) Si una matriz posee una fila (0 una columna) nula, entonces su
determinante es cero.
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Det9) Si una matriz posee dos filas (o columnas) iguales, entonces su
determinante es cero.

Det10) Si una matriz posee una fila (o una columna) que es multiplo escalar de
otra fila (o columna), entonces su determinante es cero.

Det11) A-lexiste < |A|#£0

La inversa de una matriz existe si y solo si su determinante es distinto de cero.

Det12) | A~!| :m,para|A|;&0

El determinante de la inversa de una matriz es igual al inverso multiplicativo
del determinante de la matriz original, siempre que tal determinante sea
distinto de cero para asegurar la existencia de la inversa.

Ejemplo 3.

Obtenga los siguientes determinantes :

1 -1 2
a)l2 -2 4

1 1 1

3 1 0
B2 —3 0

1 -1 0

1 3 5 2
¢) 0 -1 3 4

2 1 9 6

3 2 4 8

3cos(a)  3sen(a)

—3sen(a) 3cos(a)|’ con o€ R
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Solucion:

1 -1 2
a) Para calcular el determinante |2 —2 4| podriamos haber ocupado la
1 1 1

regla de Sarrus, pero si observamos bien nos damos cuenta que la segunda fila
es igual a la primera multiplicada por 2, y de acuerdo a la propiedad Det10)

1 -1 2
concluimosque [2 —2 4|=0
1 1 1
1 -1 2
Finalmente: |2 -2 4|=0[]
1 1 1
3 1 0
b) En el caso del determinante |2 —3 0| observamos que la tercera columna
1 -1 0
3 1 0
es nula, por tanto, usando la propiedad Det8), se tieneque |2 —3 0| =0.
1 -1 0
3 1 0
Finalmente: |2 -3 0|=0[]
1 -1 0
1 3 5 2
. 0 -1 3 4 .
c) Para calcular el determinante 9 | g | usaremos operaciones
3 2 4 8

elementales para trasformar la matriz original en una matriz triangular.
Notemos que la matriz es de orden 4 y por tanto no se puede ocupar la regla
de Sarrus.

Triangularicemos para después calcular el determinante.

1 3 5 2 1 3 5 2
0 —1 3 4 _, Fi(-2)+F 0 —1 3 4 _, Fi(-3)+F,
2 1 9 6 0O -5 —1 2
3 2 4 8 3 2 4 8
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1 3 5 2 1 3 5 2
0 -1 3 4 _, B(=5)+F; 0 —1 3 4 _, B(=T)+F}
0 -5 -1 2 0 0 —16 —18
0 -7 —11 2 0 -7 —11 2
1 3 5 2 1 3 5 2
0 -1 3 4 _, Fy(~2)+F, 0 -1 3 4
0 0 —16 —18 0 0 —16 —18
_0 0 —-32 —26 0 0 0 10

Como hemos ocupado solamente operaciones elementales del tercer tipo
(multiplicar una fila por un escalar no nulo y sumar el resultado a otra fila),
entonces el determinante de la matriz original es igual al determinante de la
matriz triangular.

1 3 5 2 1 3 5 2
0 —1 3 4 0 —1 3 4
2 1 9 6/ |0 0 —-16 —18 =1(-1)(-16)(10) = 160
3 2 4 8 0 0 0 10
1 3 5 2
, 0 —1 3 4
Finalmente : 9 1 9 6 = 160
3 2 4 8

El método usado en este ejercicio para calcular el determinante es usado
comunmente cuando se trabaja con matrices de orden superior, es decir, con
matrices de orden 4 hacia arriba. [_]

3cos(a)  3sen(a)

—3sen(a) 3cos(a) |’ conack

0|

Para calcular el determinante dado podemos usar la propiedad Det7) porque
en cada elemento de la matriz aparece un factor repetido que es 3. Luego

=5 ((conte) ) senten) <

=9 [cos*(a) + sen*(a)] =9

‘ 3cos(a)  3sen(a)
—3sen(a) 3cos(a)

cos(a)  sen(a)

3 — sen(a) cos(a)
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3cos(a)  3sen(a)

—3sen(a) 3cos(a) =9,conack[]

Finalmente :

Método de la Adjunta

Hasta ahora habiamos usado la definicion y el método de las operaciones
elementales para calcular la inversa de una matriz. A continuacion agregamos
un método que es muy Util especialmente para matrices de orden 3, el llamado
Método de la Adjunta.

El Método de la Adjunta se basa en el siguiente resultado :

AT! = o Adj(A) (%)

donde Adj(A) es la matriz llamada adjunta de A, con Adj(A) = (¢;;)T, donde
los elementos c¢;; son los cofactores de la matriz A, mencionados en la
definicion de determinante.

Note que la inversa existe solo cuando | A| # 0, por lo que siempre que se
quiera calcular la inversa de una matriz deberemos en primer lugar calcular su
determinante para ver si es distinto de cero. En caso de que el determinante

sea cero, la inversa no existe, por lo tanto no tiene sentido calcularla.

Para el caso n = 2, es decir, una matriz cuadrada de orden 2, la adjunta es

aaja = ()

Ci2 C22

y para el caso n = 3 la adjunta es
Ci1 C1 C3

Adj(A) = | ci2 ¢ c3
C13 C23 (33
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con ¢;;=(—1)" | A;l,
y

| A;j| el determinante de la submatriz cuadrada que se obtiene de A
eliminando la fila 7 y la columna j.

Ejemplo 4.

Calcule la inversa de A = (; _51) usando el método de la adjunta.

Solucidn:

Calculemos, en primer lugar, el determinante de A.

[Al=1)6) - (-1(@2)=5+2=7#0

De lo anterior, podemos decir que la inversa de Aexiste porque su

determinante es distinto de cero.

Calculemos Adj(A) = (2“ 221>, donde ¢;j = (—1)* |Ayl|,i=1,2;j=1,2
12 22
en= (1" An|=5]=5

Recuerde que A;; es la matriz que se obtiene de A eliminando la fila 1 y la
columna 1.

cn = (=1 Ay |=—|-1]=1

Recuerde que A,; es la matriz que se obtiene de A eliminando la fila 2 y la
columna 1.

Finalmente

cp= (-1 A= —[2]= -2
e = (-1 An|=[1]=1

Por lo tanto, Adj(A) = <CH 621) - ( —52 1)

Ci2  C22
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y se tiene que la inversa de A = (1

[\)
Ot
—_
N————
(9]
(7]

— 1 . 1 5 1
A 1:WAdJ(A):7(—2 1>

I
/N
| ~jo

o
= =
N~

Finalmente : <;

e |
—_
N————
I
|
VR
| ~J| Ut
NN
= 3=
N~

Ejemplo 5.
Calcule la inversa de A = <CCL Z) usando el método de la adjunta.

Solucién:
Calculemos el determinante de A.
| A| =ad—bc

Observemos que el determinante sera distinto de cero si ad # bc, por lo tanto
supondremos esto en lo que sigue.

Calculemos la matriz adjunta.

aaja = ()

Cl2 €22
con
cn=(-1D)"Ay|=]d|=d
cn = (=1 Ay | = —|b]= -
co= (=D Ap|= —|c|= —c¢
cp=(—1"Ap|=al=a

Por lo tanto, Adj(A) = <C” 621) = < d - b)

Ci2  C22

y se tiene que la inversa de A = (ZL b) es
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_ 1 ) 1 d —b
Al:mAd](A):ad——bc< )

-1
. a b 1 d —b
Finalmente : <c d,> :ad—_bc< . ),con ad —be # 0[]

—C

Ejemplo 6.
1 2 3

Calcule lainversade A= | —3 0 1 | usando el método de la adjunta.
0 -1 2

Solucioén:

Calculemos el determinante de A.

[ Al = (1)(0)(2) + 2)(1)(0) + (=3)( = 1)(3)

—(3)0)0) =@ (=3)2) -MM)(-1) =9+12+1=22F#0
Calculemos la matriz adjunta.

ci G €31
Adj(A) = | cia 2 3

C13 C23 C33

con
0 1
011:(—1)1+1|A11|=‘_1 2‘:1
_ 2+1 _ 2 3 _ _
= (=D A= —| ) o= -(@+3)=-T
2 3
031:(—1)3+1|A31|=‘0 1‘:
-3 1
cp=(—1)"Ap|= - 0 o|= —(=6)=6
1 3
6222(—1)2”\1422\:‘0 2‘:2
_ 342 _ 1 3 _ _
632—(—1) ‘Agg‘—— _3 1——(1+9)——10
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-3 0
013:(—1)1+3|A13|=‘ 0 _1‘:3
1 2
ey = (— 1) Ay | = — =—-(-1=1
0 -1
1 2
033:(—1)3+3|A33|=‘_3 0‘:6
Cc11 C21 €31 1 -7 2
Por lo tanto, Adj(A) = Clg C99 C39 = 6 2 — 10
€13 C23 €33 3 1 6
1 2 3
y se tiene que lainversade A= —3 0 1 ]es
0 -1 2
1 72
X X 1 -7 2 262 222 2210
-1 _ _1 ; — L _ — 9 =N £
A7 =1 Adj(A) =55 | 6 2 0 )=, 2 -5
3 1 6 3 1 6
22 22 22
1 1 7 2
1 2 3 262 222 2210
Finalmente: [ -3 0 1 =% 5 - |
0o -1 2 3 1 6
22 22 22

Ejemplo 7.
a1; a2 a3

Calcule lainversade A = | as1 a2 ass | usando el método de la adjunta.
a3zr az2 ass

Solucion:
a1; a2 a3
Calculemos el determinante de A = | as1 a9  as
a3; az2 as3

| A | = 11022033 + 12023031 + Q21032013 — G13022031 — A11A23032 — A33G1202]

Calculemos la adjunta de A.
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Ci1 C21 C31
Adj(A) = | ci2 ¢ c3
Ci13 C23 C33

con
asy a
cr= (=DM AL| = 2 B = Ggpass — agzazm
azy ass
_ 2+1 _ a2 a3 | _
co1 = (= 1) Ay | = — = — (a12a33 — a13a32)
asy ass
ayy  a
ez = (=13 Az | = 20T — g ha0s — arzag
az a3
asy a
co=(— D)2 Ap|= — |7 "B = — (aya3; — asnay)
a3y ass
ayy a
co = (= 1) Ago| = |1 "B = ay1a33 — arzas
a3z ass
ayy a
ez = (— 1)3”\ Asy \ = - Bl= - (a11a23 — aszas)
a21 Q23
asy a
ciz= (=D Az | = 2L — g asy — agas
as; a2
_ 2+3 _ an a2 |
C23 = ( - 1) |A23 | = - = - (a11a32 - a12a31)
as; a2
ayy  a
c33=(— 13| Agg| = | TP = agam — apag
as; G2

Por lo tanto,

ci1 Cu C31
Adj(A) = c12 ¢ cp | =
ci3 C23 €33

(220433 — 23032 - (a12a33 - a13a32) Q12023 — 413422
— (ag1a33 — azas) ai1G33 — a13a31 — (a1a93 — ar3a9)
a210a32 — A220G31 - (a11a32 - a12a31) 11022 — A12021

y se tiene que lainversade A= | as ag ass | €s
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-1 1 . o
ATl = oy Adj(A) =
1 .
011022033+012023031 021032013 — 013022031 — (11023032 —A33012021

22033 — Q23032 — (a12a33 — aizasz) a12a93 — 413092
- (CL21CL33 - CL23CL31) a11a33 — 4130431 - (a11a23 - a13a21)
a21a32 — Q22031 — (a11a32 — ar2as;) a11a92 — A12G21
Finalmente :
Al = !

11022033+ 012023031 121032013 — 013022031 —G11 023032 —A33012021

22033 — Q23032 — (a12a33 — ai3asz) a12a93 — 413092
- (CL21CL33 - CL23CL31) a11Ga33 — @130A31 - (a11a23 - a13a21) |:I
a21a32 — Q22031 — (a11a32 — ar2as;) a11a92 — A12G21
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EJERCICIOS MATRICES Y DETERMINANTES

1

Sea A = (a;;) € M3(R)la matriz definida de la siguiente manera:

a1 =2,i=1,2,3

G VA i
a'ij— (H—j—l) , 1= 172737 ]_273

a) Escriba explicitamente la matriz A.

b) Emplee operaciones elementales para determinar si esta matriz es inversible
y encuentre la inversa en caso de que lo sea

c) ¢;Es triangular la matriz A?

2

Sean las matrices A =

a) Calcule A —3B?+ 1013

b) Emplee operaciones elementales para determinar si la matriz B es invertible
y encuentre la inversa en caso de que lo sea

c) Calcule (AB)Ty compare el resultado con BT AT

3

Se dice que una matriz cuadrada A es ortogonal ssi A~ = AT,
Muestre que:
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A

IeeX 10" 0 sena
0 1 0 ,a €R

—sena 0 cosa

es ortogonal, utilizando operaciones elementales.

4
Sea i) = (28 270,

senf3  cos(

Calcule:
a) R(B1) R(B2)
b) R(51 + (2)

¢) R(51) + R(B2)
d) R(B)?

5

Hallar todas las matrices que conmuten en M,(R) con (

6

1 2

3 4

Muestre que la propiedad (4 B)~! = B~! A~! se verifica para

—__ O
o~ o

1 -1 2 -1
0 0 1 1

usando el método de la adjunta.

|
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7

Encuentre matrices en M, (R) que verifiquen las propiedades siguientes:

a) AB=0:A#60;B+0
b) A2=0; A+0
C)AB=0vy BA#6
dyA2=A; A+,
e)AB=AC;B+C
f)AT =A; A+

8)AB =5L;A# 1D

Obs.: 1) © representa la matriz nula.
2) I, representa la matriz identidad de orden 2.

8

Considere dos matrices triangular superior de orden n. ;Qué sucede con la
suma y con el producto?.

Haga el mismo estudio anterior para matrices diagonales y escalares. ;Qué
concluye?.

9

Determine el valor o los valores de o« € R, de modo que \A\ =1, para

cosa  senq
A=
1 coSs
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10

Dadas las matrices:

141 -3
Z-Q 1)

(i+1)°

1
-3

v 2

NN

y B=

MHI\D

Calcule AB; BA; A*; B*; (A+ B)*; (A— B)?; (i — 1) A.

11

1 —7 1—42
Sea A = 0 1 -2
-1 1 0

Obtenga las siguientes matrices:

a) Al
b) [(Fl( -1+ )+ F21} (A)
c) —(1+4)-A

d) [F(-3)(4)] I

12

1 3 -2
0 1 — 1 [ posee elemento igual a — 1 en
3 —2 6

Muestre que la inversa de A =

la posicion (1, 3).

13

Muestre que la inversa de una matriz triangular superior de orden 3 es siempre
triangular superior.
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14

Sj dA(t) —

-1
A _(dazii(t))’ entoncescalcule[%}@] para

Obs.: La derivada de una matriz es la matriz formada por las derivadas de cada
uno de los elementos de ésta.

15
. 1 -1
Dada la matriz A = (O 1 ), calcule:
a) |AY]
b) |5 A

e) [(A) 1+ (A7)

d) A— 24+ Adj(A) - A

16
1 0 -1 0
Calcule el determinante de la matriz A = 8 Cll _11 _01 , a € R, usando
a 1 1 1

operaciones elementales.

17

a) Recordemos que a;;,i=1,2,3,...,n indica cuales son los elementos que
estan en la diagonal principal de una matriz A = (a;;) € M, (R).

Escriba expresiones generales que muestren cuales son los elementos que estan
en la superdiagonal, en la subdiagonal y en la diagonal secundaria.
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b) Si A= (a;;) € M,(R), entonces escriba una formula para calcular la suma de
los elementos de una fila cualquiera de la matriz.

18

y D= , a € R, d € R, calcule:

S =
— 8 O
O O X

1
Dadas las matrices A = | 0
0

= O
QO O

a) D? - AT

b) (D HT + (D)t —a A

19
Calcule, usando operaciones elementales, la inversa de la matriz
1 -2 0
A=13 -1 1
0 1 1

20

Muestre que todas las matrices escalares de orden 3, distintas de la nula,
poseen inversa.

21
0 1 -1 a
. 1 a 1 -1
Resuelva la ecuacion |A| =3 con A = 1 1 -1 o |'e€ R
0 1 1 1

0 66 O



22
Sea A € Msy»(R) dada por

1 .
ay = T o iHI>2
0 i +7<2

a) Obtenga A
b) Verifique si 34 — 3AT es antisimétrica

¢) Calcule [(10A - AT)]"!

d) Verifique si A1 . (A )T . AT . A = [1 — 1]

23

1 - .
. — L, stt—J] <2
Muestre que si A= (a;;) € M3(R), con a;;j=4q ¢J ~’ i =l ,
J J .
0 , en caso contrario

entonces (AT)? es simétrica.

24

Muestre que siA = L D LT € M, (R), donde L es una matriz triangular inferior
y D es una matriz diagonal, de érdenes apropiados, entonces A es simétrica.

25

Muestre que si R = [

_11], entonces |[R- RT +31] >0

O 67 0



26

1 1 1

Muestre que la matriz [ ap a1 as | € M3(R) es invertible si ay # a; # as.
2 2 2
ap aj Gy

27

Muestre que : |A| =4 = |2(AT - I,- A1)~ =2, para A € M, (R)

28

Muestre que si A es una matriz cuadrada tal que A + %I y A-— %I son ambas
ortogonales, entonces A es antisimétrica.

29
3 -2 1 0
5 4 3 =2
Calcule det 1 —9 1 —1
4 6 8 7

30

Muestre que es falsa la siguiente afirmacion: “No existen matrices
antisimétricas que sean ortogonales.”

31
0o 2 -1
SeaA=1{|3 5 7
1 4 -3
Calcule :

a)| AT - A7V 43 |24]

b)A 1 —24

O 68 O



Algunos Ejercicios Resueltos
Matrices y Determinantes

R11

1 -1 2
Tenemos que > = — 1, por tanto A = ( 0 1 — 2)

-1 1 0
1 0 -1

aAt=| —i 1 1
2 -2 0

b) [(Fl( — 1)+ )+ F21] (4) =

1 —1 2 0 1 -2 1 1—-¢ 0
-1 1+¢ —4 |+ 1 -1 2 = 0 1 -2
—1 1 0 -1 1 0 -2 2 0

—(1+419) i—1 —2(1+419)
c)(1+i)~A( 0 —(1+1i) 2149 )
1+ — (1 +7) 0

-3 3 —6
d)[F1(3)]ItF1(3)(0 1 _2) H|

R12
Recordemos que A1 = ﬁ Adj(A), con Adj(A) = (cji).

Al=6-9+0—(—6)—2-0=12-9-2=12—11=1
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3

631:(_1)3+1 |A31|:‘1

Por tanto, el elemento (1, 3) de la inversa de A es :

R13
aj; a2 ag
SeaA=1| 0 ayp a-g
0 0 ass

Luego

| A| = ananass

-2
-1

‘z —3+42= -1

C31

3
Al

Usemos operaciones elementales para calcular la inversa.

[a;1 a;p a3 | 1 0 0 1 1 1
F 4 \. F L . F —_—
| 0 0 ass | 0 0 1
[ 1 alg/an a13/a11 | 1/CL11 O O a93
Fy(—23) 4 R
0 1 ass/az | 0 1/ag 0 _, Blegy) +h
0 0 1 | 0 0 1/ag
(1 ap/an afan | 1/an 0 0 Fy(— 3
0 1 0 | 0 1/0,22 — (1,23/<a22 (1,33) — 11
0 0 1 | 0o o0 1/ass
[1 app/a;; 0 | 1/an 0 — a3/ (a1 asz) ajo
Fo(——2) 4+ F;
0 1 0| 0 1/aw —am/lamag)| — Cad)th
0o 0o 1] 0 0 1/ass
[1 0 0 | 1/any —aa/(ai1axn) (asaiz — azas)/(air ax ass)
010 ] 0 1/ag — a3 /(a2 ass)
001 ] o0 0 1/ass
1/a11 - a12/(a11 a22) (a23 a2 — as a22)/(a11 a2 a33)
Al = 0 1/ags — a3 /(ags ass)
0 0 1/ass

Notamos que A~!es efectivamente triangular superior.
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R16

Triangularicemos la matriz A usando operaciones elementales.

0 1 -1 a 1 1 -1 0

—1 a ]. —1 — F13 —]. a 1 —]. N F1(1)+F2

1 1 -1 0 1 -1 a

i 0 1 1 1 0 1 1 1

[ 1 1 -1 0 1 1 -1 0

0 ].+CL 0 —1 N F24 0 1 1 1 N FQ(—1)+F3
0 1 —1 a 0 1 -1 a

0 1 11 0 I+a 0 -1

[ 1 1 -1 0 1 1 -1 0

0 1 1 L | . B(-1-a+r |0 1 1 1 _, By(—(14a)/2)+F
0 0 -2 a-—1 0 0 -2 a—1
_O 1+a 0 -1 0 0 —-1—a —-—2-—a
(11 -1 0

0 1 1 1

0O 0 =2 a—1
0 0 0 —3a’—a—3
|A|:—2(—%a2—a—%):a2—|—2a—|—3

Finalmente resolvamos la ecuacion [A] =3 :

|A| =3 :»a2+2a+3:3:>a2+2a:o:a(a+2):0:{Zlfo 5

g = —
Concluimos que los valores de a que hacen que det(A)=3 sona= —2y
a=0.
R17

a) Superdiagonal : a; ;11,7=1,2,3,...,n—1
Subdiagonal :a; ;—1,7=2,3,...,n
Diagonal Secundaria: a; ,—i+1,t=1,2,3,...,n
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b) Zaij, i=1,2,3,...,n D

J=1

R18

¢ 0 0
=10 d 0
0 2d d°

a2 0 0 1 0 0 d? 0 0
0 d 0|-|la 1 0| =]|d% d? 0
0 2d d? 0 a 1 2da  2d + d*a d?

b) Calculemos D~! usando operaciones elementales.

(d 0 0 1 0 0 L 100 5 00
0 d o 0 1 0| — F1(g);F(g)d#0 010 0 % 0 — B(=1)+F
001 4001 01 d o0 01
(100 X 0 o0 1 oo i o o
1
00 L ofl="@lo1o00 L o
1 1 1
0 0d o0 -3 1 0010 —2 1
1
oo
Dl=1]0 1 0], d#0
1 1
0 -z a

Por otro lado, (D~HT = (DT)~!, por lo tanto:

(D) + (D7) —a A= (D) + (DY) —aA=2(DY) —ad =

O7z0



1
a V0 1 a 0
20%—%—a8(1)clzz %—a—%—aQD
1 2
0 0 d 0 d- a
R20
E 0 O
E= |0 k 0] representa a todas las matrices escalares de orden 3 distintas
0 0 k
de lanulasik #0
Ahora
E 0 O
|E|=|0 k 0|=Ek #0, puesk #0
0 0 k

De lo anterior, concluimos que E posee inversa porque su determinante es

distinto de cero.
Finalmente, podemos decir que todas las matrices escalares de orden 3,

distintas de la nula, poseen inversa. I:I

R22
1 1
a)A:[al1 al?]: 0 1+2 = 0 3
e L1 B

b) De a) se observa que A es simétrica, es decir, AT = A.Luego :

3A-3AT=3(A-AT)=36=0= [8 8] es efectivamente antisimétrica

1 10 7 1
0 L 0 L 0 L
_ 3| 3 T _ 3
swacal? [ 4w}
3 4 3 4 | 3 4
o 10 o 1] 10 10
Ty _ 3 3 _ 9 12
(104-AD =11 | |1 1|~ |1 125
3 4 3 4 | 12 72
i 710 125 _ 10
Ty\1—1 __ 1 72 12 | _ 81 72 12
(104 - A7)] —g—5—£[ 10 10 ]_10[ 10 m]
12 9 12 9



45 21
32 40
BE/E)

40 10

d) AL (AT AT A= AL [(AT) L AT] A=A T A=

s 4f 3o

R26

1 1 1
ap a1 ay| = a1ai + azal + apal + — ajal — axa? — apal =
a2 a? a2

ar(a3 — a3) + ap(a? — a3) + as(a? — a?) # 0, pues ay # a; # axy al menos dos de
estas constantes es distinta de cero, ademas a? — a? # 0, para i # j. |:|

R31

En primer lugar es conveniente calcular el determinante de A, porque de ese
modo podemos saber si posee inversa.

0 2 -1

|A|=13 5 7 |=0+14-124+5-0+18=25
1 4 -3

Dado que | A| # 0, A posee inversa.

a) | AT- AT 4 32 A] = [ AT || AT + (3)(2°) | Al = [ Al + (3)(2%) | 4] =

1+ 24| A| = 1+ 24(25) = 601

b) Calculemos A~! usando operaciones elementales.
0 2 -1 : 10
3 5 7 0 1
1 4 -3 : 0 0

1 4 -3
—tsl3 5 7
02 -1

Fi(=3)+F,

—_ o O
— o O
o = O
o O
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(1 4 -3 00 1
0 —7 16 01 —3| — RV
0o 2 -1 1 0 0
(1 4 -3 0 0 1
0 1 —16/7 : 0 —1/7 3/7| — DA
02 -1 : 1 0 0
(1 4 -3 0 0 1
0 1 —16/7 0 —1/7 3/7 | — B2
0 0 25/7 1 2/1 —6/7
(1 4 -3 : 0 0 1
01 —16/7 : 0 —1/7 3/7 | — BUYDIRBEETA
0 0 1 c o T/25 2/25  —6/25
(1 4 0 21/25 6/25 7/25
010 16/25 1/25 —3/25| — PR-H+HA
0 0 1 : 7/25 2/25 —6/25
[1 0 0 : —43/25 2/25 19/25
01 0 16/25 1/25 —3/25
0 0 1 7/25  2/25 —6/25
—43/25 2/25 19/25
LAl = 16/25 1/25 —3/25
7/25  2/25 —6/25
Luego :
—43/25 2/25 19/25 (0 2 -1
Al —2A=| 16/25 1/25 —3/25|—-2|3 5 7 | =
7/25  2/25 —6/25 1 4 -3
[ —43/25 2/25 19/25 0 4 -2
16/25 1/25 —3/25| — |6 10 14 | =
7/25  2/25 —6/25 2 8 —6]

[ —43/25 —98/25  69/25
—134/25 —249/25 —353/25 | []
| —43/25 - 198/25  144/25
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3 SISTEMAS DE

ECUACIONES
LINEALES

Sistemas de Ecuaciones Lineales

Se define un sistema de ecuaciones lineales como el conjunto de
ecuaciones con la estructura siguiente :

anxi + appxs + ... + apx, = by
ao1T1 + a99xs + ... + as, T, = by

Am1T1 + Gmao + ..o. + QnTn = b,

donde a;;,con i=1,2,..,m;j=1,2,..,n son ndimeros reales
conocidos, al igual que los numeros b;, i = 1,2, ..., m.

A los numeros desconocidos z;, j=1,2,..,n se les denomina
incognitas.

Resolver un sistema de ecuaciones lineales consiste en obtener los valores de
las incognitas que satisfacen todas las ecuaciones.

Observemos que el sistema mencionado en la definicion anterior posee m
ecuaciones y n incognitas. Cuando el nimero de ecuaciones coincide con el
numero de incognitas se dice que el sistema es cuadrado.

Un sistema es equivalente a otro cuando ambos poseen la misma solucion.
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Todos los sistemas de ecuaciones lineales se pueden escribir en forma
matricial del siguiente modo :

Az =0
con
ail aig : : : a1in
as a2 : : : Aon
A= . . e . la matriz de coeficientes
L am1 am2 : : : Amn |
i
by
b= | - | el vector de constantes
- bm -
y
o
)
z = | - | el vector de incognitas
_xn -

Un sistema cuyo vector de constantes es nulo, se denomina sistema
homogéneo, es decir, el sistema Az = @ es un sistema homogéneo.
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Ejemplo 1.
Escriba, en forma matricial, los siguientes sistemas de ecuaciones lineales :

a)
3r —2y= —4
—r+y= —1

con z y y incognitas.

b)
1 — Ty = — X3
Ty +2x4 = — 3271

con x1, xo, T3 Y x4 incognitas.
¢)
r—t=mx

con z y t incognitas.

Solucién:

a)
dr—2y= —4
—r+y= —1

con z y y incognitas.
El sistema

3r—2y= —4
—z+y= —1

esta formado por 2 ecuaciones y 2 incognitas, es decir, es un sistema cuadrado.
Escribamoslo en forma matricial.

Az =0b
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Adicionalmente podemos considerar distintas formas de escribir el sistema
anterior de acuerdo a la disposicion de sus elementos.

Si reordenamos las incognitas, entonces aparece el sistema equivalente :

—2y+3rx= —4
y—z= —1

cuya expresion matriciales Az =b

con

o[ 2l

Observemos que un cambio en el orden de las incognitas produce un cambio en
las columnas de la matriz de coeficientes.

Si ahora cambiamos el orden de las ecuaciones se obtiene el sistema
equivalente :

—r+y= —1
3r—2y= —4

con expresion matricial asociada: Ax = b

con

o[ 2] [

Observemos que un cambio en el orden de las ecuaciones produce un cambio
en las filas de la matriz de coeficientes y también en las filas del vector de
constantes.
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b)

T1 — g = — T3
Ty +2x4 = — 313

con z1, w9, x3 Y x4 incognitas.
Este sistema esta formado por 2 ecuaciones y 4 incognitas.

Reordenando los elementos para que aparezcan de la forma indicada en la
definicion, se tiene que :

T1+x3—24=0
31+ 29+ 224 =0

Ahora escribamos este sistema homogéneo en forma matricial.

Az =0>b
con
x1
e[
Ty

Notemos que siempre es posible, conocida la forma matricial, escribir el
sistema asociado en la forma normal.

x1

B 1 01 —1)|x| |0 r1+w3—x4 | |0
A“"_b;‘[ ] 3 _[0};‘{3x1+x2+2x4}_[0};‘

T4

T1+x3—24=0
3x1+x9+ 224 =0

Esto nos permite ver que es equivalente un sistema de ecuaciones lineales
escrito en la forma normal que el correspondiente escrito en forma matricial.
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c)

r—t=mx

con z y t incognitas.

Reordenando los elementos, se tiene que :
x—mr —t=0=>1—-m)z—t=0

Este sistema esta formado por una ecuacion y 2 incégnitas. Su forma matricial
es Az =1b

con
A=[1-7 —1];b=[0];z= [m]

Este sistema también es homogéneo, pues su vector de constantes b es igual al
vector nulo. []
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Métodos para Resolver Sistemas de Ecuaciones Lineales
Cuadrados

En lo que sigue supondremos que m = n, es decir, trabajaremos con sistemas
cuadrados en donde el numero de ecuaciones coincide con el nimero de
incognitas.

Los dos primeros métodos que mencionaremos se basan en el uso de las
operaciones elementales, en el primer caso para obtener un sistema
equivalente cuya matriz de coeficientes sea triangular conocido como Método
de Gauss, y en el segundo caso para obtener un sistema equivalente cuya
matriz de coeficientes sea diagonal conocido como Método de Jordan.

Método de Gauss

Recordemos que este método se aplica a sistemas de ecuaciones lineales
cuadrados.

Este método consiste en aplicar operaciones elementales a la matriz ampliada
[A b]asociada a la forma matricial Az =b de modo que la matriz de
coeficientes A sea transformada en una matriz triangular. Es importante
destacar que se aplican a la par las mismas operaciones elementales sobre el
vector de constantes b, generandose finalmente un sistema equivalente
triangular Tz = ¢ que se resuelve usando sustitucidon regresiva o progresiva
dependiendo de si generamos una matriz triangular superior o inferior,
respectivamente.

Ejemplo 2.

Resuelva, usando el Método de Gauss, el sistema de ecuaciones lineales
siguiente:

20 +3y —z=1
z—2=0
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—z+4+2y—32=56
Solucion:

En primer lugar debemos escribir el sistema en forma matricial.

2 3 -1 T 1
A= 1 0 —-1|;xz=|y]|;b=1]0
-1 2 -3 z 6

Calculemos el determinante de la matriz de coeficientes.

3 -1
0 —-1|=04+3—-2-04+4+9=14+#0
2 -3

2
Al=| 1
—1

Ahora aplicaremos operaciones elementales sobre la matriz ampliada [A b]
con el objeto de triangular la matriz A, y de ese modo obtener un sistema
triangular equivalente Tz = ¢

2 3 -1 : 1
(A Bl=| 1 0 —1 : 0| — AEYDHRA/2)4R
~1 2 -3 : 6
2 3 | 2 3 ~1 1
0 —-3/2 —1/2 : —1/2| —BOB+RIg _3/2 _1/2 . —1/2
0 7/2 —7/2 : 13/2 0 0 —14/3 : 16/3

Hemos conseguido triangularizar superiormente la matriz A, con lo que el
sistema triangular equivalente es:

20 +3y—z=1
3 1. 1
T2YT2F= T3
_ 14, _ 16
377 73
2 3 -1 " 1
3 1 1
conT=1|0 -5 —5|;z=|y|;c=]| "3
o o -4 z 0

Usando sustitucion regresiva, es decir, partimos resolviendo la Gltima ecuacion
para despejar la Ultima incognita y el resultado obtenido se reemplaza en la
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penultima ecuacion para despejar la penultima incognita y asi sucesivamente,
se tiene que:

_ 16 _ _ 8

=T 1T 7

3., _1 __ 1 3,1 __ 1 _ 38 3, _ 15 2 15 _ 3
¥y =3 32 =3Y=3 3 ( 7):2?/—14:> 3°14 YT 7
2x:1+z—3y:>2x:1—§—%:>2x:—%émz—%

Finalmente podemos decir que el vector solucion del sistema
20 +3y—z2z=1

r—2=0
—z+4+2y—32=56
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Método de Jordan

Este método también se aplica a sistemas de ecuaciones lineales cuadrados.

Este método consiste en aplicar operaciones elementales a la matriz ampliada
[A b]asociada a la forma matricial Az =b de modo que la matriz de
coeficientes A sea transformada en una matriz diagonal. Es importante
destacar que se aplican a la par las mismas operaciones elementales sobre el
vector de constantes b, generandose finalmente un sistema equivalente
diagonal Dz = d que se resuelve muy facilmente. Para obtener el sistema
diagonal se generan ceros bajo la diagonal principal y sobre la diagonal
principal de la matriz de coeficientes, por lo tanto, la primera etapa del
Método de Jordan, que es generar ceros bajo la diagonal principal o sobre la
diagonal principal segin nuestra eleccién, coincide exactamente con el Método
de Gauss, es decir, el Método de Jordan incluye al Método de Gauss.

Ejemplo 3.

Resuelva, usando el Método de Jordan, el sistema de ecuaciones lineales
siguiente:

20 +3y—z=1
z—2=0
—x+4+2y—32=6

Solucién:

Observemos que el sistema anterior es el mismo que resolvimos en el ejemplo
2 usando el Método de Gauss.

2 3 —1 : 1
(A Bl=| 1 0 —1 : 0| — ACEYDHRRA/2)4R
~1 2 -3 : 6
2 3 | 2 3 -1 1
0 —-3/2 —1/2 : —1/2| —BOB+RIg _3/2 _1/2 . —1/2
0 7/2 —7/2 : 13/2 0 0 —14/3 : 16/3
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Falta la segunda etapa del proceso, que es generar los ceros en la parte
superior de la matriz de coeficientes.

2 3 -1 1

0 0 —14/3 : 16/3

2 3 0 S ¢ 2 0 0 . —16/7
0 —-3/2 0 . —15/14| — P@+A g _3/2 0 . —15/14

0 0 —14/3 :  16/3 0 0 —14/3 :  16/3

Hemos conseguido obtener el sistema diagonal Dz = d con

16
2 0 0 . - 16
D=0 2 0 ;= |y|;d %
o o -4 z 16
3 3

Para resolver el sistema anterior debemos despejar directamente cada
incdgnita de cada ecuacion :

16 8
2__7:> B 7
3 15 5
—2Y T TY=7
14 _ 16 _ _ 8
T3EFT3 7T 7

Finalmente la solucion del sistema
20 +3y—z=1
r—z2=20

—x+4+2y—32=26

es
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que coincide, como era previsible, con la obtenida usando el Método de

Gauss. [_]

Método de la Inversa

El Método de la Inversa requiere que el sistema sea cuadrado, es decir, igual
numero de ecuaciones que de incdgnitas; y ademas el determinante de la
matriz de coeficientes A debe ser distinto de cero, para asegurar la existencia
de la inversa de A.

Recordemos que la forma matricial de un sistema de ecuaciones lineales es

Az =b (1)

Si premultiplicamos (multiplicamos a izquierda) por A~! la igualdad (1) se
tiene que:

At (Az)=A1 b =A1 Az=41b =1 z=4"1b =

z=A"1b

De la expresion obtenida notamos que el Método de la Inversa consiste en que
para calcular el vector de incognitas debemos premultiplicar el vector de
constantes por la inversa de la matriz de coeficientes.

Ejemplo 4.

Resuelva, usando el Método de la Inversa, el sistema de ecuaciones lineales
siguiente:

r+y—z=1
r+2y— 2=0
—r+y—3z=2
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Solucion:

En primer lugar debemos verificar si la matriz de coeficientes posee un
determinante distinto de cero.

11 -1
Al=| 1 2 —1|= —64+1-1-24+14+3=—4#0
-1 1 -3

Ahora podemos proceder con el calculo de la inversa de A sabiendo que tal
inversa existe porque | A| # 0

Para calcular la inversa podemos usar operaciones elementales o el método de
la adjunta. Usaremos operaciones elementales.

1 1 -1 : 1 0 0
I 2 -1 0 1 0| — B+ R1)+F
| -1 1 =3 00 1
(11 -1 1 0 0
01 0 1 1 0| — B2
|0 2 —4 1 0 1
(11 -1 1 0 0
01 0 -1 1 0| — BCEYY
[0 0 —4 3 -2 1
(11 -1 1 0 0
01 0 1 1 0 | — BO+A
0 0 1 -3/4 1/2 -1/4
(1 1.0 : 1/4 1/2 —1/4
0 1 0 - -1 1 0 — B(-1)+F
00 1 : =3/4 1/2 —-1/4
[1 0 0 5/4 —1/2 —1/4
0O 1 0 -1 1 0
001 : -3/4 1/2 -—1/4
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5 1
4 -2 -
De lo anterior concluimos que A™' = | —1 1
3 1
]
Aplicando el Método de la Inversa se tiene que:
5 1 1
z 4 —3 —1||l
z=A1tb=|y|=| -1 1 0 0] =
z _3 1 1112
4 2 4
Las incognitas toman los valores = = % ,y= —1y z

089 0
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Método de Cramer

El Método de Cramer requiere que el sistema sea cuadrado y que ademas el
determinante de la matriz de coeficientes sea distinto de cero.

Sean z;, i =1,2,...,n las nincdgnitas del sistema con n ecuaciones Ax = b.
Sea A;,con i=1,2,...,n, la matriz que se obtiene de A reemplazando la
columna i — ésima por el vector de constantes b.

El Método de Cramer nos dice que para obtener los valores de las incognitas
debemos usar la formula:

A; .
xr; = ||A|| ,parai=1,2,3,...,n

Ejemplo 5.

Resuelva, usando el Método de Cramer, el sistema de ecuaciones lineales
siguiente:

r+y—z=1
r+2y—2=0
—r+y—3z=2

Solucion:

En primer lugar escribamos el sistema en forma matricial.

1 1 -1 T 1
A= 1 2 —-1|; z=1|yl|; b=1|0
-1 1 -3 z 2

Calculemos ahora el determinante de A para saber si es distinto de cero.
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1 1 -1

|A‘: 1 2 —-1|=-64+1-1-24+143= —-4+#0
-1 1 -3
11 —1
0 2 —1
A 21 3] _6-924044+41-0 _ -3 3
MET=TATS T ST 4 T

Notemos que A; es la matriz que se obtiene de A reemplazando la primera

1 1
columna | 1 por el vector de constantes b = | 0
-1 2
1 1 -1
1 0 -1
_ oA [-1 2 3] o41-2-0+4243 _ 4 _
LEY=TA T a T 1 = =1

Notemos que A, es la matriz que se obtiene de A reemplazando la segunda

1 1
columna | 2 | por el vector de constantes b= | 0
1 2
1 11
1 20
pm o= sl _IZL L 2] aporipe00 5 5
| Al —4 —4 —4 4

Notemos que A; es la matriz que se obtiene de A reemplazando la tercera

-1 1
columna | — 1 | por el vector de constantes b = | 0
-3 2

Finalmente el vector solucion esta dado por:

T
= | T2
€3

3
4

a

Il
IS

1
3]
4
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Rango de una Matriz.

;Qué es el rango de una matriz?. Es el niumero de filas distintas de la nula
luego de un "proceso de triangulacion”.

;Qué es un proceso de triangulacion?. Es la aplicacién del método de Gauss a
una matriz que no necesariamente es cuadrada.

Ejemplo 6.

Calcule el rango de las siguientes matrices:

1 -1 2 0
a) A= 1 1 1 -1
-1 1 -2 0
(2 1 —1
hWB=1|1 2 -1
11 1
1 3 5 —2
)C=1_"9 0 0 1
Solucion:
1 -1 2 0
a) A= 1 1 1 —1
-1 1 -2 0
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Observamos que es imposible seguir generando ceros sin perder los que ya
hemos ganado. Cuando llegamos a esta etapa significa que el proceso de
triangulacion ha terminado, y procedemos a contar las filas distintas de la
nula, nUmero que se corresponde con el rango de la matriz A.

Luego: rango(A) =2 D

2 1 —1
BB=|1 2 -1
11 1
[2 1 —1
1 2 —1| — HE1Y2)+E; Fi(-1/2)+F;
11 1
[2 1 —1 2 1 —1
0 3/2 —1/2| — BEAHE 19 372 _1/2
0 1/2  3/2 0 0 5/2

Hemos finalizado el proceso de triangulacion, que en este caso como la matriz
es cuadrada coincide exactamente con una triangulacion comun. Ahora
contamos el numero de filas distintas de la nula y concluimos que
rango(B) = 3, pues se observan tres filas distintas de la nula. |:|

1 3 5 =2 _, Fi(2)+F 1 3 5 =2
0 0 1 0 6 10 -3

Es imposible seguir generando ceros, por lo tanto, rango(C) = 2. |:|
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Clasificacion de los Sistemas de Ecuaciones Lineales
Rectangulares.

Un sistema de ecuaciones lineales se dice rectangular cuando no
necesariamente es cuadrado.

Clasificaremos los sistemas haciendo uso del concepto de rango de una matriz.
Esta clasificacion recibe el nombre de Teorema de Rouché-Frobenius.

Sea Ax = b un sistema de ecuaciones lineales escrito en forma
matricial, con IV incognitas. Sean r4 el rango de A y ry;, el rango
de la matriz ampliada (A : b)

i) ry =14 = N = elsistema posee solo una solucion

i) T4 =14, <N = el sistema posee infinitas soluciones

En este caso se deben fijar N — r,incognitas y despejar las
restantes incognitas en términos de las que se fijaron.

iii) r4 # ra, = el sistema no posee soluciones

Ejemplo 7.
Clasifique los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:
a)
3r—2y+z=1
r—4y—2=0
—r+4y+z= —1
b)

20 —y =4
rT—y=

0% 0



r—4=y+=z
44—z =4z
Solucioén:

a) El sistema
3r —2y+z2=1
r—4y—2=0

—rc+4y+z= -1

escrito en forma matricial es:

3 -2 1 T 1
A=1| 1 -4 —-1|l;z=|y|;b=1] 0
-1 4 1 z —1

Trabajaremos solo con la matriz ampliada (A:b), pues de ésta podemos
extraer la informacion relativa al rango de A y al rango de la ampliada.

3 -2 1 : 1
(A . b) — 1 —4 —1 . 0 — Fl(—1/3)+F2 ; F1(1/3)—|—F3
~1 4 1 |
[ 3 -2 1 : 1 ]
0 —10/3 —4/3 : —1/3| — RO+
0 10/3 4/3  +  —2/3
[ 3 -2 1 : 1 ]
0 —10/3 —4/3 : —1/3
0 0 0 : -1

Tenemos que 74 =2y ry = 3. Como ambos nimero son distintos concluimos
que el sistema no posee solucion. |:|

b) El sistema

20 —y =4
r—y=1
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escrito en forma matricial es:

s MR

Luego

2 -1 4 _
(A:b) = {1 . 1] — Fi(=1/2)+F
2 =1 : 4
0 —1/2 : -1

Tenemos que r4 =2 =1y = N. Lo anterior nos dice que el sistema posee
una solucion.

c¢) El sistema

lo podemos reescribir como

r—y—z=4
r+4z=4

y escrito en forma matricial es:

x
I [ I
z

1 0 4
Luego
_ |1 L =1 4 Fi(=1)+F;
(A:b) = [1 0 4 ] —
1 -1 -1 4
0 1 5 0
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Tenemos que ry =2 =ry <N =3. Lo anterior nos dice que el sistema
posee infinitas soluciones. [_]

Ejemplo 8.
Resuelva el sistema 3r —2y+52=1
r—y+z=0
Solucioén:
3 —2 5 1 _, Fi(~1/3)+F; 3 -2 ) 1
1 —-11 0 0 —1/3 —-2/3 —1/3

ry = rango(A) = 2 =ry = rango(A : b) < N = 3 = existen infinitas soluciones
Fijemos, por ejemplo, z :
—y/3—-2z/3= —-1/3=y+2z2=1=>y=1-22
3r—2y+bz=1=2=(14+2y—52)/3=2=(14+2—-42—-52)/3 =
r=3-92)/3=2x=1-32

1-3z2

T
z=|y|=|1-2z|,z€R D
z z
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EJERCICIOS SISTEMAS DE ECUACIONES
LINEALES

1

Muestre que si u y v son dos soluciones del sistema homogéneo Ax =0,
entonces 3u — 2v es también solucion.

2
Resuelva el siguiente sistema usando Cramer y Jordan :
2331 —3$2+$3 = -1
— X1 + T3 = 0

Ty — X0+ 33 =1

3

Verifique la veracidad de la siguiente afirmacion:

El sistema 2z -3y =1, z -5y =

DO =

, tiene como solucion al vector (

W= D=
N——

4

Obtenga la solucion del sistema

ar+y—z=1
r—y+z=3
3x+6y—Tz=5

usando : a) Gauss b)Jordan, cona€R
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1 —a 1
Muestre que si A= |[a 1 a|,con a € R, entonces el sistema homogéneo
1 a 1

asociado posee infinitas soluciones.

6

Resuelva el sistema

y—z=—1; 4dr+6=52z ; 3r—2y= —3z—4

usando :
a) Cramer
b) Jordan
7/
1 -3 2 -1 0
SiA=1|1 -1 0 |,b=] 2 |y e=| —1/|,entonces resuelva el
3 2 —1 0 2
o
sistema A- |2y | + ¢ =b usando:
T3
a) El método de Gauss b) El método de Cramer

c) El método de la inversa

8

Resuelva el sistema

3.171—.’EQ+$3:1
$3—$2=5$1
$2—.’E1:4—3$2

usando Cramer.
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9

Un sistema Az = b es homogéneo si b = 6.

Muestre que el sistema

3x1 — cos(m) — Hry =1 — 2x3

4[1,’3 — 5.%‘2 =T — 3.’L‘3

es homogéneo, si consideramos z;, x, y £3 como incognitas.

10
Resuelva el sistema
20 — 3y =2
rT+oy= —4
usando
a) el método de la inversa
b) Cramer
¢) Jordan
11
Dadas las ecuaciones
2 —y+z=1
r+y+z=0
3r—32=6

a) Escriba el sistema en forma matricial
b) Calcule el determinante de la matriz de coeficientes
c¢) Resuelva el sistema usando el método de Cramer

d) Resuelva el sistema usando el método de Gauss
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12

Verifique la veracidad de la afirmacion: "Todos los sistemas con 3 ecuaciones y
2 incognitas poseen infinitas soluciones”.

13

Muestre que el sistema 2z — a9+ 23=5;31x; —23=2; — 11+ %[173 = a, con
a # 0, no posee solucion

14

Explique si es verdad o mentira que si o + 3 = 0, entonces el sistema
x4+ ycos(a) =0
zcos(a) +y+cos(f)z=0
ycos(B)+2z=0

no posee solucion.

15

Resuelva el sistema dado, suponiendo que ¢ es constante.
3r1 — 4wy + x3 = 6¢
1 — 3¢ = 4xy

16
Muestre que el sistema
20 +3y+z=1
-2 3a.
TJZ — ? =a

siempre posee infinitas soluciones, con a constante real.

17

Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones :
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a) —3z+4y—1=2
6r—8y+3=a, aeR

b) 4t —2y+z=1—=x
z+y= —1
r=t+w

18

Obtenga los valores de a € Rtales que el siguiente sistema

3r1 —x2o+ax3 =0
I —x3:a+1
—axr+T2= —a

tenga: ) Unica solucidn, i7)infinitas soluciones, ii7) ninguna solucion.
Calcule las soluciones en el caso ii).

19

Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones :

a) 3z —2t+62=5—3y
D=3t +8y= —4dr+w
mrx—ey=20

b) 3.171—2332+4$3:0
31’2—6333:0
.’E1—$2—|—.’E3:O

20
Obtenga el(los) valor(es) de a, con a > 0, de modo que el sistema
ar —y =20
z —ay=0

posea infinitas soluciones.
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Algunos Ejercicios Resueltos

Sistemas de Ecuaciones Lineales

x1—|—:
o el _
27 4]
7o = sl
3 — |—
b) Jordan.
(A:b) =
[ -1 0
0 -3
1 -1
[ -1 0
0 -3
| 0 0
[ -1 0
0 -3
| 0 0

0 103 O

-3 1 —1 2 -3 1
0 1|,b=| 0 |;|Al=|-1 0 1|=-9
-1 3 1 1 -1 3
-1 -3 1
0 0 1
1 -1 3 _ =3-1_ —4 _ 4
4] -9 T 979
2 -1 1
-1 0 1
L1 3 -1-1-2-3_ -7 _ 7
4] - -9 -9~ 9
2 -3 -1
-1 0 0
1 -1 1 _ —=1-3 _ -4 _ 4
4] -9 T 979
4
9
7
9
4
9
2 -3 1 -1 -1 0 1 0
-1 0 1 0 | —="Hf] 2 31 —1|—h@+h
1 -1 3 1 1 1 3 1
1 0 -1 0 1 0
3 —1]| — A+ 0 —3 3 —1| — B(=1/3)+F
3 1 | 0 -1 4 1
1 0 -1 0 1 0
3 —1]| — BEDHER 0 -3 0 _7/3 _, B(=1/3)+F
3 4/3 0 0 3 4/3
0 —4/9
0 —17/3
3 4/3




—3.%’2: —%:>JJ2:%
33 3 = T3 = %
4
1 9
) = g D
x3 4
9
R4
a 1 —1
La matriz de coeficientes del sistemadadoes: A= |1 —1 1
3 6 -7

Calculemos el determinante de A para saber cuando tendra solucion Unica.

1 —1
—1 1 |=Ta+3-6—-3—-6a+7=a+1=0=a= —1
6 -7

| Al =

W =

Notamos que el sistema tendra solucién Unica si a # — 1.

a) Gauss.
a 1 -1 1 1 -1 1 3

A:p)=|1 -1 1 3| —="efa 1 -1 1| ACOHRAE)HR
3 6 -7 5 3 6 -7 5

1 -1 1 3

0 14+a —1—a 1-3a | — P=9/0+a)+F

0 9 ~10 -4

1 -1 1 3

0 1+a —-1-—a 1—3a

0 0 -1 (23a —13)/(1 +a)

_ 23a—13 _ 13—23a

T2 e T T T1ta

0 104 O



B _ 1-3a+(1+a)z _ 1-3a+13-23a _ 14—26a
(It+a)y—(1+a)ze=1-3a=y=—717 =¥Y="1, Y= "11a
r—y+z=3=>zr=3+y—z=>zcr=3+ 141:—2(16(1 — 131—+2a3a == 3+3a+14_13_6aa_13+23a

_ 4
- T = 1+a
4
T 1+a
14—26a
y|=| e ,a e R—{—-1}
z 13—23a
1+a
b) Jordan

Usando lo que ya hemos avanzado con Gauss.

1 -1 1 3
0 1 _|_ a _ 1 —a 1 _ 3@ — Fd(—(1+a))+FQ,F3(1)+F1
0 0 -1 (23a —13)/(1 +a)
1 -1 0 (26a — 10)/(1 + a)
0 1+a O 14 — 26a —, B(1/(1+a)+F
0 0 -1 (23a—-13)/(1+a)
1 0 0 4/(1 + a)
0 14+a 0 14 — 26a
0 0 -1 (23a—-13)/(1+a)
4
=10

14—26a
(1+a)y:14—26a:y= N
_ 23a—13 _13—23a
= 1ta %7 1
4
T 1+a
14—26a
y| = Tra |’ a€R— { — 1} D
z 13—23a
1+a
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R6

El sistema es :
y—z= —1
4r — 5z = —6
3r—2y+3z= —4

En formato matricial : Az = b, con

0 1 -1 x —1
A=14 0 =5|l,z=|yl|, b= -6
3 -2 3 z —4
0 1 -1
|Al={4 0 —5|=—-154+8—12= —19+#0
3 -2 3
a) Cramer
-1 1 -1
-6 0 -5
|74 =2 3] 20-12+410+18 36
n=r= 4] ="—"m - D
0 -1 -1
4 —6 -5
_ 13 -4 3|  15+16-18+12 _ 25
LEYS AT ST v T D
0 1 -1
4 0 -6
3 =2 4] _1848+16 _ 6
T3 =2= [A] - 19 T T 19
_ 36
x 19
z _ 6
19
b) Jordan
0 1 -1 -1 3 -2 3 —4
4 0 -5 —-6|—Isl4 0o -5 —6
3 -2 3 —4 0 1 -1 -1

0 106 O
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3 -2 3 -4
0 8/3 —9 —2/3| — DBEIEHE

0 1 -1 -1
(3 —2 3 —4
0 8/3 -9 —2/3| — F5(72/19)+Fy; F5(—24/19)+F

0 0 19/8 —3/4

3 -2 0  —58/19 3.0 0 —108/19
0 83 0 —200/57| — PG+t 19 8/3 0 —200/57
0 0 19/8 -3/4 0 0 19/8 —3/4
_ _ 108 _ 36
Sr= -9 ==~
8, _ _ 200 _ .2
3=~ % TYE T 1o
19, _ 3 __ 6
®FT T1TAT 719
36
1 _| Tk
-.m: y = —E D
z 6
T 19
R7
T 1 -3 2 x| 0 —1
A- ) +C:b$ 1 -1 0 x| + -1 = 2 =
T3 3 2 -1 333_ 2 0
1 -3 2 o —1 0 ] 1 -3 2 o
1 -1 0 T2 | = 2 — —1|=11 -1 0 | T | =
3 2 -1 3 0 2 | 3 2 -1 T
1 -3 2
|Al={1 -1 0 |=140+44+6-0-3=8%#0
3 2 -1
1 -3 2 -1 1 -3 2 -1
F(~1)+F, Fy(—11/2)+F.
Q|1 =1 0 3 | =ulgim|0 2 -2 4 | B
3 2 -1 -2 0 11 -7 1
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Por lo tanto, el sistema triangular equivalente es :

dry= -2 = ay= -2
) B I B _ 21 13
T 2wy =4y =5 (44 20) > m=2+m =m0 =2-7 = -7
B B _ 39 |, 42
Ty =3ry+2r3= —l=>mn=—-1+3n-2m3=0=-1-7+F =
_1
T 4
— | 13
xQ — 4
T3 _21
4
b)
-1 -3 2
3 -1 0
_ =2 2 -1 —140412-4-9-0 _ -2 _ 1
1 -1 2
1 3 0
_ 3 -2 -1 -340-4-18-1-0_ -26 _ 13
1 -3 -1
1 -1 3
132 20 2972366 _ —42 _ 21
r3 = ] = 8 8 4
_1
T 4
— | 13
xQ — 4
T3 21
4

1 -3 2 | 100 .

1(—1)+12

[A:f]=|1 -1 0 | 01 0| = ni3)p
32 -1 | 001
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(1 -3 2 | 1 00

0 2 -2 | -1 1 0| — P2

0 11 -7 | =3 01

(1 -3 2 | 1 0 0

0 1 -1 | —1/2 12 o] — PBEIHE

o 11 -7 | =3 0 1
(1 -3 2 | 1 0 0

0 1 -1 | —1/2 12 of — BUY

0 4 | 5/2 -—11/2 1

1 -3 |1 0 0 B F
0 1 —1 | -1/2 12 0| =g yp
0 0 1 | 5/8 —11/8 1/4
(1 -3 0 | —1/4 114 —1/2]

0 1 0 | 1/8 —7/8 1/4 | — BOA
o o0 1 | 5/8 —11/8 1/4
(1 0 0 | 1/8 1/8 1/4

010 | 1/8 —-7/8 1/4

00 1 | 5/8 —11/8 1/4

1/8 1/8 1/4
Por lo tanto, A~! = [1/8 —7/8 1/4]
5/8 —11/8 1/4

1
T —1 /8 1/8 1/4 ~1 !
| 2o = Al. 3 — 1/8 —7/8 1/4 . 3 _ _%
T3 ~2 5/8 —11/8 1/4 —2 21
4
R15
E_scribamos el sistema en forma matricial :
1 -4 0 3c 0 —-8/3 —-1/3 ¢

ra =rango(A) =2 =ru =rango(A:b) < N =3
Debemos fijar N — r, = 3 — 2 = 1incognita

Fijemos x5 , y despejemos z, de la segunda ecuacion obtenida :
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8 1 —3c—z
— 3Ly — FI3=C =y = gt 3
—oC—T3
— 6C+4 —I3

3x1—4x2—|—x3:6c:>x1:w:>x1: ( 38 ) -

48c—12c—4x3—8x 36c—12x 3c—z
r1 = 243 3:>x1:T3:>x1: 23

3c—x3

T 9

,CL'Q — —3C8—5E3 , x3 e R D

T3 T3

a) —3x+4y—1=2
6r—8y+3=a, aelR

-3z +4y=3
6r —8y=a —3

Tenemos que :
-3 4 T 3
=6 2)e= ()= ()

gy =3 4 3 e -3 4 3
(A'b)_<6 -8 a—:s)_> (0 0 a—i—?))

i) Una solucion. Se debe dar 74 =rq, = N, pero ry = rango(A) =1y N = 2,
por lo tanto, este sistema nunca tendra Unica solucion.

i) Infinitas soluciones. r4 =74 < N

Para que r4 sea igual a r 4, debemos tener que a + 3 = 0, es decir a = — 3.

Por lo tanto, si a = — 3, entonces 74 =74 =1< N =2y el sistema posee
infinitas soluciones.

Obtengamos tales soluciones.Para ello debemos fijar N —ry;=2-1=1
incognitas.

Fijemos x.
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—3x+4y:3$y=¥

() ()

i11) Ninguna solucion. Para que el sistema no posea solucion se debe tener que
r4 = rap, para ello es necesario que a+ 3 # 0.Por lo tanto, si a+3 #0, es
decir, a # — 3, entonces r4 = 1 # ry, = 2, y el sistema no tiene solucion.

b) 4t —2y+z=1—=x
z+y= —1
r=t+w

4 —-2y+z+ax=1
z+y= —1
r—t—w=0

z Yy oow t =z
1 -2 0 4 1
A=11 1 0 0 O
0 O -1 -1 1
Luego
1 -2 0 4 1 1
A4:5)=11 1 0 0 0 —1]|—M=D
0 O -1 -1 1 0

0 3 0 -4 -1 =2
0 0 -1 -1 1 0

Observamos que r4, = 3 = ry, < n = 5.Por lo tanto, el sistema posee infinitas
soluciones, y para obtener tales soluciones debemos fijar N —ry, =5—-3 =2
incognitas.

Fijemost y x.

El sistema equivalente que hemos obtenido es:

z—2y+4t+zx=1 (1)
Jy—4dt—x= —2 (2)
—w—t+x=0 (3)



De (2) despejamos y en funcion de t y de z :
y= 5 (4)
De (3) despejamos w :

w=x—1t

De (1)y de (4) despejamos = :

Z:1—|—2y—4t—x:>z:1+2_2+T4t+x_4t_$:22—1—§1t—x
—1—4t—=x
z 3
y —2+4t+a
. 3
. T = w = T —t ;t,ﬂ)’ER D
t t
z x
R18
3 -1 a 0 3 —1 a 0
1
(AsB)=( 1 0 —1 a+l|—="20801 0 1 —1-% 441
—a ]. O —a —a 1 O —a
3 —1 a 0 —1 a 0
—)Fdl(%) 0 % —1—% a+1 _>F32(a—3) 0 % _1_% a+1
0 1-% £ g 0 0 3 a—3a-3

i) Tendremos Unica solucion cuando ry = ry = N =3

Observamos que no importando el valor de a € R, siempre tendremos Unica
solucion, pues r4 = rango(A) =3, ra, = rango(A : b) =3y N = 3. (El nimero
de filas distintas de la nula no depende del valor que tome a).

i1) Y i4i) SON Casos que nunca se daran. |:|
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R20

Un sistema homogéneo cuadrado posee Unica solucion cuando el determinante
de la matriz de coeficientes es distinto de cero, en caso contrario el sistema
posee infinitas soluciones.

1 —al™ —ad’+1=0=ad’=1=a=1Va= -1

a —1‘

Pero a > 0, luego existe sélo un valor de a (a =1)para el cual el sistema
anterior posee infinitas soluciones [_]
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4 VALORES Y
VECTORES PROPIOS

Valores y Vectores Propios de una
Matriz

Sea A= (ai;) e M,(R). Se define el valor propio, valor
caracteristico, autovalor o eigenvalor de una matriz cuadrada A
como el numero real o complejo )\ tal que

Az =)z

con x # 0 el vector propio, vector caracteristico, autovector o
eigenvector asociado a \.

Para calcular los valores propios es comun usar la definicion alternativa :
|A —X|=0

que es una ecuacién polinomial cuyas soluciones son los valores propios de la
matriz cuadrada A, con I la matriz idéntica del mismo orden que A.

Para calcular los vectores propios asociados a una valor propio \ se resuelve el
sistema homogéneo :

(A=XI)z=06

y este proceso se repite para cada uno de los valores propios.
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Ejemplo 1.

1 -1 0
Muestre que los valores propios de la matriz ( -1 1 0) son 0, 1y 2.
0 0 1

Solucion:

(1- ) [(1—)\)2—1]=0:>(1—)\):0 VI-A2-1=0=

M=1V1I-22+X-1=0=X\=1V X -22=0=

A =1 \/)\()\—2)20:)\1:0 V g =1V A3 =2

1 -1 0
Esto muestra que los valores propios de la matriz ( -1 1 0) son 0, 1y

0 0 1
2. [

Ejemplo 2.

Calcule los vectores propios de A = [:1)) _12]

Solucion:

Calculemos los valores propios de A.
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|A—)\I|:0¢H3 1 ]—)\[1 0”:0:>‘3_)‘ L =0=

1 -2 0 1 1 —2-A
B=AM(=2-XN—-1=0= —6-A+XN-1=0=XN-A-T7T=0=>
1++/29
UL 1+28$)\_1i\/5$ AL = 2\/_
N 2 2 )\_1—\/279
2= 2
Calculemos los vectores propios asociados a A\; = 1+2\/ﬁ :

=)

=

B 3— )\ 1 Ti1|
(A—)\1I)$1—9$|: 1 _2_)\1:||:x12:|—[0

2

[%_17 J@][Z;HS}

2

Ne)

Sia:%yb:‘/T%,setieneque:
a—b 1 0 _)FQ(—(L+1))+F1 0 a2—b2+1 0
1 —a—b 0 1 —a—b 0
Pero: o> -0 +1=2-241=-14+1=0
29 29
9311—(55+T\/_)3312=0$9311=(5§+T\/_)3312

'.xlz[f”“]:[(%Jr%)xw]:m[% ] r12 € R — {0}

T12

Q|

Calculemos los vectores propios asociados a A\, =

. 3— )\2 1 To21 | 0
T

29
SR IR
1 é \/_ T99 O
2 2
Sia:%yb:\/T@ se tiene que :
a+b 1 0 _)FQ(—(L—Z))+F1 0 a2—b2+1 0
1 —a+b 0 1 —a+b O

Sabemos ya que a? — b*> +1 = 0. Luego :

5 /29 5 /29

To1 — (5 - T)xm =0= w9 = (5 - T)Jcm
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Ejemplo 3.

0 1 —1
Obtenga los valores propios de la matriz antisimétrica A = [ -1 0 1 ]
1 -1 0

Solucién:

Calculemos los valores propios de A :
- A 1 —1
A-X|=0=|-1 —-X 1 |=0=-XM+1-1-A-A-A=0=
1 -1 =
A1=0
— XN -3 =0= — AN +3)=0={ o= —/3i

Xy = \/3i H|

Ejemplo 4.
Calcule los valores y vectores propios de una matriz simétrica de orden 2
distinta de la nula.

Solucién:
a b
SeaA_{b C]
Calculemos los valores propios de A
a b 1 0 a— A b
PV (] B E | BTN CEE S [

(a=N(c=XN)=b=0=a—(a+c) A+ N -V =0=

(a+c) £/ (a+c)2—4(ac—b?)

MN—(a+c)A+(ac—b)=0= )= 5
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\ = (atc) £ \/(12—1—22ac—|—c2—4ac—ﬁ—4b2 — )= (atc) £ +/ a22—2ac+62—|—4b2 N

\ = (atc) £ +/(a—c)?+4b?
- 2

Notamos que los valores propios son reales y distintos, porque b#0 vy
(@ —c)>+4b* >0

(a+c) + v/ (a—c)?+4b? (atc) —y/ (a—c)?+4b?

Los valores propios son : \; = 5 Ay = 5
Calculemos los vectores propios
Sean P = (a — ¢)? 4+ 4b* ; Rz%—%—@\/;_Sz%—%-ﬁ-TP
) P
a—A b ri | _ (0 Shal b O _ R(-BM)+F
b C—)\l I12 O IS a \/F
' b 32z 0
_a [§ \/F
33~z 00
I 0 0 0
C a \/F
iz c_a_VP
9311(5—5—4)4-5%2_0#3312: -
o T11
m= )= | g, |uer
12 - T
De manera similar :
) P
a—X b me]:mj 55t % b 01 . R(-sm+p
b C—)\z 929 O b g_%%_@ 0
_a C \/F
3 2t 00
i 0 0 0
c a \/1_3
P 7—5t+ 5
xgl(%—%—F%)—i—waQ:ijQQ: 2 2b 2 x21

SMIS

21
x
Soxe= T = VP y 21 ER D
T22 2 2 Ty
b
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Ejemplo 5.
Verifique la veracidad de la siguiente afirmacion:

1
[\/5} es un vector propio de [(2) (1)} con valor propio asociado igual a — \/5

Solucién:

1
Comprobemos si Ax es igual a Mz, donde A:{O 1],x:[\/§]y

2 0
A= -2

I ER(
- AL

-2

Finalmente notamos que Ax # \ =, y esto muestra que lo que se dice es

falso. [_]

Ejemplo 6.
Calcule los valores propios de A = [Z Z] ,a € R—{0}

Solucion:

|A—= M| =0=

EREES

(a—Na-XN)—-a>=0=a>-2aA\+ XN -a>=0=> X\ -2a\=0=

[a—)\ a

a CL—)\H:O:>

AA=20)=0=X=006 X=2a []
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EJERCICIOS VALORES Y VECTORES
PROPIOS DE UNA MATRIZ

1

Muestre que si A € M, (R) es simétrica y con elementos de la diagonal principal
iguales, entonces los valores propios son siempre reales.

2

Calcule los vectores propios de A = [(1) (2)]

3

Muestre que si A es una matriz cuadrada de orden 3, tal que

=1 sii<y
YDiT1 sii> g

entonces A posee solo valores propios complejos.

4

Calcule los valores propios de la matriz A = [

o O =
— N O
|r—t©
—_

| I—

Muestre que si A € M,,(R) posee valores propios A, \g, ..., \,,, entonces
det(A) = A1 - Ay - - -\,
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6

Sea A = {2 1

3 6] . Obtenga los vectores propios de A.

7

5 -7 7
Obtenga los valores y vectores propios de la matriz A = [4 -3 4] )
4 -1 2

8

. . 1 ,
Muestre que los valores propios de la matriz [a Cll], a € R, son numeros

reales.

9

Verifique la veracidad de la afirmacion: "Todas las matrices tridiagonales
poseen valores propios reales".

10

Explique si es verdad o mentira que si A € M,(R) es tal que A% = A, entonces
sus valores propios son siempre complejos.
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Algunos Ejercicios Resueltos
Valores y Vectores Propios de Matrices

R6

Antes de calcular los vectores propios de A, debemos calcular sus valores
propios.

2 1 1 0 2-A 1
a-a=o=|[3 g =aly 1][=0= 750 o 1a]]0=

2-N)(6—-A)—3=0=12-8A+A2—-3=0=A2—8A+9=0=

PN E= 64—36 _ 8+4/28 A1:4+ﬁ
=5  TA=T5 =
ho=4-1/7

Calculemos los vectores propios.
Para \; =4+ \/? :

(A— D) [21] _ [8} ~ [2—43—\/? 6_41_ \ﬁ] [21] N [8} N

[_2§ﬁ 2—1ﬁ] =10

Sabemos que este sistema posee infinitas soluciones, eso significa que podemos
quedarnos con cualquiera de las dos ecuaciones y despejar una incognita en
términos de la otra.

De la primera ecuacion, fijando z1; :

(—2—\/?)33114-3321 =0=1x9 = (2+\/?)$11
Por lo tanto, los vectores propios asociados a A\ = 4 + ﬁ son :

R P e P

Para M, =4 — /7 :

(A—AQI)[x12]:[O]:>[2_4+ﬁ 1

x99 0 3 6—4+\/?

oal=1o)=
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Al

De la primera ecuacion, fijando x5 :

(—2+\/?)(E12+$22:0$$22: (2—\/?):&2

Por lo tanto, los vectores propios asociados a Ao =4 — ﬁ son :

B;z] B [ (2—33\1/2?)%2} =x12[ 2—1\/?} d

R7

Calculemos los valores propios.

5 -7 7 100
A—MN|=0=1]|4 -3 4| -xl0 1 0||=0=
4 -1 2 00 1
5N =7 7
4 —3-X 4 [=0=0G-N(=-3-N2-))-112-28
4 —1  2-2

—28(—=3-AN)+46-N)+282-N)=0=
(=15 =22+ X)(2-A)+20-4\=0=
304+ 1IN +4X2 =X 4+20—4X=0= — AN +4X2+7A-10=0
Observamos que \ = 1 es raiz del polinomio caracteristico
— AN 4+4AN2+TA-10
Usando division sintética:

— XN H4AN+TA=10: A —1= — X2 +3X+10
— (N3 ()2

0123 O



(5)3A\2 — ()3

Por lo tanto,
— AN AN+ TA—-10= (A — 1)( = A2 + 3\ +10)
Asi, —XN+4X2+7A-10=0=>A—-1)(=A2+3X2+10)=0=

M=1, = A2 +32+10=0

Ahora: — 2430 +10=0= X2 — 3\ —10 =0 = A = 22100

o N=0_—5
)\:3i249:>)\:3:2t7:>{ 2 24
AM3=—5 = —2
3 2

Por lo tanto, los valores propiosson : A\ =1, Ay =5, A3 = — 2.

Calculemos los vectores propios.

Para\; =1:
5_)\1 _7 7 JIH O

8
S
|
coo
Y
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4 -7 7 4 -7 7 4 -7 7
4 —4 4| ~BEDEEDT) 3 —3 [ ~f(2]0 3 -3
4 -1 1 0 6 —6 0 0 0
Por lo tanto,
3x12 — 3113 =0 = 212 = 713
4oy —Tx19+ 7013 =0=4211 — 7213+ 7213 =0=>211 =0
T 0 0
xlz = l'13 :xlg 1 ,x13€R_{O}
L13 L13 1
Para A\ =5
5_)\2 _7 7 JI21 O
[5—-5 -7 7 Ty 0
| 4 -1 2—35 To3 0
[0 —7 7] Toq 0
4 —8 4 33'22 = O
(4 —1 —3] [z 0
[0 -7 7 0o -7 7 0 0 0
4 -8 4 | ~CDio -7 7 | ~FEDI0 -7 7
(4 -1 -3} 4 -1 =3 4 -1 =3

Por lo tanto,
— Tx99 + 7.%23 =0= x99 = 93

4[1,’21 — T99 — 33723 =0= 4[1721 — T3 — 33723 =0= 43721 = 43723 = T91 = T93

Loy L3 1
l'22 - l’23 = X923 1 , L93 € R - {O}
Lo3 L3 1
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Para s = — 2:

5_)\3 _7 7 .1,’31

(A—)\3I)$3:9:> 4 —3—)\3 4 L9 -
[5—(—-2) -7 7 T3 0

4 -3-(-2) 4 Ty | = 0| =
i 4 -1 2—(-2) T33 0
(7 —7 7] T3y 0
(7 -7 7 T -7 7 \ T =7
4 —1 4| ~FCD14 -1 4| ~PED]0 3
|4 -1 4] 0 0 0 0 0
Por lo tanto,
Tx31 — T390+ Tx33 = 0= Tx31 + Tx33 = 0= 31 = — X33
3r39 =0= 233 =0

L31 — L33 -1

L33 L33 1

00 126 [



