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Prélogo.

El curso "Introduccion al Andlisis de Sistemas No-lineales” es electivo de las carreras de Ingenieria
Civil Eléctrica y Electrénica y de los programas de Magister en Ciencias y Doctorado en Ingenieria,
ambos con mencion en Ingenieria Eléctrica de la Universidad de Concepcion. Este ramo pertenece al
plan de asignaturas orientadas al Area de Control Automatico en el cual se entregan herramientas de
andlisis para sistemas no-lineales, dindmicos, invariantes y variantes en el tiempo tipo SISO y MIMO
y es la extension natural del curso “Sintesis de Sistemas de Control” en el cual se revisan sistemas
lineales tipo MIMO.

Los tdpicos revisados en este curso permiten analizar sistemas que se caracterizan por tener estructuras
no-lineales — y por lo tanto reflejan mejor la realidad fisica de los sistemas — para lo cual se asume
conocido su modelo. En particular, aqui se abordan temas como la teoria de Lyapunov para sistemas
invariantes y variantes en el tiempo, la Funcion Descriptora, disefio de controladores mediante
técnicas lineales, y disefio de controladores mediante técnicas no-linelaes.

El lector debe tener dominio de los temas entregados en los cursos de Sistemas Lineales Dinamicos,
Sistemas de Control y Sintesis de Sistemas de Control para avanzar fluidamente en los topicos de este
texto. Ademas, un holgado manejo de programas de simulacion es definitivamente necesario para
seguir los ejemplos del apunte. Se recomienda, MatLab™ y/o MathCad ™.

El documento fue digitado enteramente en Word for Windows de MicroSoft™ y los ejemplos y
ejercicios fueron desarrollados en MatLab™ y/o MathCad ™. Se desea agradecer sinceramente a los
alumnos que cursaron la asignatura en afios anteriores por su comprension y cooperacion en corregir
las versiones preliminares de este material.

Dr. José R. Espinoza C.

Profesor Titular

Depto. de Ingenieria Eléctrica, of. 220
Facultad de Ingenieria

Universidad de Concepcion

Casilla 160-C, Correo 3

Concepcion, CHILE

Tel: +56 (41) 2203512

Fax:  +56 (41) 2246999

e-mail: Jose.Espinoza@UdeC.cl

web:  http://www.udec.cl/jose.espinoza
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Nomenclatura

Matrices

A : matriz de parametros de dimension n-n.
B : matriz de parametros de dimension n-p.
C : matriz de parametros de dimension g-n.
D : matriz de parametros de dimension g-p.
E : matriz de parametros de dimension n-m.
F : matriz de parametros de dimension g-m.
T : matriz de transformacion de dimension de n-n.
A

T : matriz de pardmetros transformada mediante T de dimensién n-n. Ar = TAT™
Br : matriz de parametros transformada mediante T de dimension n-p. By = TB
Cr : matriz de pardmetros transformada mediante T de dimensién g-n. Cr = CT™
Dt : matriz de parametros transformada mediante T de dimension g-p. Dr=D
Er : matriz de parametros transformada mediante T de dimension n-m. E;r = TE
Fr : matriz de parametros transformada mediante T de dimension g-m. Fy = F
Tabc-apo : matriz de transformacion de ejes abc a o0, dimension 3:3.

T op0-abe : matriz de transformacion de ejes o0 a abc, dimension 3-3.

T op0-dqo : matriz de transformacion de ejes a0 a dq0, dimension 3-3.

Tdq0-ap0 : matriz de transformacion de ejes dq0 a a0, dimension 3-3.

Tabc-dqo : matriz de transformacion de ejes abc a dq0, dimensiéon 3-3.

Tdqo-ane : matriz de transformacion de ejes dq0 a abc, dimension 3-3.

H(s) : matriz de transferencia. H(s) = C(sI - A)™B + D.

ﬁ(s) : matriz de transferencia inversa. ﬁ(s) =H(s).

H(s)" : matriz conjugada transpuesta de H(s). H(s)" = (H(s)")".

6 : matriz de controlabilidad.

0 : matriz de observabilidad.

L(s) : matriz de transferencia en L.D.

D(1) : matriz de transicion.

Adj{P} : matriz adjunta de la matriz P.

diag{xs,...} :matriz diagonal compuesta por los valores xi, Xy, ....

Re{X} : matriz parte real de la matriz X.

Im{X} : matriz parte imaginaria de la matriz X.

X : matriz compuesta por elementos X; ; que son fasores.

Vectores

X : vector de n variables de estados, x = [X1 X2 -+ Xa]"

u : vector de p variables de entrada, u = [uz Uy -+ Up]"

y - vector de g variables de salida, y = [y1 Y2 - Yql

p - vector de m perturbaciones, p = [p1 p2 -+ pm]"

X : vector de n variables de estados, X =[%;, X, - %,]" (estimacion de x).
y : vector de q variables de estados, § =[¥, ¥, - §,]" (estimacion de y).
X : vector de n variables de estados, X =[% X, - X,]" (error de estimacién de X = x - X).

- vector de tres variables de estados, x*° = [x* x” x°]" (ejes estacionarios abc).

- vector de tres variables de estados, x**° = [x* x® x°]" (ejes estacionarios a.p0).

SN
B8 8
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quO

X0
Xo
U,
Yo
Ya
Po
AX

Ck

by
VV(x)
X

Escalares

Xk
dx/dt = X,

rango{P(s)} :
det{P(s)}
arg{x}
tr{P(s)}
maxi{Wij}i
max{}
min{}
log{}
u(t)

- vector de tres variables de estados, x*® = [x? x* x’]" (ejes rotatorios dq0).
: condicion inicial del vector de estados, xo = [X10 X20 -+ Xno]"

: vector de estados en el punto de operacion, X, = [X10 X20 ** Xno]"

: vector de entradas en el punto de operacion, u, = [U1o Ugo upo]T

: vector de salidas en el punto de operacion, y, = [y1o0 Y20 yqo]T

: vector deseado (referencia) de g variables de salida, ya = [Y1d Y2d - yqd]T
: vector de perturbaciones en el punto de operacion, p, = [P1o P2o pqo]T
- variacion del vector de estados x en torno a x,, Ax = [Axg AXp -+ AXq]"

: variacion del vector de entradas u en torno a u,, Au = [Au; Auy - Aup]T
: variacion del vector de salidas y en torno a y,, Ay = [Ay; Ay, - qu]T

: variacion del vector de perturbaciones p en torno a po, Ap = [Ap1 Ap2 -+ Apm]"
: Laplace de x, x(s) = [X2(S) X2(S) - Xa(S)]"

: Laplace de u, u(s) = [uy(s) ux(s) - up(s)]"

: Laplace de y, y() = [y1($) y2($) - Yo(S)]'

: Laplace de p, p(s) = [pa(S) P2(s) - Pm(S)]"

: k-ésimo vector propio de A.

: k-ésimo vector propio de A"

: conjugado del k-ésimo vector propio de A.

: vector de estados para entrada cero.

: vector de estados para c.i. nulas.

: vector de salidas para entrada cero.

: vector de salidas para c.i. nulas.

: k-ésima fila de la matriz C.

: k-ésima columna de la matriz B.

: gradiente de la funcion V(x). VV(x) = oV(x)/ox.

- vector de fasores, X = [% X, = ¥, ]

: k-ésima variable de estado.

: derivada de la k-ésima variable de estado.

: k-ésimo coeficiente del polinomio caracteristico de A.

: k-ésimo valor propio de A.

: conjugado del k-ésimo valor propio de A.

: ganancia relativa entre la entrada i-ésima y la salida j-ésima.
: funcién de transferencia en L.D.

: elemento ij de la matriz D.

: elemento ij de la matriz H(S).

: elemento ij de la matriz ﬁ(s) =H(s).

rango de la matriz P(s).

: determinante de la matriz P(s).

: angulo del nimero complejo x.

: traza de la matriz P(s).

: méximo elemento de la matriz W,.
: maximo valor.

: minimo valor.

: logaritmo en base 10.

: entrada escalén.
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vi

: entrada rampa.

: norma del elemento e.

: I-ésimo valor singular de A.

: méaximo valor singular de A.
: minimo valor singular de A.

: radio espectral de A.

: nimero de condicion de A.

: funcion de Lyapunov.

: vecindad en el espacio de estados de x.

. conjunto invariante.

: conjunto invariante subconjunto de G.

: vector de error en estado estacionario.

: banda de asentamiento.

: tiempo de asentamiento.

: valor medio (RMS) de la sefial continua (alterna) v(t).
: funcidn en el tiempo continuo.

: funcion en el tiempo discreto (también escrita f(kT), con T el tiempo de muestreo).
: funcién en el plano de Laplace.

: funcidn en frecuencia continua de tiempo continuo.

: funcion en frecuencia continua de tiempo discreta.

: funcidn en frecuencia discreta de tiempo continuo.

: funcion en frecuencia discreta de tiempo discreta.

: fasor.
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Abreviaciones.

Mayusculas

L.A.
L.C.
L.D.
L.I.T.
S.P.I.
S.P.D.
F.deT.
F.D.

M. deT.
B.W.
E.S.
S.S.
SISO
MIMO
L.G.R.
P.1.D.
S.P.
M.G.
M.F.
FCD
FCC
FCO
FCJ
T.L.
T.F.
T.F.F.D.
T.Z.
T.F.T.D.
T.F.D.
D. de B.

Minudsculas
C.i.

Li.

l.d.

c.C.

c.a.

a.c.a.

: lazo abierto.

- lazo cerrado.

: lazo directo.

- lineal invariante en el tiempo.

: semi-plano izquierdo.

: semi-plano derecho.

: funcién de transferencia.

: funcién descriptora.

- matriz de transferencia.

> ancho de banda.

. entrada/salida.

: estado estacionario.

- sistema de una entrada y una salida (single input single output).
: sistema de varias entradas y varias salidas (multiple inputs multiple outputs).
: lugar geométrico de las raices.

: controlador proporcional integral derivativo.

: sobrepaso.

: margen de ganancia.

: margen de fase.

: forma canodnica diagonal.

: forma canonica controlable.

: forma candnica observable.

: forma candnica de Jordan.

: Transformada de Laplace.

: Transformada de Fourier.

: Transformada de Fourier de Frecuencia Discreta.
: Transformada Z.

: Transformada de Fourier de Tiempo Discreta.

: Transformada de Fourier Discreta.

: Diagrama de Bode

: condiciones iniciales.

. linealmente independiente.

. linealmente dependiente.

: corriente continua (en Inglés es d.c.).
: corriente alterna (en Inglés es a.c.).

. abscisa de convergencia absoluta.

Copyright © por Prof. José R. Espinoza C.
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Apuntes: 543 703 1
1 Introduccidn alos Sistemas No-Lineales.

En este capitulo se presenta la necesidad de conocer herramientas de andlisis y disefio
de sistemas no-lineales. Se demuestra que la principal razéon es la presencia de
elementos y/o sub-sistemas con caracteristicas no-lineales en la mayoria de las
realidades fisicas, los que en algunos casos son dominantes. Especial importancia se da
a la terminologia inherente a sistemas no-lineales producto de las caracteristicas
propias de estos sistemas. Entre estos se cuentan: multiples puntos de equilibrio,
ciclos limites y plano de fase. Finalmente, se indican los alcances del curso en el
contexto mds general de los sistemas de control.

1.1 Conceptos basicos.

A . ¢Porgué estudiar sistemas no lineales?

Mejorar sistemas de control existentes. El disefio de controladores puede estar basado en una
linealizacion del modelo en un punto de operacion, este disefio éptimo puede deteriorarse al
modificarse el punto de operacion. Por ejemplo, al considerar un sistema en L.C. dado por la F. de T.

2
On

5 5 > (la cual es obtenida al linealizar en un punto de operacion y definir un controlador
S +2&wnS + oy
para esta condicion de operacién), podria tenerse una respuesta sin sobrepaso como ilustrado en la Fig.
1.1. Sin embargo, si & = &(t,) (donde t, es parte del punto de operacion) podria darse el caso que la
respuesta presente sobrepaso para algun t,, y en el peor de los casos podria llegar a ser inestable. Un
controlador que considere el sistema en forma integra puede mantener sus cualidades, independiente
del punto de operacion.

Analisis de no-linealidades extremas. La linealizacion siempre asume que los sistemas a modelar son
linealizables. Sin embargo, algunos no toleran una representacion apropiada distinta a la original. Por
ejemplo, saturacion, zonas muertas, histéresis, etc. Estos sub-sistemas pueden generar inestabilidades y
ciclos limites en los sistemas en donde estan insertos. Para tales casos se han desarrollado técnicas no-
lineales.

1.5 T T T T T T

I
/\y(t), parat, =T,
B——

05l y(t), parat, = T,

1.0

Fig. 1.1 Respuestas en funcion del punto de operacion.
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Yd

modelo |«

A 4

control planta

Fig. 1.2 Estructura bésica de control adaptivo.

Manejar incertidumbres en el modelo. Normalmente se genera esta situacion al existir parametros
que varian en el tiempo y afectan el sistema de forma desconocida. El sistema se puede degradar
considerablemente y para esto existen dos técnicas no-lineales. Estas son: controladores robustos y
controladores adaptivos. Los robustos son aquellos que basicamente se disefian para las peores
condiciones posibles a tomar por el sistema, y adaptivo es aquel que modifica su estructura y/o
coeficientes de acuerdo a cada estimacion de lo que sucede en la planta. La estructura general se

muestra en la Fig. 1.2.

Simplicidad de disefio. Un controlador no-lineal puede transformar un problema no-lineal en uno
lineal y por tanto permitir en un segundo paso la utilizacién de la teoria de control lineal. La seleccion
del control no-lineal puede ser en algunos casos intuitiva. Por ejemplo, el modelo de un convertidor

trifasico fuente de corriente como ilustrado en la Fig. 1.3 esta dado por,

9o _ i = Lyd 4Ly
dt L; L;
LETIN 1\ W 2V O
dt L; L;

ivg :(DVg +i|sd —iGacidcmd
dt of of

d 1. 1 i
_Vc =_(0Vg +_|5q __Ga(;ldcmq

dt C| Ci
iidc = iG'ac (mdvéj + mqvg)_ R
dt de dc

dc i
dc
L

en donde, las variables estado son: is’, is%, vc?, V¢, ia; las entradas son: mg, mg; las perturbaciones son:

SYYY L
1L 3& 5 de
abc abhc abc . abc
YS ‘7C ll‘
> a +
~ N b Vy
~ M, c
L
1 __Cr 4 6 2 ldc

Fig. 1.3 Topologia de un rectificador trifasico fuente de corriente.
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vs!, vs%: y los parametros son: o, Li, Ci, Lge, Rqc. La utilizacién de un controlador no-lineal lleva el
H 2
is ®n

H
: - . ,
sistema a una representacion final en lazo cerrado del tipo —=—=————"——— en donde iy e

ISd |Sqd SZ +2§(Dn +(X)n

i%q son las referencias. El disefio final se reduce a la seleccion de &, o, que inicialmente son arbitrarios.
B . Representaciéony tipo de no-linealidades.
Los sistemas lineales pueden representarse en forma generalizada por las ecuaciones dindmicas,

X = Ax + Bu

y=Cx+Du’
Similarmente, los sistemas no-lineales a estudiar en este curso pueden ser representados por,

x =f(x,u,t)

y =h(x,u,t)’
0 en sus componentes,

Xl fl(x,u,t) Y1 hl(X,u,t)

Xn fn(x,u,t) Yaq hq (x,u,t)

en donde x es el vector de estados (de n-1), u es el vector de entradas (de p-1), y es el vector de salidas
(de g-1), t es el tiempo, f es un conjunto de n funciones escalares y h es un conjunto de g funciones
escalares.

Las no-linealidades pueden ser inherentes o intencionales. Las inherentes son propias del sistema, y las
intencionales son adicionadas por disefio. Por ejemplo, histéresis (adicionada), torque en una maquina
(inherente), convertidor dc/dc (inherente), etc. como ilustrado en la Fig. 1.4.

C . Caracteristicas de los sistemas lineales / no-lineales.
Los sistemas lineales tienen las siguientes caracteristicas,

i) Tienen un Unico punto de equilibrio si A es no singular.
i)  El punto de equilibrio es estable si todos los valores propios de A tienen parte real negativa,

——— -

Te

torque en una

histerisis méquina

. S i
convertidor w/ A~

dc/dc ., L l
VS —_ Vd Cr’\ R

Fig. 1.4 Tipos de no-linealidades.
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independiente de la c.i..

iii)  Lasolucién general puede obtenerse analiticamente.

iv)  En presencia de una entrada u(t) se cumple: (a) el principio de superposicion, (b) la estabilidad
asintdtica implica que para entradas acotadas se tienen respuestas acotadas, y (C) una entrada
sinusoidal genera una salida sinusoidal de la misma frecuencia.

En cambio, los sistemas no-lineales tienen las siguientes caracteristicas,

i)  Tiempo de escape finito. Una variable de estado de un sistema no estable lineal se va a infinito a
medida que el tiempo va a infinito; en cambio, un sistema no-lineal inestable puede hacerlo en un
tiempo finito.

i)  Multiples puntos de operacion. Un sistema no-lineal puede tener multiples puntos de operacion,
los que pueden ser estables o inestables. Los estados del sistema convergen a uno u otro
dependiendo del estado inicial.

iii)  Ciclos limites. Un sistema lineal invariante debe tener dos polos en el eje imaginario para oscilar
permanentemente, lo que no se puede sostener en la realidad. Sistemas no-lineales pueden oscilar
con amplitud y frecuencia constante independiente del punto inicial.

iv) Subarménico, armoénico u oscilaciones casi-periédicas. Un sistema lineal bajo excitacion
sinusoidal, genera una salida sinusoidal de la misma frecuencia. Un sistema no-lineal ante
excitacion sinusoidal puede generar frecuencias que son submultiplos o multiplos de la
frecuencia de entrada. También puede generar una oscilacion casi-periddica (suma de
componentes con frecuencias que no son multiples entre si).

v)  Caos. Se produce en sistemas en que la salida es extremadamente sensible a las condiciones
iniciales. La salida no esta en equilibrio y no es oscilacion periddica o casi periddica.

vi) Multiples modos de comportamiento. Mas de un ciclo limite. Dependiendo de la entrada
(amplitud y frecuencia) la salida puede exhibir armonicos, subarmonicos, etc.

1.2 Ejemplos Clasicos de Sistemas No-Lineales

La mayoria de los sistemas encontrados en la practica son no-lineales. Aqui se revisan algunos, cuyos
modelos son validos para otros sistemas no-lineales.

A . El péndulo.

El modelo estd dado por ml?6=-mglsen®—kl?60+T , Fig. 1.5(a). Si se define x; = 0y xo = 0,
entonces las ecuaciones de estado son:

X =X,

x, =—(g/1)senx, — (k/m)x, +u/(ml?)’
Por lo que los puntos de equilibrio son, Xz, = 0, X130 = nm, (n = 0 £1, £2, ...) para u = 0. Se sabe que el
punto de equilibrio x, = (0, 0) es estable y que el punto de equilibrio x, = (0, ) es inestable. ;, Cémo se

puede derivar esto de la ecuacion del péndulo ?. Se destaca que esta ecuacion es también valida para un
generador conectado a un bus infinito y para un PLL.

B . Péndulo invertido .

En este caso el modelo , Fig. 1.5(b), esta4 dado por la ecuacién ml®§+ml cos(0)%x —mglsen®=0 y por
la ecuacion mlcos(0)0+ (M +m)%—mlsend? = F(t). No se cosidera la presencia de roce y ademés de
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una varilla de masa despreciable frente a la masa al extremo de ésta y a la del carro. Las ecuaciones se
derivan facilmente utilizando el Principio de Minima Accion (Lagrange). Al definir x; = X, X = 0, X3 =

X Yy X4 = 0, las ecuaciones de estado - después de algunas operaciones algebraicas- son:

X =X

X, =X,

X, = [u+mlx sin(x,) —mg sin(x,) cos(x,)]/[M +m(L-cos(x,))’]

X, = [~ucos(x,) —mIx; sin(x,) cos(x,) + (M +m)gsin(x,)]/[MI +ml(L—cos(x,))*]
Claramente es un sistema no-lineal. Al no considerarse roce el sistema nunca se detiene ante una c.i.
distinta de cero.
C. Estanque de area variable.

Un caso interesante es el estanque con area dependiente de la altura, Fig. 1.6(a) que es utilizado para
diluir agua f,, de alta concentracion de sal ¢, con agua f,. Para lo cual se puede manipular el flujo de

agua f.. En este caso el modelo esta dado por V = f, + f,— f, =hdV /dh=f_+ f, —k,/gh y por
d(Vc,)/dt = f_c, — f.c, =Vc, +V¢,. Al definir x; = h'y x; = ¢, y la entrada u = f,, entonces las
ecuaciones de estado son:

% = (f, +u—k,[gh)/(h?/a®)

%, = (f. ¢, — f.c, — f,c.)/(h*/(3a%))
En este caso los puntos de equilibrio estan dados por las ecuaciones f, +uo—kv\/ﬂ:0 y por
fCm — fnCso —UyCso =0

D . Reactor continuo exotérmico.

El sistema mostrado en Fig. 1.6(b) es un reactor continuamente agitado donde se realiza una reaccion
exotérmica irreversible, A — B. Es de interés la temperatura interna, T, y la concentracion de la
componente A, Ca, para lo cual se puede manipular la temperatura del refrigerante, T.. El modelo de
este sistema considerando a las variables de estado x = [x1 X;]' = [Ca T]", laentradau =u =T,y la
saliday=y=T,es,

a) b)

Fig. 1.5 Ejemplos de sistemas no-lineales. (a) pendulo con friccién, (b) péndulo invertido.
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E '
T =3(Tf “T)+ (;é':) koe( RTj(:A +vl;ép (T,-T)

Claramente, el sistema es no lineal; es mas, la variable de estado que es la temperatura aparece como
argumento de la funcién exponencial.

E. Compensador de Potencia Reactiva.

El sistema eléctrico trifasico balanceado que se muestra en la Fig. 1.7 representa un sistema generador
representado por una fuente trifasica balanceada v.*™, la linea de transmision representada por un RiL
en serie, un consumo representado por una carga R,L, y un compensador paralelo que toma una
corriente ;. Este Gltimo es incluido por el duefio del consumo para suministrar los reactivos
absorbidos por la carga y asi obtener un factor de potencia (fppcc) unitario en el PCC (punto de comun
acoplamiento) y no pagar multa. Se sabe que el compensador requiere que la tension en su barra dc, vqe,
sea constante y mayor al maximo valor de tensién entre lineas medido en el PCC. Ademas, se puede
modelar su lado ac como una fuente trifasica de tensiones monofasicas dadas por vi**° = m**vy., donde
m®° son tres sefiales moduladoras que suman cero (sinusoidales) y tienen maximos instantaneos entre
0.5 y -0.5, finalmente, el modelo del lado dc es i = ™ m*®. EI modelo de este sistema en ejes
rotatorios dq0 considerando a las variables de estado x = #xl X2 X3 X4 Xs]" = [io io? is” is? vee], la entrada
u=[us u]" = [m*mY"y lasaliday = [y1 y2]" = [Vee fprecl] ', es,

dif = y ] iy |2
E = 0l, +{_(Li + Lt)Rolo - LiRtls + I-tmdvdc + LiVs} L,

=d

ddlf[J :_(’)ig +{-=(L + Lt)Roig _LiRtisq y Ltmquc + Livg}/ LZ’
did . : :
d; - mlg +{—|-iRo|;j _(Lo"'l-i)Rtléj +Lomdvdc+(LO+Li)Vg}/ LZ’

H|
%: = —oi¢ +{-LRyiZ = (Ly + LR + Lymyvy + (L, + L )VIH L2,

Fig. 1.6 Ejemplos de sistemas no-lineales. (2) estanque de area variable para diluir,
(b) reactor continuo exotérmico.
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.d - .d .
— ={-myiy —myig +myig +myid —vy. /Ry } Cye,
Claramente, el sistema es no lineal puesto que las entradas estdn multiplicando a las variables de
estado. Si adicionalmente se considera que la segunda salida es el fppcc Y que esta dada por
fopee = cos{tan (v /vd) —tan2(id /id)},

entonces se tiene que la funcion y = h(x, u) es también no lineal.

1.3 Restricciones a los Sistemas a Estudiar

En general, un sistema no-lineal puede ser representado por una ecuacion de estados como,
x = f(x,u,t)

y=h(xut) (1.2)

Un sistema fisico representado por (1.1). Debe tener las siguientes propiedades para cada entrada u(t).

i)  Existencia: tener a lo menos una solucién (continuidad de f).

ii)  Unicidad: tener s6lo una solucion (condicién de Lipschitz).

iii)  Tener exactamente una solucién definida en el rango [0,).

iv)  Tener exactamente una solucién definida en [0,0), y que esta solucién dependa continuamente en
el estado inicial x(0).

Ejemplo 1.1. Estudie si los siguientes sistemas no cumplen con alguna de las propiedades anteriores por lo que no serian

1 x>0
considerados casos de estudio. R.: (a) X =-sgn(x), donde sgn(x) ={ 0 No existe una funcion x que satisfaga la
X <

-1
a) PCC i,
YA, ° >
YYYL_A, T —
Vo
i abc A Nm_l\, iiabcv ?
% Li RO
v ahc
OO wood 2
idc Vidc
I Rdc Cdc
fuente linea de transmision compensador carga
b) i L R, v ©)
>- fYYY'\_/\/\, o
3L R,
a .
V. lj ]
s @ ! [
Ve L,
fuente linea de transmision | compensador carga

Fig. 1.7 Compensador de potencia reactiva. (a) circuito eléctrico, (b) modelo por fase en ejes abc,
(b) diagrama fasorial para factor de potencia unitario en el PCC, con R; = 0.
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2/3

expresion anterior. Por lo tanto la propiedad (i) no se cumple. (b) x =3x?'®, con xo = 0. En este caso x(t) = ? y x(t) = 0

satisfacen la ecuacién, por lo tanto hay dos soluciones con lo que (ii) no se cumple. (¢) Xe* =1, con xo =0. La solucion
es X(t) = -In(1 - t) por lo que no hay solucién en t e (1, «) por lo que (iii) no se cumple. &

1.4 Definiciones y Propiedades Preliminares

Si se considera el sistema,

x = f(x,1), (1.2)

en donde se ha supuesto que no interesa definir la salida y que la entrada es funcion de los estados, se
pueden definir los siguientes términos.

Def.: Se define un sistema auténomo si la expresion (1.2) es independiente del tiempo. Es decir, el
sistema queda descrito por x = f(x) .

Def.: Se define punto de equilibrio al vector x, = x(t,) en el instante t, si éste satisface:
f(x,6)=0 Vt>t,. (1.3)

En sistemas autonomos el punto de equilibrio es independiente del tiempo. También se conoce como
punto estacionario o punto singular.

Def.: Se define punto de equilibrio aislado al vector x, = x(t,) en el instante t, si existe una vecindad Q
entorno a x, de manera que Q no contiene otros puntos de equilibrio.

Para determinar en forma practica si un punto de equilibrio es aislado se tiene el siguiente teorema.

Teorema: Considerar el sistema x =f(x,t) y suponer que x, s un punto de equilibrio al instante t,,
ademas que f es continuamente diferenciable y se define A(t,) como la matriz dada por
f . . s
A(to) :% . Si A(t,) es no-singular, entonces x, es un punto de equilibrio aislado
X

al instante t,.

X=Xo

Ejemplo 1.2. Estudie el punto de equilibrio x, = (0, 0) del sistema dado por X;=aiX;+biXiX2 vy
ofi(x,to)  Ofi(x,to)

. . a 0
Xo = AyXy + Do X1 Xs . Ru: Al determinar A(to) =| .. 9% OX2 se encuentra que A(to) = A =
2 2 X2 + D2 X1X2 (to) o2 (x.to)  Of2(x,to) q (to) 0 a
6X1 6X2

X=Xo
cuyo determinante es det{A} = a;a, que es distinto de cero si a; y a, son distintos de cero. Es decir, el punto x, = (0, 0) es
un punto de equilibrio aislado si a; y a, son distintos de cero. &
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Ejemplo 1.3. Determine y caracterice los puntos de equilibrio del reactor exotérmico. R.: El modelo puede ser escrito

como,

_E
(CAf - Xl)_ koe[ RXJ)&

a

H{f()} v
X3 fa(x,u) _AH
3(Tf - X2)+ (pCp)

- . . X 0
por lo tanto, los puntos de operacion estan dado por los valores de C, = X;, T =X, ¥ T, = u tal que satisfacen, { ,l} :{ } , la

koe[

,i] ’
Xq + UA (u=x,)

y=h(x,u)=x,,

VpC,

X, 0

Fig. 1. 8 muestra la grafica de los puntos de operacion, esta se obtiene solucionando la ecuacion anterior para valores dados
de la temperatura de control T.. Los valores de las cantidades involucradas estdn dadas en la tabla siguiente. La Fig. 1. 8
muestra que para ciertos valores de la entrada hay tres valores posibles de las variables de estado que son solucién. Es decir,
hay multiples puntos de operacion. Por otro lado, la gréfica de |A| ilustrada en la Fig. 1. 8(c), donde A esté& dada por,

Variable Valor Variable Valor
q 100 L/min Cp 0.239Jig K
Car 1 mol/L (-AH) 5x10* J/mol
Ts 350 K E/R 8750 K
v 100 L ko 7.2x10* min*
P 1000 g/L UA 5x10* J/min K
400 T T T T 1 T T T
5 3801 — 0.8 —
&
= S
T 360 — g 06~ —
§ 340 — § 0.4 —
%.
~ 320F — 02 —
300 | | | 1 a) | | | | b)

280 290 300 310 320
Temperatura de Control

0280 290 300 310 320
Temperatura de Control

40

N
o

Determinante de A

340
Temperatura en el Reactor

360 380

Fig. 1. 8 Puntos de operacion del reactor del Ejemplo 1.3; a) Tvs T., b) Covs T, ¢) |A| vs T.
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i -
of, (x,u)  of; (x,u) —_Cl_koe[ R, kg E2 ol Re X,
Aol X, |V Rx;
61:2 (Xv ll) afZ (Xv ll) AH [_i} AH E [_ij UA
Xy X, , (ZAH) ke R/ —9, (ZAH) ko —e' Te/x, -
wu, | PCp VoG Rx; VpCp x=x,

muestra que hay puntos de operacion que no son aislados. Estos ocurren para dT/dT, = 0. &

Entre las propiedades de las soluciones se tiene,

i)

i)
iii)
iv)

v)
vi)

vii)

Una solucion x(t), t > 0, es acotada si || x(t) || <M, t > 0.

Una solucion x(t) es periddica u oscilatoria si existe un numero real T > 0 de manera que x(t + T)
= x(t), Vt > 0. El menor T se conoce como periodo. Una solucién es periddica si y solo si la
trayectoria en el espacio de estados es una curva cerrada.

Una solucion x(t), t > 0 es una solucion periodica aislada si para algin & > 0, no existe otra
solucion periddica con un estado inicial x(0) que satisfaga min{|| x(0) - x(t) ||} < é parat> 0.

Una de las mas importantes soluciones periddicas es el ciclo limite.

Una solucidn periodica es un ciclo limite si x(t) es una solucién aislada.

Propiedades asintoticas de soluciones periddicas revelan su estabilidad, dada una solucidn
periddica xp(t), t > 0, si para cada € > 0, 36 > 0, de manera que || x(0) - xp(0) || < & garantiza que ||
x(t) - xp(t) || < ey que || x(t) - xp(t) || > 0 cuando t — oo, entonces la solucion periodica xp(t), t >0
es estable asintoticamente en el sentido de Lyapunov.

En el caso de ciclos limites se aplica el concepto de estabilidad orbital. Si para cada € >0, 36 > 0
de manera que min{|| x(0) - x,(t) |[} < 6 para t > 0 implica que min{|| x(t) - xp(t) ||} <eparat, t >
0, y que || x(t) - xp(t) || & 0 cuando t — oo, para t > 0 entonces la solucion periodica x,(t) es
orbitalmente estable.

1.5 Analisis en el Plano de Fase

Hay dos razones principales por las cuales es Util al analisis en el plano de fase. Esas son: (a) Método
Gréafico: util para sistemas de segundo orden y (b) No-linealidades extremas: permite analizar
saturaciones, controles on-off, etc.

A.

Conceptos.

En general, un sistema de segundo orden puede ser representado por las ecuaciones de estado,

X1 = fl(Xl,Xz,t)
Xz = fz(Xl,Xz,t).

Si se grafica xi(t) vs Xo(t), con t como parametro, la gréfica resultante se llama grafico del plano de
estados o trayectoria del plano de estados. El plano bi-dimensional se llama plano de estados. En el
caso especial cuando la primera ecuacion es X; = Xz, el plano de estados se llama plano de fase y el
gréafico se llama gréafico o trayectoria del plano de fase.
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Ejemplo 1.4. Determine el plano de fase del sistema dado por X+ x=0. R.: La solucién es x(t) = xocos(t) por lo que
X(t) = —xosin(t) . Si se define x; = x y x, = dx/dt, entonces, xZ + xZ = xZ por lo que el plano de fase esta dado en la Fig.
1.10(a). #

Def.: Un punto singular es un punto de equilibrio en el plano de fase. Son conocidos como punto
singular dado que x=0 por lo que f; = f, = 0 y por lo tanto al tomar el cuociente f,/f; se hace
singular.

Ejemplo 1.5. Dibuje el plano de fase del sistema dado por %+ 0.6X +3x+x?=0. R.: Los puntos de equilibrio estan
dados por 3x + x? = x(3 + x) = 0 por lo que se tiene a x, = 0y X, = -3 como puntos de equilibrio. Si se define x; = Xy x, =
dx/dt, entonces, los puntos de equilibrio son (0, 0) y (-3, 0). El plano de fase se encuentra en la Fig. 1.10(b). %

La representacion del sistema en un plano de fase también se puede aplicar a sistemas de primer orden
de la forma x+ f(x) =0, la idea es dibujar X con respecto de x. La diferencia es que en este caso sélo

hay una Unica trayectoria.

Ejemplo 1.6. Dibuje el plano de fase equivalente de la ecuacion diferencial no-lineal x +4x —x*=0. R.: La ecuacion se
puede escribir como x =—-4x + x> por lo que los puntos de equilibrio estan dados por X =-4x +x® =x(-4+x%)=0. Es
decir, X, = 0, 2, -2. Esto se puede representar en el plano X vs x como ilustrado en la Fig. 1.10(c). &

B . Construccion del Plano de Fase

Hay varias alternativas para la construccion del plano de fase. Entre las cuales se cuenta: (a) analitica,
(b) isoclinas, (c) delta, (d) Lienard. En este curso se revisaran las dos primeros.

A Estable A Inestable

T A
N )/

Medio-Estable
Semi-estable

)
S

1

2 Medio-Estable
Semi-estable

7 } g
1Y/

Fig. 1.9 Ejemplos de ciclos limites.

/\K 2

e
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Método Analitico. En este caso se puede recurrir a obtener las expresiones para xi(t) y X»(t), y luego
eliminar t combinando x;(t) y x(t) como ilustrado en el Ejemplo 1.4. La otra opcion es considerar que

de; _ dxe/dt _ T2(x,x2) , de donde se puede obtener la expresion final. En el caso del Ejemplo 1.4 se
dX1 Xm /dt fl(Xl, Xz)

. . . dx, —x .
tiene que Xi=X; y X2 =-X;, por lo que d_2: L. Finalmente, X,dx, = -x.dx; , de donde,
X1 X2

1 e
EXZZ +§xl2 =c, por lo que la solucion final es x5 + x7 =2¢ = ;.

Ejemplo 1.7. Dibuje el plano de fase del sistema ilustrado en la Fig. 1.11(a). R.: En este se puede apreciar que (a) si 6 > 0,

L = . : . ; ; dx2 -u
entonces la ecuacion resultante es 6 =—u, al definir x; =0y x; = 0 se tiene que X1 = X2 y X2 =—Uu, por lo que 2-=,
X2

1 c R -
Xo0X, = -udxy, =X2 +ux, =—, por lo que la solucion final es x2 +2ux, =c. Similarmente se encuentra para 6 <0 que la
2 2 1 2 2 1

solucion es x22 —2ux, =c. El plano de fase se encuentra en la Fig. 1.11(b). &

) )

Fig. 1.10 Planos de fase. (a) Ejemplo 1.4, (b) Ejemplo 1.5, (c) Ejemplo 1.6.

1
o
(7]
>
I
<
i

a) b)

Fig. 1.11 Diagrama y plano de fase del Ejemplo 1.7. (a) Diagrama en bloques. (b) Plano de Fase.
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Método de las Isoclinas. Una isoclina es definida como un lugar de puntos que tienen igual pendiente.

T . dx fo (X, X
Un lugar de isoclinas es definido como: —- = 2(X.X2) _ o por lo tanto, todos los puntos del plano
dx, f1(X1,X2)
de estados que cumplen con fa(X1, X2) = afi(x1, X2) tienen la misma pendiente. Este resultado indica que

dado un a, se puede encontrar los pares que satisfacen tal condicion y asi graficar el plano de estados.

Ejemplo 1.8. Sea el sistema dado por X+ x =0. Si se define x; = X y X, = dx/dt, entonces, X1 = X2 y X2 = —X1, por lo que

d - . . . . . L

% e o . Es decir las regiones con igual pendiente estan dadas por x; + ax, = 0. El plano de fase est4 ilustrado en la
X1 X2

Fig. 1.12. &

C . Andélisis en el Plano de Fase de Sistemas Lineales.

Los planos de fase de sistemas lineales son de interés por cuanto la informacion obtenida a partir de
éstos es extendible a sistemas no-linelaes. Sea el sistema de segundo orden,

X1 = anX: +anz Xz
X2 = anX1 + 82Xz

con las c.i. x1(0) = x10 Y X2(0) = X290, por lo tanto, el polinomio caracteristico det{sI - A} = 0 queda dado
por 5% — (a1 + az)s + andz — aa: = 0. Por lo tanto, los valores propios estan dados por,

_ (a11 + azz) s \/(an + azz)z — 4(3113-22 - 3123-21)
> .

Se pueden distinguir dos casos en el analisis de los valores propios, los cuales a su vez se pueden
subclasificar. Los planos de estado resultantes se ilustran en la Fig. 1.13.

7\‘1,2

l. Si apjaz — apazn = 0, entonces el (0, 0) es el Gnico punto de equilibrio.

a) Si (all + 3.22)2 —4(3.113.22 — alzazl) >0 > 7\.1 Yy 7\,2 reales.
1) Si k1 <A <0 — (0, 0) es un nodo estable.
i) Sid1>X,>0— (0, 0) es un nodo inestable.
iii) Sii1>0>Xi; — (0, 0) es un nodo punto de silla.
b) Si (a1 +ax»)° —4(anaz —anan) <0 = Ay Y A, complejos.

X2

a=1 3X1+X2:O =>X1=-X
a=-1 :>X1-X2:0 = X1 =X
a=0 =x,=0
o4—>0 =>X=0

Fig. 1.12 Plano de fase del Ejemplo 1.8.
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iv) Si Re{A1} = Re{A2} =0 — (0, 0) es un punto central.
V) Si Re{M} = Re{\2} <0 — (0, 0) es un foco estable.
Vi) Si Re{\1} = Re{\2} >0 — (0, 0) es un foco inestable.

Il. Si ajiaz — apay = 0, entonces hay infinitos puntos de equilibrio.
vii)  Si A =0,%,<0— (0, 0) es estable.
viii)  Si 2 =0,2,>0— (0, 0) es inestable.
IX) Si M =X =0, apaz # 0 — (0, 0) es inestable.
X) Si A=%=0,8;=0, Vi j— (0, 0)es inestable.

D . Analisis en el Plano de Fase de Sistemas No-Lineales

Si las funciones x; = f1(X1,X2), X2 = f2(X¢,X2) son continuamente diferenciables en torno a un punto

de equilibrio, el comportamiento en torno a este punto esta intimamente ligado con el comportamiento
del sistema linealizado alrededor de este punto de operacion.

Comportamiento local de sistemas no-lineales. Se fundamenta en la linealizacion del sistema en
torno al punto de equilibrio para luego utilizar las conclusiones derivadas de sistemas lineales para
caracterizarlo. Asi, si x, un punto de equilibrio, f; y f, funciones continuamente diferenciales en la
vecindad de (X0, X20), entonces el vector de estados se puede definir como x = X, + Ax, por lo que una
of (x)

linealizacion del sistema es, Ax = AAx, donde, A = 3
X

X=Xo

Ejemplo 1.9. Clasifique los puntos de equilibrio del sistema dado por X1 = —X1+ XiX2 ¥ X2 = X2 — X1Xz2. Ru:

e S
ST RS

X7 V) X2 vi) X2
AN N N
> Y

:_V

vii) X2 viii) ‘%
AN AN

\\\3<1 ~ / X - %
AN

/s

"%

sV

1
1

A

Fig. 1.13 Plano de fase de un sistema lineal de segundo orden.
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0
Claramente, los puntos de equilibrio son (0, 0) y (1, 1). Al linealizar en torno a (0, 0) se obtiene que A = { 0 J, por lo

que los valores propios son 1y 1. Por lo tanto el punto (0, 0) en el sistema lineal es un punto de silla 'y por ende el (0, 0) es

. . . L . 0 1
un punto de silla en el sistema no-lineal. Por otro lado, al linealizar en torno a (1, 1) se obtiene que A = { 1 0} , por lo que

los valores propios son =+ j. Por lo tanto el punto (0, 0) en el sistema lineal es un punto central y por ende el (1, 1) deberia ser
un punto central en el sistema no-lineal. Desafortunadamente, la posicion de los valores propios en el eje imaginario se ve
afectada por los términos no considerados al linealizar. Por lo tanto, nada se puede concluir del sistema no-lineal en este
caso.

Ciclos Limites. Otro importante caso es el de los ciclos limites. Sea el caso %1 = X, — X (X{ + x5 1) y

X, = —X1 — X2 (X + xZ —1) . Al considerar x; = rcoso y x, = rsin@. Se obtienef =—r(r>-1) y 6=-1.
Claramente el cambio de coordenadas muestra que si r < 1 entonces dr/dt > 1 por lo que el radio crece
y si r > 1 entonces dr/dt < 0 por lo que el radio decrece. Por lo tanto, en r = 1 hay un ciclo limite como
ilustrado en la Fig. 1.14. Los ciclos limites pueden ser estables, inestables y semiestables, Fig. 1.9. Los
ciclos limites difieren de soluciones periodicas en que los primeros atraen a todas las érbitas a su ciclo,
los dltimos orbitan en torno a estos. Notese que si el ciclo limite es estable entonces la amplitud es fija.

E . Existenciade Ciclos Limites
Hay tres teoremas que facilitan la prediccién de ciclos limites.

Teorema: Poincare. Si un ciclo limite existe en el sistema autonomo de segundo orden
X1 = fi(X1,X2), X2 = f2(X1,X2), entonces N =S + 1, donde N: es el nimero de nodos,
focos y puntos centrales y S es el numero de puntos de silla. Ambos encerrados por el ciclo
limite.

Teorema: Poincare-Bendixon. Si  una trayectoria del sistema auténomo de segundo orden
X1 = fi(X1,X2), X2 = f2(X1,X2) permanece en una region finita Q, entonces una de las
siguientes afirmaciones es verdadera:

(a) La trayectoria viaja hasta un punto de equilibrio.
(b) La trayectoria tiende a un ciclo limite asintéticamente estable.
(c) La trayectoria es un ciclo limite.

\ » X1

Fig. 1.14 Plano de fase de un ciclo limite.
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Teorema: Bendixon. Si en el sistema autonomo de segundo orden X; = f1(X1,X2), X2 = f2(X¢,X2) no
existe un ciclo limite en una region Q del plano de fase en que ofi/0xi +of, /0x2 no es
idénticamente igual a cero y no cambia de signo. Formulacion Rigida: Si of; /0x, + of, / 0x2

no es igual a cero y no cambia de signo en Q, entonces Q no contiene trayectorias
cerradas.

Ejemplo 1.10. Sea el sistema dado por x1 = g(x2) +4x1x§ y X2 = h(x1)+4x12xZ. EvalGe la existencia de ciclos limites.

R.: Al evaluar of1/x, +0f2 /62 se tiene 4x2 +4x2 = 4(xZ + x2) que claramente no cambia de signo por lo que no existen
ciclos limites en todo el plano de fase. %

Los ciclos limites aparecen también en sistemas en donde podria no haber sospecha de su existencia.
Por ejemplo, el reactor exotérmico con una temperatura de control T, de T, = 311 estd en un punto de
operacion dado por T = 385 y Ca = 0.093. Este punto es estable como se ilustra en la Fig. 1.15. Al
aumentar la temperatura de control en 5° (de T, = 311 a T, = 316) se tiene un nuevo punto de operacion
estable dado por T = 390 y Ca = 0.070. Este cambio se ve reflejado en la simulacion de la Fig. 1.15
para el caso lineal y no-lineal. Una diferencia de punto de operacion y dinamica es observada entre
ambos casos. Esto es justificable por la degradacion del modelo lineal al escapar del punto de
operacion para el cual es obtenida. Sin embargo, al disminuir la temperatura de control en 5° (de T, =
311 a T, = 306) se lleva al reactor a un ciclo limite estable. Este cambio no se ve reflejado en la
simulacion del caso lineal como ilustrado en la Fig. 1.15. Es maés, la linealizacidn predice un nuevo
punto de operacidn estable.

1.6 Alcances del Curso 543 703.

En este curso se estudiaran en profundidad sistemas no-lineales del tipo continuo, cuya representacion
pueda darse de la forma de ecuaciones dinamicas,

x = f(x,u,t)

y = h(x,u,t) '
Serén de especial interés los sistemas con multiples entradas y multiples salidas (MIMO). Ademas, se
revisardn métodos alternativos para el analisis de no-linealidades extremas como histéresis, bandas

muertas, saturaciones, etc. El estudio de sistemas considera ademas el disefio y analisis de
controladores lineales y no-lineales aplicados a sistemas no-lineales.

Copyright © por Prof. José R. Espinoza C.




Apuntes: 543 703

Concentracion
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360

Fig. 1.15 Simulacion del reactor exotérmico con T, = 311-(1 + 0.018u (t-3) — 0.036u(t-6)). La linea continua es la
simulacion del sistema original y la segmentada es la simulacion del sistema linealizado.
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2 Fundamentos de la Teoria de Lyapunov.

Dada las caracteristicas propias de sistemas no-lineales, en particular de la estabilidad,
no se pueden aplicar los conceptos desarrollados en sistemas lineales. En este capitulo
se presentan nuevas herramientas matematicas y definiciones que permiten abordar
este tema. Los conceptos mas importantes son los asociados a estabilidad local y
global. Sin duda que la Teoria de Lyapunov que aqui se presenta es la mas
desarrollada para estos casos.

2.1 Conceptos de Estabilidad.

La estabilidad de sistemas no-lineales es algo mas elaborada que en sistemas lineales debido a las
caracteristicas peculiares de éstos.
A . Antecedentes Preliminares.
Un sistema no-lineal puede representarse por

x = f(x,t), (2.1)
cuya expresion, aun cuando no contiene u, puede representar a un sistema donde u = g(x, t), por lo que
la expresion original queda como,

x =f(x,u,t) =f(x,g(x,t),t),

la cual puede ser re-escrita de la forma (2.1). Un sistema es autdbnomo si (2.1) no depende del tiempo,
es decirx = f(x) . La gran diferencia entre ellos es que un sistema autdnomo tiene asociado un plano de

estados que no es funcion del tiempo. Finalmente, un estado x, es un estado de equilibrio (o punto de
equilibrio) del sistema si al hacer x(t) = x,, este permanece en el punto para todo tiempo futuro.

B . Estabilidad e Inestabilidad.
La estabilidad se define de acuerdo a lo siguiente.

Def.: El punto de equilibrio x, = 0 es estable si, para cualquier R > 0, hay un r > 0, tal que satisface
|| x(0) || < r, entonces || x(t) || < R para todo t > 0, de otra manera el punto de equilibrio es
inestable (estabilidad en el sentido de Lyapunov).

C. Estabilidad Asintoticay Estabilidad Exponencial.
Ambos tipos son definidos como sigue.

Def.: Un punto de equilibrio x, = 0 es asintoticamente estable si es estable y si, en adicion, existe algin
r> 0 tal que || x(0) || < r implica que x(t) — 0 cuando t — oo.
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Algunos alcances importantes son: (a) la esfera B, se conoce como dominio de atraccion, que
corresponde al lugar de puntos que eventualmente convergen al origen, Fig. 2.1(a); (b) un punto de
equilibrio que es estable, pero no asintéticamente estable se llama marginalmente estable, Fig. 2.1(a),
al analizar la Fig. 2.1(a) se encuentra que: (i) curva 1: asintoticamente estable, (ii) curva 2:
marginalmente estable, y (iii) curva 3: inestable; (c) convergencia de estados no implica estabilidad.
Por ejemplo, en la Fig. 2.1(b), un punto inicial dentro de R = 1 converge a x = 0, pero siempre sale de R
=1, por lo tanto el origen no es estable en el sentido de Lyapunov.

Def.: Un punto de equilibrio x, = 0 es exponencialmente estable si existen dos nUmeros estrictamente
positivos o y A tal que ¥ t> 0, || x(t) || < o || x(0) ||e™ en alguna esfera B, entorno al origen.

Algunos alcances son: (a) el ndmero positivo A es usualmente conocido como la razén de la
convergencia exponencial, (b) la estabilidad exponencial implica estabilidad asintética, pero lo inverso
no necesariamente se cumple.

D . Estabilidad Local y Estabilidad Global.

Las definiciones anteriores son validas para caracterizar el comportamiento local de sistemas. Es decir,
coémo el sistema evoluciona después de partir cerca del punto de equilibrio.

Def.: Si la estabilidad asintética (o0 exponencial) es valida para cualesquier condicion inicial, el punto
de equilibrio es estable asintético (o exponencial) globalmente.

2.2 Linealizacion y Estabilidad Local.

El método de linealizacion de Lyapunov se refiere al andlisis de la estabilidad local. Dado que todos los
sistemas fisicos pueden ser considerados no-lineales en algin grado, este método sirve como
justificacion para el uso de las técnicas lineales en sistemas no-lineales. La linealizacion del sistema,

A Xo

A X2

X1 X1

v

v

a) )

Fig. 2.1 Estabilidad en el plano de estados. (a) Tipos de estabilidad, (b) Convergencia vs estabilidad.
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x =f(x,u), y = h(x,u),

en torno al punto u,, x,, Y, €sta dada por,
AX = AAX + BAu,

B- of (x,u) C- oh(x,u) D= oh(x,u)
X=Xo au X=Xo aX X=Xo au

u=uo u=ue u=ue u=uoe
variaciones de x, u e y, respectivamente, en torno al punto de operacion dado por u,, X,, Yo. NOtese que
en el caso no-lineal u,, x,, €y, satisfacen 0 = f(x,, u,), Yo = h(xX,, u,).

Ay = CAx + DAu,

of (x,u)

donde, A =
15).

;Y A, Au, y Ay, son

X=Xo

Teorema: MEétodo de Linealizacion de Lyapunov.

(@) Si el sistema linealizado es estable (e.d. si todos los valores propios de A estan en la mitad
izquierda del plano complejo), entonces el punto de equilibrio es asintoticamente estable.

(b) Si el sistema linealizado es inestable (e.d. a lo menos un valor propio de A esta en la mitad
derecha del plano complejo), entonces el punto de equilibrio es inestable.

(c) Si el sistema linealizado es marginalmente estable (e.d. todos los valores propios de A estan
en el plano izquierdo, pero al menos uno esta sobre el eje jo) entonces no se puede concluir
nada respecto del punto de equilibrio (es mas, el punto de equilibrio puede ser estable,
asintéticamente estable, o inestable).

Ejemplo 2.1. Estudie la estabilidad del sistema x = ax + bx®con a y b constantes. R.: Claramente un punto de equilibrio es
X, = X, = 0y la linealizacién es x = ax . De ésta se desprende que si (i) a < 0 entonces el x, = 0 es asintdticamente estable,
(if) a > 0 entonces el x, = 0 es inestable y (iii) a = 0 entonces nada se puede decir; de hecho, lo que realmente sucede
depende de la constante b, Fig. 2.2. &

Como se puede apreciar, el teorema anterior no es suficiente por cuanto quedan varias interrogantes sin
respuesta. Entre las méas importantes estan (a) ¢qué sucede con la estabilidad cuando las raices estan en

Z

—

a)
0

N

-0

>

-2

20

ok

20

=
\
-

©)

'/
h

-2

"1

0

1 2

|
~1

Fig. 2.2 Estabilidad en el Ejemplo 2.1. a)a<0,b)a>0,¢)a=0.
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Fig. 2.3 Estabilidad de los puntos de operacion del reactor del Ejemplo 1.3; a) L.G.R., b) Tvs T;, ¢) Covs Tg,

el eje imaginario? y (b) en el caso de ser estable el origen ¢ cual es el dominio de atraccion ?.

Ejemplo 2.2. Estudie la estabilidad de los puntos de operacion del reactor exotérmico. R.: Para estos efectos se grafican
los valores propios de la matriz A para distintos puntos de operacién. Esto es equivalente a graficar el L.G.R. del sistema,
pero en funcidn del punto de operacidn. La Fig. 2.3(a) muestra el L.G.R. del reactor. Sin duda que para ciertos valores de T
el sistema presenta valores propios inestables, por lo que se tienen puntos de operacion inestables. Este es el caso del rango
de T entre 335 y 379°K. Se debe tener especial cuidado con este tipo de casos en sistemas nolineales puesto un punto de
operacion inestable puede significar la existencia de ciclos limites. Este es el caso del rango ilustrado en la Fig. 2.3(b) y (c)
en donde para entradas entre T, = 303 y 306 se tiene un Unico punto de operacion que es inestable. Sin embargo, la
simulacidn ilustrada en la Fig. 1.15 muestra la existencia de un ciclo limite para esta entrada. Similarmente para entradas T,
menores a 303 el sistema viajara al Gnico punto de operacion inestable. &

2.3 Método Directo de Lyapunov.

Este método es una extension natural de una observacion fisica fundamental: si la energia total de un
sistema es continuamente disipada, entonces el sistema (lineal o no) debe eventualmente llegar a un
punto equilibrio. Como la energia es un escalar, el analisis de la estabilidad debiera reducirse al analisis
de una funcion escalar. Por ejemplo, el caso del resorte ilustrado en la Fig. 2.4 puede ser aproximado
por la ecuacion,
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mX +bx +kox=0;
sin embargo, un andlisis mas riguroso indica que el modelo es,
mX + bX | X | +kox + kix* =0.

Claramente, el manejo de esta ecuacién no es obvio como el caso anterior. La energia V(x,X) en
funcion de la posicion x y la velocidad X es,

V(x,X) =1/2mx* +J.(kox+ k,x*)dx =1/2mx® +1/ 2kox* +1/ 4k, x* .
0

Si se define x = [x1 X2]" = [x dx/dt]", la ecuacién anterior puede ser escrita como,
V (x) =1/2mx3 +1/2kox? +1/4ky X1 .

La expresion anterior muestra que (a) energia cero corresponde a un punto de equilibrio (x; = 0, x, = 0),
(b) estabilidad asintética implica convergencia de la energia a cero, y (c) inestabilidad implica un
crecimiento de la energia. Por otro lado la razon de variacion de la energia durante el movimiento del
sistema es obtenido diferenciando V(x) respecto de t lo que resulta,
V (x) = mx% + KoXX + kix3X

= X(=bX | X | —koX — kix®) + koxX + ki x*%

=—hx*| x|

=—b|x[

=-b | X2 |3

Dado que V (x) =—b|x. [ es siempre negativa, el sistema pierde energia hasta que V (x) =0 = x, = 0.
El Método Directo de Lyapunov es una generalizacion del problema anterior. Es decir, se debe
encontrar una funcion V(x) tipo energia y examinar esta funcion escalar en el tiempo.

A . Funciones Definidas Positivas y Funciones de Lyapunov.

La funcion de energia V(x) en el ejemplo anterior cumple con:
i)  Esestrictamente positiva (excepto para x; = 0, X, = 0) = la funcidn es Definida Positiva.
i)  Monotonamente decreciente = Funcion de Lyapunov.

Def.: Una funcion escalar continua V(x) se dice definida positiva localmente si V(0) = 0 y en una bola
Bro Se cumple x # 0 = V(x) > 0. Si V(0) = 0 y la propiedad anterior se cumple en todo el espacio
de estados, entonces V(x) se dice definida positiva globalmente.

Ko, K1
""

T

Fig. 2.4 Sistema masa-resorte.
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Ejemplo 2.3. Determine si (a) V(x)=1/2mI*xZ +mlg(1—cos(x1)), (b) V(x)=1/2mx3 +1/2kox? +1/4kxt, (c)
V (x) =1/2mx2 , son definidas positivas locales o globales. R.: (a) es localmente puesto que para x; = 2z la funcién V(x) se
hace cero nuevamente, (b) es globalmente, y (c) no lo es. La grafica de las funciones se encuentra en la Fig. 2.5. %

Def.: Una funcién V(x) es definida negativa si -V(x) es definida positiva.

Def.: Una funcién V(x) es semi-definida positiva si V(0) =0y V(x) > 0 para x # 0.

Def.: Una funcién V(x) es semi-definida negativa si -V(x) es semi-definida positiva.

Algunos aspectos importantes son: (a) el prefijo “semi” es usado para reflejar la posibilidad de que V(x)
dv (x) _ 8V(x)d_x: oV (x) %= oV (x) £(x) = VV (0)f(x) ; es

dt ox dt ox OX
decir, los puntos de equilibrio también satisfacen V (x) =0, y (c) dado que estamos utilizando sistemas

auténomos, V (x) depende solo de x. La funcién escalarV (x) se conoce como “la derivada de V a lo
largo de la trayectoria del sistema”. Un caso especial es cuando V (x) es negativa.

puede ser cero para x = 0, (b) V(x)=

Def.: Si en una bola Bg, la funcion V(x) es definida positiva y tiene derivadas parciales continuas, y su
derivada respecto del tiempo a lo largo de las trayectorias de los estados del sistema es semi-

definida negativa; es decir, V (x) < 0, entonces V(x) es una Funcion de Lyapunov para el sistema.

En una funcion V(x) que es funcion de Lyapunov siempre se encuentra que cualesquier trayectoria x(t)
reflejada en la funcion V(x) representa una disminucion de V(x). Este efecto se puede apreciar
geométricamente en la la Fig. 2.5(b), donde claramente el paso por una trayectoria que va de x, a xp
tiene asociado el paso de un valor de V(x,) a otro de menor valor V(xp).

B . Teoremas paralos Puntos de Equilibrio.

Teorema: Lyapunov para Estabilidad Local: Si, en una bola Bg,, existe una funcion escalar V(x)
con primeras derivadas parciales continuas tal que,

(b)

Fig. 2.5 Funciones (a), (b) y (c) del Ejemplo 2.3. (a) definida positiva localmente, (b) definida positiva
globalmente, (c) no es definida positiva.
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- V(x) es definida positiva (localmente Bgy),
- V(x) es semi-definida negativa (localmente en Bgy),

entonces el punto de equilibrio x, = 0 es estable. Si la derivada V(x) es localmente
definida negativa en Bg,, entonces la estabilidad es asintética.

Ejemplo 2.4. Estudie la estabilidad del sistema dado por X; = Xy (X + X5 —2) —4x1X3, %» = 4XZXo + X2 (X2 + X5 = 2) el
cual tiene por punto de equilibrio al x, = 0. R.: Sea la funcién de Lyapunov V(x) = xZ + x2, entonces se tiene que

V(x) = 2(xZ + x2)(x{ + x5 —2).. Por lo tanto, dado que la funcién V(x) es globalmente definida positiva y su derivada es
localmente definida negativa, el punto x, = 0 es asint6ticamente estable. Es més, el dominio de atraccion est4 dada por lo
menos por x{ + X5 < 2, Fig. 2.6. &

Ejemplo 2.5. Estudie la estabilidad en el caso del péndulo donde % = x,, X2 =—g/lsenx; — (b/(ml?))xz . R.: La energia
X1

asociada es, V (x) = %mlzxg + J.mglsenydy = %mlzxg +mgl(l—cosxi), . V(x)=mglk sen(x1) + ml®xp %2 =—bx2 <0,
0

dado que V(x) es localmente definida positiva y V (x) es semi-definida negativa, entonces el punto de equilibrio x, = 0 es
estable, pero nada se puede decir de la estabilidad asintdtica de este. Es poco auspicioso el hecho de encontrar que la
funcion de energia del péndulo no permite concluir que el origen es asintdticamente estable, aiin cuando es obvio que lo es
(el péndulo siempre queda en reposo si no hay fuerza externa al considerar roce). %

Teorema: Lyapunov para Estabilidad Global: Asumir que existe una funcion escalar V(x), con
derivadas de primer orden continuas tal que,

- V(x) es definida positiva,
- V(x) es definida negativa,
- V(x) — oo cuando || x || & oo,

entonces el punto de equilibrio x, = 0 es globalmente asintoticamente estable.

(@ (b)
Fig. 2.6 Derivada de la Funcion de Lyapunov del Ejemplo 2.4; a) vista 1, b) vista 2.

Copyright © por Prof. José R. Espinoza C.




Apuntes: 543 703 25

Ejemplo 2.6. Estudie la estabilidad del sistema x =ax +bx> con a = 0. R.: El sistema queda x =bx® el que no puede ser
descrito mediante linealizacion para efectos de analizar la estabilidad. Si se define V(x) = x?, entonces V (x) = 2xx = 2bx® <

0sib<0Vx. Porloque el x =0 es globalmente asintéticamente estable. Es globalmente, puesto que se cumple también
que V(X) — o cuando | x | — co. En general, para el caso x+ f(x) =0 si se cumple que xf(x) > 0 para x = 0 y xf(x) = 0 para

x = 0, entonces el x = 0 es globalmente asint6ticamente estable (una funcién de Lyapunov es V(x) = x?), , Fig. 2.2(c). &

En el caso de que V(x)es semi-definida negativa nada se puede concluir respecto de la estabilidad
asintotica. Este es el caso del péndulo y del resorte al utilizar la funcion de energia como funcién de

Lyapunov. Los siguientes teoremas ayudan en estos casos.
C. Teoremas de los Conjuntos Invariantes.

Permiten en el caso de encontrar V(x) semi-definida concluir respecto de la caracteristica asintética del
punto de equilibrio.

Def.: Un conjunto G es un conjunto invariante para un sistema dinamico si cada trayectoria del
sistema, que parte desde un punto en G, éste permanece en G para todo tiempo futuro.

Son por ejemplo: puntos de equilibrio, dominio de atraccion, ciclos limite, etc. Un caso trivial podria
ser todo el espacio de estados.

Teorema: Conjuntos Invariantes Local: Considerar un sistema autonomo x = f(x), con f continuo,
y sea V(x) una funcion escalar con primeras derivadas parciales continuas. Asumir que,

- paraalgun | > 0, la region Q definida por V(x) </ es acotada,
- V(x) <0 paratodo x en Q,

y sea R en conjunto de puntos dentro de Q; donde V(x) =0y M el mas grande conjunto
invariante en R. Entonces, cada solucién x(t) que se origine en Q, tenderd a M a medida que

X2

Fig. 2.7 Conjuntos invariantes geométricamente.
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t — w (Fig. 2.7).

Ejemplo 2.7

. Estudiar el caso del resorte. R.: Se tenfa V (x) =1/2mx3 +1/2kox{ +1/4kyxi y V(x) =—b|x, | <0 por lo

que sélo se puede identificar a x = 0 como estable. El teorema anterior indica que R: V(x)=—b|x, |> =0 = x, = 0; es

decir, el conjunto R esta dado por los pares (xi, X, = 0) = (X3, 0). M es el conjunto invariante mas grande dentro de R y para
encontrarlo asumamos que M = R por lo que tales pares pueden ser (x;, 0); sin embargo, la ecuacion del resorte es

mX + bX | X | +koX + kix® =0 que se puede escribir como mx; +bx; | X2 | +koxs + kle =0 por lo que los pares de M deben

cumplir con mx, +koxg + kix{ =0, como x, es arbitrario entonces X, =0 lo que implica que x, = 0 y con esto se sale del
conjunto M. La Unica condicion es cuando ademas se cumple que x; = 0. Por lo tanto, el conjunto es M: (0, 0), y de acuerdo
al teorema anterior, el (0, 0) es entonces asint6ticamente estable. &

Corolario:

Considerar un sistema autonomo x = f(x), con f continuo, y sea V(x) una funcién escalar
con primeras derivadas parciales continuas. Asumir que en una vecindad Q del origen,

- V(x) definida positiva localmente,

- V(x) semi-definida negativa,

- el conjunto R tal que V(x) = 0 no contiene trayectorias de x = f(x) que no seax =0,
entonces, el punto de equilibrio x, = 0 es asintéticamente estable. Mas aun, la regién mas

grande en Q; (definida por V(x) < I) en © es un dominio de atraccion del punto de
equilibrio.

Teorema:

Conjuntos Invariantes Global: Considerar un sistema autonomo x = f(x), con f continuo,
y sea V(x) una funcidn escalar con primeras derivadas parciales continuas. Asumir que,

- V(x) <0 en todo el espacio de estado,
- V(x) = oo cuando || x || = oo,

y sea R el conjunto de todos los puntos donde, V (x) = 0, y M el conjunto invariante més
grande en R. Entonces todas las soluciones convergen globalmente asintéticamente a M
cuando t — oo.

Ejemplo 2.8

. Sea el caso X -+b(X)+c(x)=0 donde se cumple que xb(x) >0 para x =0y xc(x) >0 para x = 0, Fig. 2.8.

c(x) b(X)
A A

Fig. 2.8 Funciones del Ejemplo 2.8 para satisfacer el criterio de estabilidad asintética.
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X
X2 +.[c(y)dy, de donde se obtiene que
0
V (X, X) = XX +c(x)% = —xb(x) <0 por lo tanto el origen es estable. El teorema anterior indica que R: V (x,X) = —xb(x) =0
= X = 0; es decir, el conjunto R esta dado por los pares (x, X =0) = (x, 0). M es el conjunto invariante méas grande dentro

de Ry por tanto es (0, 0). Asi y de acuerdo al teorema anterior, el (0, 0) es globalmente asintéticamente estable, puesto que
X

V (X, X) :%xz +J.c(y)dy—> oo cuando || x || = oo, %
0

Analizar la estabilidad del origen. R.: Sea la funcién de Lyapunov V(x,X) =

N | =

2.4 Analisis de Sistemas Basados en el Método Directo de Lyapunov.

La mayor dificultad es encontrar la funcion de Lyapunov. Algunos métodos para encontrarla son (a)
experiencia, (b) intuicion, y (c) fisica del sistema.

A . Analisis de Lyapunov de Sistemas Lineales Invariantes.
Para esto es necesario introducir el concepto de matriz definida positiva.

Def.: Una matriz cuadrada M de n-n es definida positiva si V x # 0 entonces se cumple que x' Mx > 0.

Una condicidn necesaria para que M sea definida positiva es que los elementos de su diagonal sean
positivos. Si M es simétrica, M es definida positiva si y solo si sus menores principales (M, myymy; -
myiMy, ..., det{M}) son todos estrictamente positivos o todos sus valores propios son positivos
(Teorema de Silvester). Con este resultado se puede establecer un procedimiento para sistemas lineales.
Sea el sistema dado por x = Ax y una funcién de Lyapunov V(x) = x"Px la cual es definida positiva si
P es definida positiva. Al obtener V (x) se tiene que V(x) = X' Px+x'Px = -x'(-A'P - PA)x = -x'Qx,
por lo que si Q = -(A'P + PA) es definida positiva, entonces el origen es asintéticamente estable. Un
alternativa es darse la matriz Q definida positiva, encontrar la matriz P y si esta es definida positiva,
entonces se concluye que el origen es asintoticamente estable. Lamentablemente si P no es definida
positiva nada se puede concluir. Para esto se tiene el siguiente teorema.

Teorema: Una condicion necesaria y suficiente para que un sistema lineal invariante x = Ax sea
estrictamente estable es que, para cualquier matriz Q simétrica definida positiva, la
solucion P de la ecuacion de Lyapunov Q = -(A'P + PA) sea definida positiva simétrica.

0
Ejemplo 2.9. Sea el caso lineal donde A:{

0 -8 0 47 [-10
Ipor o que ATP+PA = { }{ Pt plz} + { Pu Pz }[ } = { } cuya solucién, considerando p;, =
4 12| py P Poy Py || -8 12 0 -

4
2} , determine la estabilidad del origen. R.: Se opta por la matriz Q =

51
P21, P11 = 5/16, p1p = p2 = 1/16, es P = %[1 J . La matriz P es definida positiva por cuanto es simétrica y sus valores

propios son (3 + \5)16, ambos positivos. &
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B . Método de Krasovskii
Corresponde a una extension del método lineal a sistemas no-lineales del tipo x = f(x).

Teorema: Sea el sistema autbnomo x = f(x) con el origen como punto de equilibrio y sea A(x) el
Jacobiano A(x) = of(x)/ox. Si la matriz F(x) definida como F(x) = A(x) + A(x)" es definida
negativa en un entorno Q, entonces el origen es un punto de equilibrio asintéticamente
estable. Una funcién de Lyapunov para ese sistema es V(x) = f(x)'f(x). Si Q es todo el
espacio de estados y V(x) — oo cuando || x || = oo, entonces el punto de equilibrio es
globalmente asint6ticamente estable.

Ejemplo 2.10. Sea el caso X; = —6X; +2Xz2, X = 2% —6X» —2x3 determine la estabilidad del origen. R.: Se tiene que
of(x) |—6 2 T -12
Ax)=—"+= or lo que F(x)=A(x)+A =
™= {2 e | POl FRO=ARFAM=l gy 100
el espacio de estados (sus valores propios son siempre negativos). Ademés, se encuentra que V(x) = f(x)'f(x) =
(—6%1 +2x2)? + (2x1 —6X2 —2x3)2 — oo cuando || x || — oo por lo que la estabilidad es global.

que es definida negativa en todo

C. Funciones de Lyapunov Mediante Analisis Fenomenoldgico.

Un uso intensivo de la fisica del sistema deberia permitir encontrar la funcién de Lyapunov. Sea el caso
de un brazo robotico. La ecuacion matricial que describe el sistema es,
H(q)G+b(q.q) +g(q) =,

donde, q: vector de posicion (n-1), t: torques de entrada, g: vector de torques gravitacionales, b: fuerzas
de coriolis y centripeta y H(q): matriz de inercias que es definida positiva. Sea el controlador PD con
compensador de torques gravitacionales tT=-K;,q—-Kpq+g(q) donde Kp y Kp son matrices

definidas positivas de n-n. Notese que el control PD introduce damping. Sea la funcién de Lyapunov

V(q,q) = %{qT H(q)q + q" Kpq} donde el primer término representa la energia cinética y el segundo la

energia potencial. Entonces, V(q,q)=q" (t—g) + q'Kpq = —q ' Kpq. Como Kp es definida positiva
entonces V(q,q) es semi-definida negativa lo que indica que el origen q, = 0 es sdlo estable. Sin

embargo, el teorema de conjuntos invariantes asegura que el origen es ademas asintoticamente estable
(en este caso R: (q, @ = 0) por lo que M es solo el origen). Es mas, dado que V(q,q) — « cuando

Il q || = o, el origen es globalmente asintéticamente estable.

D . Analisis de Velocidad de Convergencia

En sistemas que convergen al origen puesto que son asintéticamente estables la pregunta que se tiene es
cuan rapido lo hacen. Esta pregunta se responde por separado en sistemas lineales y luego no-lineales.

En sistemas lineales se tiene el siguiente lema.

Lema: Si una funcion real w(t) satisface w(t) + aw(t) <0 donde o es un ndmero real, entonces
siempre se cumple que w(t) < w(0)e ™.
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Si se hace w(t)+aw(t) =z(t) entonces z(t) es negativa o cero. La solucién de esta ecuacion es
F :

w(t) = w(0)e ™ +.[e*°‘“*)z(t)dr donde la parte de la integral es siempre negativa o cero dado que z(t) es !
0

negativa o cero. Por lo tanto, se cumple que w(t) < w(0)e ™.

Por otro lado, de la teoria de matrices, para A simétrica definida positiva se cumple que Amin(A)x'x <
X'AX < Ama(A)X'x (por cuanto los valores propios son iguales a los valores singulares) y si se

H }\Jmin (Q) H T }\'min (Q) T /
considera a y=—"-2 se puede escribir, >0 x (Anx (P)Dx > vV . Como V = -
y 7\'max (P) p ¥ QX kmax (P) ¥ ( ( ) )X y (X)

x'Qx entonces V (x) < -yV(x) y por el lema anterior V(x) <V (0)e™ o también x" Px<V(0)e™ y
considerando que Ay (P) | x(t) |F< x"Px, entonces Ay (P)||x(t) |[F<V (0)e™ de donde finalmente se

Y
tiene que || x(t) |K /}3/(—(())1))e Zt, lo que implica que el vector de estados converge con una razon de
min

convergencia de a lo menos y/2.

En sistemas no-lineales se tiene para cada caso un analisis distinto. Sea por ejemplo el caso
X = X (X2 4+ X3 —2) —4X, X3, X, = 4XZX, + Xa (X + XZ = 2) en donde se utiliza V (x) = xZ + X3 = || x |
. V o
lo que resulta en V =2V (V —2) de donde se puede obtener que \h: —2dt, cuya solucion es
-2t
V
V(1) =L_2t, con a:i.
1+ oe 2-V(0)
circulo de radio /2, o> 0y por lo tanto V (t) < e % o también que || x ||* < ae?. Finalmente, || x || <

Vae™ por lo que la norma del vector de estados || x || converge exponencialmente a cero con una razén
de convergencia menor a 1.

Si || x(0) ||> = V(0) < 2, es decir si la trayectoria esta dentro del

2.5 Disefno de Sistemas Basado en Lyapunov.

Hasta ahora no se ha hecho mencidn del tipo de entrada presente en un sistema ni cbmo debe escogerse
en un sistema en particular. Uno de los problemas de control es encontrar la entrada adecuada para
estabilizar al sistema.

A . Regulador No-lineal.

Sea por ejemplo el sistema definido por la ecuacion, X — x>+ x* =u. Se debe encontrar la entrada u
para estabilizar el sistema. La ecuacion se asemeja al caso X +b(x)+c(x) =0 donde debe asegurarse

que Xb(x) >0 para x # 0y xc(x) > 0 para x = 0 para asegurar la estabilidad del sistema. Por lo tanto, si
se hace la entrada u = uy(X) + u,(x) se tiene el sistema resultante, X + (=X —u; (X)) + (x* —u,(x)) =0,
de donde se tienen las restricciones,

a) (=% —u (X))% > 0= (Xx* +u (X)X <0 parax =0
b) (X2 —Uy(X))X >0 parax =0

Lo que puede ser re-escrito como,
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U (X) Up(X)

- X

Fig. 2.9 Areas para las entradas estabilizadoras del controlador regulador.

a) si x>0=>x*+u(X)<0 y si x<0=>x+u(X)>0
b) si x>0=x*-u,(x)>0 y si x<0=>x>—U,(x)<0’
y que finalmente resulta en
a) si x>0=>u(X)<-x° y osi Xx<0=u(X)>-X°
b) si Xx>0=u,(x)<x’ y o osi Xx<0=Uy(X)>x%
La Fig. 2.9 muestra el area donde se puede encontrar la funcion ui(X) y ux(x) para asegurar el
cumplimiento de las restricciones.
B . Controlador Robusto.

Es de interés cuando hay incertidumbre en los parametros. En este caso se necesita un controlador
robusto. Sea por ejemplo, X+ o;X®+a,x*=u, en donde oy y o tienen los rangos oy > -2 Y |oo| < 5
para lo cual hay que disefiar u de manera que se asegure que el origen sea asintoticamente estable. Para
esto se define la entrada como u=u(X)+uy(x) por lo que se obtiene

%+ (0 X% — U (X)) + (a,x* —u,(x)) = 0. La estabilidad se asegura si,

a) (0 X® —u (X)X >0 parax =0
b)  (oX?—Uy(x))X>0 parax#0

Lo que puede ser re-escrito como,

5x?

U (X) Ua(X)

-5x%
-2x3

Fig. 2.10 Areas para las entradas estabilizadoras del control robusto.
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a si x>0=>0xX}-u(x)>0 y si Xx<0=>ox}-u(%)<0
b) si x>0=a,x*—Uu,(X)>0 y o Si X<0=>a,X2—Uy(X) <0
y que finalmente resulta en
a)  si X>0=u(X)<oux® y  si x<0=uy(X)>oux®
b) si x>0=u,(X)<a,x? Yy osi X<0=>Uy(X) > apX’

La Fig. 2.10 muestra el area donde se puede encontrar la funcion ui(X) y ux(x) para asegurar el
cumplimiento de las restricciones.
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3 Teoria de Estabilidad Avanzada.

En este capitulo se extienden los conceptos de estabilidad desarrollados para sistemas
no-lineales autdbnomos a sistemas no-lineales no-auténomos. Son el caso particular de
sistemas en que hay parametros que dependen del tiempo, condicidon que se
encuentra en mayor o menor grado en todos los sistemas fisicos reales. Para su
andlisis se presentan nuevas definiciones y herramientas matematicas. Similarmente al
caso de sistemas autdonomos, los conceptos mds importantes son los asociados a
estabilidad local y global para lo cual se recurre a la Teoria de Lyapunov Avanzada.

3.1 Conceptos de Estabilidad

Los sistemas no-autbnomos son caracterizados por la ecuacion general,
x = f(x,t),

en el cual se asume que la entrada esta redefinida en funcion de las variables de estado y por tanto la

., , . . . X
expresion esta en una forma generalizada. Un caso particular es, X = 1
+ X

a(t), en donde claramente

el parametro a(t) hace que el sistema sea no-autonomo. La definicion de punto de equilibrio entonces
gueda como sigue.

Def.: El sistema no-auténomo dado por x =f(x,t) tiene a x, como punto de equilibrio si se cumple
f(x,t,) =0 Vt>t,. Es decir, el sistema permanece en x, para todo tiempo futuro a t,.

Ejemplo 3.1. Sea el sistema lineal variante en el tiempo x = A(t)x el cual tiene a x, = 0 como punto de equilibrio siempre

. . . . . , X
que A(t) es no singular. Estudie el caso no-lineal variante en el tiempo X = 5
1+x

a(t)+b(t) . R.: El origen x, = 0 es el

punto de equilibrio si b(t) = 0 y no tiene puntos de equilibrio si b(t) = 0. &

Def.: El punto de equilibrio x, = 0 es estable a t, si para cualquier R > 0, hay un r(R, t,) > 0, tal que
satisface || x(to) || < r, entonces || x(t) | < R para todo t > t,. De otra manera el punto de equilibrio
es inestable.

Def.: Un punto de equilibrio x, = 0 es asintéticamente estable al instante t, si es estable y si, en adicion,
existe algun r(to) > 0 tal que || x(to) || < r(to) implica que x(t) — 0 cuando t — co.

Def.: Un punto de equilibrio x, = 0 es exponencialmente estable si existen dos nimeros estrictamente
positivos o y A tal que para un x(t,) suficientemente pequefio se cumple que || x(t) || < o || x(to) ||€”
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M%) nara todo t > to.

Def.: El punto de equilibrio x, = 0 es globalmente asintéticamente estable si V x(t;) se cumple que
x(t) — 0 cuando t — oo.

—ja(r)dr

Ejemplo 3.2. Estudie la estabilidad del sistema x(t) =—a(t)x(t) cuya solucién es x(t) = x(to)e * . R.: El sistema es

estable si a(t) > 0, Vt > t,; es asintGticamente estable si [a(r)dr =+ ; es exponencialmente estable si existe un ndmero
0
. Al . . 1 .
positivo T tal que vt > 0 [a(r)dr >y, con y constante y positivo. Asi, para a(t) :W el sistema es estable pero no
t +

asintéticamente estable, para a(t) = el sistema es asintéticamente estable y para a(t) = t el sistema es

1
(1+1)

exponencialmente estable. &

Def.: El punto de equilibrio x, = 0 es localmente uniformemente estable si el escalar r en la definicion
de estabilidad puede ser escogido independiente de t,; es decir, r = r(R).

Def.: El punto de equilibrio x, = 0 es localmente uniformemente asintéticamente estable si éste es
uniformemente estable y hay una esfera de atraccion Bgo, cuyo radio es independiente de t,, tal
que cualquier trayectoria con estados iniciales en Bg, converge a x, = 0 uniformemente en t,.

Por convergencia uniforme en términos de t, se entiende que todo R; y R, que cumplen 0 < R, < Ry <
Ro 3 T(R1, R2) > O tal que V t, > 0 se cumple que || x(t) || <R1 = || x(t) || <Rz, V t > t, + T(R1, Ry). ES
decir, la trayectoria de los estados, que parte dentro de una esfera Bgi, converge en una esfera menor
Br2 después de un periodo T que es independiente de t,.

El concepto de globalmente uniformemente asintoticamente estable se puede definir reemplazando la
bola Bg, por todo el espacio de estados.

Ejemplo 3.3. Estudiar la convergencia uniforme de x = _1_Xt . R.: El sistema tiene por solucién a x(t) = 1+ tf X(to) que
+ +

converge asintéticamente al origen pero su convergencia no es uniforme puesto que intuitivamente para grandes valores de
t, se requiere mas tiempo para llegar al origen. &

3.2 Andlisis de Sistemas No—autonomos

Aqui se revisan los principios de estabilidad de sistemas no-autonomos. Para esto se explora el efecto
de dualidad entre éstos y los sistemas autbnomaos.

A . Méeétodo Directo de Lyapunov Aplicado a Sistemas No—Autonomos.

Como es de esperar, se necesita reformular el concepto de funciones definidas positivas y sus derivados
para sistemas no-autonomos.
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Def.: Una funcion escalar continua tiempo-variante V(x, t) se dice localmente definida positiva si
V(0, t) = 0 y existe una funcidn definida positiva tiempo-invariante Vo(x) tal que V(x, t) > Vo(x),
Vit

Informalmente se dice que V(x, t) es localmente definida positiva si domina a una funcién definida
positiva tiempo-invariante Vo(x). Definiciones similares se tienen para semi-definida positiva, negativa,
semi-definida negativa y para global. Asi, una funcién V(x, t) es definida negativa si la funcion -V(x, t)
es definida positiva. Una funcion V(x, t) es semi-definida positiva si domina a una funcién tiempo-
invariante semi-definida positiva V(x). Finalmente, V(x, t) es semidefinida-negativa si -V(x, t) es semi-
definida positiva.

Ademas, se hace necesario introducir el concepto de funciones decrecientes.

Def.: Una funcion escalar V(x, t) es decreciente si V(0,t) = 0 y existe una funcion definida positiva
tiempo-invariante V;(x) tal que V(x, t) < Vi(x), V t > 0.

Se dice que V(x, t) es decreciente si es dominada por una funcién definida positiva tiempo-invariante
V]_(X).

Ejemplo 3.4. Estudie si la funcion V (x,t) = (L+sen?(t))(x? + x3) es definida positiva. R.: Lo es, puesto que domina la

funcion tiempo-invariante Vo (x) = xf + x22 y es decreciente dado que es dominada por la funcion Vi(x) = 2(x12 + x22) )

Notese que en este caso se tiene que la derivada a lo largo de la trayectoria es,

v ovdx
dt ot oOx dt
ov oV .
=—+—X
ot oOx
:a—v+a—vf(x,t)
ot ox

El resultado resumido del teorema de Lyapunov se tiene a continuacion.

Teorema: Lyapunov para Sistemas No-Auténomos: Si, en una bola Bg, alrededor del x, = 0 existe
una funcién escalar V(x, t) con primeras derivadas parciales continuas tal que,

1. V(x, t) es definida positiva,

2. V(x,t) es semi-definida negativa,

entonces el punto de equilibrio x, = 0 es estable en el sentido de Lyapunov. Si ademas,
3. V(x, t) es decreciente,

entonces el punto de equilibrio x, = 0 es uniformemente estable. Si la condicion 2 es
restringida a que V(x,t) sea definida negativa, entonces el x, = 0 es uniformemente

asintéticamente estable . Si la bola Bg, €s reemplazada por todo el espacio de estados, y se
cumple 1, 2 restringida y 3, y ademas,
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4. V(x, t) es radialmente no acotada,

entonces el punto de equilibrio x, = 0 es globalmente uniformemente asintticamente
estable.

Ejemplo 3.5. El sistema dado por Xi(t)=—x1(t)—e 2'x2(t), Xz2(t) = xi(t)—x2(t) tiene al origen como punto de
equilibrio. Determine la estabilidad de éste. R.:

‘2‘)x§ es definida positiva puesto que domina la funcién definida positiva

Condicion 1: la funcién V(x,t) = x2 + (1 +e
tiempo-invariante V (x) = x2 + x5 = se cumple condici6n 1.

Condici6n 2: como V (x,t) = —2(xf —xax2 + x5 (1+2e72)) 6 —V(x,t) = 2(x? —xax2 + xZ(1+2e7?')) que es definida
positiva pues domina a la funcidon tiempo-invariante definida positiva V(x)= 2(x12 — X1X2 + x§)
=(x1 —x2)? +x{ +x5 por lo que —V (x,t) es definida positiva o V (x,t) es definida negativa = se cumple
la condici6n 2 en su modo restringido.

Condicién 3: al considerar la funcién tiempo-invariante definida positiva V (x) = xf +2x§ se tiene que V(x) > V(x, t); es

decir, V(x, t) es dominada por V(x) y por tanto V(x, t) es decreciente = se cumple la condicién 3.
Condicién 4: dado que V(x, t) no es acotada = se cumple la condicién 4.

Por lo tanto, el origen es globalmente uniformemente asintéticamente estable. &

En sistemas autdnomos bastaba con tener V(x, t) definida positiva y V (x,t) definida negativa para

asegurar la estabilidad asintética del origen. En sistemas no-autdnomos debe cumplirse ademés que V
sea decreciente. Esta caracteristica se observa en el siguiente ejemplo.

a®)

Ejemplo 3.6. El sistema dado por x(t) = ()x(t) tiene al origen como punto de equilibrio. Determine la estabilidad de
g(t

éste para lo cual considere que g(t) es como ilustrado en la Fig. 3.1(a). R.: La funcién g(t), Fig. 3.1(b), cumple con
jgz(r)dr < Je"dr + Zl/ 2" =2. Esto porque el area de la funcion g*(t) es siempre menor que el rea de ey de la suma
0 0 n=1

del tren de triangulares. En general, este tren de pulsos debiera cumplir con un ancho menor a 1/2", Fig. 3.1(a). Por lo tanto,

X2
9°(t)

tiempo-invariante V (x) = x? = se cumple condicién 1.

Condicién 1: la funcion V (x,t) =

t
{3—J'g2(r)dr} es definida positiva puesto que domina la funcién definida positiva
0

Condicién 2: al obtener V (x,t) = —f( )+ a_v = 3{ jg (r)dr}

{ jg (r)dr}——z 2 = 52 6 bien
g

—V(x,t)=x? se observa que es definida positiva pues domina a la funcién tiempo-invariante definida

positiva V (x) = 0.5x? por lo que —V (x,t) es definida positiva 0 V (x,t) es definida negativa = se cumple la
condicién 2.

Hasta aqui se cumple que V(x, t) es definida positiva y que V (x,t) es definida negativa por lo que se podria pensar que el

g()
g(t,)
x(t) = g(t) con x(t,) = g(t,) = 1, Fig. 3.1(b), la cual no es asintéticamente estable puesto que g(t) toca siempre el 1 a medida
que t — oo. Esto se puede explicar por la imposibilidad de encontrar una funcién definida positiva V(x) que domine a la
funcién V(x, t), dado que la funcién V(x, t) toma valores que tienden a infinito a medida que t — 0. &

origen es asintticamente estable; sin embargo, la solucién general de la ecuacion diferencial es x(t) =
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Otro interesante ejemplo es la ecuacion diferencial de segundo orden dada por, X+ c(t)X+k,x =0, en
donde se podria pensar que mientras c(t) sea positiva se tiene un factor de amortiguamiento y la
solucion debiera tender al origen. Sin embargo, si por ejemplo c(t) = 2 + e'y k, = 1 entonces la solucién
esx(t) =1 + e, la que no converge al origen. Para explicar este caso se revisa el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.7. El sistema dado por X+ C(t)X + KoX =0 tiene al origen como punto de equilibrio. Determine la
estabilidad de éste. R.:

(x+ax)® | b(t)x?
2
que k, para que V(x, t) sea definida positiva considerando que domina a la funcién escalar invariante en el

: 2
(X + ax)? N mtln{b(t)}x
4 4
Condici6n 2: al obtener V (x,t) = {0 — c(t) }x +%{C(t) —2ko}x? se tiene que —V (x,t) = {c(t) — ajx? +%{2ko —¢(t)}x? es

Condicién 1: la funcién V (x,t) =

donde b(t) =ko —a? +ac(t) y a es una constante positiva menor

tiempo, por ejemplo, dada por V (x) = = se cumple condicidn 1.

definida positiva si c(t) > o y 2ko > ¢(t) por lo que V (x,t) es definida negativa = se cumple la condicién
2.

Condicion 3: si c(t) es acotada entonces es posible encontrar una funcién tiempo-invariante definida positiva V(x) tal que se
cumpla que V(x) > V(x,t); es decir, V(x,t) es dominada por V(x), por ejemplo, V(x) =
(X+ax)® + m[ax{b(t)}x2 ,y por tanto V(x, t) es decreciente = se cumple la condicion 3.

En el caso anterior no se cumple que c(t) sea acotada por lo que no se garantiza que el origen sea asintdticamente estable.
Notese que esta condicion es suficiente pero no necesaria; es decir, si c(t) es acotada entonces se asegura que el origen es
asintoticamente estable, caso contrario nada se puede decir. Este es el caso de la ecuacion X+ (2+8t)x+5x =0, donde el

origen si es asintticamente estable aun cuando c(t) no es acotada. %

Al igual que en el caso de sistemas autonomos, la linealizacién es una herramienta que permite el

[ [ [ [
1= 1. o -
.‘."s,“ M N 4 N
", - e—t E E E E
-..-.,_ﬁ_-‘." - < 1/2n E E E E
05 - g1 1t 7
) R A N S ]
@ R '
0 0.5 25 n=3 3.5 n=4 4.5
I [ I I [ [ I I
l —
9(t)
05 ) =
g
0 (b) l | l l | | I |
0 0.5 n=1 15 n=2 25 n=3 35 n=4 4.5

Fig. 3.1 Funcién de prueba para el Ejemplo 3.6. (a) funciones auxiliares; (b) g(t) y g°(t).

Copyright © por Prof. José R. Espinoza C.



Apuntes: 543 703 37
analisis en sistemas no-autbnomos.

B . Anélisis de Lyapunov de Sistemas Lineales Variantes en el Tiempo.

En el caso de sistemas lineales se tiene que si la matriz A de la ecuacion de estados x = Ax tiene todos
sus valores propios estables, entonces el origen es asintéticamente estable. Desafortunadamente en
sistemas lineales variantes esto no es verdad. Es decir, si en el sistema x = A(t)x la matriz A(t) tiene

todos sus valores propios estables nada se puede concluir respecto de la estabilidad del origen.

Ejemplo 3.8. Estudie la estabilidad del sistema dado por x; = X +€%'X,, % =—X,. R.: El sistema tiene una matriz

A(t){o -1

} y sus valores propios son A;, = -1, ambos estables; sin embargo, la solucién al problema es

X2 = X2(0)e" y %1 + X1 = X2 (0)e", donde claramente si x,(0) = 0 entonces x; diverge. &

Por otro lado, el sistema x = A(t)x es asintéticamente estable si los valores propios de la matriz
simétrica A(t) + A(t)" (los cuales son todos nimeros reales) permanecen siempre en el lado izquierdo
del plano complejo. Es decir, 3 A > 0, V i, V t > 0 tal que, Li(A(t) + A(t)") < -A. Esto se puede
demostrar usando Lyapunov con V = x'x, puesto que V =x"x +x'x = x (A(t) + A())x < -Ax'x = -AV,
de maneraque Vt>0,0<x'x = || x ||>= V(t) < V(0)e™y por lo tanto x tiende a cero exponencialmente
con una razon de a lo menos A/2.

Es importante destacar que en el caso anterior se tiene una condicion suficiente, por lo que si no se
cumple que los valores propios de la matriz A(t) + A(t)" son estables, nada se puede decir de la
estabilidad del origen.

Un par de casos especiales de sistemas lineales variantes son los siguientes.

Sistemas lineales perturbados. Sea x ={A; + A,(t)}x donde A, es constante y Hurwitz (todos sus

valores propios son estrictamente estables) y A,(t) —» O cuandot —» oy J'||A2(t)||dt < oo entonces el
0

sistema es global exponencialmente estable.

Condicion de suavidad suficiente para A(t). Si el sistema dado por x = A(t)x es tal que V t >0 los
valores propios de A(t) tiene parte real negativa 3 o >0, V i, V t > 0 tal que, Re{Ai(A(t))} <-a y sien

adicion la matriz A(t) permanece acotada y IAT (t)A(t)dt < oo entonces el sistema es global
0

exponencialmente estable.

C. EI Método de Linealizacion para Sistemas No-autbnomos

En el caso de los sistemas autdbnomos se tenia la opcion de linealizacion para analizar la estabilidad. En
el caso en que se encontraran valores propios en el modelo linealizado en el eje imaginario nada se
podia concluir respecto de la estabilidad. Un aspecto importante es que la representacion lineal de
sistemas autonomos es siempre invariante en el tiempo. Este no es el caso de sistemas no-autbnomos en
donde la representacion lineal es en general variante en el tiempo.

Sea el caso general no-linal x = f(x,t) = A(t)x +f, .. (x,t) donde A(t) = 2—f , S se cumple que:
X x=0
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lim < sup o O, =0 V>0, (3.1)
IK>0 (5

entonces x = A(t)x es la linealizacion del sistema no-autonomo x = f(x,t) en torno al origen. La

condicion (3.1) es equivalente a asegurar la convergencia uniforme que permite afirmar que los
términos de orden superior efectivamente no aportan una cantidad relevante ain cuando el tiempo
tienda a infinito. Esta condicion se puede reemplazar por,

ofi (x,1)
Ox

_ ofi (x,1t)
ox

< L||x1 —x2||2 Vi, Vt>0,

X=X1 X=X2 2

donde L es un escalar finito. Esta ultima condicion se conoce como la condicion de Lipschitz.

Ejemplo 3.9. El sistema dado por % =-x+tx? tiene por linealizacion a % =—x, determine si ésta es valida. R.:
lotxt)|  afxt)| | _[afn]  dfen)
" ox |x:x1 " X T C o dx
| -1+ 2tx; — (14 2tXp) <K L | X1 — X2 |, de donde 2t|x; - X| < L|X; - Xo|, por lo que 2t < L. Desafortunadamente, no se puede

encontrar L finito que satisfaga este resultado V t > 0, en particular para t — . En conclusion, no se puede obtener una
linealizacion que represente el sistema no-lineal original. &

f(xt) =—x+1tx? por lo que ;i: —1+1t2x y por tanto,
X

X=X2 |X:X1 |)(:)(2

Los resultados anteriores son utilizados de base para los siguientes teoremas.

Teorema: Si el sistema linealizado es uniformemente asintGticamente estable, entonces el punto de
equilibrio x, = 0 del sistema original no-autbnomo es también uniformemente
asintéticamente estable.

Teorema: Si el Jacobiano A(t) es constante y si la condicion de convergencia uniforme se cumple,

entonces la inestabilidad del sistema linealizado implica que el sistema original no-lineal
no-autdnomo es inestable.

Notese que el caso de la linealizacién requiere de la convergencia uniforme y no cubre el caso de
inestabilidad si el Jacobiano es variante en el tiempo.

3.3 Teoremas para la Inestabilidad.

Los teoremas anteriores sirven para probar la estabilidad de los sistemas. En el caso que las
condiciones no se cumplan, nada se puede decir. Este es también el caso cuando los metodos de
linealizacion arrojan solo estabilidad marginal. Los siguientes teoremas son Utiles para establecer la
inestabilidad de sistemas.

Teorema: "Primer teorema'": Si en una vecindad Q del origen, existe funcion escalar decreciente
continua diferenciable V(x, t) tal que,

- V(0,) =0V t>t,,
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- V(x, to) puede asumir valores positivos arbitrariamente cerca del origen,
- V(x,t) es definida positiva (localmente en ),

entonces el punto de equilibrio x, = 0 al instante t, es inestable.

Ejemplo 3.10. El sistema dado por %; = 2xa + X (X +2X3), %o =—2x+X2(xf +x3) tiene por punto de equilibrio al
origen, determine su estabilidad. R.: La linealizacion resulta ser x; =2x,, X, =—2x; cuyos valores propios son * 2j, por lo
que nada se puede decir del origen como punto de equilibrio. Si se considera V =1/2(x?+x3) se obtiene que

V = (xZ +x2)(xZ + x3) que es definida positiva por lo tanto el origen es inestable.

Teorema: "Segundo teorema': Si en una vecindad Q del origen, existe una funcion escalar
decreciente continua diferenciable V(x, t) tal que,
- V(0,1t) =0y V(x, t,) puede asumir valores positivos arbitrariamente cerca del origen,
- V(x,t) - AV (x,1) 20, Vixt, Vx e Q,

con A una constante positiva, entonces el punto de equilibrio x, = 0 al instante t, es
inestable.

Ejemplo 3.11. El sistema dado por X; = X1 + 3X2 SeN® X, +5xX1X% sen? Xy, X» = 3x15en? X, + Xp —5xZ X, c0s% X, tiene por
punto de equilibrio al origen, determine su estabilidad. R.: Al considerar V =1/2(xZ — x3) que asume valores positivos

cerca del origen en la linea x, = 0, se obtiene que V =2V +5x2x3 6V —2V =5x{x3 cumpliéndose asi las condiciones del
segundo teorema por lo que el origen es inestable.

Teorema: "Tercer teorema': Sea Q una vecindad del origen, si existe una funcion escalar V(x, t)
con primera deriva parcial continua, decreciente en Q, y en una region ©; en Q tal que,
- V(x, t) y V(x,t) son definidas positivas en Qi,

- el origen esta en el contorno de Q;,
- enel contorno de Q; dentro de Q, V(x,t) =0 V t > t,,

entonces el punto de equilibrio x, = 0 al instante t, es inestable.

3.4 Anaélisis usando Lema de Barbalat

En sistemas autbnomos si V es definido positivo y V es definido negativo, entonces el origen es

asintoticamente estable, si V es s6lo semi-definido negativo entonces la teoria de conjuntos invariantes
permite evaluar esta caracteristica. En el caso de sistemas no-autbnomos se tiene equivalentemente el
Lema de Barbalat.
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A . Propiedades asintoticas de funciones y sus derivadas

Caso 1. Si f(t) —> 0 no implica que f converge cuando t — . Este es el caso de f(t) = sin(log(t)),
donde f (t) = cos(log(t))/t que tiende a cero cuando t — oo; sin embargo, f no converge.

Caso 2. Si f converge no implica que f(t) — 0 cuando t — . Este es el caso de f(t) = e'sin(e) que
tiende a cero cuando t — oo; sin embargo, f (t) = -e™sin(e®) + e'cos(e*)2e* = -e'sin(e?') + 2e'cos(e?)
no es acotada.

Caso 3. Si f es acotada inferiormente y decreciente ( f (t) < 0) entonces f converge a un limite.

B. Lemade Barbalat

Es de interés el Caso 2 donde si f converge qué restriccion adicional debe imponerse en f (t) para que
f (t) tienda a cero. EI Lema de Barbalat aporta la respuesta.

Teorema: Si una funcién diferenciable f(t) tiene un limite finito cuando t — o y f(t) es
uniformemente continua, entonces f (t) — 0 cuando t — oo.

Notar que,

Una funcion g(t) es continua en [0, ) si :

vt 20,VR>0,3n(R,t) >0Vt >0,t—t;|<n = |g(t)-g(t)|<R

Una funcion g(t) es uniformemente continua en [0, «) si :

VR>0,3n(R)>0,vt, >0,vt>0,[t—t|]<n = |g(t)-g(t)/<R

Una alternativa es que una funcion es uniformemente continua si la derivada de la funcién es continua.

Corolario: Si la funcién diferenciable f(t) tiene limite finito cuando t — oo, y es tal que f (t) existe y
es acotada, entonces f (t) — 0 cuando t — oo.

Por lo que finalmente el Lema de Barbalat es,

Lema: Si una funcién V(x, t) satisface,

- V(x, t) es acotada inferiormente,
- V(x,t) es semi-definida negativa,
- V(x,t) es uniformemente continua en el tiempo,

entonces V (x,t) — 0 cuando t — oo.

Este lema implica que V(x, t) > V. tal que V., < V(x(0), 0).
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Ejemplo 3.12. El sistema dado por é=—e+0w(t), 6=—ewm(t) tiene por punto de equilibrio al origen, determine su
estabilidad si w(t) es desconocido pero acotado. R.: Al considerar V =e? + 07 se tiene que V =—-2e? lo que implica que

V(t) < V(0) y por tanto e y 6 son acotados. Sin embargo, V es s6lo semi-definida negativa y como el sistema es no-
auténomo no se puede utilizar el teorema de los conjuntos invariantes. Para aplicar el lema de Barbalat se debe chequear la

continuidad uniforme de V para lo cual se obtiene V = —4e(—e + 0w(t)) que es acotado dado que e, 8 y @ lo son por lo que
V es uniformemente continuo. Por lo tanto, V = —2e® — 0 por lo que e — 0 cuando t — co. &
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4 Analisis Utilizando Funciones Descriptoras.

Los ciclos limites aparecen en sistemas de toda naturaleza ya sea en forma natural y/o
inducida. Los mds conocidos son los debidos a histéresis, zonas muertas y controles
on-off que a su vez obedecen a no-linealidades duras. El tratamiento de éstos se
facilita al utilizar el concepto de funcidn descriptora, el cual aparece como una
extension natural del andlisis en frecuencia realizado en sistemas lineales a sistemas no-
lineales, en particular a aquellos caracterizados por no-linealidades duras. Es mds, el
Criterio de Nyquist es también extendido a estos casos para facilitar el analisis de
estabilidad.

4.1 Introduccion.

La F.D. es una extension natural del método de anélisis en frecuencia utilizado en sistemas lineales.
Sus mayores limitaciones son que es un método aproximado y sirve esencialmente en sistemas en
donde hay presuncion de la presencia de ciclos limites.

A . Ejemplo: Ecuacion de Van der Pol.
Sea el sistema descrito por la ecuacion no-lineal de segundo orden,

X+a(x®* —1)x+x=0,
lo que se puede escribir como,
X — oX + X = —oxx® .

Si se define a u como — oxx? = uo, entonces se tiene una ecuacion lineal por lo que se utiliza Laplace
para su analisis, quedando,

X o
u s’—oas+1’
y una no-lineal dada por,

U=—xx°.

Ambas partes pueden ser representadas como ilustrado en la Fig. 4.1(a). Si se asume que el sistema esta
oscilando permanentemente se tiene que x = Asen(wt) por lo que X = Awcos(wt). Al reemplazar esta
expresion en la definicion de u se tiene que u = —xx* queda como,

u=—A?sen’(ot) Ao cos(mt)
3

=_ AZO) (1-cos(2mt)) cos(wt),

Ao

4

(cos(wt) — cos(3mt))
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de donde u tiene un tercer arménico. Si el blogque lineal es un pasa bajos, entonces el tercer armoénico
se puede eliminar, asi u queda:

Ao A? d A? d

uz=-— cos(wt) = Ta(—Asen(mt)) = Ta(—x) :

Esto implica que el bloque no-lineal puede ser aproximado por un bloque lineal cuya ganancia depende
de A Fig. 4.1(b). Por lo tanto, la entrada (-x) y salida (u) del blogue no-lineal pueden relacionarse por,

u=N(A 0)(-x),

donde N(A o) = AT(jw) para el caso del oscilador de Van der Pol. Esta funcion que depende de la

amplitud de la sefal de entrada y de la frecuencia se conoce como funcion descriptora. Para obtener la
amplitud y frecuencia de la oscilacion se procede a considerar el diagrama de la Fig. 4.1(b).
a A?

X = Asen(mt) = (9 —oljo) 14 jo(—Asen(mt)),

de donde se obtiene la ecuacion,

2
a .

(i) —a(jw)+14

La solucion de esta ecuacion compleja (parte real y parte imaginaria) es = 1y A = 2, cuyos valores
no dependen de a. Es decir, el sistema tiene una oscilacion con una amplitud de A = 2 a una frecuencia
angular de o = 1, independiente de a..

S
Xd_o u a. X
i s’ —as+1
0’
a)
Xd_o A2 u a X
+ » —s P 2 .1
) 4 s*—as+1
b)

Fig. 4.1 Oscilador de Van der Pol; a) diagrama equivalente, b) diagrama equivalente con F.D..
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Para analizar la estabilidad del ciclo limite, se puede obtener la ecuacion caracteristica (asumiendo que
A es constante) a partir de la Fig. 4.1(b), que es:

cuyos valores propios son,

1 1
Az = —gq(A2 —22)1\/aa2(A2 —22)2 1,

de donde se aprecia que si A < 2 se tiene que A1, tienen parte real positiva, por lo que el sistema
diverge y por lo tanto la oscilacion crece en amplitud, y si A > 2 se tiene que A1, tienen parte real

Oscilador (Plano de Fase) Oscilador (Respuesta en el Tiempo)
4 | T T T T 4 | |

Oscilador (Respuesta en el Tiempo)

4 T T

=4

0 1 2 3
b)
Oscilador (Plano de Fase) Oscilador (Respuesta en el Tiempo)
| | | | 4 T T
| | | | _ 1 |
-3 ) -1 0 1 2 3 40 1 2 3
c)

Fig. 4.2 Simulaciones para el oscilador de Van der Pol; a) o = 0.3, b) a = 0.5, ¢) a. = 2.
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negativa, por lo que el sistema tiende a converger y por lo tanto la oscilacion decrece en amplitud. Por
lo tanto, para A = 2 se espera un ciclo limite.

La Fig. 4.2 muestra simulaciones para oo = 0.3, 0.5 y 2. Los resultados muestran que o modifica los
resultados pero el analisis anterior no lo acusa. Especificamente, se encuentra que para valores
pequefios de a, los resultados esperados se acercan al caso real.

B . Dominio de Aplicaciones y Simplificaciones.

La utilizacion de funciones descriptoras es limitado y para su utilizacion se deben considerar
simplificaciones a los sistemas. La limitacion fundamental es que los sistemas a analizar estén
contenidos en esquemas como el ilustrado en la Fig. 4.3(a). Las restricciones y simplificaciones son las
siguientes.

i)  Solo hay una no-linealidad. En el caso de coexistir varias, se deberan reducir a una sola o
simplemente considerar la mas relevante.

ii)  El componente no-lineal debe ser invariante en el tiempo. Afortunadamente la mayoria de los
sistemas que generan ciclos limites son autobnomos. En estos casos se puede utilizar el Criterio de
Nyquist Extendido.

iii)  Se considera sélo una salida sinusoidal. Esto es posible si el bloque lineal de la Fig. 4.3(a) es un
pasa bajos lo que ocurre en la mayoria de los sistemas fisicos.

iv) La no-linealidad es impar. Esta restriccion es solo para simplificar el analisis y especificamente
permite no considerar términos dc.

C . Definiciones Bésicas.

Sea x(t) = Asen(wt) la entrada y sea u(t) la salida del bloque no-lineal, por lo tanto,

u(t) = % + Y a, cos(not) + bysin(net),
n=1

donde, a = - j u(t)dot =0, a, =+ j u(t) cos(not)dot , by =~ j u(t)sin(not)dot .
T -7 L -7 T -

Si se considera solo la primera componente de la salida u, se tiene que, u(t) = ui(t) = a;cos(wt) +
bisin(ot) = Msin(wt + ¢), donde, M = M(A, ®) =+aZ +b’ y ¢ = &(A, ©) = tg(ar/b). En notacién
compleja se tiene que la salida es u; = Mel® * ? = (b, + ja;)e!". Similarmente al concepto de respuesta

Va=0 X u y
+ pl u=f(X) ——» g(jo)
) no-lineal lineal
a)
ya=0 X u y
= » N(Ao) ——» g(jow)
i funcion lineal

descriptora

b)

Fig. 4.3 Esquema para funciones descriptoras; a) diagrama general, b) diagrama utilizando F.D..
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en frecuencia de la F. de T. (que es la razon de la entrada y la salida) se define la funcién descriptora
N(A, o) del elemento no-lineal como el cuociente entre la componente fundamental de la salida y la
entrada sinusoidal como ilustrado en la Fig. 4.3(b). Es decir,
Mgl M 1 :
N(Ao)=————=—e"="(b + ja
(Aw) == =—re'=—(b + ja)
Claramente, la F.D. depende de la entrada y ademas es claro que es una funcién compleja. Es decir,
para graficarla se pueden utilizar dos ejes independientes como son la frecuencia y la amplitud de la

sefial de entrada. En el caso del bloque no-lineal del oscilador de Van der Pol esta funcion esta dada por
2

N(A o) = AT(jm) , €s claro que depende de la frecuencia y amplitud de la entrada, ademas resulta ser
un numero complejo puro.

D. Calculo de Funciones Descriptoras.

El célculo puede ser analitico, numérico, o experimental. En este curso se optara por analizar los casos
donde se pueden obtener en forma analitica como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1. Sea el bloque no-lineal descrito por u(t) = x(t) + x*(t)/3, determine su F.D.. R.: Se asume una entrada x(t) =

Asen(wt) por lo que u(t) = Asen(wt) + (Asen(wt))®3, a; = 0, y by = - I{Asen(mt) + (Asen(wt))® /3}sen(ot)dot = A +
T

3
%:uslsﬁ *

3/8A%. Asi, us(t) = (A + 3/8A%sen(wt), por lo que finalmente N (A, ) = %(bl + ja1) =

4.2 No-linealidades Comunes y sus Funciones Descriptoras.

A continuacién se obtienen las funciones descriptoras de los elementos no-lineales mas comunes en la

ot

4 NAK

Vv X

4In

v &

Fig. 4.4 F.D. del bloque no-lineal on-off.
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variadas disciplinas de la ingenieria.

A . Saturacion, Fig. 4.5.

Si A < a = u = kAsen(ot). Por lo tanto, N(A )=k Por otro lado, Si A>a =
kAsen(mt) O<ot<y 4712

u= , donde y = asen(a/A), por lo que a; =0y b; = — |u(t)sen(wt)d(wt) =
{ka < ot< 2 Y (a/A), por lo que a1 =0y by n{ (t)sen(wt)d (wt)

2kA a a’ 2k a) a a’
—<vy+—.]1——}. Por lo tanto, N(A, = N(A) = —<asen| — |+—./1—— . Notar que N(A) es
n{y 2 Az} (A ) = N(A) n{ [Aj 2] Az} que N(A)

real y no depende de la frecuencia entonces se puede concluir que este blogue no-lineal no introduce
desfase y tiene una respuesta en frecuencia plana.

B . Control On-Off, Fig. 4.4.

nl2
En este caso se tiene que a3 =0y b; = 4 jksen(mt)d(mt) :ﬁ. Por lo tanto, N(A, ®) = N(A) = i—k
s 0 T T

Al igual que el blogue de saturacion, N(A) es real y no depende de la frecuencia, entonces se puede
concluir que este bloque no-lineal no introduce desfase y tiene una respuesta en frecuencia plana.

C. Zona Muerta, Fig. 4.6(a).

Si A < b = u = 0 Por lo tanto, N(A,®)=0. Por otro lado, Si A>b =
0 O<ot<y

= , donde +y=asen(b/A), por lo que a=0 y b=
k(Asen(wt)—b) y<ot<n/2

47 2KA | 1t b b?
— |u(t)sen(mt)d (wt) = —{——y——1——+%. Por lo tanto, N(A, = N(A
n{() (ot)d (ot) n{z Y A,/ Az} (A, o) (A)

> A NAYK
g >

]
\
v ¢ T 1

Fig. 4.5 F.D. del blogue no-lineal saturacion.
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A

T

D . Backslash, Fig. 4.6(b).
Si A £ b = u

0. Por lo tanto, N(A, ®)=0. Por otro lado, Si A>b

u A u A
k
ot
b
P X >
> A N(AK
- >
> 1
</
T~ Al
| | | | >
v R R
a)
u A u A
« k(A - b)
k ot
——p : —
> A IN(A)| arg{N(A)} 4
< l I
a ! |
N |
B |
< [ |
|
|
|
|
|
v e '
b)

Fig. 4.6 F.D. del bloque no-lineal; a) zona muerta, b) backslash.
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(A-Db)k nl2<ot<m—7y
Asin(ot) — b)k —y<ot<3n/2

u= (Asin(wt) =b) YO " , donde y = asen(1-2b/A), por lo que a1:4—kb{2—1}y
—(A-Db)k n/2<ot<2n—vy T (A

(Asin(ot)—b)k  2n—y <ot <5m/2

2
b, = A—k{gasen{z—bl}{z—bl} 1—{2—b—1} } Por lo tanto, [N(A, ®)| = IN(A)| = %\/af +bf

T A A a

y arg{N(A, ®)} = arg{N(A)} = atan(a;/b;). Notar que si A aumenta el efecto no-lineal finalmente
desaparece. En este caso hay un desfase entre la entrada y la salida que debiera ir en desmedro de la
estabilidad del sistema.

4.3 Analisis de Sistemas utilizando Funciones Descriptoras.

Primero se obtiene la funcién descriptora del blogue no-lineal, luego se debe concluir respecto de la
existencia de ciclos limites y finalmente respecto de la estabilidad de éstos. Para estos efectos se debe
extender el Criterio de Nyquist a este tipo de sistemas, comenzando por una revision del Criterio de
Nyquist para sistemas SISO.

A . Criterio de Nyquist Extendido.
Para el sistema SISO ilustrado en la Fig. 4.7(a) se tiene una F. de T. en L.C. dada por la expresion: h(s)

= M, de donde se puede ver que los ceros de 1 + k:g(s) son los polos de h(s), y demostrar que

1+ k-g(s)
Ya=0 u y
+ >k » d(jo)
a)
Ya=0 u y
* > N'(A) ——» 9'(jo)
b)
A planos plano g(s) A
jo '
A
(o}
—>
> “X~
)
Fig. 4.7 Diagramas para la estabilidad; a) en sistemas SISO, b) en sistemas con F.D., c) Criterio de Nyquist
Extendido.
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los polos de 1 + k-g(s) son también los polos de g(s). Por lo tanto, si se desea tener un sistema estable,
la funcion 1 + k-g(s) no debera contener ceros en el S.P.D. Por otro lado, el criterio de Nyquist indica
que si el contorno de Nyquist y encierra n, polos y n, ceros de la funcion 1 + k-g(s), entonces el
contorno transformado 1 + k-g(s) encierra N = ), - n, veces al origen. Por lo tanto, si se desea tener un
sistema estable, se debe tener que n, = 0 y por tanto el contorno transformado debera encerrar el origen
N = - np veces. Si ademas se considera que el origen en el contorno transformado 1 + k-g(s) es el punto
-1/k, se puede establecer el Teorema de Nyquist como:

Teorema: Si el contorno y encierra n, polos de la funcion g(s), entonces el sistema en L.C. es estable
si el contorno transformado g(s) encierra N = - n, veces al punto -1/k.

Una de las ventajas de este teorema es que permite deducir la estabilidad para valores arbitrarios de la
ganancia k, al dibujar un Gnico contorno transformado. Para extender el criterio anterior puede
considerarse que k es un niumero constante que no depende de m y que puede ser complejo Fig. 4.7(c).
Si este es el caso, entonces el teorema anterior se conoce como el Teorema de Nyquist Extendido. Por
lo tanto, si el sistema dado por la Fig. 4.3(b) se puede transformar en uno como dado por la Fig. 4.7(b),
entonces se puede aplicar el Teorema de Nyquist Extendido para determinar la estabilidad del ciclo
limite en donde la ganancia k = N’(A) y g(jo) = g’(jm) 0 en aquellos casos en que la funcién descriptora
no depende de o se tiene simplemente que k = N(A) y g(jo) = g(jw).

B . Existenciay Estabilidad de Ciclos Limites.

Atendiendo a la Fig. 4.3(b) se tiene que x(t) = -y(t), u = N(A, )X, e y = g(jo)u, por lo que el sistema
cumple con,

i

g(j(D):—m-

Por lo tanto, si existen ciclos limites, éstos deben satisfacer la expresion anterior. NoOtese que la
expresion anterior es una ecuacion de nimero complejos y por lo tanto hay dos ecuaciones, una para la
parte real y una para la parte imaginaria, de las cuales se puede determinar Ay o.

Gréaficamente, en el caso de sistemas que se pueden llevar a la forma ilustrada en Fig. 4.7(b) o en casos
en que la F.D. es independiente de o, se puede plotear —1/N(A) y g(jo) por separado y la interseccion
de estas curvas define un ciclo limite y la estabilidad se observa del Teorema de Nyquist Extendido. En
efecto, si g(jo) no contiene polos inestables, entonces los puntos encerrados por el Nyquist de g(jo)

VA VA
g(J'gO) g(jg))
ciclo P <
limite u u
. > >
-1/N(A)
-1/ N(A) " ‘

a) b)
Fig. 4.8 Ciclo limite estable (las flechas sobre las curvas indican aumento del parametro @ en g(jo) y A en —=1/N(A)).
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son inestables (la amplitud A aumenta) y los puntos no encerrados por el Nyquist de g(jo) son estables
(la amplitud A disminuye). Por ejemplo, los casos ilustrados en la Fig. 4.8 muestran ciclos limites
estables por cuanto si se considera que g(s) no contiene polos inestables los puntos encerrados por el
Nyquist aumentan A y los puntos no encerrados disminuyen A, por lo que las oscilaciones tienden al
punto de interseccion.

Kp
— . con
s(s+2)(s+4)

2
ko = 122.76 y un bloque no-lineal tipo zona muerta cuya F.D. es N(A) = &{g—asen(%]—%wfl—%} ,conk=1yo=
T

Ejemplo 4.2. Sea un sistema como el ilustrado en la Fig. 4.3(b) con un bloque lineal dado por g,(s) =

20. Determine los posibles ciclos limites y su estabilidad. R.: Al considerar g;(jo) = —=1/N(A) se obtiene la ecuacién,

-1
Kp _ |2k = (aj § 82

— - = —|—<q—=-asen| — |- —,[1-— ,
jo(jo+2)(jo+4) |2 Al A A2

que se puede simplificar a,

-1
_ 2 _ 2

. 26kp2 - +j ka((’; 28) 5 = _ & E-asen(é)_é 1_6_2 ,
(0 +2°) (0 +47) oo +2°)(o° +49) T |2 A) A A

con lo que se obtienen las ecuaciones,

I\ L 9 Deadl—Zone (Res?uesta en eIlTieTpo)
91(jow)
Cjcl o 2501 .::. |
limite g 0 _H\\_,.//"\\_//
UG inestable 2501 _
////////////) 300, 1 blz) : .:-4
AV 60 Dead-ZonIe (Respuesta enlel Tiempo)
gz(jm)
ciclo 3

limite™-.,
A

y

NG

estable - | 1

<) d)
Fig. 4.9 Ciclo limite de la zona muerta; a) y b) para gi(s), y ¢) y d) para g.(s).
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kp (o —8) _
o(w® +2%)(0? +4?)

de donde se obtiene que @ = 22 y la ecuacion,

-1
—6kp _ |2 8) & 82
2 52y 2 , 22 ~-asen| |- 1--— '
(0 +2%) (0 +4 ) n |2 A A A
de donde se obtiene que A = 40. Por lo tanto, de existir un ciclo limite, deberia tener esos parametros. Para analizar la
estabilidad se dibuja el Nyquist de g:(jo) y —1/N(A), Fig. 4.9(a). Dado que g:(jw) no contiene polos inestables los puntos —

1/N(A) que no estan rodeados son estables y disminuyen A por lo que el ciclo limite es inestable como se aprecia en la Fig.

4.9(b). Sin embargo, si la F. de T. del blogue lineal es g(s) = kps+—0'25, con k, = 3.0703 se tiene un Nyquist

(s-0.5)(s-0.7)
como ilustrado en la Fig. 4.9(c) de donde se aprecia un ciclo limite con ® = 0.806 y A = 40. La F. de T. tiene dos polos
inestables por lo que los puntos —1/N(A) que estan rodeados dos veces en sentido anti-horaroio son estables.
Afortunadamente estos puntos corresponden a una disminucion de A en —1/N(A) por lo que el ciclo limite es estable como se
aprecia en la Fig. 4.9(d). %

C . Confiabilidad del Método.

El método de la F.D. asume que los armonicos de orden superior son filtrados por el bloque lineal. Esto
es una aproximacion (aun para sistemas lineales con caracteristicas de pasa bajos) y, por lo tanto, las
conclusiones derivadas del analisis pueden ser erroneas. Por ejemplo, (a) la amplitud y frecuencia del
ciclo limite pueden ser erroneas, (b) se puede predecir un ciclo limite que no existe, y (c) un ciclo
limite existente puede no ser predecido. Para disminuir estos problemas potenciales, se pueden
observar dos aspectos:

Hipotesis de Filtrado: EI método se fundamenta en que el bloque lineal del sistema “filtra” los
armonicos de alta frecuencia. Si este no es el caso del sistema lineal, uno de los tres casos de error se
puede encontrar.

Condicion Grafica: Cuando la grafica de g(jo) intercepta tangencialmente a la gréafica de —1/N(A, o),
las variaciones de parametros y la exclusion de los términos de orden superior (armonicas) pueden
derivar en conclusiones erroneas. Por el contrario, si la interseccion es casi perpendicular, los
resultados son mas confiables. Este es el caso de la Fig. 4.8(b) en donde la interseccion es casi
tangencial por lo que la prediccion del ciclo limite es incierta.

VA VA
g’(jo)), Ya +-1IN(A)

o

ciclo 'y - o), o =2

S

estable +f S >
; g(j(o) a=05

(jo)) a=03
b) b)
Fig. 4.10 Ciclo limite del oscilador de VVan der Pol; a) estabilidad, b) confiabilidad.

AN
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(0]

Ejemplo 4.3. En el caso del oscilador de Van der Pol se tiene que g(jo) = , con o arbitrario y una F.D.

(jo)* —ajo+1
2
dada por N(A, o) = AT( jo) . Determine la estabilidad y confiabilidad del ciclo limite encontrado. R.: Para la estabilidad se

ojo
(jo)? —ajo+1
como hay dos polos inestables, el area encerrada dos veces en sentido antihorario corresponde a puntos estables los que
hacen disminuir A, por lo tanto los ciclos limites son estables. Por otro lado, al graficar g(jo) y —1/N(A, ®) para varios
valores de «, Fig. 4.10(b), se aprecia que a medida que o aumenta la interseccién es mas y mas tangencial con lo que el

resultado de la prediccion se degrada. Esto confirma los resultados ilustrados en la, en donde para o = 2 la frecuencia dista
desero=1. &

obtiene g’(jo) = y N’(A) = A%/4, los que se grafican para varios valores de o en la Fig. 4.10(a). Claramente,
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5 Control Realimentado.

Los sistemas no-lineales estan sometidos a los mismos requerimientos que sistemas
lineales. Es decir, se desea obtener determinadas caracteristicas de regulacion y
seguimiento, como también inmunidad a cambios de pardmetros y variaciones en las
perturbaciones. En este capitulo se revisan variadas opciones basadas en técnicas de
control lineal que permiten lograr estos objetivos que tiene como factor comun la
operacion bajo estrategias de control realimentadas. Especial énfasis se da a las
técnicas de realimentacion de variables de estados.

5.1 Introduccion.

Los objetivos de control son: Estabilizacion, Seguimiento y Eliminacion y/o Atenuacion de
Perturbaciones. Se pueden agregar objetivos adicionales si se considera la respuesta transiente y las
restricciones de las sefiales de entrada. Finalmente, si se tiene incertidumbre del modelo (parametros
y/o dindmica) se puede recurrir al control robusto y/o adaptivo.

A . Estabilizacién via Realimentacién de Estados.

Si se tiene el sistema x =f(t,x,u) se puede encontrar una entrada u = y(t,x) de manera que el origen

sea el punto de equilibrio uniforme asintoticamente estable del sistema en L.C. dado por
x =f(t,x,y(t,x)) . Notese que en el caso lineal tiempo-invariante se tiene el sistema x= Ax + Bu, y =

Cx + Du, por lo que se escoge u = -Kx con lo que se obtiene el sistema resultante x = (A - BK,)x, y =
(C - DKJ,)x, en donde se puede escoger K. para obtener al origen como punto de equilibrio estable. La
estabilizacion también se puede realizar mediante realimentacion dindmica, definiendo u=y(t,x,z),

donde las variables z estdn dadas por z=g(t,x,z). A esta Ultima técnica corresponde el control

integral, en donde se redefinen variables extras para asegurar que el error en estado estacionario sea
nulo. Su mayor ventaja es la robustez ante variaciones de parametros.

B . Estabilizacion via Realimentacion de Salida.

Si se tiene el sistema x =f(t,x,u), y =h(t,x,u) se puede encontrar una entrada u = y(t, y) de manera

que el origen sea el punto de equilibrio uniforme asintéticamente estable del sistema en L.C. dado por
x =f(t,x,y(t,y)) . Esto también se puede realizar mediante realimentacién dindmica, definiendo u =

v(t, y, z), donde las variables z estan dadas por z=g(t,x,z). A esta técnica corresponde el control
lineal basado en un observador de estados, donde, u=-K.X, con x = Ax+Bu+K, (y—-Cx—Du). Su
mayor ventaja es la ausencia de mediciones de las variables de estado del sistema.

C . Estabilizacion Global y Local.

Si se tiene el caso x = x*+u y se linealiza se tiene X =u, por lo que se puede estabilizar con u = -kx

con k > 0. El sistema resultante es X = x*> —kx cuya linealizacion es x = —kx. Este resultado es una
estabilizacion local. Sin embargo, si se considera una entrada como u = -x* — kx entonces se tiene un
sistema resultante X = —kx el cual es estable globalmente.
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D . Seguimiento.

En este caso se tiene el sistema general x =f(t,x,u,p) con la salida y = h(t, x, u, p), donde p es una

perturbacion. Si yq es la salida deseada, se desea entonces que e(t) =ya-y — 0 cuando t — oo para
lograr caracteristicas de seguimiento.

E . Perturbaciones.

En la presencia de perturbaciones el e(t) puede no ser cero; es decir, no se puede lograr seguimiento de
salida asintotico. En este caso se puede requerir solamente || e(t) || < & V t > T, que es menos
restrictivo. En los casos en que yq €S una constante, se conoce como referencia y el problema se conoce
como de regulacion.

5.2 Disefo via Linealizacion.

Una primera alternativa en sistemas no-lineales es explorar la linealizacion en estos. En muchos casos
esta alternativa da solucidn satisfactoria a los objetivos de Estabilizacion y Regulacion.

A . Estabilizacion.

La estabilizacion se puede lograr mediante dos alternativas que son via realimentacion de estados y via
realimentacion de salida.

Via realimentacion de estados. En este caso se tiene el sistema, x =f(x,u), y = h(x,u), con (0, 0) =

0 ey =h(0, 0) = 0. Para el cual se puede tener la representacion lineal dada por x= Ax + Bu, y = Cx +
Du, donde

A_8f(x,u) B_&f(x,u)

ox x,=0,u,=0 ’ ou x,=0,u, =0
C- oh(x,u) D- of (x,u)

ax x,=0,u,=0 , au x,=0,u,=0

por lo que si se utiliza u = u -Kcx, (con ue = 0) se obtiene que x = (A - BKy)x, y = (C - DK\)x. Si la
matriz (A - BK.) es Hurwitz, entonces el origen es asintoticamente exponencialmente estable. Una
funcion de Lyapunov serfa V(x) = x'Px con P siendo la solucién de P(A - BK,) + (A - BK.)'P = -Q.
Notese que bajo este esquema se tiene un sistema resultante no-lineal dado por x =f(x,—K.x),
y =h(x,—K_ x), el cual puede tener caracteristicas generales distintas a las del sistema no-lineal
original, en particular al alejarse del origen. Una de estas caracteristicas es su estabilidad; para
estudiarla, se linealiza en torno a un punto de equilibrio arbitrario para obtener su matriz 4 equivalente
que resulta ser,

gl _AGKy) :{af(x,U) , Of(x,u) a_u} _aAl - C
Xy ox | . ox ou oxJ| oo et
donde,
_ of(x,u) _ of(x,u)
Xq. U, Ox ! X, U, ou

X, U, X, U,
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Por lo tanto, para los valores de x,, u, tal que la matriz 4 es Hurwitz, Lyapunov asegura que esos
puntos de operacion son estables. NoOtese que el origen lo es puesto que la matriz (A - BK,) se escoge
Hurwitz por disefio. Es decir, K. se escoge para que lo sea, en particular se podria encontrar K. para
ubicar los valores propios de la matriz (A - BK,) en un lugar arbitrario si el par {A B} es controlable.

Ejemplo 5.1. Sea el caso del péndulo cuyo modelo es f=-asen0—bO+cT ,dondea= g/1>0,b=k/m>0,c=1ml*y0
es el angulo y T es el torque aplicado. Disefiar una estrategia via realimentacion de estados de manera que el &ngulo 6 sea
igual a una referencia 8,. R.: Se definen las variables de estado x, = 64 - 0 y X, = 6 para tener al origen como punto de
equilibrio, por lo que el modelo queda, % =-X, y %, =—asen(6, —x)—bx, +cT . Para el punto de equilibrio se tiene, 0 =
X20 Y 0 = -asen(6y) +cT,, de donde T, = a/csen(By). Si se define la entrada como u =T — T, entonces el sistema queda como,
X ==X, Yy X =-afsen(6, —x)-sen(0,)}—bx,+cu. Para este caso las matrices del modelo lineal son

0 -1 0 -1 0
= = y b= . Tomando U = Ug - Ke'X €ON Ug = 0y ke = [Ke1 Keo] SE ENCUENtra
acos(-x +6,) b acos(6,) -b c

. acoso
que el par A - bk, es Hurwitz para k, > :

ke, >—9. El torque a aplicar es en definitiva, T = T, + u =
c

aseno, aseno,

+k x =

c

_kcl(ed _9)_kczé .

Via realimentacion de salida. Sea el sistema dado por x =f(x,u), y = h(x), con f(0, 0) =0 e y = h(0)
= 0. Notese que y no depende de u, por simplicidad del analisis. La linealizacion resulta en x= Ax +
Bu, y = Cx, por lo que se propone un controlador dindmico via realimentacion solo de la salida para
estabilizar el origen. Este es de la forma,

z=Fz+Gy, u=Lz+My

lo que resulta en el sistema,
X| |Ax+Bu| | Ax+B(Lz+MCx)| |A+BMC BL | x —[C 0] X
| Fz+Gy - Fz+GCx - GC F |z Y= z

A+BMC BL . . A
Gc F se escoge Hurwitz para tener al origen como punto de equilibrio estable.

Un ejemplo de esta técnica es el controlador de estados basado en un observador del vector de estados
X; en este caso, el observador queda como,

Zz=Az+Bu+K (y-Cz)

por lo que [

al considerar la realimentacion como u = -K.z, entonces, el observador queda como,
z=(A-K,C-BK )z+K,)y,u=-K_z

por lo que, F = A - K,C - BK,, G =K,, L =-K.y M = 0. Lo que resulta en el sistema lineal,

e e 22t o)

En este caso se tiene un sistema resultante no-lineal dado por,
x = f(x, Lz + Mh(x))
. .y = h(x).
z=Fz+Gh(x)
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Para estudiar la estabilidad de éste, se linealiza en torno a un punto de equilibrio arbitrario para obtener

su matriz 4 equivalente que resulta ser,

57

| 6f(x, Lz + Mh(x))| of (x, Lz + Mh(x))|
ox o, oz _—
wt | 9(Fz+Gh(x))| 8(Fz + Gh(x))
15)'¢ o, oz .,
_{8f(x,u) N of (x,u) 8_u} of (x,u) N of (x,u) du
ox ou  OxJ| oz ou oz| .
- 0(Fz+Gh(x))| 0(Fz+Gh(x))|
Ox ., oz _—
‘Al +B|  MC|  B|
B GC| . F
I X, ,U _B X, U ¢
|K,C|. . A-K,C-BK,
donde,
_ oh(x,u)
Xy U, ax .

0'"0

Lyapunov asegura que los puntos de operacion x,, u,, tal que la matriz 4 es Hurwitz, son estables.

Los casos anteriores tienen el inconveniente de que ante cambio de parametros no se asegura que la
salida siga la referencia. Por otro lado, la respuesta depende del punto de operacién. En el caso anterior

se tiene que la entrada esta dada por T :Esen(ed)—kﬂ(ed —6)—kc26, por lo que si los parametros a
C

y/o ¢ cambian de valor, entonces el torque aplicado no es el requerido y el sistema no estara en el punto
de operacion deseado.

Ejemplo 5.2. El péndulo tiene por relacién en S.S. a T, = a/csen(0y,), i el sistema esta en torno a & = 45° y si se considera
que se esta utilizando un torque para tenerlo en ese punto de operacién, determine la variacion de éste si el pardmetro de la
planta a aumenta un 10%. R.: Dado que el torque aplicado es T, = a/csen(0y,) entonces se tiene que a/csen(45°) =
1.1a/csen(6,) por lo que se lograen S.S. un 6, = 40°. %

Ejemplo 5.3. Determinar si el reactor exotérmico es posible de control via realimentacion de estados. Indicar ademas si el
sistema permite observar los estados. R.: Se asume que el reactor sera controlado en torno a un punto de operacion por lo
que interesa saber si hay puntos de operacion que no permitirian la controlabilidad y observabilidad de sus estados. Para
tales efectos se opta por graficar el determinante de la matriz de controlabilidad y de la matriz de observabilidad. Las
matrices son,
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Det. de la Matriz de Controlabilidad Det. de la Matriz de Observabilidad
03 T T T T 0 T T T

—1000 [~ 1
02 ]

—2000 [~ -

—3000 [~ N

—4000,
320 340 360 380 400 300 320 340 360 380

0
300 400

Fig. 5.1 Determinantes de la matriz de controlabilidad y observabilidad del reactor exotérmico.

E E
ofy (x,u)  ofy (x,u) 9k e[iRiXZ] —kqo ie[7@] X,
Al 0% v R
| of,(x,u) of,(x,u - E E '
2(uw) (0 w) (~AH) (—KJ —q (-AH), E (‘WJ UA
aXl aXZ Xo ko 2 — ko 2 2 Xl -
—u, pC, \Y pC, Rx3 VPCy |x=x,
ofy(x, u)
1\ 7 0
B B au _| uA | C:{é’h(x,u) Gh(x,u)} [0 1], D:M 0.
2 ((;; u) LW, Xy X, = ou

o

A partir de las matrices anteriores se obtiene el determinante de las matrices de controlabilidad y observabilidad para cada
punto de operacion. La gréfica se ilustra en la Fig. 5.1 encontrandose que el sistema es controlable y observable en todo el

rango de interés. &

e
T, T. Ca :VE(CAf _CA)_koe[ RT]CA T
- —->
T=d(r, 7T)+(_AH)k0e[ F”]c;AJr VA (1.-T)
) \ pC, VpC,
l x=[Ca TI'
k a)
400 T T T 1 T T
S
§ - 0.8 — ]
@ S
g g 06 —
= 350 S
2 S 04 -
g-_,- (@]
e 0.2 \
| | ! b) ! | | c)
300 0
650 700 750 800 650 700 750 800

Fig. 5.2 Reactor con controlador de estados; a) Esquema resultante, b) T vs T,, b) Covs T,.
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Ejemplo 5.4. Disefiar un controlador de estados para el reactor exotérmico para el punto de operacién dado por T = 340°K.
R.: En el punto de operacién el sistema es controlable por lo que procede al disefio como indicado en el curso de Sintesis de
Sistemas de Control. Se encuentra que k; = 73.226 y k, = 2.093 para obtener valores propios resultantes en 1+ j.

El diagrama resultante se muestra en la Fig. 5.2(a) lo que genera nuevos puntos de operacion dado que la entrada ahora es
una variable ficticia denominada T,. El esquema resultante genera puntos de operacién para T, los que se muestran en la Fig.
5.2(b) y (c). A partir de éstos se puede concluir que ahora se tiene un Unico punto de operacion para cada entrada. Para
determinar la estabilidad de cada punto de operacion se procede a obtener los valores propios del sistema para cada uno de
ellos. El L.G.R. resultante se muestra en la Fig. 5.3(a). Se evidencia la existencia de puntos de operacion inestables lo que
podria ser una indicacién de la persistencia de ciclos limites. Este rango estd en T e [351.5 370.4] como acotado en la Fig.
5.2(b). La Fig. 5.3(b) y (c) muestran las respuestas dindmicas para entradas escalén en T, de manera de llevar T de 340 a
340 + 20, +5, -5 y -20. Claramente, al tratar de llevar el sistema a T = 340 + 20, se esta tratando de llevar el sistema a un
punto de operacién inestable. La respuesta indica la entrada a un ciclo limite. En conclusién, un controlador lineal en un
sistema nolineal puede solucionar el problema en torno a un punto de operacion, pero al alejarse de éste se puede encontrar
dinamicas insatisfactorias y/o problemas de inestabilidad, como la presencia de ciclos limites. &

B . Regulacién Via Control Integral.
Para mitigar las desviaciones producto de cambios de pardmetros se tiene la posibilidad de utilizar la
técnica de control integral. Para su implementacion se tienen dos alternativas.

Via Realimentacion de Estados. En el caso anterior se tiene x =f(x,u), y = h(x) y se desea que y sea
igual a la referencia yq = 0 (se asume nula por simplicidad), o bien y(t) — yaq(t) cuando t— oo, para lo

10 | | I I

-10 | | | | a)
=10 -8 -6 =4 -2 0
450 T 1 T
2’ -
< c / ) pmmTTTTTTTTTTTTTTESS ST m Tt
£ | | =] le-"
g 400 g
8 = R —
o [}
£ S os|- ~
= 8
Y7~ -
‘\
300 . b) 0 ' <)
0 5 10 0 5 10

Fig. 5.3 Estabilidad y respuesta dindmica del reactor con controlador de estados; a) L.G.R., b) T vs
tiempo, b) C, vs tiempo.
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cual se supone existe solucion unica; es decir, se cumple 0 =f(x,,u,), 0 = yq - h(x,). Si se define el
error de seguimiento e = yq - y, de manera que ¢ =e, el modelo total se puede formular como
x=f(x,u), 6 =y, —h(x), donde claramente el punto de equilibrio asegura que y = yq. Si en el punto
de equilibrio se tiene a x4, ug, Y o©g4, entonces la linealizacién del sistema extendido es

.| AL, 0 B
— dYd +
g C 0&

X—X
"d'“d}v, donde el nuevo vector de estados es g:{ v u-ug Y Algug,
0 6—0,

Xq,Ug

Blxgqug: Clxguq SON las matrices de la linealizacion de x = f(x,u), y = h(x) en torno al punto x4, ug, Y ca.

Al 0B
Si el par o

Xq,Uq

0

estados para fijar los valores propios del sistema resultante. Es decir se puede encontrar K. = [K¢ Ke]

(donde K, tiene tantas columnas como la dimension de x y K¢, como la dimension de y 0 o) tal que la

entrada se define por v = v, - K& de manera que el sistema resultante dado por

. AL, B K, -B K., B
— aUq Xq.Uq Xq.Ug +

g C 3

_ 0l

] es controlable, entonces se puede utilizar una realimentacion de

Xq,Uq

0

"d’“d}vex sea Hurwitz. Asi la entrada es u = v - K& + ugq
Xq,Ug 0

= Vex - Ko (X - Xq) - Ke2(o - 04) + ug. Como se desea en S.S. que & sea nulo, entonces o en S.S. puede
tomar valores arbitrarios, en particular o4 puede ser o4 = Ko (ug - Keixa) por lo que la entrada al

sistema es u = v - Kex - K. Como es sabido, ve, puede ser utilizado para pre-alimentacion o
simplemente puede ser nulo.

La representacion final queda como x=f(x,vy - Kax-Ko06), 6=y, —h(x). Para estudiar la
estabilidad de éste, se linealiza en torno a un punto de equilibrio arbitrario para obtener su matriz 4
equivalente que resulta ser,

[ of(x, v, —Kclx—Kczo)| of (x,v,, —Kclx—Kc20)|
ox X,,0,,U, Jc Xo10,,U,
Ay, —h(x)) o(y, —h(x))
ax X, ,0,,U, 86 X0100:Uq
‘{af(x,u)+8f(x,u) 8_u} of (x,u) +8f(x,u)8_u
15).9 ou 1) ¢ X6 0 0o ou oo Xy,6,,U,
90y, —h(x) oy, ~h(x))
aX X400, 86 X10,U,
_A X, ,u - X, ,u cl -B X, U 2
B - X, U 0

Lyapunov asegura que los puntos de operacion x,, u, son estables ssi la matriz 4 es Hurwitz. En
particular lo seran los xq, ug, puesto que para ellos se verifica que la matriz 4 es Hurwitz.

Ejemplo 5.5. El péndulo tiene por modelo a f=-asen0—bO+cT ,dondea=g/l >0,b=kim=>0, c=1/ml%y0esel
angulo y T es el torque aplicado. Disefiar una estrategia via control integral para mantener el angulo 6 sea igual a una
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referencia 6. R.: Se definen las variables de estado x; = 0, - 0 y x, = 6 para tener al origen como punto de equilibrio, por lo
que el modelo queda, X, =—-X, y X, =—asen(-x +6,)—bx,+cu, conu =Ty lasaliday = x;. En el punto de equilibrio se

tiene x,

0 . . .
L}] u, = alcsen(d). Notese que el punto de operacién no exige que u, = 0. Las matrices quedan

Ao 0 -1
| acos(6,) -b
estado extra 6 =y, —y =0-x; = -x; y el controlador de estados K. = [K.1 Ke2] = [Kea1 Kei2 Keo] para fijar los valores propios

0 A O0||b
} , b= L} y ¢ =[10]. El par { 0}[0} es controlable por lo que se puede escoger una variable de
—C

arbitrariamente. La ley de control queda u =T = v, - K¢iX - K6 = -Ke1Xg - KeoXo - Koo = -Keq1(64 - 0) - kclzé - Ko, &

Via Realimentacion de Salida. Para estos efectos debe considerarse que al sistema original
x =f(x,u), y = h(x) se le unen controladores basados en integradores del tipo 6 =y, —h(x) y que la

entrada debiera ser u = vex - Keix - Koo (con K y K., calculados como en el punto anterior y con vy
para pre-alimentacion o simplemente nula) para lo cual se necesita el vector de estados x. Sin embargo,
se asume que este vector no esta disponible y se propone el observador de estados de orden reducido

(pues solo se observa x) dado por la expresion x = A| §+B| u+K0(y—C| X), que se disefia
Xq,Ug Xq,Ug Xq,Uq
para el punto de operacion xq, ugq €n donde el sistema linealizado resulta en x = A
C
Xq,U

{A
Xq,Uq
arbitrariamente. Asi, la entrada u queda como u=v,, - K x - K e, por lo que el sistema resultante es,

x+B
Xq,Uq

de“du’y_

- K0C|x . sea Hurwitz. Es mas, si el par
d d ' Yd

x. En efecto, K, es escogido para que la matriz A

Xq,U

, C| } es observable, los valores propios de la matriz A| - K0C| pueden escogerse
Xgq,Ug Xq,Uq Xq,Ug

X= f(X, Vex - Kcli - KcZG)
6=y, —h(x) :
x=A|  %+B| (v, -K,%X-K,0)+K,C| (x-%)

Xq,U4

Para estudiar la estabilidad del sistema resultante, se linealiza en torno a un punto de equilibrio
arbitrario x,, u, para obtener su matriz 4 equivalente que resulta ser,

O0x Ox Ox
ox 06 0%
06 06 06
T P
X X X
Lox 06 &l e,
_8f(x,u)+6f(x,u)8_u 8f(x,u)+8f(x,u)6_u 6f(x,u)+8f(x,u)8_u i
Ox du Ox 06 ou Oc ox ou 0Ox
= -C 0 0
0 i ) Al . "Bl . Ka -K €
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A  -BK, -BK
= -C 0 0
0 _Bxd,ud c2 Axd,ud T Plxgug Kcl_KOC I I
I A X1, -B X, €2 -B X, el
= —-C - 0 0
0 -B oty N2 Xallg -B Xq g K.-K,C Xq g

Lyapunov asegura que los puntos de operacion x,, u, son estables ssi la matriz 4 anterior es Hurwitz.
En particular lo seran los x4, ug, puesto que para ellos se verifica que la matriz 4 es Hurwitz.

En este caso, no se necesitan las variables de estado del sistema x, pues se observan. Ademas, cambios
en los parametros son absorbidos por los controladores integradores.

Desgraciadamente, los disefios anteriores permiten un buen comportamiento en torno al punto de
operacion. Por lo tanto, deberd estudiarse el comportamiento del sistema no-lineal original y el control
lineal como un todo. Una alternativa es utilizar el L.G.R. del sistema total linealizado y de ahi derivar
algunas conclusiones para cada punto de operacion. La siguiente técnica permite hacer prevalecer los
criterios de disefio en los diferentes puntos de operacion.

5.3 Disefo Via Ganancia Programada.

El controlador lineal s6lo asegura su comportamiento en torno al punto de operacion. Este el caso de un
estanque de area funcién de la altura que es controlado utilizando un controlador PI. Un controlador
que utiliza la técnica de ganancia programada, modifica los parametros del controlador, utilizando
técnicas lineales, de acuerdo al punto de operacion. Para determinar el punto de operacion se utiliza una
0 varias variables del sistema (normalmente las entradas). Para analizar esta técnica se revisa el caso
del estanque, en donde el area de éste se puede identificar como funcion de la altura de este, Fig. 5.4.
En este caso se tiene que el modelo esta dado por,

dv dVv dh dh

at = o P g = eV,
donde B(h) es el area en funcion de la altura h'y cv2h es el flujo de salida. Sea x la altura h y fe la
entrada u, entonces el modelo queda como,

Xzﬁ(u—c\/ﬂ): F(x.u).

Sea la altura h la variable de salida y, entonces y = x, la cual debe seguir la referencia ygq, la cual a su
vez seré utilizada como variable programadora; es decir, la que define el valor de los parametros de los
controladores.
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Si se desea yq = Yo (la altura h = yg,), la entrada u (flujo f;) deberia ser u, = ¢,/2yq, . Asi, un punto de

operacion tiene por valores X = Y40, U = Uo(Ydo). Linealizando el modelo en torno a ygo, Uo(Ydo), Se tiene a
X5 = a(Yao)Xs +b(Yyg)Us, donde,

:ﬂ _ 1 —C B B(X) _ 2 — _ﬂ
a(Yao) o oy {B(X) {m} Bz(x) (u C\/_X)} _ 2YaoPB(Yao) '
of 1 1
b(yw)=oo = ==
(yd ) ou EI(ZL)::O B(X) S:L)I/;m B(ydo)
X5 = X - Ydo,
Us = U - Uo.

Dado que el sistema es de primer orden, un controlador Pl permitird lograr cero error en estado
estacionario y compensar el efecto de las perturbaciones. Sea el controlador tipo de PI de la forma, us =
kies + koo, donde & =e5 =yg - X =I5 - X5, CON I's = Yq - Ydo. CON €st0, la ecuacion caracteristica es,
s> —(a—bk,)s+bk, =0, por lo que si la ecuacion deseada es s* +2Lw,S+ w5, CON @, >0y 0 < <1
conocidos, entonces las ganancias k; y k» se pueden tomar como,

2

K (Yeo) :%a()ydo)' Ky (Vo) = b((’;n )

Como se puede apreciar, las ganancias del controlador Pl son funcién del punto de operacion para
obtener un factor de amortiguamiento y una frecuencia natural de oscilacion dados. Si, para efectos de

simplificacion, se considera al controlador Pl de la forma, u, = k{e8 +%c}, setienequek =k yT=

ki/kz, con lo que,

(y) = 2500+ 8] L 200 _ g gy ) 7y, )= 200 HA0) L 26
D) DYoo) 7 o

si se considera que |a(Ydo)| << 2Cwn, Fig. 5.5(a). De esta manera se puede tomar K(Yao) = 28conB(Yao) Y T
= 2C/wn, con lo que solo una ganancia debe ser programada en funcion del punto de operacion. El
sistema resultante considerando la variable de estado & = [x; o]" esta dado por,

& = AYao)€ + birs, ¥s = i€,

Fig. 5.4 Estanque no-lineal (area variable).
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a(ys0) - 20, mg} bl:[zcm

donde, A,(Y,)=
1(Yeo) { 1 0 1

€s,

”} ¢,=[1 0], por lo que la F. de T. resultante

X5 _ 2L, S+ o]
o 8+ (200, —a(Yy))s+ o)

Notese que esta F. de T. es todavia funcion del punto de operacidn puesto que se considerd en el
analisis que |a(ydo)| << 2Cwn. En el caso de no hacer esta simplificacion en el andlisis, la F. de T.
resultante tendria un polinomio caracteristico como el ideal. Resultados simulados se muestran en la
Fig. 5.6. Claramente, el controlador de ganancias programadas permite mejorar la respuesta para los
distintos puntos de operacién, Fig. 5.6(b) comparada con el mismo controlador pero con sus parametros
fijos y calculados para un punto de operacién dado Fig. 5.6(a).

Para revisar el comportamiento real del sistema con el controlador lineal incluido debe revisarse el
sistema original no-lineal en conjunto con el controlador, considerando que la variable programadora es
la referencia yq y no el punto de operacion yqo, Fig. 5.5(b). Esto trae consecuencias adversas puesto que
la variable programadora puede variar y por tanto su derivada no es cero, lo que agrega dinamicas no
consideradas en el proceso de disefio anterior. EI modelo del controlador en conjunto con la planta es,

oL o

K= 00 U2
G=Y4—X ,
y =X

donde la entrada esta dada por u = k(yd){(yd —X) +%c}, con K(yq) = 2CwnpB(yq) por lo que el modelo

resultante esta dado por,

I5 €5 1 Us Vs = X3
(Yeo) + = | > D(Yeo) J
a(ydo)
a)
Yd €5 1 u y=x=h
_ |<(yd){e6 +?Ie5dt} > X =f(xU)
b)

Fig. 5.5 Estanque no-lineal con controlador de ganancia programada; a) esquema linealizado, b) esquema no-lineal.
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B(l)( (yd){(yd—x)+ c} cJ_j

=Yy —X :
y=X
cuyo punto de equilibrio para una entrada Yq = Yao €S Xo = Ydo, Yo = Ydo» O, % Una alternativa
do

de andlisis del sistema completo es la linealizacién en torno a un punto de operacion considerando el
vector de variables de estado ps = [X - X, © - GO]T lo que resultaen p; = A, (Yao)Ps +bn(Yao)rs, CON la

salida ys = caps. En este caso se obtienen las matrices como,

a(y,,) - 2¢o, wﬁ} b :|:2C(0n+’Y(ydo):| . =[t 0],

A (ydo) |: 1 0 1

por lo que la funcién de transferencia resultante es,

Ys _ (280 +7(Y))S + 0y
s S+ (200, —a(Ye))S + @2

dk(ya)
dyd Yd =Ydo

Claramente, esta ultima F. de T. difiere de la anterior en el término y(yqo) puesto que los cambios de la
referencia yq afectan dindmicamente los parametros del controlador y con ello la dinamica total
resultante. En muchos casos este controlador es suficiente, puesto que logra cero error en S.S. y permite
absorber la variacion de parametros. Sin embargo, en aquellos casos donde la dinamica es parte de los
requisitos de control, se requiere modificar la estrategia de disefio del controlador.

Una alternativa de solucion a este problema es considerar el controlador Pl de la forma,

donde, y(Ydo) = K'(Ydo)So(Yao)/ TB(Yeo), €ON K'(Yao) =

1
u=Kk e+—12,
(Ya) T
donde, Zz=Kk(yq)e y e =yq-X, con lo que el sistema resultante es,

B()( ()5s X+ 22~ cf]

2=k(ys)(Ys —X) :
y =X
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26642,

cuyo punto de equilibrio para una entrada Yg = Yao €S Xo = Ydo, Yo = Ydo, Z, =————— . Una alternativa
(On

de andlisis del sistema completo es la linealizacién en torno a un punto de operacion considerando el
vector de variables de estado ps = [X - Xo Z - zo]T lo que resulta en ps = A, (Yao)Ps +bn(Yao)rs, CON la
salida ys = caps. En este caso se obtienen las matrices como,

14 T T T T T

12 =]

14

2 AR ]

10— =]

b)

14 T T T T T

12 /\ -

10 =

| | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

)

Fig. 5.6 Estanque no-lineal con controlador PI; a) de parametros fijos para yq, dado, b) con parametros programados,
C) con parametros programados y mejorado.
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a(ydo) - ZCO‘)n W, /ZCB(ydo):| b = |: chn } c
_ZC(’OnB(ydo) 0 ’ ! zcmnB(ydo) , !

por lo que la funcién de transferencia resultante es,

An<ydo>=[ _n o]

Vs _ 20m,S + 07
Is 52 +(2C(’)n _a(ydo))s+wr21 '

Sin lugar a dudas este controlador permite obtener una respuesta dindmica independiente del punto de
operacion. Los resultados simulados se muestran en la Fig. 5.6(c) los cuales en este caso en particular
no muestran mejoras substanciales respecto del caso anterior, Fig. 5.6(b).

Los casos hasta aqui analizados permiten la utilizacion de técnicas de linealizacion para su analisis y
disefio de controladores. Si bien se cumplen los objetivos basicos, quedan los de globalidad de la
solucion. Por ejemplo, los cambios que pueden tener las variables programadoras deben ser moderados
0 se puede sacar el sistema de la region de atraccion. Técnicas mas generales que las aqui revisadas se
introducen en el capitulo siguiente.
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6

Linealizacidon Exacta Via Realimentacion.

Una de las alternativas mds expeditas para la linealizacion es utilizar la realimentacion
de las variables de estado. Esta clase de estrategia se divide en dos tipos. Una para
linealizar los estados de entrada; es decir, para obtener respuestas lineales en variables
de estado del sistema y la otra para las variables de salida; es decir, un
comportamiento lineal de las salidas respecto de entradas sin importar el
comportamiento probablemente no-lineal de los estados. Ambas alternativas
requieren conocer el modelo de la planta y entregan opciones de disefio que
permiten ventajas distintas en uno y otro caso.

6.1 Conceptos Basicos.

68

Antes de analizar en detalle las diferentes alternativas de control via realimentacion exacta, se revisan
ejemplos de cada una de éstas para familiarizarse con la estructuras de control.

A.

Linealizacion Via Realimentacion y la Forma Candnica.

La idea fundamental de la linealizacion via realimentacion es la cancelacion de las no-linealidades de
un sistema mediante la re-definicion de la entrada a éste. Por ejemplo, en el caso del estanque en el cual
el area es funcién de la altura, se tiene el siguiente modelo,

d h
a“ A(z)dz} =U—a,/2gh,

el cual se puede escribir en forma simplificada como,

A(h)h =u-a,/2gh,

por lo que si la entrada u se escoge como

u=ay2gh + A(h)v,

con v una nueva entrada (Fig. 6.1), se tiene el modelo resultante,

control _
no-lineal u="f

u=a./2gh + A(h)v =y
- control \_ h : fs
lineal

Fig. 6.1 Modelo del estanque linealizado.

A 4
\4
v

o
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h=v,

el cual es lineal y permite por tanto escoger v para lograr objetivos adicionales de control. Por ejemplo,
Vv se puede escoger como,

v=a(hg-h),

con o una constante positiva y hg la referencia de altura, Fig. 6.1. Asi se tiene una dinamica resultante
dada por,

h+ ah = ahy,

lo que indica que h — hq cuando t — oo. De acuerdo a las ecuaciones anteriores se tiene que la entrada
esta finalmente dada por,

u=a./2gh + A(h)ae,

con e = hg - h. Una versién mas refinada podria considerar que hy s conocida y tiempo variable, por lo

que la entrada v se puede escoger como v = hy + a(hg - h), con lo que la dinamica lineal resultante
quedaria como,

h=hs +a(hs —h),
que es equivalente a,
g+ae=0,

donde claramente se tiene que el error e — 0 cuando t — oo. La aplicacion de esta estrategia de re-
definir la entrada para cancelar las no-linealidades se puede aplicar si el sistema tiene un modelo de la
forma canonica controlable cuya forma general para sistemas SISO es,

x™ = f (x) +b(x)u,

donde u es la entrada, x es la salida, x = [x X X - X" ™" = [x1 X2 X3 - X3]" es el vector de estados y
f(x) y b(x) son funciones escalares no-lineales de los estados. La representacion anterior puede también
escribirse como,
X1 X,
d :
dt| Xn Xn
Xn f(x)+b(x)u

Esta Gltima representacion permite ver que si se re-define la entrada u como,

u=$(—f(x)+v),

con v una nueva entrada, se obtiene el modelo resultante,
XM =v,

que corresponde a un modelo lineal y por tanto se puede utilizar la teoria de control lineal para
conseguir objetivos de control especificos. Por ejemplo, si se define a la entrada como,

V= —aQX —a1X— —an_lx(n_l) y

Copyright © por Prof. José R. Espinoza C.



Apuntes: 543 703 70

con ag, ai, ..., an.1, €scogidos de manera que el polinomio s" + a,.1s™™* + - + a;5 + ag tenga sus raices en
el S.P.1. lleva a una dindmica exponencialmente estable del tipo,

XM +a,4 X" 4+ +agx =0,

lo que implica que x(t) — 0 cuando t — oo.
En aquellos casos que se desee el seguimiento de una referencia xq, se puede re-definir la entrada como,

v=x{" +ae+al+ - +ae"?,

con e(t) = xq4(t) - x(t) lleva a la convergencia exponencial del error; es decir, e(t) — 0 cuando t — oo.
Esta alternativa se puede utilizar en sistemas MIMO como se muestra en el ejemplo siguiente.

he h . Chi —hd —hao T
Ejemplo 6.1. Un robot con dos junturas tiene por modelo a { now }{ql} + { .qZ © qﬂ{cﬂ + {gl} = {Tl]
21 h2 | G2 hcy 0 02 92 T2

donde q = [q; qz]T son los angulos de las uniones, t = [ty rz]T son las entradas, y hy, hip, hyy, hap, 1, Y g2 dependen de q.
Proponga una estrategia de linealizacién exacta para seguimiento. R.: El modelo anterior se puede escribir como H(q) ¢ +

h h —hg —hdy — hg
C(q.q)q+g(q)=r,conH(q)={“ “},C(q,q){ G2~ qz]g(q){gl}yr{”}.Porloquela
ha;  hy hda 0 02 T2

entrada t se puede definir como © = H(q)v + C(q,q) q + g(q), con v una nueva entrada, lo que resulta en el modelo q =v.
Si qq es la referencia entonces v se puede definir como, v =qa + 2A(qa — ) + 22 (qa — q), lo que al definir el error

., o, . . o 2 .
€ = (qq — ( resultaen la ecuacion dinamica € + 2A.€ + A"e = 0, donde el error converge a cero exponencialmente. &

Desafortunadamente, los modelos no se encuentran en general en esta forma candnica controlable y por
tanto se estudian técnicas que permiten transformar un sistema arbitrario a esta forma. Al igual que los
sistemas lineales, no todos los sistemas pueden ser transformados y esto depende de sus caracteristicas
particulares.

B . Linealizacién de los Estados de Entrada.

Considerar el caso de un sistema de una entrada de la forma x =f(x,u) en el cual se desea encontrar

una nueva entrada de manera de obtener un sistema lineal resultante. Esto se realiza en dos pasos,
primero se encuentra una transformacién de estados z = z(x) y luego una transformacion de entrada
u = u(x, v) de manera que el sistema original se transforme en uno equivalente invariante en el tiempo
de la forma z= Az+bv, para luego disefiar v de manera de obtener una respuesta deseada, Fig. 6.2.
Por ejemplo, sea el sistema,

X1 = —2X1 +axXz +sen(xy)

X, = —Xz COS(X1) + UCOS(2X1)

control lineal
v u y
v=-K.z » U=u(x,V) x =f(x,u) —
' t |
) |

Fig. 6.2 Linealizacion de estados.
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que tiene por punto de equilibrio al origen, no puede ser linealizado directamente puesto que no es
evidente encontrar u de manera de obtener una representacion lineal, por cuanto el sistema no esta en
una forma candnica controlable. Sin embargo, si se define,

71 = X1
Zp = ax, +sen(x,)’

donde el origen de x es también el origen en z, se tiene que

hh=-221+12,
2, = =22, €08(21) + €0S(z1) sen(z;) + ua cos(2z;) ’

el cual puede ser linealizado re-definiendo la entrada u como,

U=—"———(v—cos(z:)sen(z:) + 2z: cos(z1))
acos(2z;)

o también en funcion de los estados originales como,

U=————(v—cos(x.)sen(x.) + 2%, cos(x.)),
acos(2xi)

por lo que el sistema lineal resultante es,

HhW=-22,+1,
22 =V .

Al tomar v = -kyz 1 - kyoz , = -2z, se obtiene finalmente,

21 = —221 alx 22
22 = —222 :

que tiene polos iguales en -2 por lo que z; y z, convergen al (0,0), por lo que X3 y X, convergen al (0,0).

Algunos comentarios importantes que se derivan del ejemplo anterior son,

i)

1 .
La entrada se calcula como u=———(v—cos(x:)sen(x:) + 2x; cos(x.)) la cual no esta
acos(2x,)
definida para x; = w/4 + In/2, con | = 0, 1, ... por lo que el resultado de la linealizacién no es
global.

La linealizacion de los estados de entrada se logra mediante una transformacion de estados y una
transformacion de entradas, ambas basadas en los estados, por lo tanto ésta es una linealizacion
via realimentacion.

Para implementar la estrategia se requiere de los estados z lo que puede ser no factible como
también pueden no tener significado fisico, para lo cual debera disponerse de x.

Todo el disefio se fundamenta en el conocimiento de los parametros y modelo del sistema,
cualesquier incertidumbre acarreara errores.

El seguimiento también puede considerarse, pero no es directo puesto que la linealizacion se
logra para las variables z y no las fisicamente involucradas en el sistema, que son x.

Hay dos preguntas relevantes en este punto: a) ¢ qué clases de sistemas no-lineales pueden ser sujeto de
esta técnica ?, y b) ¢ cOmo se encuentran las transformaciones que hacen esto posible ?.
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C. Linealizacién Entrada-Salida

La idea en este caso es la de obtener una relacion lineal entre la entrada y la salida del sistema mas que
con los estados de este. Sin embargo, se espera que los estados estén acotados. Es decir, se desea que la
salida tenga un comportamiento deseado, por ejemplo, seguimiento de una referencia. El sistema esta
modelado en este caso por x = f(x, u), y = h(x), de donde no se ve una relacién clara entre la entrada y
la salida del sistema. Sea el siguiente ejemplo,

Xl = Sen(X2)+ (X2 +1)X3

XZZXE+X3
Xs = X2 +U
y=X

para generar una relacion entre la entrada u y la salida y, se deriva la salida,
Yy =X =senX, + (X, +1)Xs,
COMO U no esta en y, se deriva nuevamente,
¥ =C0S(Xz )Xz + X3(Xo + X1) + Xo X3

= (COS(X2) + X3 ) (X7 + X3) + (X3 +U)(X, +1)

= (X, + DU + X2 (Xa +1) + (COS(Xs) + X3 )(XF + X3)

=(X; +Du+ f(x)
donde fi(x) = Xx{(X,+1)+(cos(x,)+Xs)(X +X;). Claramente, la expresion anterior relaciona la
entrada u y la salida y, por lo que si se toma la entrada u como,

1
X, +1

u=

(=fi(x)+Vv),

donde v es una nueva entrada, se obtiene que
y=v,

que corresponde a una relacion lineal entre la entrada y la salida y por tanto la nueva entrada v se puede
acondicionar para lograr los objetivos de seguimiento. En particular si el error entre la salida actual y y
la deseada yq €s e, entonces v se puede tomar como v = V4 + ko€ + k1€, con Ko Yy ky positivos, con lo que
se obtiene la ecuacion dinamica para el error como,

e+k1e+k0ezo,

por lo que y(t) — yq(t) cuando t — oo, Fig. 6.3.

control lineal
Y \' u Yy
—> K. —p» u=u(x,v) —¥» x=~£f(x,u) >

. t |

Fig. 6.3 Linealizacion de entrada-salida.
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Algunos comentarios importantes que se derivan del ejemplo anterior son,

)] La entrada se calcula como u =

! 1(— f,(x) +V) la cual no esta definida para x, = -1 por lo que

2
el resultado de la linealizacion no es global.

ii)  Laimplementacion requiere de todos los estados del sistema.

iii) Dado que y se derivd dos veces para obtener la salida en funcion de la entrada, se dice que el
sistema tiene grado relativo 2 (en general r). Si n es el orden del sistema original entonces r < n
para sistemas controlables.

iv) El sistema resultante de la linealizacion entrada-salida es de orden 2 y el sistema es de orden 3.
Por lo que hay una dindmica que no aparece en forma explicita. Esta dindAmica se conoce como
dindmica interna y debera ser estable para cumplir con los objetivos de control del sistema. En el
ejemplo anterior el estado interno es x3 (puesto que X, y, y dy/dt forman un nuevo set de variables
de estado) y esta dado por,

Xz = X2 + (yd + ke + ko€ + f1(x)),

X2+

donde no es obvio demostrar su estabilidad.

Ejemplo 6.2. Utilizar control entrada-salida para regular la temperatura en el reactor. R.: Las ecuaciones del reactor son,

E
. q —
Ca :V(CAf _CA)_kOe[ RTJCA
, por lo que al considerar y = T y derivar esta ecuacion se tiene que

£
T=2r, -1)+ (;éH) koe[ RTJCA +Vué (T, -T)

v p P p
. q (-AH), ( =] UA . . .
y=T :—(T —T) Ch+ (T, =T ). Finalmente, si se considera una nueva entrada v tal que se
f 0 A c
V pC, VpC,
q caH), ) UA . _
cumpla que —(T ) ko€ Ca+ (T, —=T)=v, entonces, T =v . Es decir, la entrada al reactor T, debe
\Y pPC, VpC,
_ VpC, | g oy, [
ser escogida como, T, “UA v—V(Tf —T) c koe Ca(+T . Laexpresion resultante, T = v, representa una

PYp
ley lineal por lo que se puede escoger v de manera de lograr alguna dindmica apropiada. Por ejemplo, se hace v = k(T4 - T),

, donde claramente se tiene un sistema estable si se

. T
por lo que se obtiene una F. de T. resultante dada por, — =
Tqg s+k;
escoge k; positivo.La simulacién del sistema resultante esta ilustrada en la Fig. 6.4 para k; = 5. La simulacién muestra un
sistema de primer orden que puede operar en cualesquier punto de operacion. Sin embargo, queda la interrogante de la
naturaleza de la dindmica de la concentracion. &

D. Dindmicas Internas en Sistemas Lineales.

En esta parte se revisa el concepto de dindmica interna en sistemas lineales, pues son simples de
analizar y los resultados y conclusiones ayudan a entender su extension a sistemas no-lineales. Se
considera primero el siguiente ejemplo,
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X1:X2+U
XZZU ’
y=X

donde se requiere que la salida siga a la referencia yqy. Derivando la salida se obtiene que,
y=X =X, +U,
porloquesi u=—-X+VYq+(Ys —Y),Setieneque y =X, — Xz +Ya +(Ya — Y), l0o que resulta en
e+e=0,

de donde claramente se tiene que e(t) — 0 cuando t — oo, 0 y(t) — yq(t) cuando t — oo, 6 X1(t) — yq(t)
cuando t — oo. La dindmica interna estd dada por la segunda ecuacion que queda,
X2 =U=—Xz + Va +(Ya — Y), de donde,

X2+X2=yd +e,

como el segundo miembro es acotado, entonces X, y por tanto u son acotados. Sin embargo, si el
modelo fuera

X1=X2+U
XZZ_U )
y=X

la dinamica interna estaria dada por X, — X, = Y4 + €, como el segundo miembro es acotado, entonces
X2 Y por tanto u no son acotados. Por lo que si bien la salida sigue perfectamente la referencia, el
controlador en su conjunto no podria ser utilizado.

Un analisis en el plano de Laplace de cada caso indica que las F. de T. son

Tq v Vv _E T T
pC q (-AH) [ J Reactor
K To=——Fdv—— (T -T)- koe! RT/C, b 4+T—» actor 1 o »
c UA v ( f ) pCp 0 A exotermico
a)
Concentracion v/s tiempo Temperatura v/s tiempo
1 T T 400 T T
e
//
s T / | 350 ~
A‘f :
\ /
\\-_“_I’
b) o ! ! 300 ! !
0 2 4 6 0 2 4 6

Fig. 6.4 Reactor con control entrada-salida; a) diagrama de control, b) respuesta dinamica.
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y(s) s+1 y(s) s-1
uis) s* 7 u(s) s?

respectivamente. Lo que revela que el primer caso corresponde a un sistema minimo de fase y el
segundo a uno no-minimo de fase. Es decir, la localizacion de los ceros define la estabilidad de los
sistemas lineales. En sistemas no-lienales no se tiene el concepto de cero, pues éstos son una propiedad
intrinseca de los sistemas lineales; sin embargo, se tiene el concepto de dinamica cero.

E. Las Dinamicas Cero.

Def.: Se define dinamica cero a la dinamica interna de un sistema cuando la entrada es tal que la salida
es nula.

Por ejemplo, en el caso,

X =U )
y=X

para tener y = 0, se debe tener x; = 0, y por tanto su derivada, con lo que la entrada requerida es u = - x5

con lo que la dindmica resultante, que en este caso se denomina dinamica cero, es X, = —X; que se
puede escribir como,

).(2+X§:O,

que es asintoticamente estable. Similarmente, en el caso de que el modelo sea,

Xy = X5 +U
X, =—-U
y=X

la dindmica cero resulta ser,
X, —X3=0,

que es inestable. Se puede observar que la dinamica cero es una propiedad de los sistemas que es
extendible a sistemas no-lineales. Se puede demostrar que en sistemas lineales los polos de la dinamica
cero son los ceros del sistema, por lo que si éstos estan en el S.P.1. se garantiza que la dinamica cero es
asintéticamente estable.

La utilidad de estudiar dinAmicas cero es por su extension a las dinamicas internas. En sistemas lineales
la estabilidad de la dindmica cero implica la estabilidad global de la dinamica interna. En sistemas no-
lineales, esta relacion no es directa. Se adelanta que la estabilidad asintética local de la dinamica cero
de sistemas no-lineales es suficiente para garantizar las estabilidad asint6tica local de las dinamicas
internas.

En resumen la linealizacion entrada-salida se logra en tres pasos: a) derivar la salida hasta que la
entrada u aparece, b) obtener u de manera de eliminar las no-linealidades, y c¢) estudiar la estabilidad de
las dindmicas internas.
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6.2 Herramientas Matematicas.

Def.. Un mapeo f: D — R", donde D <= R" es un dominio, se dice un campo vectorial en D. Un campo
vectorial es un vector columna n-dimensional.

Def.: La transpuesta de un campo vectorial se dice un campo co-vectorial. Un campo co-vectorial es
una fila n-dimensional.

Def.: Si f es un campo vectorial y w un campo co-vectorial, entonces el producto punto <w, f> es

definido como <w, > = w(x)f(x) = anwi (X) i (x).

i=1

Def.: Sea h. D — R. El diferencial o gradiente de h es un campo co-vectorial, definido por,
ah_[ah oh ah}

dh=Vh="—=|— — ...
OX | 0Xy OX, OXn

Def.: Sea f: D — R". La matriz Jacobiano del campo vectorial f esta definido por, Vf :?, con
X

o

Vfi'j = .
0X;

Def.: Seah: D - Ry f: D — R". La derivada lie de h con respecto de f, que se denota por L¢h, es una

funcion escalar definida por, Lih(x) = Vhf = Z—hf .
X

Notar que, Lih = L;L:h=L(Lh) =V(Lh)f :@L por otro lado se tiene que Lth = LikLh =
X
2 k-1
L (L (Leh)) = L (LSh) = a(é'fh)f, por lo que en general, Lih = LLf™h = a(lg h)f, parak=1,2 ..
X X

ycon Lth=h. Ademas, L,Lsh=V(Lh)g.

Def.: Sean fy g dos campos vectoriales en R". Se define el paréntesis lie de fy g al vector dado por
[f.g]=Vegf —Vig =adg.

Notar que, ad{g =g, adg =[f,g], adf{g = ad,ad;g =[f,ad,g], adfg =[f,ad{ 'g], parak =1, 2,....
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X2

Ejemplo 6.3. Sean los campos f(x) ={ .
—sin(xy) — x2

0
},h(x)=xf+x§, yg{

},determine Leh, L2h, Lgh, Lah,
X1

[f, e v [g fl R th:Vhf:@f = [2x1 1] X2 = 2xXp—Senx —Xz. LEh=Lg(Lsh) =
ox —sen(X1) — X2
X2

—sen(x1) — X2

h

[2x2 —cos(X1) 2x1—1][ } = (2xz —08(X1)) %2 + (2% —1)(—sen(x) - x2) . Lsh=Vhg = Z—g = [2x 1]
X

o = L3h=Ly(Lgh)=[1 O X - fgl-vef-vig = | ? -
x| - e =be (L) =1 ]—sen(X1)—X2 “re [hel=Vel-Vig = 1 0] -sen(x1) =X,

0 1 0 _ —X1 _ _ _ X1
[—cos(xl) —1} [xj B {xwxj' [, f]=Vig —Vef = [f’g]_{— Xl—X2:|l*

Algunas propiedades del paréntesis lie son,

i)  Bilinealidad, [ouf, + aofs, g] = ou[fi, gl + o [fs, ], [f, oug + oaga]=oulf, g.]+ o [f, g2].
i)  Conmutatividad Skew, [f,g]=—[g,f].

iif)  Identidad de Jacobi, Lj;4h=L¢Lh—L,Lh.

iv)  Notar ademaés que si fy g son constantes, entonces [f, g] = 0.

Def.. Un mapeo z: D — R", donde D = R" es un dominio, es un difeomorfismo en D si es invertible en
D (e.d., existe una funcién z* tal que z'(z(x)) = x) para todo x € D y ambas, z y z*, son
continuamente diferenciables. Si la matriz Jacobiano oz/0x es no-singular en un punto x, € D,
entonces hay una vecindad Q alrededor de x, tal que z en Q es un difeomorfismo. Una funcién z
es un difeomorfismo global si y solo si:

- Z—ZZVZ es no singular vx € R", y
X

- Z €S propio; es decir, ||I|i|m | z(x)||= oo .
X|[—>00

} es un difeomorfismo. R.: Al tomar 2: {

Ejemplo 6.4. Determinar si z(x):{ -
X

2X1 +5X1x2 2+5x2  10x1x2 e tiene
3sen(x2) 0 3cos(x2)

que su rango es 2 alrededor del origen por lo que es no-singular en ese entorno. Por lo tanto, z(x) es un difeomorfismo
alrededor del origen, faltaria encontrar z *(x). %

Def.: Un set linealmente independientes de vectores de campo {fi, f3, ..., fu} en D, donde D < R" es un
dominio, es integrable completamente si existen n - m funciones escalares h;(x), ha(x), ..., hpm(x)
que satisfacen el sistema de ecuaciones diferenciales parciales

- Vhif;=0,donde 1 <i<n-m,1<j<m,y
- los gradientes Vh; son linealmente independientes.

Def.. Un conjunto de vectores de campo linealmente independientes {f;, 5, ..., fn} en D, donde D = R"
es un dominio, es involutivo si y solo si hay funciones escalares aij: R" — R tal que,
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[filfj]=zaijk(x)fk(x)l V|,J tal que 1S|,1Sm
k=1

En otras palabras, si y solo si [fi, fj] es combinacion lineal del conjunto original.

Notar que:

1) Vectores de campo constantes son involutivos, puesto que [fi, fj] es siempre cero y el 0 puede ser
siempre expresado como combinacién lineal del conjunto.

i) Un conjunto {f} de un Unico vector de campo es involutivo dado que [fi, fj] = VIf - fVf=0yel 0
puede ser siempre expresado como combinacion lineal del conjunto.

iii)  Para verificar si un conjunto es involutivo, se verifica que rango{f;, f,, ..., fu} = rango{fy, 3, ...,
fm, [ 1} V. J.

Teorema: Teorema de Frobenius. Sea {f; , f;, ..., f,} un conjunto de campos vectoriales linealmente
independiente, el conjunto es completamente integrable si y solo si es involutivo.

Ejemplo 6.5. Determinar si las ecuaciones

4xsﬂ_ﬂ:
OX1  OXo
—x1ﬂ+(x§ —3x2)ﬁ+2x3ﬂ:0
O0X1 OXo OX3
4X3 - X1
tienen solucion. R.: En este caso se tiene el conjunto {f;, f, },con f=| -1 |y f, = x32 —3x2 | y por tanto las ecuaciones
0 2X3

se pueden escribir como Vhif; =0,donde 1 <i<n-m=3-2=1,1<j<m=2. Paraver siexiste h (o el conjunto es
completamente integrable), se debe verificar si es involutivo. Para esto se calcula,

5 5 -1 0 0 |[4x3 0 0 4 - X1
[fl,fz]:%fl—%fgz 0 -3 2x3| —-1|-|0 0 0] x2—3x
X X
0 0 2|0/ o0 0] 2x

—4X3 8X3 —-12x3
= 3 - 0 |= 3 =—3f1 +0f2
0 0 0

por lo tanto [f;, f,] es I.d. y por consiguiente {f; , f,} es involutivo y finalmente las ecuaciones son solucionables. &

6.3 Linealizacion de los Estados de Entrada.

Def.: Un sistema no-lineal (con una entrada) de la formax = f(x) + g(x)u, con f(x) y g(x) vectores de
campo suaves en R", es linealizable en los estados de entrada si existe una region Q en R", un
difeomorfismo z: Q@ — R", y una ley de control no-lineal realimentada u = a(x) + B(x)v tal que las
nuevas variables de estado z = z(x) y la nueva entrada v satisfacen la relacion lineal invariante en
el tiempo z = Az + bv donde:
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0 -0 0
0 1 -0 0
A=|:  : . iy b=|:
000 -1 0
000 - 0] 1

El nuevo estado z se conoce como estado linealizante, y la ley de control u = a(x) + B(x)v se
conoce como ley de control linealizante.

La definicion se ajusta a la idea intuitiva de linealizacion; sin embargo, cémo encontrar el
difeomorfismo no esta indicado. Esto se analiza a continuacion.

A . Condiciones parala Linealizacién de los Estados de Entrada.

Teorema: El sistema no-lineal x =f(x)+g(x)u, con f(x) y g(x) vectores de campo suaves en R", es
linealizable en las variables de estado de entrada si y solo si existe una region Q tal que se
cumplen las siguientes condiciones,

- Los vectores de campo {g, ads g, ..., ads"* g} son linealmente independientes en Q.
- El conjunto {g, ads g, ..., ad;"? g} es involutivo en Q.

Nota: La primera condicién es equivalente a la condicidn de controlabilidad en sistemas lineales, esto
dado que {g, adrg, ..., ad; "' g} = {b, Ab, ..., A"'b} en sistemas lineales. La segunda condicién no
tiene equivalente directo en sistemas lineales.

B. Metodologia paraimplementar la linealizacion.

Los pasos a seguir son:
i)  Construir el vector de campos {g, ad r g, ..., ad s"* g}.

ii)  Chequear que el conjunto es linealmente independiente y es involutivo.

iii)  Siambas condiciones se cumplen, encontrar z; de las ecuaciones:
Vz,adig=0, i=0,..,n-2
Vz,ad{ g #0

si la segunda ecuacion se hace igual a 1, ambas ecuaciones se pueden escribir como,

[ oz, /0%, | [O]
0z, 1 0X, 0
[adfg adig - adig adi’g] i |=|:
0z, 1 O%p1
| 0z /ox, | |1
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iv)  Calcular la transformacion de estado z(x) = [z1 L1 - L{'z1]" y la transformacion de entrada
como,

Lij_ 1
olx)=-— =
( ) Lg er] T g n-1. B( ) Lg erlfld)l

Ejemplo 6.6. Dado el sistema, X; =asen(xy), X = —x{ +u, determine si es linealizable en las variables de entrada, en el
caso de serlo, determine la ley de control linealizante. R.: Este sistema de ecuaciones de segundo orden (n =2) se puede

. . asen(xz) 0
escribir como x = f(x) + g(x)u, donde los vectores de campo son f(x) = 2 y g(x)=g= 1| Los pasos son: (1)

M

0 acos(xz)| 0
el conjunto es {g, ad; g}, por lo que se determina solamente ad; g = adsg = Vgf — Vfg = —Vfg = { 2 O( 2)}{1} =
—2X1

—acos(xz)

[— acos(xy)
0

0
0 } (2) el rango del conjunto {g, ad; g} es rango {L

}} = 2, excepto para cos(x,) = 0, por lo que el

0 —acos(xz) || 0z1/0x 0
conjunto es Li. y ademas el conjunto {g} es siempre involutivo, (3) N e =| |, de donde o _ Oy
1 0 621/8x2 1 X2

0z ., .
a—lzl, por lo que z =X, es una solucién, (4) como z(x) = [z; Lizi]", entonces se necesita Lz, que es Lz, = Vzf
X1

2
Lf 21

{asen(xZ)} . |
[ 0] 2 = asen(xz), por lo que z(x) =[x, asen(xz)] ; ademds, a(x)=-

1

, por lo que se necesita Bz

sen(xz) 0
Li(Lfzy) = V(Lsz))f = [0 acos(m)]{ 2 } = —ax?cos(x,) , Y se necesita Lglszs = V(Lszr)g = [0 acos(xZ)][ }
M

2 2
Lezn _ _axi€os(x) _ 2y B(x)= ! . El diagrama resultante se

= acos(xz), con lo que a(x)=- =
Lylszy acos(xy) Lgszl acos(xz)

muestra en la Fig. 6.5. &

Este ultimo ejemplo muestra en forma clara que se obtiene una linealizacion de los estados y que ahora
se esta en condiciones de disefiar una ley de control lineal para lograr los objetivos de control final. Sin
embargo, debe destacarse que los objetivos se logran respecto del nuevo set de variables de estado z
que eventualmente no tienen significado fisico.

C. Disefio de Controladores para Linealizacion de Estados de Entrada.

Notar que:

i)  El modelo equivalente es z= Az+bv, 0 escrito por componentes Z, =2,, 2, =23, ..., Zn1 = Z,,
v u y

———p u=a(®)+BENV | x=f(x,u) —»

1

z

«— z=12(x) |4

Fig. 6.5 Linealizacion de estados de entrada del Ejemplo 6.6.
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7, =V, que es equivalente a z," =v.

i) Solo hay una entrada que es v y s6lo hay una salida por controlar como méaximo que es z;.
Por lo tanto se pueden dar dos casos, primero, si zq4; €s la consigna para z;, entonces la entrada se puede
tomar como,
V=12 +ana(z8 — 2+ ar(Zyy, — 2,) + a0(Zar — 71)
si se define el error zg; - z; = €4, Se tiene que,
e ra, e +...+a6 +ae =0,

por lo que los coeficientes ap, ..., a1 son escogidos para asegurar estabilidad exponencial de la
expresion anterior, con lo que se asegura que el error tiende a cero exponencialmente.

Un segundo caso corresponde al clasico disefio de un controlador de estados donde la entrada v se
escoge de manera de re-ubicar los polos del sistema, en este caso la entrada v queda como,

V =Uy —KZ=Ug —KoZy —KyZp —---—Kn42Z,,

donde en un segundo paso se puede disefiar un controlador para lograr objetivos adicionales de control.
Por supuesto, un controlador de estados en conjunto con un controlador integrador también puede ser
utilizado.

6.4 Linealizacion de Entrada-Salida.

El sistema que se estudia es x =f(x) + g(x)u, y = h(x); donde se desea que y dependa linealmente de
una nueva entrada v. En particular se revisan tres aspectos: (a) como generar una relacion lineal

entrada-salida, (b) cuéles son las dindmicas internas y cero asociadas con la linealizacion, y (¢) como
disefiar controladores estables a partir de los resultados de la linealizacion.
A . Generacion de una Relacion Lineal de Entrada-Salida.

En general se deriva la salida y hasta que la entrada u aparezca en la salida. Luego se disefia u de
manera de eliminar las no-linealidades. Sin embargo, esto no es siempre posible; especificamente,
cuando el sistema no tiene grado relativo bien definido.

Sistemas con grado relativo definido. El proceso de derivacion sucesiva comienza con derivar la
salida una vez, quedando,

. dy dh oh(x) .
=Y A T ¢+ gu) = Lin(x) + LW,

la entrada u esta presente si Lgh(x) = 0, si es cero se deriva nuevamente.
¥ = Lth(x) + Ly Lch(x)u,

en donde la entrada u esta en la ecuacion si LgLh(x) # O, si es cero se deriva una y otra vez hasta que
aparezca. Si se asume que después de derivar r veces la salida, la entrada u aparece en la ecuacion de la
salida y, entonces se tiene que,

y® = Lrh(x) + LLFth(x)u (6.3)

con LgLi*h(x) #0 para algin x = x, en Q,, por lo que la ley de control u sera,
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1

= —Lth+v),
L,Li"h (FLeh+v)

u

lo que resulta en la relacion lineal y = v. Nétese que r es el grado relativo del sistema y que si se llega
a que r = n entonces este procedimiento resulta ser el de linealizacion de estados.

Def.: El sistema definido por x =f(x) +g(x)u, y = h(x) tiene grado relativo r en una region Q si V x €
Q se cumple que
- LLih(x)=0 con 0<i<r-1,y
- L,Li*h(x) 0.

Sistemas con grado relativo no-definido. Se da cuando en la vecindad de x = x, € Q el coeficiente
L Lih(x) =0.

Ejemplo 6.7. Dado el sistema, X = p(X, X) + U, estudie su grado relativo paray = x y para y = x*. R.: Al derivar la salida
se tiene que Y = X, como la entrada no esta presente, se deriva otra vez, ¥ = X =p(X,X)+U, por lo que r = 2. Paray =

x* se deriva la salida y se tiene Yy =2XX, como la entrada no estd presente, se deriva otra vez,

§ = 2(X* +xX) = 2% + 2x(p(X, X) +u) , por lo que si el origen es el punto a estudiar se tendria para la vecindad de
éste que ¥ =0, por lo que no se puede definir para ese punto x, = 0 el grado relativo. &

B. Formas Normales.
Cuando el grado relativo esta definido (r < n) el sistema no-lineal x =f(x) + g(x)u, y = h(x) se puede
re-escribir usando vy, y, ..., "™ como parte de un nuevo conjunto de variables de estado, llamado

forma normal. Sea p = [u1, w2, oo, el = [V, ¥, ..., YT, por lo que en una vecindad de x, en Q el
sistema se puede representar por,

M2
"o " , (6.4)
a(,¥)+b(,¥)u
¥=w,¥

dondey = py y ¥ es una funcion a encontrar. En la forma normal, las variables p; y y;j se conocen como

estados normales. Notese que en la forma normal la expresion ¥ no contiene a la entrada u.
Para mostrar que el sistema no-lineal original puede ser transformado en la forma normal, debe existir
la transformacion para lo cual debe probarse que existe el difeomorfismo,

Z(X):[}J.l AR U PO VS \Ifn—r]T, (65)

de manera que se cumple (6.4). Para mostrar que (6.5) es un difeomorfismo es suficiente mostrar que
su Jacobiano es invertible; es decir, que los gradientes Vi y Vi son L.i., lo cual se cumple si,

Vi (x)g(x) = Ly (x) =0.
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X4 —x, +e2u
Ejemplo 6.8. Dado el sistema, | X, |=|2X;X, +Sen(x,)+1/2u |, con y = h(x) = X3, determine su forma normal. R.: Al
X3 2X,

derivar la salida dos veces se tiene que se tiene que y =X3 =2X2, §=2X2 =4X1X2 +2Senxo +u, por lo que r = 2 y por

2X2
tanto W = X3 Yy pp = 2X,. Las funciones ¥ = [\4/1]T = y se obtiene de Lg\u:{a—w oy a—\q 1/2| =
OX1 OX2 OX3 0

S_Wem +%§—W: 0, donde una solucién es y =1+ x; —e® . Asi la transformacion z(x) = [u1 - wr w1 - Wna]', queda
X1 X2
; o o 17
como z(x) = [ p2 w]" y su Jacobiano como ﬂ: 0 2 0| que es no-singular y por tanto la transformacién
ox 7%
1 -2e"% 0
X1 —1+y+et?
inversa es | x2 | = 1/2u2 . Finalmente, con este nuevo conjunto de coordenadas se tiene la forma normal como,
X3 p1
fu u2
L2 |= 2(-1+y+e"?)+2sen(uz/2)+u L&

] (1-y—e")1+2u2e"?) —2sen(uz /2)eH?

C. Las Dinamicas Cero

Una vez realizada la linealizacion entrada/salida, quedan internamente n — r dindmicas las cuales deben
comportarse apropiadamente para un desempefio total tolerable. El analisis anterior muestra que las
dindmicas asociadas con

Y=w,¥), (6.6)

de la forma normal corresponden a las dinamicas internas. En total son n - r ecuaciones y para su
analisis se puede optar por analizar las dindmicas cero. Estas corresponden a las dinamicas obtenidas de
hacer cero la salida y y todas sus derivadas, lo que corresponde equivalentemente a tener u = 0 en la
ecuacion anterior. Para tener al sistema operando en dindmica cero, el estado inicial x(0) debe estar en
el espacio de soluciones (es decir, que se cumpla que p(0) = 0) y la entrada u = ugo debe ser tal que las
derivadas de y son cero o que y(t) = 0, lo que equivale de (6.3) a tener la entrada ugo,

Lrh(x)

Ugo = ———X) 6.7
o LLh(x) ©7

Bajo estas condiciones se tiene el sistema resultante,

1=0
" , (6.8)
¥=w(0,7)
de donde la dindmica cero esta dada por,
¥=w(0,P). (6.9)
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1 p2
Ejemplo 6.9. En el ejemplo anterior se tiene la forma normal |2 |= 2(-1+wy+e"?)+2sen(u2/2) +u ,
vy (1—y—e")(1+2u2e"?) —2sen(uz / 2)e*?
estudie la dinamica cero. R.: La dinamica cero esta dada por v = (1—y —e"?)(1+ 2u2e"?) — 2sen(u2 / 2)et? . lo que
p1=p2=

resulta en \y = —y , que es estable. &

Nota: Aquellos sistemas con dinamica cero estable se conocen como sistemas de fase minima.

Def.: El sistema x =f(x)+g(x)u, y = h(x) es asintéticamente minimo de fase si su dinamica cero es
asintoticamente estable.

Ademas, si el sistema es asintdticamente estable para cualquier W(0) se dice globalmente
asintéticamente minimo de fase; de otra manera se dice que es localmente asintéticamente minimo de
fase.

D. Estabilizacién Asintética Local.

Como resultado de la linealizacion se tiene que y® = v. Si se considera a v como
V=—ay—ay—-—ay" ™,

donde los coeficientes ao, a, ..., ar.1, escogidos de manera que el polinomio s" + a,.1s"™ + -+ + a;s + ap

tenga sus raices en el S.P.1. se obtiene una ley de entrada dada por,

1

U=——(-Lfy—a,qy" P —..—agy). 6.10
LgL;-ly( Py 1y oY) (6.10)

La interrogante es si se puede asegurar la estabilidad de todo el sistema incluyendo las dinamicas
internas. Para esto se tiene el siguiente teorema.

Teorema: Asumir que el sistema x =f(x) + g(x)u, y = h(x) tiene grado relativo r y su dindmica cero
es localmente asint6ticamente estable. Escoger a; tal que el polinomio s + a,.;s™ + - + ass
+ @ tiene todas sus raices estables, entonces la ley de control (6.10) asegura una estabilidad
asintotica local del sistema L.C..

Ejemplo 6.10. Dado el sistema X; = x2X,, X, =3X, +u determine mediante linealizacién entrada-salida una ley para la
entrada u tal que el origen sea asintéticamente estable. R.: Dado que la salida no esta especificada, ésta se considera como y
= -2X; - Xo por lo que la derivada de y es y =—-2%X1 — X2 = —2x12 X2 —3X2 —Uu, como la entrada esta presente y la salida y ha

sido derivada una vez, entonces r = 1 y hay por tanto una dinamica interna. La dinamica cero es la obtenida al hacery =0
con lo que se obtiene -2x; = X, que al ser reemplazo en la primera ecuacion de estado (la que no depende de u) se obtiene la

dindmica cero como X; :—2x13, que es asintdticamente estable, por lo que una ley de control como por ejemplo
u= —2x12 X2 — 4%, — 2x; estabiliza localmente el sistema no-lineal en torno al origen. Nétese que la ley de control elimina
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la no-linealidad y ademas agrega términos de manera que la ecuacién resultante es y =X, +2x; =-y que €S
asintoticamente estable. &

E. Seguimiento de Sistemas de Fase Minima.

El procedimiento de disefio de v para lograr estabilidad asintética puede ser extendido al problema de
control. Para esto se supone una salida deseada ygq, por tanto el vector,

Ra=[Ys Vo ... yi°T,

es conocido, y ademas se define el error como e(t) =paq(t) —p(t). Ante este escenario se tiene el
siguiente teorema,

Teorema: Asumir que el sistema x = f(x)+g(x)u, y = h(x) tiene grado relativo r, que pq €s suave y

acotada, y que la solucion ¥, de la ecuacion W, = w(ua,¥a) con Wq(0) =0, exista, sea
acotada y es uniformemente asintéticamente estable. Escoger a; tal que el polinomio s' + a,.

s+ -+ ays + ap tenga raices estrictamente estables. Entonces, al usar la ley de control,

1

U= —
Ll

{-Lips + y{” +a, 1€ +---+aoko},

el sistema completo permanece acotado y el error de seguimiento e(t) converge a cero
exponencialmente.

F. Seguimiento de Sistemas de Fase No-minima.

En este caso la ley de control no puede ser implementada puesto que las dinamicas internas son no-
acotadas y por tanto el sistema resultante no es implementable. En este caso se recurre a obtener leyes
de control que permitan generar errores de seguimiento pequefios pero que tengan dindmicas internas
estables. Para esta alternativa hay tres métodos.

Re-definicion de la salida. En este caso se define una nueva salida y; = hi(x) de manera que esta
definicion genera dinamicas cero estables. La definicion se realiza de manera que y; Ssea
aproximadamente igual a y en el rango de frecuencias de interés. Para entender este caso se revisa el
caso lineal definido por laF. de T.,

~ (A=s/b)ng(s) u
A
donde no(s) y d(s) tienen raices estables. Claramente la entrada no se puede definir para que la salida y

siga una referencia yq perfectamente, por la presencia del cero inestable (sistema de fase no-minima)
que requeriria una entrada inestable. Sin embargo, si se define una salida y; como,

No (S)
d(s)

y1=

la entrada u se puede definir sin problemas para que la salida y; siga en forma perfecta una referencia ygq
por lo que se tiene que y1 =Yg Y por tanto la salida original esta dada pory = (1 - s/b)y; = (1 - s/b)yq por
lo que si la salida deseada y4 cambia lentamente, se tiene que se logra un error de seguimiento pequerio.

Copyright © por Prof. José R. Espinoza C.




Apuntes: 543 703 86

Derivar n veces la salida. En este caso se deriva la salida n veces sin importar si la entrada aparece en
el intertanto. Con esto se logra un grado relativo n y por tanto no hay dinamicas internas. Por supuesto,
esta aproximacion es buena si los términos que acompafan a la entrada u son despreciables en los
pasos intermedios.

Re-definir la planta. Si los casos anteriores no permiten lograr resultados satisfactorios se puede
recurrir a cambios de la planta en estudio. Si bien esto parece drastico, puede estarse en presencia de un
sistema mal disefiado y que por tanto se justifique un re-disefio. Por ejemplo, podria pensarse en un
avion sin alas en un primer intento lo que no permitiria el disefio de una ley de control para
estabilizarlo.

6.5 Sistemas MIMO.

Los conceptos de linealizacion de estados, de entrada-salida, dindmica interna y dinamica cero pueden
ser extendidos a sistemas MIMO. Los sistemas a considerar son cuadrados es decir con igual nimero
de entradas p y salidas q y de la forma,

x =f(x) + G(x)u, y = h(x)

donde G(x) es una matriz cuadrada de n-p (6 n-q) y h(x) es un campo vectorial R" — R

A Linealizacién Mediante Realimentacion.

En este caso se deriva cada salida tantas veces hasta que alguna entrada aparece. Se asume que r; es el
entero mas pequefio que hace aparecer al menos una entrada en y{"), entonces,

p
= Lih, +z|—g,~|—?_1hiuj )
-1

con Ly, Li*h; =0 para al menos un j en una vecindad ©; del punto x,. La expresion anterior se repite
para cada salida y los resultados se pueden agrupar en forma matricial en,
yi" || Lihy
o=l ¢ |[+EX)u,
ya' | [ Lihg
se define Q como la interseccion de los Q; y se asume que todos los grados relativos r; estan definidos,

entonces Q es una vecindad de x,. Finalmente, si E(x) es invertible, similarmente al caso SISO se
puede definir la entrada u como,

v — Lihy
u=E"(x) : ,
v — Lith,
lo que resulta en g ecuaciones del tipo,
yW =y,

que corresponde a un sistema desacoplado por lo que la definicion anterior de la entrada se conoce
como ley de control desacopladora y la matriz E(x) como la matriz desacopladora. Si este es el caso, el
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sistema original x =f(x)+ G(x)u, y = h(x) tiene grado relativo (ry, ra, ..., ) en x, y el escalar r = ry +
r, + ... + rp se denomina el grado relativo total del sistema en x,.

Un caso importante es cuando r = n en cuyo caso se logra el equivalente a linealizacion de estados y
por tanto no hay dindmicas internas. La dinamica cero se puede definir también haciendo cero las
salidas y sus derivadas. El concepto de sistema de fase minima es igualmente aplicable.

B . Matriz Desacopladora No-Invertible.

En aquellos casos en que la matriz E(x) no es invertible se puede recurrir a dos caminos para lograr la
linealizacion en sistemas MIMO. Estas son mediante la re-definicion de las entradas y mediante la re-
definicién de las salidas. En el primer caso se opta por tomar como nuevas entradas a las derivadas de
las entradas originales de manera que la matriz E(x) sea invertible, luego se genera la entrada al sistema
integrando la nueva entrada. En ambos casos se debe verificar la estabilidad de las dindmicas internas.
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