1.- La figura muestra el lanzamiento de una pelota de asa 0.5 kg sometida a la
accion de la gravedad. El lanzamiento es desdeaualtura de 2 m respecto del
piso y con una velocidad de 20 m/s en un angulo @6° con la horizontal. Usando
el sistema de referencia mostrado, determine:

a.- El momento angular de la pelota en instante icial y final de la trayectoria.

b.- El torque al cual esta sometida la pelota.
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Solucién

a.- en todo momento el vector momento angular, dag@sicion y el momento lineal
de la particula,es L = rxp.
En el instante inicial la posicién y momento linsah

r=2jm y p=5i+8.66jkgm/s

por tanto L = -10k kgm */s

en donde el 10 se obtiene de r p sen30 o bienruxiE producto

] ] O
(2j) x(5i+8.66j) kgm?/s,
en cuyo caso el signo sale directo. Con el prim&todo el signo se obtiene usando la

regla de la mano derecha.
En el punto final de la trayectoria se tiene

r=359im y p=5i-893jkg m/s
| = -32059k kgm?/s

para llegar al resultado anterior debe hacer elymio cruz entre la posicion y momento

lineal y para ello se sigue el mismo camino queus® en el célculo del momento
angular inicial.

b.- Torque.
La unica fuerza que actla sobre la pelota es s p&g, y esta fuerza hace un torque
respecto del origen sefialado en la figura:

-_ oo o0
r=(Xi+yx(-9j)
en donde queda solamente el producto de los vedtgregpues j X j =0, por tanto

7 = (10t )x(~g })

[m]
= -98tk Nm
notar que para t = 0 el torque es cero segun ltaesuanterior; lo cual es verdad pues
los vectores posicion y peso son antiparalelossenrmomento. El tiempo fluctda entre
0y 3.59 s. El torque apunta en la direccion negatel eje z.
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2.-La luna orbita en un circulo alrededor de la tierra Considere que el centro del
circulo coincide con el centro de nuestro planetaetra.

a.- Determine el momento angular de la luna respeztde la tierra. La luna, ¢ posee
un momento angular intrinseco? Y si es asi, ¢cud@réa su momento angular?

b.- Se desea pasar la luna a una orbita circular ededor de la tierra que esté a la

mitad de la distancia original; ¢ qué cambios ocurrian?

Solucion.

a.- El momento angular se determina usando su defmici

L =rxp.

La aplicacion de esta expresion depende de cadasias una particula, un conjunto
de particulas, un solido, si es un movimiento regtoular, etc. En la presente situacion
el movimiento es circular, luego r y p formanangulo de 90° entre si y por tanto

L=Rmyv,

en donde R es la distancia tierra — luna, m esalsarde la lunay v (ZT&R / T siendo
T un afio ) su velocidad orbital. Poniendo los débdbgenidos de cualquier libro de
fisica) resulta,

L =2.16 x 18 kgn'/s
y su direccion depende del sentido horario o ardifim asignado al movimiento de la
luna; la figura muestra la relacion
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El mismo resultado pudo obtenerse calculando L@oelacion
L=lw

en donde



| = mR?
= 7.36x1& x(3.84x16)* kgnt y
w=2T1/Tsiendo T =1 afo.
=2x10" rad/s.

Notar que en este caso las fuerzas que intervigieero del sistema solar) son todas
del tipo fuerzas centrales, por tanto no ejeroegue y podemos concluir que el
momento angular calculado es constante. Ello cagiue la luna se movera (siempre)
en el plano definido por el vector posicién y @mento lineal, de igual manera que la
tierra respecto del sol: se mueve siempre en ebpla la ecliptica, que es el plano
definido por el vector posicion y memento linealaéerra respecto del sol,

La luna, al mismo tiempo que se mueve alrededdta tierra gira sobre si misma con
una velocidad angular de
w =21/ T siendo T= 27 dias.
=2.7x10° rad /s.
El momento de inercia de la luna respecto de uguegda atraviese polo a polo es
| = (2/5)mF
= (2/5) x 7.36 x 18 x (1.74 x 1F)? kg nf
por tanto el momento angular (de espin) de la &ma
L=2.4x168kg nf/s.
b.- Al cambiar de 6rbita y suponiendo que continG&igralose en un circulo se tiene:
El torque seguiria siendo nulo pues la fuerza tavia es antiparalela con el vector
posicion, su momento angular deberia ser consyangee el torque es cere=(IL/dt).
Para mantenerse en oOrbita estable su nueva valoaidpilar debiera ser 2.83 veces
mayor que la anterior:
G m M/[ (R/2f] = m (R/2)w?
[2 X (2F] G m M/[ (RF= m Re?
de donde se deduae= 2.83w, .
Su momento de inercia cambia, ahora es 0.25 véoesneento de inercia anterior.

Su nuevo momento angulamjlsera 0.707 5t .

Su periodo sera de aproximadamente 9.5 dias andigglos 27 dias originales.



3.- Un bala de masa 20 g es disparada a 400 m/s irontalmente por una pistola
gue estd a 1.6 m de altura. Suponga que en los peno 100 m de recorrido la
direccion del movimiento practicamente no cambia. Bspecto de un sistema de
referencia con el eje X en el piso y el eje y papdicular a la superficie de la tierra

determine el momento lineal y el momento angular

Solucion.

g

El momento lineal es un vector producto de la nieska bala por su velocidad. En este
caso es sencillo pues la velocidad coincide ercciiba con el eje x, en consecuencia

Pc= M

p« = 0.020 x 400 kg m /s
=8kgm/s.

El momento angular es el producto cruz entre elovgmosicion y momento lineal. En
este caso

f = (400ti+16))m y
V= 4OCiD m/<

por tanto

L = 002x16x400jxi kgm? /s

o O
L =-128k kgm?® /s

en donde el signo menos se obtiene con la regléa deano derecha. Al mismo
resultado se llega haciendo

L=rmyv senp

En donde el &ngulo es 90° o menor que eso. Sinrgmigh producto r sep es la
proyeccion de r sobre el eje y, que posee el migawr (1.6 m) para cualquier valor de
r y &ngulo descrito por la bala.
Una importante conclusion de este ejercicio es gpra movimientos rectilineos con
velocidad constante, ya sea de una particula cndéM, el momento angular es una
constante del movimiento.
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4.- En los muchos problemas de choques se aplicadanservacion del momento

lineal, ¢se conserva el momento angular del sisteraa estos casos?

Solucioén.

Si el choque es en una dimension el momento angslaulo pues velocidad y posicion
son colinealesy(= 0 0 180°) y, evidentemente los momentos tetake conservan.

Si el choque es en dos dimensiones:

Antes del choque cada uno de los cuerpos poseeelo@dad constante y por tanto
cada uno posee un momento lineal constante y,i@ocun momento angular
constante de acuerdo con el ejercicio 3. En est garticular, normalmente, se
considera como punto de choque el origen del ssstrcoordenadas, en cuyo caso las
posiciones vuelven a ser colineales con los mormsdimeales y, en consecuencia, sus
respectivos momentos angulares seran ceros.

Ahora si el origen no esta en el punto mas adecpademos usar velocidades
relativas:

L.+L.=r.Xp,+r2Xp,.
Usando el CM como punto de referencia extra. Lacidad del CM es constantes antes
y después del choque; sea V esa velocidad y M (mi) su masa asociada.

Aplicando las transformaciones de Galileo a lalidaé anterior y llamando con prima
los vectores respecto del sistema centrado envil C

L:+ L. = (r+ R)X(p,+m, V) +(r-+R)x(p,+m, V)
:(f'1X|5'1+F'2xb;)+|§xﬁ;+l§xb;+l§xmV+I§m29+r71me+r72 xmz\7

el primer paréntesis es nulo pues en el CM posigidelocidad son colineales, luego
queda

=Rx(p}+p,) +RX(M +M,)V+ (r, m, +r', m, )xV

el primer paréntesis es nulo, pues representa relemio lineal total respecto del CM, el
cual es nulo. El tercer paréntesis es el numemelorector posicion respecto del CM,
nulo también. La suma de las masas por la veloddh@M es es momento lineal total
del sistema, que es constante; luego

Ltotal = éX IE]

y como el CM se mueve con velocidad constante suento lineal lo es y, de acuerdo
al ejercicio 3, el momento lineal total es constant
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5.- Un proyectil de masa m y velocidad= Vv, choca con el extremo de una barra
gue esta en posicidn vertical respecto de la supieie de la tierra, la barra posee
largo 2L y masa M e, inicialmente, esta en reposmbre el eje y con su centro en el
origen del sistema de referencia.. El proyectil qua pegado a la barra. Determine,
a.- velocidad angular de la barra justo después dehoque.

b.- Suponga que no hay roce en el eje de giro, abhza la barra a dar una vuelta
completa?

Solucion.

a.- La figura representa la situacion,

Durante el choque la fuerza peso no ejerce acygi@nlo hace la fuerza interna en el
lugar de impacto es mucho mas influyente que eb plesla bala. El peso de la barra
tampoco interesa en el momento del choque pueso® torque en esa posicion. Por
tanto el momento angular del sistema debe conservar

Respecto del origen de coordenadas,

L , = constante
Lmv=lo

con | = m 2 + M(2L)%12. Por tanto
o =mV/[L(m+ M/3)]

y la barra girara en sentido horario. La velocidadular apunta en el sentido negativo
del eje z.
La energia mecanica del sistema antes de la istérag/ usando el mismo sistema de
referencia, es

E=mgL+my/2.

En cambio, justo después del choque es
E’' = mgL + (1/2)b?,

reemplazando el | y @ antes determinado debe resultar

E' =mgL + (1/2)rfvo?/ [m + M/3]
en donde se ve claramente que la energia finalee®myue la energia que poseia el
sistema antes de la interaccion. Notar que esdegencinética la que no se conserva.

b.- La energia adquirida producto del choque es massdficiente para que el sistema
de una vuelta completa.
mgL + (1/2)be® = mglL + (1/2)b'?
de donde se ve que la velocidad con que llega @wonal punto de partida es
exactamente la misma con que comenzo6 su movimiento.
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6.- Una plataforma giratoria posee un momento de &rcia 300 kg nf, radio 3 my
gira a 15 rad/s en sentido anti horario. Una persan de 50 kg de masa salta al
borde de la plataforma.
a.- determine la nueva velocidad de la plataforma.
b.- la persona ahora se mueve por el borde la pldtama y en sentido anti horario
con una velocidad de 6 m/s respecto de un observadobicado fuera de la
plataforma. Determine el sentido de giro de la plaforma y su velocidad angular.
Solucion.
a.- Suponiendo que la persona cae sobre la platafenum plano vertical, entonces no
hay torque efectivo sobre el sistema y el momengular debe conservarse,

Io(Do = I’OJ,

300 x 15 =750 w’

de donde
o’ =6 rad/s y en sentido anti horario.

b.- La persona camina con una cierta velocidad angudes esta dentro del sistema,

luego el momento angular total antes de caminagl @sismo mientras camina. Esto
significa que se puede escribir,

(LZ) antes= (LZ )después

"o’ = (I—”Z) plat. T (I—”Z) pers.

4500 kgni/s = (L"Z) plat + 450 x 2 kg rh/s
en esta expresion el 4500 es el momento total5@lel momento de inercia de la
persona respecto del eje de giro y el 2 es la MEdangular de la persona respecto de
un observador ubicado fuera de la plataforma. BEnemo angular de la persona es
positivo porque gira en forma antihoraria. Despagan

(L"2) piar = 3600 kg rfi/ s.

Luego la plataforma gira con velocidad angular 2leald / s y en sentido antihorario.
Si la velocidad de la persona fuese de 30 m/safafolrma se detiene y si la velocidad

de la persona es mas de 30 m/s la plataforma igisergido opuesto.

Nota. Errores comunicarlos a jmorales@udec.cl



