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1. PROBLEMAS DISCUTIDOS

1.1. Problema TP2-E4.

1.1.1. Si {Ga}taca es una familia de conjuntos abiertos, entonces U G, es un congunto abierto.
acA

Demostracion. Seap € U G. Entonces debe existir ag € A tal que p € Gy,. Dado que G, es abierto

acA
por hipétesis, entonces 3r > 0 tal que B,(p) C G4, C U Ga [ |
acA
N
1.1.2. Si Gy,...,GN son conjuntos abiertos, entonces ﬂ G, es un conjunto abierto.
i=1
N

Demostracion. Seap € ﬂ G;. Esto implica que p € Gy, ...,p € Gy, de lo que se sigue que deben existir
i=1
T1,...,75 > 0 tales que By, (p) C Gi,..., By, (p) C Gy. Sabiendo que para bolas abiertas se cumple:

By(p) CX=V0<r<ry: By(p) CX

Tomamos 7 := inf{ry,...,ry} > 0 (que, dado un conjunto finito, sabemos que verifica ser el minimo
N

también). Luego, 3r > 0 : B,(p) C G1,...B;(p) C Gy = B,(p) C ﬂ G; ]
i=1

1.2. Problema TP2-E5.

1
1.2.1. U [, 1] = (0,1] y por lo tanto no es un conjunto cerrado.
n
neN

Demostracion. La inclusién C es trivial (términos positivos). En el otro sentido, tomemos un elemento
x € (0,1], por lo tanto se verifica que 0 < & < 1. Por la propiedad arquimediana, sabemos que V& >

1 1
0,3n € N tal que % < x. De esa manera encontramos n tal que % <r<l&zxe [, 1} - U [, 1]. |
n n
neN

1
1.2.2. ﬂ (—1, ) = (—1,0] y por lo tanto no es un conjunto abierto.
n
neN

.. . ., . . 1
Demostracion. La inclusién D es trivial. En el otro sentido, tomemos un elemento = € ﬂ <—1, ),
n
neN
por lo tanto Vn € N, se tiene —1 < z < % Por propiedad arquimediana sabemos que 3z > 0 tal que

1 1
r < — < n<—,Vn e N. Luego, se debe tener que —1 <z < 0=z € (—1,0]. ]
n x
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1.2.3. () (0, i) = 0.

neN

. L . 1
Demostracion. Supongamos, por contradiccién, que existe un elemento x € ﬂ <O, > Luego, 0 <
neN n
T < %, Vn € N. Por propiedad arquimediana, ésto no se puede tener. Por tanto, el conjunto es vacio. W

1.3. Problema TP2-E6.
1.3.1. Demuestra que int(X) es el mayor conjunto abierto contenido en X .

Demostracion. Sea A C X abierto, queremos demostrar que necesariamente A C int(X).

Dado que A es abierto, entonces para todo x € A existe r > 0 con el cual se tiene B,(z) C A C X. Por
lo tanto x es punto interior de X, de lo que se sigue que pertenece al interior de X. En otras palabras,
r€ A=z € int(X) [ |

1.4. Problema TP2-ET7.
1.4.1. Demuestra que todo conjunto abierto es union de bolas abiertas.

Demostracion. Sea X un conjunto no vacio y abierto. Luego, Vp; € X se tendréd que existe r; > 0 tal
que B, (p;) C X. De aqui se sigue que U B, (p;) C X. Dado que toda bola contiene su propio centro, es
el
facil ver que X C U By, (pi). [ |
i€l

1.5. Problema TP2-ES8.

1.5.1. {a} es cerrado.

Demostracion. Como {a} es un conjunto finito, se tiene inmediatamente que es cerrado (basta analizar

que {a} =0 C {a}). ]
1.5.2. {a} es abierto si y solo si a es un punto aislado.

Demostracion. (=) Si {a} es abierto, entonces se tiene la bola centrada en a contenida en {a}. Como
esta bola no puede ser vacia (ya que contiene a a), se tiene que B, (a) = {a}. Luego, B,(a) N {a} = {a}.
Por lo tanto, a es punto aislado.

(<) Sea a un punto aislado. Por lo tanto Ir > 0 : B,(a) N {a} = {a}. Como intersectar una bola
con su centro es redundante, tenemos que B,(a) = {a}. A su vez, como todo conjunto es subconjunto
de si mismo, hemos encontrado una bola abierta para cada elemento de {a} que estd contenida en el
conjunto. [ ]

1.6. Problema TP2-E9.
1.6.1. E=nt(X)U0X Uint(X°).

Demostracion. Ver que los tres conjuntos son disjuntos es trivial (mirando sus definiciones). La inclusién
D es trivial ya que dado todos los puntos a analizar estan en E.

Sea p € E. Tomemos el caso p € X (el caso p € X¢ se analiza de manera andloga, ademds notando
que 0X = 0X°¢). En este caso, puede darse que exista o no r > 0 tal que B,(x) C X. En ese caso,
z € int(X). En caso contrario, se tendra la negacién de lo anterior, id est Vr > 0 : B.(z) € X, lo
que implica B,(x) N X # (. Por lo tanto, verificando rdpidamente que la interseccién de cualquier bola

centrada en z € X con X es no vacia, tendremos que x € 9X. [ |
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1.6.2. X = int(X)U0X.

Demostracién. Tomando X = {x € E : Vr > 0, B.(z) N X # 0}, notamos que Vo € X, se pueden dar
dos casos: z € X Vo € X€ Six € X se tendrd entonces que x € 9X. Si x € X se puede dar el caso que
exista > 0 para B,(z) C X. Si se da, entonces = € int(X), si se da lo contrario, entonces = € 0X, ya
que no hay r para inducir una bola contenida en X (B,(X) N X¢ # 0). Por lo tanto, X C int(X)UdX.

En el otro sentido, Vz € int(X) U 0X se tiene que Vr > 0, B,(x) N X # 0, ya que si estd en el interior,
entonces pertenece a X (interseccién x), y si estd en la frontera, entonces por definicién se tiene la
interseccién no nula. Por lo tanto X O int(X) UJX. |

1.6.3. 0X es un conjunto cerrado.

Demostracion. Del ejercicio (a) sabemos que (0X)¢ es la unién de dos conjuntos abiertos (interiores).
Por lo tanto, (0X)¢ es abierto y su complemento es cerrado. |

1.7. Problema TP2-E10.
1.7.1. st X C Y, entonces diam(X) < diam(Y).

Demostracion. Como X es subconjunto de Y, tendremos entonces que Vz,y € X = z,y € Y. Por
lo tanto, si definimos los conjuntos D, := {d(z,y) : ,y € X} y Dy := {d(a,b) : a,b € Y}, tendremos
necesariamente que D, C D,.. Supongamos que diam(X) > diam(Y"). Esto es equivalente a decir sup D, >
sup Dy, lo que sabemos que lleva a una contradiccién (rapidamente por inspeccién notamos que sup D,
acota a D, generando una cota menor al supremo). ]

1.7.2. si X NY # 0, entonces diam(X UY) < diam(X) + diam(Y").
Demostracion. Sea p € X NY. Luego, Vx € X,Vy € Y se cumple d(p,z) < diam(X) y d(p,y) <

diam(Y). Por desigualdad triangular tendremos Va € X, Vy € Y:

d(x,y) < d(x,p) +d(p,y)
< diam(X) 4 diam(Y")

Luego se tiene que diam(X) + diam(Y’) es una cota superior para el cojnjunto D, = {d(z,y) : z,y €
X UY}. Dado que diam(X UY) = sup Dy, como menor cota superior tendremos que diam(X UY') <
diam(X) + diam(Y’). |

1.8. Problema TP2-E11.

1.8.1. Demuestra que todo espacio métrico es union numerable de conjuntos acotados.

Demostracion. Sea x € E un punto arbitrario, tomemos las bolas By, (x) con n € N. Definamos U :=

U By, (z). La inclusién U C E es trivial. En el otro sentido, notamos que Vp € E se tiene que 7, :=

neN
d(x,p) € R. Por propiedad arquimediana, se tiene que existe n € N tal que n > r,. Esto implica entonces

que p € B,(x) CU. [ ]
1.9. Problema TP2-E12.
1.9.1. diam(By(a)) < 2r, pero no necesariamente diam(B,(a)) = 2r.

Demostracion. Por desigualdad triangular, Va,y € B,(a), d(z,y) < d(z,a) +d(a,y) = r+r = 2r. Para

la métrica discreta, se toma una bola de radio 2 y se obtiene didmetro 1. ]
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1.9.2. En un espacio vectorial no trivial normado, diam(By(a)) = 2r.

Demostracion. Sabemos, del ejercicio anterior, que diam(B,(a)) < 2r. Supongamos que diam(B,(a)) <
d

2r. Sea @ un vector unitario, y sea diam(B,(a)) < d < 2r. Sean, ademds, x = a + 517, ey =a— 571.
Verificamos que ambos estan en By (a).

le—al=5<r ly-al=5<

x—all==-<r —all=z<r
2 Y 2
Sin embargo, notamos que:
||z —y|| = ||da|| = d > diamB,(a)

Lo que es una contradiccién. Por lo tanto, diam(B,(a)) = 2r. |

2. PROBLEMAS PROPUESTOS

2.1. Problema Propuesto 1. Un espacio metrico X es separable si tiene un subconjunto denso numer-
able. Demostrar que R* es separable.

2.2. Problema Propuesto 2. Demostrar que cualquier conjunto abierto de R es la unién de una cantidad
a lo més numerable de intervalos abiertos disjuntos.

2.3. Problema Propuesto 3. Consideremos el conjunto Z y p un numero primo, definimos el valor
absoluto p-adico como sigue |al, = z% donde n es la méxima potencia de p que divide a a, es decir, p"
divide a a y p"™! no divide a a. Si a = 0, entonces |0], = 0. Demostrar que si definimos d, := |z — yl,,
entonces (Z,d,) es un espacio metrico.
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