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Circuitos RLC en Serie

Resolucion de la ecuacion diferencial asociada
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1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Se considera el siguiente circuito RLC en serie con una FEM de corriente alterna, indicado en la Figura
1.1

;-:{r;(i) g L

F1GURE 1.1. Circuito RLC en serie

donde L es la inductancia, R es la resistencia y C' es la capacitancia de los elementos eléctricos respectivos.

Aplicando la Ley de Kirchhoff para voltajes en un instante ¢, se deduce la siguiente expresion

(1.1) LCZ()JrRI()Jng)—E(t):O

: dQ . o .
considerando I = —, se deduce la siguiente ecuacién diferencial de segundo orden,

dt
2
(12 L2200+ r%2 )+ Lo = <)
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en algtin intervalo de tiempo dado.

Dotando el sistema de condiciones iniciales para la carga Qg del capacitor y la corriente Iy, ademads de
considerar la FEM de corriente alterna como £(t) = g cos(yt) tenemos el problema de Cauchy

2
L%(t) + R%(t) + %Q(t) —cocos(yt) >0
(1.3) fl?ézo) = Qo
50 =1

2. RESOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL

Inspeccionando la estructura del problema de valores iniciales dado en (1.3), notamos que se puede hacer
una analogfa inmediata con un sistema dindmico con un grado de libertad [1], siendo la carga @ el andlogo

d
de la posicién y la corriente d—? el de la velocidad, como es indicado en la Figura 2.1.
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FIGURE 2.1. Sistema masa-resorte

Asi, tiene sentido reescribir la ecuacién diferencial en funcién de sus frecuencias naturales y factores de
amortiguamiento.
Considerando
9 1
=wi S wy = ——

VLC

:2Cw0<:>C:R“%

donde wy es la frecuencia natural del sistema y ( es el coeficiente de amortiguamiento.

h
= Q‘H

Por lo tanto, reescribimos la ecuaciéon como

(2.1) (D? + 2¢woD + w)Q(t) = %0 cos(7t)

donde D := % es el operador diferencial.

A continuacién analizaremos la solucién transiente Qg (t) (homogénea) del sistema, que depende de las
condiciones iniciales impuestas, y la solucién estacionaria @Qp(t) (particular). Una vez determinadas, por
principio de superposiciéon de soluciones, la solucién estara dada por

(2.2) Q) = Qu(t) +Qp(1)

Al igual que para un sistema dinamico, se analizardn tres casos de amortiguamiento y se estudiara, en

primera instancia, forzamientos que no produzcan resonancia.
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2.1. Solucién transiente. La ecuacién asociada al caso transiente de (2.1) es
(2.3) (D? + 2¢woD + w})Q(t) = 0
cuya ecuacion caracteristica es A2 4+ 2Cwo + w% =0, con raices A\ 2 = wo(¢ £+/¢? —1).

De aqui en adelante, C1, Cy € R son constantes a determinar con las condiciones iniciales.

2.1.1. Sistema Subamortiguado 0 < ¢ < 1. Para este caso, dadas las raices complejas de la ecuacién
caracteristica, la solucién transiente estd dada por

(2.4) Qmu(t) = exp(—Cwot) (C1 cos(wgt) + Ca sin(wqt))

donde wy := wpy/1 — (2 es la frecuencia natural amortiguada (o damped natural frequency, en inglés).

Notemos que esta expresion puede simplificarse utilizando una funcién sinusoidal, de manera que el com-
portamiento de decrecimiento oscilatorio sea mas explicito

(2.5) Qr(t) = Aexp(—Cwot) cos(wgt — ©)
considerando A := /C? + C3 y ¢ := tan™! (%)

2.1.2. Sistema Criticamente Amortiguado ¢ = 1. En este caso las raices de la ecuacién caracteristica son
reales e idénticas, por lo que la solucién transiente es

(2.6) Qu(t) = (C1 + Cat)exp(—wot)

que decrece exponencialmente sin un caracter oscilatorio como anteriormente.

2.1.3. Sistema Sobreamortiguado ¢ > 1. Cuando las raices de la ecuacion caracteristica son reales y dis-
tintas, la respuesta transiente es

(2.7) Qu(t) = Crexp ( —wo(¢C—V/¢%— 1)t> + Cy exp ( —wo(C+ V(% — 1)t)

2.2. Solucién estacionaria. Como se mencioné antes, se supondra que no se entra en resonancia, es
) 2

decir, v* # wyg.

Por simple inspeccién suponemos que la respuesta estacionaria debe ser de la forma sinusoidal Qp(t) =

Cy cos(vyt + ¢) con C1,¢ € R. Utilizando el método de los coeficientes indeterminados, se obtiene la
solucién particular (simplificada)

_ 0 1 1
(28) Qp(t) L \/(wg — 72)2 + (QCWO'Y)2 COb(’yt + ¢)
donde ¢ := tan~! (—2200072)
wg —

Definiendo la proporcién de frecuencias r := wlo podemos simplificar la expresién a

1
(2.9) Qr(t) = 050\/ T e 0t 9

donde ¢ := tan~! <— 26T )

1—1r2




Notemos que esto nos dice que la respuesta estacionaria del sistema y la corriente alterna que se le

suministra estdn desfasadas por tj,q = —.

Si r — 0, cuando la frecuencia de excitacién es pequenia con respecto a la natural, se aprecia que la
respuesta estacionaria es casi estdica. Por otro lado, si la excitacion es muy grande con respecto a la
frecuencia natural del sistema, i.e., ¥ — 400, notamos que la amplitud tiende a 0 y el sistema casi no
presenta respuesta.

2.3. Ejemplos.

2.3.1. Ejemplo 1. Supongamos un circuito con una resistencia de 2.5 [k€2], un inductor de 1 [H| y un
capacitor de 3 [uF]. El circuito estd sobreamortiguado pues ¢ ~ 2.16 y su frecuencia de resonancia es
wo &~ H77[Hz|. Supongise que el circuito estaba completamente descargado hasta que se incorpord una
fuente de corriente alterna con €(t) = 200 cos(vt)[V].

En la Figura 2.2 se aprecia la solucién numérica de este problema. Para valores pequenos de y se obtuvieron
las curvas de forma exponencial con mayor amplitud. A medida que aumentaba la frecuencia, la amplitud
del sistema disminuia por su amortiguamiento.

w104 Circuito sobreamortiguado
6

Ficure 2.2. Circuito sobreamortiguado

Por otro lado si cambiamos la resistencia del Ejemplo 1 a una de 0.25 [k€] el sistema pasa a ser subamor-
tiguado con ¢ ~ 0.216 y la misma frecuencia de resonancia. En la Figura 2.3 se aprecia como cambia la
situacion ahora cuando la frecuencia de excitacién coincide con wy.

2.3.2. Ejemplo 2. Consideremos el mismo circuito sobreamortiguado del Ejemplo 1, pero agregando condi-
ciones iniciales no nulas. Supdngase que el capacitor estaba cargado hasta 0.5 [mC] y que no habia una
corriente inicial al cerrar el circuito.
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Circuito subamortiguado
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FiGuRrE 2.3. Circuito subamortiguado

En la Figura 2.4 se aprecia que, dadas nuevas condiciones iniciales, el sistema cambia brevemente al
comienzo, pero la respuesta transiente se anula rapidamente y se obtiene el mismo resultado pasado un
tiempo determinado.

<10~ Circuito sobreamortiguado

QM)[C]

FIGURE 2.4. Circuito sobreamortiguado con condiciones no nulas

La razén de este fendmeno de “estabilidad de soluciones” se analiza a continuacion.
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3. CASOS PARTICULARES

3.1. Comportamiento para tiempos prolongados. Si se estudia la evolucién del sistema para tiempos
largos, es decir t — 400, se debe separar la solucién en su componente transiente y estacionaria. Asi,

lim Q(t) = lim Qu(t)+Qp(?)

t—-+o0 t—4o0
= lim Q + lim Q
. 1 H (t) . 1 P (t)

de (2.5), (2.6) y (2.7) notamos que todas tienen un decrecimiento exponencial, por lo que para los tres
casos anteriores se tiene

(3.1) lim Qpu(t)=0

t—+o00

Asi, para tiempos prolongados, la solucién estd caracterizada completamente por su componente esta-

¢

cionaria. Del anélisis anterior sabemos que se comportard como una onda sinusoidal desfasada en ;55 = —

con su amplitud respectiva.

3.2. Fenémeno de resonancia. El fenémeno de resonancia [2] ocurre cuando la frecuencia de excitacién
~ coincide con la frecuencia natural del sistema wg. Este efecto no estd presente en la solucién transiente,
sino en la respuesta estacionaria.

Para el caso amortiguado (¢ > 0) ya hemos estudiado la respuesta sin resonancia. Para agregar este efecto
debemos considerar v — wg = r — 1. Suponiendo un sistema con configuracién RLC dada, los valores de
wp v ¢ son constantes, por lo que la amplitud y desfase son funciones de r. Asi,

i 1 1
e\ =22+ (20r)2 ~ ¢
lim ¢ = ~

r—1 2

Para valores pequenos de amortiguamiento, i.e. { < 1, la amplitud encuentra su maximo en r = 1 y es
inversamente proporcional a (.

De esto notamos que la respuesta en resonancia alcanza amplitud y desfase maximo para el caso subamor-
tiguado.

Por otro lado, para el caso criticamente amortiguado y sobreamortiguado este fenémeno se evita pues el
maximo no se alcanza en valores positivos de r.

En la Figura 3.1 se aprecian las amplitudes de oscilacién para distintos valores de amortiguamiento con
respecto a la proporcién de frecuencias 7.

3.3. Sistema no amortiguado en resonancia. Supongamos un circuito RLC con una resistencia des-
preciable, i.e. R ~ 0. De aqui tendriamos ( — 0, lo que no es compatible directamente con todo el anélisis
hecho hasta este punto.

Agregando la solucién transiente y particular correspondiente, omitiendo tediosos pasos de sustituir e
igualar coeficientes, la solucién es

€0

(3.2) Q(t) = Acos(wot — ) + o

6

t cos(wot)
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FIGURE 3.1. Amplitudes cercanas a resonancia

2
donde A = Q3+(§%> 7¢:tan—1($220>

Es facil ver que

(3.3) lim [Q(t)] = 40

t—-+o00

En este caso, al no existir amortiguamiento, la excitacién resonante aumenta en magnitud descontrolada-
mente a medida que el tiempo avanza. Esto estd descrito en su segundo término no acotado.
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