Electrodinamica 11

Tarea 1
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(*)Departamento de Fisica, Universidad de Concepcién, Chile

1 Problema

A partir de los potenciales de Lienard- Wiechert obtenga las siguientes expresiones para el campo
eléctrico y magnético:

1-9 R
E, = qlw (Ri — Uc ) + - (R _q %)3 <5iijj5klm [Rz - %R} am)
B, = —eipRiEy

R

donde a; = %

2 Solucion

Los potenciales de Lienard-Wiechert son:

A = I (1)
c R_chv]
G

' ) @
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Donde A; es el potencial vectorial y ¢ es el potencial escalar.

El campo eléctrico se puede escribir como:
104; 0¢

S Q)
c Ot ox;

Ei:

Por otra parte, el campo magnético se puede escribir como:

Bi = giijjAk

2.1 Solucién para el campo Eléctrico.

Utilizando la regla de la cadena, se puede escribir la ecuacién (3) en funcién del tiempo ¢’ como:

(104,099 0 99 OR,

E, = — —_— - = —
' c ot ot ot! 6351 6RJ 6xZ
Luego, hace falta determinar las funciones %—ttl, g—;; y %—Z para obtener la expresién del campo

electrico.
. ! .
La expresion %—tt la podemos calcular tomando la derivada de R con respecto a t, esto es:

or _oRor
ot ot ot
Considerando que R = +/(z; — z;)? y que v; = aaf," se tiene:
OR 0 ot
= )2 4
ot ar V@~ %), )

vl —ah) o wR;0f
/(-'L'j . x'_)g ot R Ot
J

Si ahora consideramos a R como R = ¢(t — t') se tiene que:

OR  O(t—t) ot
- o a (6)
ot ot'

_ c<1_‘9a_i') (®)



FElectrodinamica I1 Tarea 1

Luego igualando las expresiones (5) y (8) se tiene que:

_ulor c(l_a_t’>

R 0Ot ot
ot' v;R;
n (c — JRJ ) = c (10)
ot' 1
= = - 11
Ahora, para obtener la forma de la funcién g—;; se puede seguir un procedimiento similar.
Primero, consideremos a R = ¢ (t —t), asi se tiene que:
OR ot'
__ 12
Por otra parte, R tambien es R = 4/ (a;z — x;)Q de modo que:
OR 0 "2
oz, = (z; — ;) (13)
(14)

ox;
o
R ox;
_ &(1_8$; 8t’>
R ot Ox;
()
R ' Ox;

Luego igualando las expresiones 12 y 16 se tiene que

_catl _ & 1_1)48_#
8:@ - Za??i

|

ot' C_U& R

o0z ‘'‘R) R
o R;
P e(r-2)

. OR; .
Para el otro termino, 5> se tiene que:
3
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aRj _ a(fj—l']) (17)
= 0 (18)
Por otro lado, el término 6‘9—}%%—2 es:
-1
Rjv;
op 8(R— c ) OR;
A = 4 (19)
6R] 6R] 83:1
Rjv; \
- qa(R_ ?) 5 (20)
OR,; J
Rjv; \
- qa(R_ ) (21)
OR;
- 7 <&_ﬂ) (22)
= 2
S

De esta forma, ahora solo hace falta encontrar las derivadas de A; y ¢ con respecto a t'.

Para el potencial vectorial A;, considerando que

OR v; R; OR;
ar — R Yydue Tt =

—v;, se tiene que:

= — (23)
6tl 6t’ c (R M)
_ ¢ Ll (R— ijj) _ ( 5_1‘} _ }3(levj)] w)} (24)
C(R—Rj”]> c |0t ¢ Ot
= L |a (R - ijj) - ( S EC lUj 8le - le%} v,)} (25)
C(R_Rju,) i c | R c ot c Ot
q [ Rj’()j [ UjRj 1 1
= ; — -1 |- —vv; — —R:a;| v; 26
) (R— ijj)Q _az (R c ) ( R + oVl T | U (26)
q [ Rj’Uj UzUjRj 1
= i | R— — —vv;v; + —Ria;v; 27
C(R_ Rju])Q _a ( . ) + i ~UjUsv + ~Rja (27)
q [ Riv; v Ry 1 1
= ( Ry )2 _ai (R — Z: 9) -+ }Jz J_ EU]Z’UZ' + ERjajvl} (28)
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Ahora, la derivada del potencial escalar ¢ con respecto a t' la obtenemos como:

¢ 0 q
A P 2
%, 1
i (30)
ot (R _ ijj)
= — q OR v OR; R;0v; (31)
Rrv; \2 | Ot c Ot c Ot
G
_ q _vR; vv;  Rja,
_ Ty U C} (32)

(e

Luego, utilizando las ecuaciones (11), (17), (28), (22)y (32) y reemplazandolas en la
ecuacién (3) se obtiene que:

B — 104; 0t 09 o' 09 OR,

“cot 8t ofdr; OR; O
R R;v; iR 1 1
- _ q . [ai (R— yUy>+UUy ]——UJQ-UZ'+—RjGjUi:|—
2 (R _ M) c R c c
B qR; [_ v R LU Rjaj] n q (& _ ﬂ)
i\ 3 R c c rv;\2\R ¢
¢ (R - ") (1 — M)
q R;R; RRv; R, Rvlv; R v;R;R; ViR R;a;R;
= |:—0,Z' ]C J + i C2J J ’Uﬂ)j% + C; - C—2Rj0,j’l)i + J Rj - JC + J C]

C(R—@)?’
+__JL__<§L_E>
(R-m) R

c

Esta expresion para el campo eléctrico se puede factorizar. Para esto, los terminos (1), (2), (5) y
(8) se pueden agrupar como:

—a; R]R] + aiRR]U] _ ERja]/v’L + M — azR‘] <_vj — 7‘7) — a,]R] (C_/UZ — _>

c c? c? c
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Si definimos un vector W; = C%Uj — %, entonces esta expresion se reescribe como:
—ai@ +a; legvj — CE;Rjajvi + M = R;(a;W; — a;W;) (33)
= R (0ubjm — Oim0j1) alWn, (34)
= RjeijerimuWn (35)
ijkRi€kimaWm (36)
= —giixRicumWian (37)

Reemplazando el valor de W entonces se tiene que:

1 R
—<€ijkRickimWiam = EgiijjEklm R, — — U ) om

Ahora, la expresion para el campo electrico se puede escribir como:

R. R R;R; i R
—3{—“iva‘—]+—zvai+1}’ R ]+
c(R—M> c c R c

+02 (R _ M)35iijj5k:lm (Rl - %Ul) Om + (R+M'>2 (% - %)

c

Ahora, los primeros cuatro términos de la expresion anterior se pueden escribir como:

Rj R 9 UjRjRi UjUjRi UiR UjRj vjv]- UjRj vjv]-
— V0 —> — V5, — — — Ri — JJ
V;V; p + CQU]U + I - c R + + R .

_ <Rl . UZR) (’UjRj . Uj’l)j)
c R c
Luego, el campo eléctrico queda como:

iR R, U R
E, = . S 3 (Ri Y ) (vJR] - UJUJ) + g 3€ijk i€ kim (Rz - zvz) U + -
C(R—@) ¢ ¢ cZ(R—@)
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Ahora, el primer grupo de terminos se puede agrupar con el ultimo, de modo que:

)t (5
c|R— =Y (R_J_”J)

Cc

(. wiR\ (yR; v, _ R\ (B v
3 _(RZ c ) ( R c )T R c R ¢
I R vivs .

R
3€ijk i€ kim (Rz — ) am

;>+02<RM)

c



