1 Segunda forma fundamental

Si ¥ = ¥(u',u?) es una cartaen una superficie de clase C? entonces la normal
unitaria N es de clase C'.

N _ %}ﬂ X :?:u2
|:Eu1 X J}u2|
La diferencial
- ON ON
dN = @@1 + %dzﬁ = Nadu' + Nyzdu?
= Nuidu’

es ortogonal a N. En efecto:
N.Ne1 = d§. §) =28 § =0
= dN-N=0=dN LN =0
lo que nos indica que dN es paralelo al plano tangenet en el punto
T(ub,u?). Asi:
dN = Nidu’

A7 = 7 du

Definicién: Se llama sequnda forma fundamental a la proyeccion de dN
a lo largo de la direccion dZ, es decir al producto escalar:

N = —di-dN =— (fuidui) (N/ukduk)
= — (:T:m . Nuk> dutdu® = bypdu’du®
Donde by, = — (2 - Nuk) son funciones continuas conosidas como los

coeficientes de la segunda forma fundamental, los cuales bajo una transfor-
macién de coordenadas de la forma:

ul = ul(u, u®)u? = u2(u', u?)

Se tranSforma COINO:
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es decir los coeficientes de la segunda forma fundamental se transforman
como las componentes de un tensor covariante de segundo orden.
Puesto que i y N son ortogonales, se tiene entonces que T - N =0. Si
derivamos con respecto a u* entonces se tiene que:

OF,i - N
To o4 0

Tyi—r =0
ouk T Gk
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0z - -
—— N = —Z, Ny =10
OutOuk Tut Rk ¥
. 92z
bix = Tyiyp - N = ———-
b Lutut ourduk
Esto implica que la segunda forma fundamental es:
N = —d7-N = bydu'du®
0*r =
= ——— Ndu'du"
Outouk e
0*7 i 7.k . N 22 N
=N = —dZ¥-N=d*7-N

1.1 Desviacion de una superficie de su plano tangente

Una interesante interpretacién geométrica de la segunda forma fundamental
puede ser obtenida a partir de la determinacién de la forma de la superficie
de una pequena vecindad de un punto P arbitrario cuyo vector de posicion
es T(ul,u?).

Sea P un punto de una superficie de clase C' > 2, sea ) un punto en la
vecindad de P, y sea ¥ = Z(u!,u?) una carta que contiene a los puntos Py
Q.

El punto P sera determinado por Z(u',u?).

El punto @ sera determinado por Z(u! + du', u? + du?).

Nuestro problema es determinar la desviacion de la superficie de su plano
tangente.

Sea d = P@ N la proyeccion de P_Q sobre la normal N.



Notemos que d puede ser positivo o negativo segu () esté de un lado o del
otro del plano tangente en P(d es la distancia perpendicular desde ) al plano
tangente en P).

PQ = Z(u' 4 du',u® + du®) — Z(u', u?)
Haciendo un desarrollo en serie de Taylor se tiene que:

or . 1 07 :
F(u' + du',u® + du®) = T(u',u?) + 8; du' + §8u18xuk du’duf du'du® + ...

1
= Z(u' +du',u® + du?) = TF(u',u?) +dT+ §d2f~|—

= PQ = Z(u'+du',u?+ du?) — Z(u',u?)
1
= df+§d%z+...
— — ]_ —
=d = PQ-N:(d:E+§d2:E‘+...)-N
— 1 —
= df-N+§d2f-N
B P _—
d = PQ-Nzadx-NziN:§bikduzdu

Este interesante resultado nos dice que, es muy buena aproximacion, el
doble de la proyeccién de PZ) sobre N es N, es decir N es aproximadamente
el doble de la distancia perpendicular de @) al plano tangente.
La funcion d = §X = £ (by1(du')? + 2byodu’ du® + bao(du?)?) es llamada paraboloide
osculador en P.

La naturaleza de este paraboloide determina cualitativamente la natu-
raleza de la superficie en las vecindades de P.

1.2 Clasificacién de puntos sobre una superficie

Dependiendo del signo de 1 descriminante del determinante de la segunda
forma fundamental es posible distinguir tres tipos de puntos sobre una su-
perficie. esto significa que a partir del signo del determinante:

bll b12

21 22

es posible diferenciar:



1.2.1 Caso eliptico

Un punto es llamado eliptico si b = det(by,) = b — 11byy — b2, > 0. En este
caso, la segunda forma fundamental R es X = b;;du’du’ es definida. Esto
implica que N asume valores del mismo signo (positivo o negativo) para todo
dut, du? # 0.

Si b > 0 = N mantiene el mismo signo.

Como entender esto?

Dado que :

2
(bindu' + biadu?)” = bydu'du’ + 2b11biadu’ du® + blodu? du?
1 2 b
=N = — (bydu' +biadu®) + —(du®)?
b11<11 u + 12 U) +b11<’LL)
De aqui vemos que si b > 0 entonces el signo de la segunda forma funda-
mental depende del Signg de byy.
Dado que by; = Ty - N = |Tyr]

N ‘ cosa (donde « es el angulo entre los

dos vectores) se tiene que el signo de by; dependera del sentido de N lo que
implica que si b > 0 entonces N asumira valores del mismo signo, lo que im-
plicaquesib >0, d= %N sera un paraboloide eliptico, lo que implica que en
la vecindad de un punto eliptico, la superficie esta en un solo lado del plano
tangente en P, lo que implica que P es el inico punto comiun (localmente)
entre el plano y la superficie.

Todos los puntos de una esfera y todos los puntos de un elipsoide son ejemplos
de puntos elipticos.

1.2.2 Caso hiperbdlico

Un punto es llamado hiperbédlico cuando b < 0. Dado que :

1 2 b
N=— (bndu' + biadu®) — —(du®)?
b11 ( ) bll( )
Si b < 0y dado que by; puede ser mayor o menor que cero, entonces N
no mantiene el mismo signo, lo que implica que d = %N es un paraboloide
hiperbdlico



