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1 TECNICAS DE INTEGRACION

1.1 Integracién por partes

Teorema.- Sean f y g dos funciones derivables sobre [a,b] de manera que f' y
¢’ sean continuas sobre [a, b]. Entonces

[ta)g @de=@g@ - [ £ @@
Demostracién.- Sean v = f (z) y v = g (z), entonces
du= f'(x)dry dv =g () dz.
Ademis
d (uwv) = udv 4+ vdu

/d(uv)z/udu—i—/udu
uvz/udv+/vdu

/udv:uv—/vdu

/f(fc)g’(w)d:c=f(w)g(:c)—/f’(w)g(w)dw

Observacién.- Con las mismas hipdtesis del teorema anterior:

por lo tanto

Luego

es decir

b b b
/ f(w)g’(x)dﬂfo(w)g(x)\a—/ f (@) g (z) da

Ejemplos.-
_ 1 1
1. /302 Ing =4-tng §x2 Inz — §x3 +c
2. / Inzdr =4="% xlnf] — / dr =1
1 g 1
Observacién.- [ Inzdr =zlnz —x + ¢

2 _u:x2 2 . . _u=x _
3. /:1: Sin £dx =g, —gin zde —L  COST + Q/xcosxdx = cos mda =

= —z2cosz+2sinz+2cosz+c

—x _u=e % —x . —x . _u=e~ %
4. /e CoS LA =g, Scos wda € sm:ch/e sin 2d2 =g, ein wda

=e %sinx—e ¥ cos x—/ e “cosxzdx
Por lo tanto

2 / e Pcosxdr =e Tsinx — e " cosz, es decir

1 .
/e_’” cos xdx = 3 (e_”’/ sinz — e~ ¥ cos aj) +c

“dv=sec? zdx

5. /8603 xdr =Y45¢% secrtanz — / sec x tan? zdx =

= secxtanx—/se03 T (sec2 T — 1) dz
Por lo tanto
2/sec3xd$ =secztanx + /secxda? =secxtanx + In|secu + tanu| + ¢

Obtenemos:

s 1 1
sec” xdx = §sec:1:tan:v+ Eln\secu+tanu| +c



Ejercicios.-
1. Calcule:

(a) /sin2 xdx (b) /0082 xdx

Indicacién.- sin®z = £ (1 —cos2z) y cos?z =1 (1 — cos2x)

2. Demuestre que:

. L. n—1/[  ,_
(a) [ sin"adr = ——sin" tzcosx + —— [ sin" % xdr; n > 2
n n
Indicacién.- v = sin" ! z; dv = sin zdx

1 n—1
(b) /cos” xdr = —cos" ' xsine + —— [ cos" ? xdx; n > 2
n n

3. Calcule usando las fémulas anteriores
(a) /sin3 xdx (b) /COS4 xdx

4. Obtenga férmulas de reduccién para
(a) / sec” xdx (b) / csc” xdx

1.2 Integrales trigonométricas

Consideremos primero integrsales de la forma
1= /sinm x cos” xdx

_u=sinx

. . 1 .
e Sin =1, entonces, I = /smmmcos xdr = n" M +e

——si
m+1
e Si m =1, se procede en forma andloga haciendo u = cos .

e Sin > 2 e impar, entonces n =2p+ 1,p > 1,

: . . p .
I= [ sin™zcos®xcoszdr = | sin™z (1 —sin®z)" coszdz ==

P
= [ um (1 — u2) du
e Sin > 2 e impar, se procede en forma andloga haciendo u = cos .
e Si n y m son mayores e iguales a 2 y pares, se emplean las férmulas de reduc-
cién del ejercicio 1) anterior o sinx cosx = %Sin 2z para reducir la integral I a
otra mds simple.

De esta modo quedan resueltas todas las integrales del tipo [ = / sin™ x cos™ xdzx.

Ejemplos.-

. . 2 _
1. /sm5 xcos’ zdx = /smx (1 — cos? x) cos’ xdy =1=cos®

= lcoslo.%'—%COSSJJ—l—lQCOSlQJJ-FC

5

1
2. /Sin4 zcos® xdr = / (sinz cos x)? sin® zdx = 3 /sin2 2z (1 — cos 2z) dx
1

_ L[ 1
= %/51112 2xdm—§/sm2 2x cos 2xdx = §/§(1 — cos4x) dz—

1 1 1 .
—3 /sin2 2x cos 2xdx = 6% 33 sindx — 3 / sin? 2z cos 2xdx =" 27

— 1.1 _ 1 qin3
= 1% 3281n4x 51 8in” 2z+c

2 6

Alternativa.- sin*zcos?z = sin'z (1 — sin? x) = sin*z — sin®z. Puede

usar las férmulas de reduccién de la seccién anterior.



Consideramos ahora integrales de la forma I = / tan™ x sec™ xdz. Se procede

en forma andloga al caso anterior de acuerdo a si n 0 m es par o impar.

Ejemplos.-
1. /tan5 zdr = /tan3 T (sec2 T — 1) dr = /tan3 x sec? xdm—/tan?’ zdx =
= /tan3 xsec? zdx — /tanx (se02 T — 1) dr =

= /tan3 x sec? xdx—/ tan z sec? xdx—i—/ tan xdy =v=tanz

sinx

d :u:cos T _

a1
tan* z—= tan” z—In |cos z|+c¢
cos T 4 2

= L tan? z—1 tan? :1;+/
2. /sec4 2xdr = /sec2 2z sec? 2zdx = /Sec2 2x (1 + tan? Qm) dr =

_ 1 1
= /sec2 2xdr + /sec2 2z tan? 2zdg =v=tan e 3 tan? 2z + 5 tan? 2z + ¢

3. /tan3 3z sec* 3zdx = /tan 3z (sec2 3r — 1) sec? 3zdx =

= / tan 3z sec 3z sec? 3xdx—/ tan 3z sec 3x sec® 3xdy =4=5°¢ 3%

_ 1 6 _ 1
= 7g sec 3z 5

Alternativa.- tan® 3z sec* 3z = tan? 3z (1 + tan? Sx) sec? 3z =

sect3x + ¢

= tan® 3z sec? 3z + tan® 3zsec? 3z hacemos u = tan 3z

4. /tan4 xsect zdr = /tan4 T (1 + tan? ac) sec? zdx = /tan4 x sec? xdx+

_ 1 1
+ / tan® z sec? xdy =v=tane = tan® z + = tan’ z + ¢

2

tan® x 1 —cos?zx _ 1

5. / dx = /Qsinxdw =uTeos® +2In|cosz| + ¢
sec2 x cosd x 2cos? x

2
tan z sec z(sec2 w+1)
sec3

tan®z

e = hacemos u = sec z.

Alterrnativa.-
Ahora para integrasles de la forma I = / cot™ x csc™ xdx se procede en forma
similar.

Para integrales de la forma I = / sin ax cos bxzdzx (a # b) utilizamos la identidad
. 1., .
sinacos 8 = B [sin (o — B) + sin (a + B)]
con lo que la integral queda

I

%/sin(a—b)xdm—i—%/sin(a—i—b)xdw
1

= ——cos(a—b)x —

3(a—0) cos(a+b)xz+c

b

2(c+b)
. . 1. 1

Ejemplo.- [ cos2xsin3zdx = 2 5in 2z — 0 cosbx + ¢

Para integrales de la forma / sin ax sin bxdx o / cos ax cos brdxr se procede

en forma andloga utilizando las siguientes identidades

sinasinfs = %[COS(Q—B)—COS(CY‘F@}
cosacosfB = %[COS(Q—ﬁ)—FSiH(O&‘f‘ﬁ)]



1.3 Sustituciones trigonométricas

Para integrales que contengan raices o potencias de a® — 22 con a > 0, podemos

hacer r = asinu,—% < u < %, de manera que dz = acosudu. Note por otra

parte que va2 — 22 = /a2 (1 —sin*u) = |acosu| = acosu.
. 9_4 B /9 1—smu cosu

Ejemplo.- /—:r —r=gsinu /

—_— x

2 sinu

:3/de—3/cscudu—3/sinudu:
sinw

2

csc” u — cscucotu — _

=3 du+3 cos u¢ =*=scu—cotu
cscu — cotu

=3Iln |csc (arcsin 3%) — cot (arcsm —) \ +v9 —4z24¢c =
L e VO e

1
2
Ejercicio.- Calcular / V1—dr?der (R:1=%)
0

Para integrales que contengan raices o potencias de 22 +a? con a > 0, podemos
hacer z = atanu, con —% < u < %, de manera que dr = asec® udu. Note

ademds que va? + a? = alsecu| = asecu.

/ 2
COSU , _ z—sinu _ 4+

/ _x=2tanu / _
2\/4 + x2 sin® u 4x

2

Ejemplo.- +c

con a > 0, pode-
de manera que

Para integrales que contengan raices o potencias de 22 —a
mos hacer * = asecu, con 0 < u < F o7 < u <
dx = asecutanu. Note que vz2 — a? = a|tanu| = atanu.

3r
2 )
Ejemplos.-

== 2SCC“4/sec3udu:2sec7dttanu—&—2ln|secu—|—tannu|—&—

/\/332
=22vx2 —4+2In |$ + Va2 — 4| +c

Nota .- Para / sec® udu ver ejemplo 5. de la primera seccién.
-3 /2 _ 9 us
2. / VI 77 gy —w=3sccu —3/ tan® udu = 7 — 3v/3
-6 x 47-,(

Para integrales que contengan raices o potencias de bx? + cx + d, completamos
cuadrados de manera que formamos expresiones del tipo a? — 22 o 22 + a® o
22 — a? con a > 0 para posteriormente aplicar una de las tres sustituciones

anteriores segin corresponda.

Ejemplo.-

/ dz i :/ dz i _o-3=3secu i/ sec2u du —
(422 — 272 4 27)2 (4 (x_3)? 79)5 18 J tan®u

1
=i /cscudu = 1—81n|cscu—cotu|—|—0— —

1 r—3
= +c
9V4x2 — 272 + 27

1.4 Fracciones Parciales

Utilizamos la técnica de descomposicién en fracciones parciales para el célculo
de integrales de funciones racionales.

: 1 I
Ejemplo- 27567 = z=o)es3) = 62 T

Por lo tanto

z+ 1 1 /1 3 1 P 1
T = Cde+ S —dr -2 ——dp =
/x3+x2—6xx 6/$x+ 0/x—2$ 15) z+3%

1

n|z|+ njz—2/1— &z +3[+c



1.5 Sumas de Riemann y la integral de Rieman

Sumas de Riemann.- Sea f : [a,b] — R una funcién continua y sea P una
paticién del intervalo [a, b], P = {xo, z1, ...... ,Tn}. Paracadak =1,2,....,n, sean
my y My, el valor minimo y méximo de f (respectivamente) sobre [x;_1,zg]. La
suma inferior Ly (P) y la suma superior Uy (P) de f con respecto a la particién
P estén definidas por:

Ly(P) = milzi+melxs + ....... + mpAzy,
Ur(P) = MAx+ MaAzs+ ........ + M, Nz,

b
La integral definida / f () dz es por definicién el tnico nimero que satisface
a
b
Ly (P) < / f (z)dz < Uy (P) para cada particion P del intrvalo [a, b].
Recordemos también que si f es una funcién continua podemos escribir:

b b
/ f(z)dr = sup {L;(P)} o bien / f(x)dz = Pei;l[ayb]{Uf (P)}, donde
7 [a, b]

Pem|a,b]
,b] es la coleccién de todas las particiones del intervalo [a, b].

Definicién.- Sea f : [a,b] — R una funcién y sea P = {xg,x1,...... , Tp} una
particién del intervalo [a,b]. Para cada k = 1,2, .....,n sea t; un ntmero arbi-
trario en [xg_1,2g]. Entonces la suma

f(tl)A:cl +f(t2) AZL’Q + et +f(tn) ASEn

es llamada suma de Riemann de f sobre [a,b] y es denotada por Z f () Aag.
k=1

Para cualquier eleccién de t; se tendra
my < f (tk) < My,

Luego
L (P) =Y mplag <Y f(tk) Az <> MpAwzy, < Uy (P)
k=1

k=1 k=1
b
Puesto que Ly (P) y Uy (P) sirven para aproximar a la integral / f(z)dz, en-
a

tonces cualquier suma de Riemann de f sobre [a, b] también es una aproximacion
de la misma, es decir

b n
[t s ) s
a k=1

donde ty € [zr_1, 2],k =1,2,.....,n.

Ejemplo.- Considere la particion P = {—1,-3,0,4,1} del intervalo [-1,1].
aproxime / 1 \/1+—:154d:r mediante sumas de Riemann, usando las siguientes
elecciones p;ulra tr:

1. tp = a1

2. tp =

3.ty = Zesitme

4. tp, = my
5. t, = M,
donde zp = —1,27 = —%,1'3 = %,m = 1;miy My son los valores de

minimo y de méximo de f (z) = v/1+ z* sobre el intrvalo [xg_1, 2.
Solucién.- n =4y Az = x — Tp_1 = %; k=1,2,3,4.



1. if (t4) Axk—%(\/_+\/¥+1+\/7)~223788
k=1

y

125

2. if(tk Aay =1 (JE+1+[H+2) ~ 223788

k=1

V14 xt

4
3.3 F () San =% (VBE+1+ B+ B+ /5 ~ 214930

k=1

4
4. Ly (P) =Y mubay =4 (\JHE+141+ /) ~ 208078

4
5. Up (P) =Y MyAxy ~ 2.44499
k=1

Observacién.- Para elecciones diferentes de los de tq,to, ...... ,tn corresponden
distintos valores de la suma de Riemann. Podemos distingir algunas elecciones
delos tg, k =1,2,....,n. Sit es el extremo izquierdo del subintervalo [x_1, 2]
como en el ejemplo 1) anterior, llamamos suma izquierda a la suma de Rie-
mann asociada a esta elecciéon. Andlogamente definiumos la suma derecha y
suma media ilustradas en el ejemplo anterior partes 2) y 3) respectivamente.

Teorema.-Sea f : [a,b] — R continua. Dado € > 0, existe § > 0 tal que
si P = {x0,21,......, n } una particiéon del intervalo [a,b] cuyos subintervalos
tienen longitud menor que § y si zp_1 < tp < a2,k = 1,2,.....,n; entoncesla
suma de Riemann satisface la desigualdad

@ k=1
lo que se escribe
7 n
z)dxr = lim ty) Ax
’ f (@) ”7"|_’0kzz1f(k) k




donde ||P|| — Oindica como la longitud de todos los suintervalos tiende a cero.

2
Ejemplo.- Aproximar In2 = ;dw utilizando las particiones P; = {1, %, %, 2},
1
_ 18671809 . — {1 1l 12 13 14 15 16 17 1819
P2 = {13 55757 52}y Ps = {155 10> o T 010> To» 0 10 2} tomando el
extremo izquierdo como ty.
3

Solucién.- Para Py~ Y f (wx-1) Aax = f(1) 5+ f (3) 5+ f (3) 5 = 0.783333

k=1
Para Ps.-
5
S flak)ba=[f (W) +F(§)+f(E)+f(E)+F(2)] 3 ~0.745635
=t 10
Para Ps.- > f(zr-1) Awy ~ 0.718771
k=1
Observacioén.-

1. Los cédlculos muestran quemientras mas son los subintervalos mejor es la
aproximacion, sin embargo ninguna es exacta. Un amejor aproximacién
para In2 es 0.693147.

2. Si f es continua sobre [a,b] y P es una particién del intervalo [a,b]. El

n-ésimo error al usar la suma de Riemann E f (tr) Az en lugar de
k=1

/abf(ac)dxes

E, =

b n
/ [ (z)dx — Z f(tr) Dy,
@ k=1

El error E,, depende de P y de los k.
En el ejemplo anterior:

E5 =0.693147 — 0.783333| = 0.090186
E5 =|0.693147 — 0.745635| = 0.052488
Eqp = |0.693147 — 0.745635| = 0.025624
3. Bajo ciertas condiciones para f y P, hay una manera de encontrar una

cota superior para el error E,. Si (Vz € [a,b]) |f' (z)] < M y P divide al
intervalo [a,b] en n subintervalos de longitud ”_7“7 entonces

E, < M(b—a)?

- n

Ejemplo.- Encontrar un nimero n que garantice un error menor que 0.001 en la

o 21
aproximacion de —dz.
1 :L.

Solucién - 2= < (901
(Ve [L2))|f (2)| == <1
b—a=1
Por lo tanto
< 0.001 y n > 1000
es decir para n = 1000, F, < 0.001.
Definicién.- Sean f : [a,b] — R una funcién y L un ndmero real. Si dado
€ > 0, existe § > 0 tal que cualquiera sea la particién P de [a, b] con longitud
de los subintervalos menor que ¢

<e

L— Z f (tk) Axy
k=1

conty € [Tr—1,zk]; k =1,2,....,n. Entonces diremos que f es integrable Riemann
sobre [a, b] y escribimos

/abf(ac)dx:L



Observacién.- El teorema anterior muestera que toda funcién continua sobre
[a, b] es integrable Riemann.

Definicién.- Se dice que f es seccionalmente continua sobre [a,b] si f es con-
tinua sobre [a,b] salvo en un nimero finito de puntos aq,as, ...... ,ap, de Ja, b
donde f tiene limites laterales finitos.

Observacién.- Si f es seccionalmente continua sobre [a,b], entonces f es con-
tinua sobre [a,a1], [a1,a2], cuc... [an—1,0an],[an,b]. Luego f es integrable Rie-
mann sobre cada uno de estos intervalos.

Definicién.- Sea f una funcién seccionalmente continua sobre el intervalo [a, ]
y sean Gi, g, ......... , a4y, los puntos de discontinuidad de f. Se define la integral
de Riemann de f por

a al al
2 22, 0<z<1
Ejemplo.- Encontrar / f(x)dzsi f(x) = 2 r=1
0 ly ) 1<2<2
7 13
Solucién.- fz)de = —
o 12

1.6 INTEGRALES IMPROPIAS

Una integral definida cuya integranda es no acotada o su intervalo de integracién
es no acotado se llama integral impropia. se distingen dos casos.

1" caso) Integranda no acotada.- Diremos que f es no acotada en una vecindad
de z¢ si f no es acotada sobre un intervalo |zg, b[,b > xo; o sobre un intervalo
la,zo[,a < xo.

Ejemplos.-

l.g(x)=lnz,0<2 <2

es no acotada cerca de xy = 0.

2. fe)=L10<z<2

es no acotada cerca de xzg = 0.



3. h(z) =tanz, -5 <z < 3

es no acotada cerca de xg = —3 y cerca de 11 = 7.

Sea f continua sobre ]a, b] y no acotada cerca de a, entonces f es continua sobre

b
[e,b] ,a < ¢ < by para cada ¢ € ]a, b[,/ f (z) dz existe.

b
lim / f(z)dz

c—at
existe, definimos:

b b
/ f(x)de = lim+ f(z)dx

c—a c

y diermos que la integral converge. En caso contrario diremos que la integral
diverge.

b
Si f es no negativa y f (z) dz diverge, diremos que el drea bajo la curva

a
de ecuacién y = f (z) y el eje x es infinita y se escribe

/abf(:r)d$—+oo

Ejemplos.-
4 4
1./ Bdw = lim @ fim 3@—2)F\i=

3 r—3 c—3t [, 3$—3 c—3+ 2
— 3 o3
=3 i [1- =9 =

Por lo tanto /4 dz converge (cv)

—— conv. V).
3 \3/.’E—3 &

2 2 In2
2. / C_ hm AT _umme du _
1

zlnx -1t J, zlnz =1t flpe U

= lim+ [n|ln2| —In|lnc|] = +o0
c—1
2 de
Por lo tanto ——— diverge (dv).
1 zlnz
3. Calcular el drea encerrada por el eje z, y el gréfico de la curva de ecuacién

f(z) =tanz,-% <z <O0.
Solucién.-

0 0
Area (R) = / |f (z)|dz=— lim tan xdx = +o0.

_z c——%
) 2 c



Si f es continua sobre [a, b y no acotada cerca de b, se define

/f dr=tim [ fx)de

a

si el limite existe y diverge en caso contrario.

. Y . ¢ dx
Ejemplo.- ——— = lim —— = +00
ST J P ey ()

Luego el drea de la regién R es infinita.

Si f es continua sobre ]a,b[, no acotada cerca de a y no acotada cerca de b,
se define
b d b
[ rwde= [ f@aet [ e

donde d es un nimero fijo en ]a, b[. Diremos que / f (z) dz converge si ambas

integrales de la derecha convergen y que divergen en caso contrario.

1 2
3z° —1 7 322 — 1 b 3g2
Ejemplo.- Ry v ac

m 0o Vet ¢——x
23:r 71 _\/— / 3$ —1 :_§(_1)%€/§

0o VT —3: 8 8
1 3g2 -1
Por lo tanto ———dr =0 (cv
[ =0 (e

Si f es continua sobre [a,b] salvo en el punto d € la,b[, en el cual f no es

acotada, se define
b d b
dx = d d
[ r@de= [ f@aes [ e

y diremos que / f () dz converge si ambas integrales de la derecha convergen

a
v que divergen en caso contrario.

z+1 , 0<z<1
-4, 1<z<2

-\

/f dx—/f d:c—l—/f
[ 1 dx_/xildx_m(dv)

Por lo tanto / f () dz diverge.
0

2
Ejemplo.- Calcule /0 f(x)dz, si f(z) = {

249 caso) Si f es continua sobre [a,+oo[ ( respectivamente sobre |—oo,b] ),
entonces ( respectivamente ) también es llamada integral impropia y diremos
que converge si el limite siguiente

R
lim / f () dzx ( respectivamente )
R—+o00 J,

existe y diremos que diverge en caso contrario.

10



R
Escribimos: f (z) dz = Rlir}rl / f(x)dx
¢ b

b
(respectivamente / f(x)dz = R1im f(x)dz)
—o0 —TTJR

Ejemplos.-

+o0 dt R dt arcsec R
1. / — = lim / — =t=seer iy dx =
2 tVt2 — 1 R—+oo [y t/t2 —1 R—+o00 z

= lim (arcsecR—Z%)=2Z
R—o0 ( 5) =3
Por lo tanto converge.

oot
Ejercicio.- Estudiar la convergencia de / ;
- 1

V21
2. Calcule el drea de la regién R encerrada por el gréifico de la funcién definida
por f(z) =2"% y el eje z,x > 1.

Solucién.-
+oo R
Area (R) == / 27%zr = lim 27 %y =
1 R—+too i
_ : 1 —x R 1
= dim [-5s277] = 57
+oo

Si f es continua sobre |—o0, 4o00[ diremos que / f (z)dx converge si

— 00

a +oo
/ f(x)dey / f () dz ambas convergen para a fijo en R y en tal caso se
— 00 a

define:
—+oo a +oo
/ f($)d:v:/ f(:v)d:r+/ f(z)dx
+oo
En caso contrario se dice que / f (z) dz diverge.
Ejemplos.-
—+o00 0 —+o0
1. / cos xdr = / cos xdx + / cos xdx
7_;3000 0o R 0
/ cosxdr = lim coszdr = lim [sin R]: Este limite no existe.
0 R—+oc0 0 R—+oc0
+o0 +oo
Por lo tanto / cos zdz diverge y luego / cos zdzx diverge.
0 —0o0

oo g 0 d oo g
2. / L / Y de / Y
o ETH e P 0 er +e %

“+oo d R d
/ — Y dr= lim — T _dz= lim [arctan(e”)]F =
0 et 4+ e % R—+o00 Jg et e % R—+o00

1 1__
_27]' 47]'_

ISE

De la misma manera:
0 dx . 0 dz s
———dr = lim —_—dx = —

o €T+ et R——co Jp ¥ +e7 % 4
+o0 d
Por lo tanto / ¥ p==I (cv).
oo €T e 2

11



Si f es continua sobre |a,+oo[ ( respectivamente sobre |—oco0,b[ ) y no es
acotada cerca de a ( respectivamente es no acotada cerca de b ), se define:

/:wf(:c)dx:/:f(x)dx+/c+oof(x)dx

donde ¢ > a es un nimero fijo.
( respectivamente

/_boof(x)da::/_;f(a:)der/cbf(x)dx

donde ¢ < b es un numero fijo).
Diremos en cada caso que la integral de la izquierda converge si ambas integrales
de la derecha convergen o que diverge en caso contrario.

Eiemblo /+°° dx /3 dx N /+°° da
mplo.- =
Zjemplo L 221 L2 —1 )y 22—1
3 dw . 3 dz 1 .. r—17°
5 = lim - = — lim |In =
1 T -1 e—0 1+8$ -1 2 e—0 .’13—|—1 1+4e

_ 17 1 _
—52%(1n§—ln$) =40

3 dx oo dy
Por lo tanto / 5 diverge y luego / 5 diverge.
1 I — 1 1 z? —1

Cualquier otro caso que se presente es una reiteracién de los casos senalados
anteriormente, por lo que se procede de manera similar a los ilustrados re-
iterando el proceso tantas veces como sea necesario.

+oo
Ejemplo.- Decida si converge la integral impropia / fx)dx si f(x) =
ze~ , z <0
322—-2 , 0<x<3

>3

T2—1 ’

M.—/Jroof(@dx—/o f(x)d:r+/03f($)dz+/3+Oof(x)dx—

—0o0 —0o0

0 2 3 +OO 1
= / ze 7 dx—i—/ (33@2 — 2) dw—i—/ 5 dr =
— 00 0 3 xre — 1

=—1421+1iln4-1im2=Im2+4

2 1 2
d d d
Observacién.- / L 3 = / ° T+ / —xd diverge. Sin embargo
o (z—1) o (z-1)" Ji (z-1)

x—1

) R 2 dx
lim —s + —s| =1
=0 Jo (x—1) 1te (z—1)

Teorema (criterio de comparacién).- Sean f, g : [a,b] — R dos funciones no nega-
b b

tivas de modo que/ f(z)dx y/ g (x) dx sean impropias. Si (Vx € [a,b]) f (z) <
g (x) se tiene: ‘ ‘

b b
1. / g (z) dx converge, entonces / f (z) dz converge.

b b
2. / f () dz diverge, entonces / g (z) dx diverge.
Demostracién.- ‘
b
1. / f (z) dz converge o diverge a +o0o (ya que f(x) > 0 para = € [a,b]).

a
Puesto que f (z) < g (z),z € [a,b], entonces por propiedades del limite se
tiene:

b b
/ f(z)dx §/ g (z)dr < 400
a ba
Por lo tanto / f () dz converge.

a
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2. La demostracién es andloga. Ejercicio.

Ejemplo.- Estudie la convergencia de las siguientes integrales:

5 6
L/‘—EL— z/w—Eﬁqm
1 Vot —1 3 (z—3)
Solucién.-
1. Paraz >1:2% >z
t—1>zx-1
Vzt—1>+z -1
0< —— < A

-1 r—1

b d
/ il (verificarlo)
converge
1 VT — 1 &
5 x
Por lo tanto / W converge (criterio de comparacion).
1 €= —

2. Parax >3:lnx > 1

Inz 1
sy~ oy =0

6
1 . . o .
/3 de diverge (verificarlo). Luego poe criterio de comparacién

6
/ lniledx diverge.
3 (x—3)

b
Corolario 1.- Sean f,g : [a,b] — R dos funciones de modo que / fx)dx y

b
/ g (z) dz sean impropias. Si (Vz € [a,b]) f (z) < g (x) <0, se tiene:

b b
1. / f (z) dz converge, entonces / g (x) dz converge.
a a

b b
2. / g (x) dx diverge, entonces/ f (z) dz diverge.

Demostracién.-

0<—g(z) < f(2)
Basta aplicar el teorema anterior a —f (z) y —g (z). Ademas debe considerar

qml[—m@m:—L%@mﬂ

b
Corolario 2.- Supongamos que / f (z) dz es una integral impropia.
a

b b
Si / |f (z)| dz converge, entonces / f(z)dx.

a
Demostracién.-

—[f @) < f(z) <|f ()]

4T
Ejemplo.- Estudie la convergencia de /
0

Solucién.-
sin x

VIT—T

4m
dz
——— converge (verificarlo). Por lo tanto

o Vlz—7l
T sing
/0 Jr—m
L T sinz d
uego /0 Jier T converge.
Observacién.- Los mismos resultados anteriores siguen siendo validos si las in-
tegrales impropias son del 2° tipo; es decir, si son integrales sobre intervalos no
acotados.

dx converge (criterio de comparacion).
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T cosz
Ejemplo.- Determine si ————dx es convergente.
jemp 71 g
O :E
sz Ccos T 1
Solucién.- e S :EQ_H’:Z: Z 0.

—+o00
dx converge (verificarlo). Por lo tanto
/0 2 +1 ge ( )

400
/0

® cosz
Luego ———dx converge.
g /0 o g

COsST

o dz converge (criterio de comparacion).
T
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