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, 5" 4 32
1. (a) Calcule nllilr»loo W

(x+1)vVa? — 192 + 18 -0
x® — 8lx -
(c) Determine supremo e infimo del conjunto

A= $ER:W>2 )
20x| +1

(b) Resuelva la inecuacién

(1,8 puntos)

2. Si
3

n —4 +l—cn
o241 4An+5]

determine los valores que puede tomar la constante ¢ de modo que :

2

Tn

(a) lim =z, = +oo.
n—-+00

(b) lim =z, = —oc.
n—+00

(¢) lim =z, eR.

n—-+00

(1,2 puntos)

3. Dadas las sucesiones de término general

S A SR S T

Calcule lim a,.

(a) Jlm
(b) Demuestre que la sucesién {b,} es creciente.
(c) Demuestre que b, < a, , para todo n € N.
2
(d) Demuestre que lim b, existe y es un niimero entre - y —.
n—+00 3° 3

n
1
(e) Encuentre cotas superiores e inferiores del conjunto { Z TR eN } :
k=0 "

(3 puntos)

Explicitar todos los calculos y justificar las afirmaciones.
No debe usar calculadora.
Tiempo: 120 minutos.



(b)

SOLUCION

. Como el célculo directo da una forma indeterminada de tipo —, se debe trans-
00

formar la expresién del término general.

srlpgntl o osn.5l 43030 gn (514 3. (2)"] 5143 ()"
5n+3n+2 . 1+32. (%)n B

o.

noo 5113 T b5l 3. (3)7

Factorizando la expresion se obtiene :

(x+1)Va2 =192+ 18  (z+1)\/(z — 1)(z — 18) (a:—i—l)\/(m—l)(x—lS)‘

x® — 8lx x(z* — 81) (2?2 —9) (22 +9)

Por lo tanto,

(x +1)vVa? — 19z + 18 (z+1)/(z — 1)(z — 18)
2 —8lz 2= )@ —3) (@2 9)

> 0.

La rafz cuadrada existe sélo cuando (x —1)(z — 18) > 0, bajo esta condicién se
resuelve la desigualdad. Considerando que una raiz cuadrada es no negativa y
que z2 + 9 es positivo para todo = € R, tenemos que

(x +1)Va? — 192 + 18 z+1

>0+ > 0.
x® — 8lx - x(x+3)(z—3) ~

Esta desigualdad se cumple para todo = €] — oo, —3[U[—1, 0[U]3, +o0].
Pero, se debe tener también que (z — 1)(z — 18) > 0.

(x —1)(z —18) > 0 <= x €] — 00, 1] U [18, +o0].
Intersectando ambos conjuntos, se obtiene la solucién de la inecuacién dada:

| — 00, —=3[U[—1, 0[U]18, +-00[U{1}.

Para determinar el infimo y el supremo del conjunto, debemos en primer lugar
resolver la inecuacién que lo define.
Como 2|z| + 1 > 0, la inecuacién > 2. puede ser reescrita de la

forma

|zt —4| —x >2Q2lz|+1) <= |r —4| -z —4]z| -2>0
Para sacar el valor absoluto debemos considerar los cambios de signo de x — 4
y .
e Siz<0=2-4<0,2<0=|z—4]=—(z—4), |[z|=—=.
|t —4| -z —4jz|-2>0 <= —(z—4)—z—4(—x)—2>0
— —<z+4—-z+4xr-2>0
= 204+2>0= 22> -2 2> -1

Como estamos bajo la hipétesis z €] — 0o, 0[, los nimeros que satisfacen la
desigualdad son los pertenecientes al conjunto z €] — 1, 0[.



e Si0<zr<4d=12-4<0,z2>0= |z —4]|=—(z—4), |z| ==.
|t —4] -z -4z -2>0 <= —(rv—4)—x—4x—-2>0
— —r+4-ax—-42-2>0
1
— —6x+2>0<:>1>3m<:>:c<§.

Los ntmeros que satisfacen la desigualdad y que pertenecen al intervalo
[0, 4]son los pertenecientes al conjunto |0, 3|
e Siz>d=2-4>0,2>0= |z —4]=(z—4), |z| ==
|z —4] -z -4z -2>0 <<= (z—4)—z—-42—-2>0
— x—4—x—4x—-2>0
— —4x>6<:>49:<—6<:>x<—g.

Este resultado es incompatible con la hip6tesis x €|4, +oo[, por tanto, en

este intervalo no hay soluciones para la desigualdad dada.
1
Uniendo los resultados parciales, la solucién es |—1, 3

Asi, vemos que el conjunto dado es un intervalo, por lo tanto,
1
sup A = 3 einfA=—1.
2. En primer lugar trabajamos algebraicamente la expresién

n3 —4 +1—cn2
€T =
" 2m24+1 4n+5

(n® — 4)(4n +5) + (2n? + 1)(1 — cn?)
(2n2 +1)(4n + 5)

~ (4=2c)n* 4+ 5n® + (2 — ¢)n* — 16n — 20
B 8n3 +10n2 +4n +5

(a) Si4—2c> 0 es decir, si ¢ < 2 entonces hI_’I_l Ty = +00.
n—-+0oo

(b) Si4—2¢<0, esdecir, ¢c > 2, entonces lim z, = —oc0.
n—-+400

(¢c) Si4—2c=0, es decir si ¢ =2, entonces lim x, = —.
n—-—+00 8

3. Consideremos las sucesiones

I O =142+ 10 41,
n =73 g T2 T Tgn) ¥ Ty Ty T )

) . Que corresponde a una serie geométrica

n—-+o0o n—-+o0o

1
(a) lim a,= lim <1+2+...—|—2n

de razén r = R por lo tanto converge a

Asi lim a, = —.
n—-+o00 3



bn+l =

Asi

1 1
bn+1—bn: '>0:>bn+1>bn.

3(n+1)
1 1 _ 1
kKl 1-2-3...k 2k

o SR R C I
3 2t " 3 2 T gned

< Yavli 4]
3 st )

Por lo tanto, a, < b, para todo n € N.

(c) Basta notar que y comparar con la serie geométrica.

(d) e De lo visto anteriormente, sabemos que la sucesién {b, }es creciente .
Ademas, {b,} es acotada superiormente, por estar acotada superiormente
por a, que es convergente y por tanto, acotada. Aplicando el Teorema

de las Sucesiones Monétonas, tenemos que lim b, existe.
n—-+00

e Como el limite preserva el orden

1< L 1+1+ +1 <1 1+1+ + 1 =
3~ 3 21 777 pl -3 2 7 on-l
li 1< i 1 1+1+ —|—1 < I 1 1+1+ + 1
ni&lwg_ n—1>r—&I-l<>O§ 20 T Tl _n—1>r—|r—l<><>§ 2 T gn-d
1 2
3~ — 3

(e) Observemos que

n

Zi—l LTt m =) =54
k:03k!_3 20 T Tl ) 3T

De lo demostrado anteriormente, sabemos que

Tep, <2
37 "7 3
Luego,
1_|_1< 1+bn <1_|_2
3 3~ -3 3
;g 3+ by sgzl.
"1
De lo anterior se deduce que el conjunto { —;neN } , es acotado su-
k=0

3k!
1 y es acotado inferiormente por

[¢)

periormente por cualquier nimero mayor qu
2

cualquier nimero menor que —.

3




