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Ingenieria Civil, Ingenieria Matematica, Ingenieria Estadistica, L.C.C.
Fila A

21 de agosto de 2004.

1. Dada la funcién h(x) = 2* — 223 — 322 determine:

(a) El dominio, ceros y signo de h.
(b) El crecimiento de h y existencia de maximos y minimos.
(c¢) La curvatura y puntos de inflexién. Grafique la curva.
2. Dadas las funciones f(z) = v/3tan?z — 1, g(z) = 2sen 2z + 5sen = — 3
y u(x) = arctan(z® + arcsen ), calcule:

@ & (56
® i (557)

(c) $1ir{)1+ (u(zx) - cotan x) .

3. Dada la curva cuyas ecuaciones paramétricas son:

1—¢2 t—1t3

w(t):m ; y(t):m§ teR.

Calcule:

(a) 2'(t) y y/'(¢)-

(b) La recta tangente a la curva en el punto (z(1),y(1)).

(¢) lim z(t)y lim y(¢). ; Qué puede decir de la curva cuando ¢ crece indefinida-
t——+o00 t——+o00

mente?

4. Dada la curva en coordenadas polares
r(f) =1 — sen 260.

Determine el acotamiento y la regién del plano donde se encuentra la curva.

(a
(b
(c
(d

Calcule el o los dngulos € donde r alcanza su longitud méxima.

Encuentre los puntos (6, r) de interseccién de la curva con los ejes X e Y

~—_— — ~—

Esboce el grafico de la curva para los valores de 6 € [0, 7].

Explicite todos los célculos y justifique sus afirmaciones. No debe usar calculadora.
Puntaje: Cada pregunta vale 1,5 puntos.
Tiempo: 120 minutos.



SOLUCION:

1. (0.5 puntos)

(a) e (0.1 puntos)Dom (h) = R por ser un polinomio.
e (0.2 puntos)Ceros de h.

hz)=0 — z*—22°—-32%=0
— 2?2 -20-3)=0
< z=0,2z=3 z=—-1.
e (0.2 puntos) Signo de h. Por ser un polinomio, & es continuo y tiene signo

constante entre ceros consecutivos. Como 0 es una raiz doble, en = 0 no
hay cambio de signo.

Por otra parte, si h(z) = 2%(x — 3)(x + 1) entonces el signo de h(z) es el
signo de (z — 3)(z + 1).

(b) (0.5 puntos)Crecimiento de h y existencia de maximos y minimos.

dh

— = 42622 -6
d X X X

= 2x(22% — 3z — 3).

Luego, h/(x) = 0 <= 2z(22? — 3z — 3) = 0, por tanto obtenemos que:
22 =0
h'(z) =
(=) {2m2—3x—320.
3
x = 1 .(0.2 puntos)

El signo de h’ se representa en el siguiente esquema:

Asi, obtenemos que £ =0, x =

3++/33 3-4/33
4 )

(0.2 puntos)
En virtud del criterio de la primera derivada, h(z) alcanza dos minimos rela-

~ V33 . (3-V33 )y 3+\/§f<3+\/§>>
: 7 :

4 ’f< 4 4

y alcanza un méaximo relativo localizado en (0, f(0)). (0.1 puntos)

tivos, localizados en <



(c¢) (0.5 puntos)Curvatura, puntos de inflexién y grafico de la curva.

f"(z) = 122* — 122 — 6.

Por tanto, f”(z) = 0 siy sélo si 1222 — 122 — 6 = 0, obteniéndose las soluciones

1-v3 1443

T=—0u 5 (0.1 puntos)
El signo de f” es

(0.2 puntos)

En base a la informacion obtenida, el gréafico es:

201

10

Figure 1: Grafico de h(z) = 2% — 223 — 322

Gréfico: (0.2 puntos)

2. (0.5 puntos)

(a)

e (0.1 puntos)f(z) = V3tan2z — 1
d
f(z) = T {\/7 3tan?z — 1}
x
1
= ?(3tan2 x)%_l -6tanx - sec’ x

6 tan  sec? z

71/ (3 tan? z)°



e (0.1 puntos)g(z) = 2sen 2z + 5sen x — 3.

d 2
Jdx) = @{2SGD x4 Bsenz — 3}

= 4senzxzcosx + Hcosz.
(0.3 puntos)

a (f(@) _ f'(@)g(x) = f(x)g'(x)
dz \ g(z) (g(x))*

6 tan x sec? x

(2sen %z + 5sen x — 3) — <\/7 3tan?z — 1) (4sen x cosz + 5 cos )

71/ (3 tan? z)°

(2sen 2z + 5sen x — 3)°

()0

(b) (0.5 puntos)

s

Notemos que para r = — tenemos que:
7r
Z)Y=0
g ( 6 )
La evaluacién directa de lim @ , da origen a una forma indeterminada
z—m/6 \ g(x)

0
del tipo 0 (0.2 puntos)
Usando la regla de L’Hopital, obtenemos que:

Jno () = 2 (50)
:

6tanxsec’

77/ (3 tan2 z)°
= lim (0.2 puntos)
z—m/6 4sen x cos x + 5cos x.

6-4 16

; =107
7.\/3.3<4.5.§+5.?>

.(0.1 puntos)

(¢) lim (u(zx)-cotanx) = lim (arctan(a:3 + arcsen x) - cotan )
xz—0+t z—0t

Lo que da lugar a una forma indeterminada 0 - 400, para la cual no podemos
aplicar la regla de L’Hopital en directo. No obstante, este limite puede ser
reescrito como:

lim

z—0t

arctan(z® + arcsen )
tan x ’

0
el que da lugar a una forma indeterminada del tipo o’ que puede ser trabajada

con la regla de L’Hopital.(0.2 puntos)



1

1
(32 + 7>
1+ (23 + arcsen z)? < V1—a?

Como u/(z) = . (0.1 puntos)

/
lim u(@) = lim u(z)
z—0t tanx z—0t tanx
1 1
(322 + 7>
— lim 1+ (23 + arcsen 2)? < V1—a?
It sec2

o 0 )

= = 1.(0.2 puntos)

1
3. (0.5 puntos)
—2t(1 + %) — (1 — )2t —4t
"ty = = 0.2 t
v (1) (1+2)2 (15 ) (0-2 puntos)
1-3t2)(1+t2) — (t—t3)2t 1 —42 —¢*
"t) = ( = . (0.3 t

(b) (0.5 puntos)
La ecuacién de la recta tangente a la curva en el punto (x(1),y(1)) es

y=—| (r—=z(1))+y(1l). (0.1 puntos)

z(1)=0 ,y(1) = 0. (0.1 puntos)

dy 2 44
dy dat 1—4¢% -1t
—(1) = &~ - = 1. (0.2 puntos)
dx dz —4t t=1

dt =1

Por lo tanto, la ecuacién pedida es,

y = z. (0.1 puntos)

(c¢) (0.5 puntos)

1
2= -1
. e (t? )
lim z(t) = lim = lim ——+% = —1. (0.2 puntos)
t——+o00 t—+oo 1 + 2 t——+o00 1
2?5 +1
t2
y
1
s Bl=-1
lim y(t) lim £ (0.2 puntos)
im = im = = —o0. (0. untos
oo 7 t—too 1 4 2 1 P
2?5 +1
t2
e Larecta x = —1 es una asintota vertical de la curva.
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Figure 2: Grafico de la curva para t positivo.

e Otra respuesta puede ser, que cuando t crece, la curva se acerca por el eje
X a—1yporel ejeY sealeja al —oco

e Otra equivalente.(0.1 puntos).

El grafico de la curva, que no se pide, para t > 0 es:

4. (a) (0.3 puntos)Acotamiento y regién del plano donde se encuentra la curva.

[r(0)] = |1 —sen (20)| < |1] + |sen (26)] < 2

Por tanto, la curva se encuentra dentro del circulo de centro (0,0) y radio 2.

(b) (0.4 puntos) Angulos 6 donde r alcanza su longitud méxima.

Existen dos formas de abordar el problema, usando derivadas o el recorrido de
la funcién 1 — sen 26. Para este andlisis consideraremos 6 € [0, 27].

o 1/ (0) = —2cos(26)

7w 37 5w Tw

20 = —, —, —, —
< 2727272
o 0_77 37 bw Tw
474747 4

r"(0) = 4sen (20)



5
Por tanto, usando el criterio de la segunda derivada, en 6 = il y 0= zﬂ el
3
radio alcanza su valor minimo, » = 0 . En 0 = ZF y 0 = ZF el radio

alcanza su valor maximo, r = 2.

(Usando el recorrido de la funcién.)Como seno tiene valor minimo —1 en
371/2, el radio alcanza su valor méximo si 20 = 37/2, Tr /2.

(0.2 puntos)Intersecciones con el eje X: § =06 6§ = 7.
Si 6 = 0, entonces 7(0) = 1.
Si @ = m, entonces r(m) = 1.
Por lo tanto, la curva intersecta al eje X en los puntos de coordenadas
polares (0,1) y (m,1).
(0.2 puntos) Intersecciones con el eje Y: § =7/2 6 0 = 371 /2.
Si @ = /2, entonces r(n/2) = 1.
Si @ = 3m/2, entonces r(37/2) = 1.
Por lo tanto, la curva intersecta al eje Y en los puntos de coordenadas
polares (7/2,1) y (37/2,1).
(0.4 puntos) Bosquejo del grafico para 6 € [0, 7.
Ya conocemos las intersecciones con los ejes y el angulo donde el radio
alcanza su valor maximo. Para esbozar el grafico falta analizar los valores
del angulo en qué la curva pasa por el origen y el signo de r.
Ceros de r.
r=0&sen20=1<60=mn/4

Signo de 7.
Como la funcién seno varia entre 0 y 1, se deduce que r(f) > 0. Por lo
tanto la curva estd en el primer y segundo cuadrante.

rl.6

Figure 3: Grafico de la curva r = 1 — sen (26) para 6 € [0, 7].



