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1 Limites de funciones

En general, en la recta real R podemos considerar la nocién de distancia entre dos
puntos = y a dada por la férmula

d(z,a) = |z — a

Con respecto a ésta, los dos puntos estardn ( o se considerarédn) prézimos cuando
d(z,a) = |z —a| < 6 donde 6 > 0 es un nimero pequeno.

Por ejemplo, la condicién 0 < |z — a| < 1075 significa que = # a y la distancia
entre ellos es menor que 0,00001. O sea, son bastante parecidos o préximos (aunque
distintos).

Considere ahora la funcién f definida por

-1

f(z) =

r—1

en su dominio R — {1}.

Aunque no es posible calcular f (1), si podemos evaluar f en puntos z tan cer-
canos de 1 como queramos. Piense por ejemplo en f(0,9), f(0,99) f(0,999),...
., £(0,9999999999).

., Qué comportamiento podemos detectar en estos valores?

El siguiente cdlculo muestra una tabla de valores para f evaluada en puntos
préoximos de 1.

Obs.- Las cuatro siguientes lineas son para construir la tabla que viene a contin-
uacion, no es necesario que las considere o trate de entenderlas. Sélo mire la tabla
en la proxima péagina: la primera columna es un valor de z y enla segunda aparece
su imagen f ().

6 = 0.00002

n = 25

gi)=1—6+ix2

h(i,j)=2—7)g@)+(G—1)f(g()
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.9999808 1.9999808 T
19999816 1.9999816
09999824 1.9999824
09999832 1.9999832
0999984 1.999984
09999848 1.999984 8
09999856 1.9999856
29999864 1.9999864
09999872 1.999987 2
.999988  1.999 988
.9999888 1.9999888
09999896 1.9999896
29999904 1.9999904
.9999912 1.999991 2
2999992 1.999992
09999928 1.9999928
09999936 1.9999936
09999944 1.999 994 4
.9999952 1.999995 2
2999996  1.999996
09999968 1.999996 8
.9999976 1.9999976
09999984  1.9999984
| 9999992 1.9999992
Se ve que:
en la medida que z se aproxima a 1, su imagen f(z) se acerca al
valor L = 2.
Este caracteristica de la f, cerca de 1, se formaliza en la siguiente definicién.

1.1 Definicion de limite

Definicion 1 Sea f definida en un intervalo abierto I, con la posible excepcion del
punto a € I y sea L un nimero real. Se dice que lim f (x) = L si y sdlo si

Dado € > 0, existe un 6 > 0 tal que
Ve:0<|z—a|<éd = |f(x)—L|<e

Considerando que

O<|zr—a|<éd & zecla—0b,a+d[Nzx#a
|f(x) —Ll<e & f(x)e]L—e,L+¢|
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la definicién puede reescribirse:
Dado € > 0, existe un 6 > 0 tal que
Ve:ze€la—b,a+d6[ANx#a = f(x)€]L—¢e,L+¢]
lo que debe entenderse en el sentido que:

si x es préoximo de a, entonces f (z) es préximo de L.

Ejemplo 2 Use la definicion de limite para mostrar que:
a) lim 22 +3]=5
b) lim [2°] =4

r—2

c) lim v/x = 3

r—9

a) Sea € > 0. Se debe encontrar § > 0 tal que

Ve:0<|z—1]<é = |(2e+3)—5|<e¢

. Cémo se encuentra?
Ejercicio 1 Use la definicion de limite para mostrar que:
lim[c] = ¢

lim [51:2} = a

lim+vz = +a, paraa >0

2

Observaciones.-
1.- En la demostracién de lim f (x) = L, si primero probamos que, cerca del

r—a

punto a
f (@) = LI <M |z —aq

para alguna constante positiva M, entonces dado € > 0 basta elegir 6 = ¢/M y se
tiene

V:z::0<|x—a|<% = |f(z)—L| <Mz —a|<e

2.- La férmula para el cdlculo del limite de la funcién /xr también se puede
obtener para raices de otros indices:
lim {/z = {/a
Tr—a

3.- Una observacién importante con respecto a la definicién de limite es:
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e puede existir un nimero L que verifique la proposicién (*) que define a lim f (z),
r—a

en cuyo caso se dice que lim f (x) existe.
r—a

e 0 bien puede que no exista un nimero L con esas caracteristicas, en cuyo caso
se dice que lim f (x) no existe.
r—a

e Ahora bien, en el primer caso el valor del limite es 1inico, en el sentido que no
pueden haber dos nimeros L; y Ly distintos que verifiquen la proposicién (*).

TRABAJO PARA LA CASA.-
Para la funcién f (z) = sin (4 ), definida para z # 0, investigue el limite liII(lJ f(x).

. ( 1 )
lim sin | —
x—0 X

1. Usando una calculadora, construya una tabla de valores para f considerando
al menos 50 valores para z, con 0 < x < 0.1

O sea, estudie

Para esto:

1
2. Considere la sucesién x, = —. Calcule lim z,, y lim f(x,)
nim n—00 n—oo

1

Z +2nm

3. Considere la sucesioén y,, = . Calcule lim y, y lim f (y,)

4. ;Es posible que lim,_,q sin (%) = L, para algin L € R?

5. Use una graficadora para obtener la gréfica de f, para ’71 <z < %

1.2 Teoremas sobre limites

Teorema 3 (Algebra de limites).- Sean f y g funciones tales que lim f (x) = L y

lim g () = M. Se tiene entonces:

1. lim [f (z) + g (z)] = L+ M.

r—a

2. lim[c- f(x)] =c- L.

r—a

3. lim[f(z)-g(z)]=L-M

r—a
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f(x)
g(z)

4. lim l

r—a

L
} = stempre que M # 0

Dem. De (1).- Sea ¢ > 0. Por hipdtesis existen:
61 >0 tal queVr:0<|z—a|<bé; = |f(z)—L|<¢e/2
89 >0 tal queVr : 0 < |z —a| < b2 = |g(z) — M| <¢e/2

Luego, se elige 6 = min{6y, 62} y se tiene

O0<|z—al<é = [f(z)+g(x) - L-M<[f(z)-L| +l|g(z) - M|

<e/2+¢e/2=¢

lo que muestra la férmula 1. |

1.2.1 Aplicaciones del teorema

Ejemplo 4 Cdlculo de lim [z?].-
Usando la propiedad nimero 3:

lim [z’] = lim [z 2] = lim [z] - lim [z]
= a-a=a

Por induccion se generaliza a, Vn € N :

lim [z"] = a”

y usando la propiedad nimero 2, ¥n € N :

n

lim [c- 2" = ¢ a", cualquiera sea la constante real c

Ejemplo 5 Clculo de lim [4x® + 227].-
Usando la propiedad nimero 1 y el ejemplo anterior:
lim [4x5 + sz} = lim [4:55] + lim [sz}
r—2 r—2 r—2
= 4(2°+2(2)?
= 136
Ejemplo 6 Cdlculo de lim [42° + 22% — Tx].-

Usando la propiedad nimero 1 y el ejemplo anterior:

lim [42° + 22° — Tz] = lim [42° + 22°] + lin% [—7z]

r—2 r—2

= 136 —14 =122
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El desarrollo en el ejemplo anterior se generaliza para el cdlculo del limite de una
funcién polinomial:

lim [a,2" + ap_12" ' + . 4 ax2® + a1z + ag)

r—a

= lima,z" + lim a,_12" ' + ... + lim as2? + lim a1 + lim aq

= ap(a)" + an_y ()" + . 4 ay (@) + ay (a) + ag

O sea el limite se obtiene reemplazando la variable z por el punto a. Por ejemplo,

lim (5z* —22° + 62° + 7z —5) =8 — 7

r——1

Las propiedades 1 y 2 del teorema se generalizan a

lim 11 () + €afo () + e (2)] = 2T o (@) + 2 i fo () + 4 Ty (2)

siempre que todos los limites del lado derecho existan.

3z2—5z+1
3 —2x—2

Ejemplo 7 Cllculo de lim [

r——2

. < 3 IEZ—
Ejemplo 8 Cilculo de ,}7112 [%11]

Ejemplo 9 Cllculo de lim [“"33_1]

1 IE2—1
Ejemplo 10 Cidlculo de hH}l [%]
T—>
Teorema 11 (de sustitucion para limites).- Sean f y g funciones tales que:

lim f () = ¢, limg(y) = L, go f estd definida en una vecindad la — r,a + r| del
T—a y—c

punto a y f (z) # ¢ para todo x en esta vecindad. Entonces se tiene que

lim g (f (z)) = L

r—a

Este resultado puede escribirse como

limg(f(z)) =limg (y)

T—a y—c

formula que se obtiene al sustituir la variable x por la variable y = f (x)
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1.2.2 Aplicaciones del teorema

Ejemplo 12 Cadlculo de lin}1 V2r +1.-
Cony= f(x)=2x+1 se tiene lirri(2m+1) =9=cuy

lim 22 41 = 111%\/@:3
T— y—

Vi —38
Jz—4]
Con y = /x se tiene 11%4\6/52220y\/§:y3, =y Luego

_ (3 —
lim Q — lim | 8
o—64 | x — 4 y—2 (Y2 —4
((y—2)(y* +2y +4
~ (W2 2y + )]

v=2 | (y—2)(y+2)

Ejemplo 13 Cadlculo de lirr614 {

. [ +2y+4)
= hm _—
v=2 |  (y+2)

= 3

Ejemplo 14 Cdlculo de lim z", con r nimero racional.

r—a

r = § con p,q enteros y q > 0. Luego,

x" = ol = g

Mediante la sustitucion y = xP, tenemos ¢ = lim 2P = a? y por tanto
r—a

limz" = lim VP = lim ¢y
T—a Tr—a y—aP
= \q/ ap = ap/q
= a’!‘
con las consideraciones para a segun el indice q sea par o impar.

Teorema 15 (del acotamiento) Sean f, g y h funciones definidas en un intervalo de
la forma]a —r,a+r[ con f(z) < g(z) < h(z) en dicho intervalo. Si lim f (z) =
lim h (z) = L, entonces lim g (x) = L

r—a
Idea grifica.- Grificos de f, g y h de colores negro, rojo y azil respectivamente.
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1.2.3 Aplicaciones del teorema

Ejemplo 16 Cilculo de lim [ sin ()]

Podemos considerar los acotamientos evidentes:

(Y=

con hII(lJ 0] =0= 1iII(lJ |z| .El teorema garantiza que

) ) 1
lim {aj sin (—>] =0
z—0 X

0<

Grificamente, — |z| < zsin () < |z] :

xT

Ejemplo 17 Cadlculo de limites trigonométricos.-
En la figura siguiente, para 0 < x < 7/2 ::
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Q(x) »

P (x)=(cosx,sinx)

|@} =COsT , ‘ﬁ‘ =sinz ,

Z]\D) =1x. De aqui se sique:
0 < sinxﬁ‘ﬁ}g)ﬁ‘:x
0 < 1—cosmz‘ﬁ}§}ﬁ‘§‘@):m

FEstas desigualdades se pueden extender a —mw/2 < x < /2 :

0 < Jsinz| < |z]
0 < |1—cosz|<|z|
Ahora, aplicando el teorema del acotamiento:
lim [sinz| =0 y limsinz =0
z—0 z—0
lim|1 —cosz| =0, lim (1 —cosz) =0 y limcosz =1
z—0 ) z—0 z—0
Nuevamente analizamos la figura:

. 5 .
Area AOAP = 222 , Area sector OAP = — y Area AOAQ = ‘ Q{ _ lsmm. De

donde se sigue que

y luego

Estas desigualdades se extienden a —7/2 < x < ©w/2 , x # 0. Por teorema del
acotamiento

. sinz
lim =1
z—0 X
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Ejemplo 18 Otros limites trigonométricos.-
) 1 —cosz ) 1—cosz
lim |——| |, lim |————

x—0 x x—0 332

1.3 Limites laterales

Cuando una funcién f estd definida en un intervalo de la forma ]a,b| o ]a, +00[ no
es posible estudiar el concepto lim f (x), donde se requiere que f esté definida en
r—a

un intervalo de la forma Ja — r,a + r[. Si queremos estudiar el comportamiento de
f (de sus imédgenes) cerca del punto a, s6lo podemos considerar = préximos de a y a
la derecha de este punto. Esto da origen al concepto de limite lateral por la derecha:

lim f(z) = L &

z—at

dadoe > 0,30 >0talqueVr:a<z<a+d6=|f(x)—Ll<e

La condicién anterior (segunda linea) es la de la definicién de limite restringida a
puntos que estén a la derecha de a.
Por esto es evidente la implicacién
limf(z)=L = lim+f(m):L

Ejemplo 19 Para la funcion f(x) = \/x , x > 0, sdlo es posible considerar en

a = 0 el limite lateral por la derecha. Mostremos que lirgl+ Vo =0.

Dem. Sea ¢ > 0.
Se debe encontrar un 6 >0 tal queVr:0 <z <§=|\/r—0| <e

Basta elegir § = €2 y se tiene
Vi:0<z<e’=|yz—-0=yz<ec m

Queda de ejercicio definir el concepto de limite lateral por la izquierda: lim f (z).
La relacién entre los conceptos de limite y limites laterales estd dado a contin-

uacion:

Teorema 20 Sea f definida en un intervalo de la forma Ja —r,a+r[. Se tiene
entonces:

limf(z)=L & lim+f(:6): lim f(x)=1L

r—a T—a r—a~

Segin el teorema, en el caso que los limites laterales sean diferentes o alguno de
ellos no exista, el limite lim f () no existe.
r—a
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1.3.1 Aplicaciones del teorema

Ejemplo 21 Estudio del limite lir% {ml .
r— €T
2] st x <1

Ejemplo 22 Sea f (z) = { z—1 . Calcule lin%f (x)

—2r+4 st r>1

2 Continuidad

Se nos pide calcular el drea de una regién circular. Para ello medimos, con una
huincha, su didmetro y a partir de esto obtenemos su radio. La huincha indica que
su radio es r = 30 cm. Con este resultado calculamos el drea de la regién obteniendo
A =7 (30)* = 2827.43 cm?.

. Es este resultado correcto? Mejor dicho, ;jes este resultado exacto?

La huincha, como cualquier instrumento de medida, no es exacta. Quizés el
valor exacto del radio sea 29,985 cm. y por lo tanto el valor exacto del &rea es
A = 7(29.985)>. Sin embargo nos damos por satisfechos con el resultado inicial,
porque su valor es aproximado al valor exacto.

Esta idea estd formalizada en la siguiente definicién.

Definicién 23 Sea f : I - R ya € I. Se dice que f es continua en a si y sélo si

lim f () = [ (a)

r—a

Las condiciones de la definicién se pueden detallar en:

o f estd definida en a.

e lim f (z) = L existe

e L=f(a)

Ejemplo 24 Segin vimos anteriormente, para una funcion polinomial f (z) = a,x™+
... + a1x + ag se tiene

lim f (x) = lim [anmn + . H+agxt+az+ ao}
an (@)" + ... + a3 (a)* + a1a + ag
f(a)

Esto muestra que f es continua en todo punto a € R.



Héctor Palma Valenzuela. Dpto. de Matemética UdeC. 12

Ejemplo 25 Lo mismo resulta para la funcion f (x) = x”, conr exponente racional.
Ya que vimos que

lima" =a"

r—a

Definicién 26 Se dice que f : I — R es una funcion continua, en el intervalo
abierto I, cuando f es continua en todo punto a de dicho intervalo.

Ejemplo 27 f (z) =sinz, z € R.

Ya vimos que iiir(l)f (x) = glﬁlir(l) sinz =0 =sin0 = f(0). Luego, f es continua en
a=0.

Ena+#0:

lim f (x) = limsinz

r—a r—a
= limsin(a + h)
h—0
= lim [sin a cosh + cos a sinh]
—0

= sina = f(a)

Luego, f es continua en a.
Ast, f (z) = sinx es una funcion continua.

Observe que en el ejemplo anterior se usa el hecho que

limf(z)=L<limf(a+h)=L
r—a h—0
Queda de ejercicio mostrar que f (x) = cosz es una funcién continua.

Los teoremas sobre limites permiten probar las siguientes afirmaciones:

e Si fy g son funciones continuas en el punto a, entonces (f + g), (¢- f), (f-9)
son funciones continuas en el punto a. También en el caso que g(a) # 0, la

funcién (5) es continua en el punto a.

Debe entenderse que f y g estan definidas en una vecindad de Ja — r,a + r[ de
a.

Este resultado puede enunciarse de forma global para dos funciones f,g: [ —

R continuas, indicando que las funciones f + g, c¢f y f - g son continuas.

Ademés, 5 es continua en su dominio: {x € I : g (z) # 0}.
sinx

Por ejemplo, la funcién tan z = es continua en todo punto de su dominio.

Cos T
Lo mismo es vilido para las restantes funciones trigonométricas.
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En general, cualquier combinacién de funciones continuas resulta una funcién
continua: por ejemplo:

S5 +1
2 +4

f(z) =2sinzcosx +

es continua en todo punto z € R.

e Si f es continua en el punto a y g es continua en el punto f (a), entonces la
compuesta g o f es continua en a. En efecto:

limg (f(z)) = lim g(y) =g(f(a))

z—a y—f(a)

Debe entenderse que la compuesta estd definida en una vecindad de a.

En forma maés general, la compuesta de dos funciones continuas es una funcién
continua. Por ejemplo, las funciones

fz) = \Ja*+2Vz, 2>0

g(x) = sin(2zx+5),zeR

son continuas.

Los siguientes ejemplos discuten casos de discontinuidad de una funcién.
Ejemplo 28 Se define la funcion f

f(x):{sizx st x#0
1/2  si =0

¢Es f continua en a =07

Como lin%f () = lin% ML =1# f(0), la funcion f no es continua en a = 0.

Sin embargo, dado que hII(l) f (z) existe se puede redefinir f en 0 poniendo
xTr—

f(0) =1 y la funcion resultard continua en a = 0. Por esto se dice que a = 0 es
una discontinuidad evitable de f.
Por otra parte, note que la funcion f es continua en todo punto a # 0.

Ejemplo 29 Se define la funcion f
% —1

fly=4 z—1_ " o<
—2r+5 st v>1
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¢Bs f continua ena =17
Se calculan los limites laterales

Ap S = iy R =3
2?2 -1
li = i =2

y se concluye que lin} f (z) no existe. Luego, la funcién no es continua en a = 1.
Tr—

En este caso la discontinuidad no es evitable. Como los limites laterales existen (son
distintos) se dice que a =1 es una discontinuidad de salto.
sEs f continua en un punto a # 17

Grifica de f.-

3 Limites infinitos

1 1
Sea f (z) = - definida para x # 0. Estudie lim —.

z—0
Como para x > 0 se tiene:

1 1
r<be — > —

x 0
Dado cualquier nimero real M > 0 (tan grande como quiera) puedo elegir un mimero

1 o .
6 < 57 positivo tal que
1 1
Ve:0<zx<d = f(x)z;>5>M
Esto muestra que las imédgenes de f (x) = % pueden ser tan grande como uno quiera,
a condicién de elegir = > 0 suficientemente préximo de 0. Por esto se escribe
1

lim — =4
z—0t I
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Debe entenderse que el limite de arriba diverge a +oc.

Esto se produce porque en la fraccion el denominador se hace cero, por valores
positivos, mientras el numerador se mantiene constante.

Geométricamente, la recta x = 0 (eje y) es una asintota vertical del grafico de

Y=z

00571152
X

En general, se tienen las definiciones:

1. lim f(z) =400 &

z—a™t

Dado M > 0, existe 6 > 0 tal que
Ve @ a<z<a+6=f(x)>M

2. lim+f(x) =—-00 &
Dado M < 0, existe 6 > 0 tal que
Ve : a<z<a+6é=f(z)<M

y las andlogas para limite lateral por la izquierda (queda de tarea escribir cada
una de ellas).

En cualquiera de los 4 casos, la recta £ = a es una asintota vertical del grafico
dey=f().

1
Ejemplo 30 La funcion f (z) = —, x # 0, verifica
x

.1 .1
lim — =400 , lim —=—-o0
z—0t T z—0~ T
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El eje y es asintota vertical.

1
Ejemplo 31 Para a € R fijo, se define f (x) = —— , x # a, y se tiene
T —a

lim =+o0 , lim = —00
z—at T — Q z—a~ T — Q

y

\

Con respecto a limites infinitos se tienen las propiedades siguientes:

Teorema 32 a) lim f(z) = +oo, lim_g (x) = +o0 = lim, [f (x) + g (z)] = +o0

z—a™t T—a T—a

lim [f (2)g (2)] = +oc

r—a

b) lim f (x) =L, lim+g(:c) =400 = lim f(z)+ g (z)] = +o0
lim [f(z)g(z)] =+o0 , cuando L > 0

z—at

lim [f(x)g(x)] = —oc0 , cuando L < 0
7? + 4x

m, donde 6l

Ejercicio 2 Determine las asintotas verticales de f (z) =

dominio es D = {x € R : 23 + x? — 22 # 0}.



Héctor Palma Valenzuela. Dpto. de Matemética UdeC. 17

Como f es el cuociente de dos polinomios, ella es continua en todo punto de su
dominio. Esto es, para cada a € D : lim f (z) = f (a) y luego x = a no es asintota
r—a

vertical.

Sdlo pueden ser asintotas rectas determinadas por puntos que anulan el denom-
mador.

Considerando que

z? + 4 z(z+4)
f@)=7TF—F= —
»¥+a2?2-2r xz(x+2)(x—1)
resulta
lim f (2) = i r+4 9 impli 0 ntol i
e lim f () = lim = —2, implica que v = 0 no es asintota verti-
z—0 2—0 (x +2) (z — 1) » 1P 1
cal.

z+4 1
li = i =
o Jim fl) = Hm [m:p_l] oo

4 1
y lim f(z)= lim lx + } = —o00. Luego, x = 1 es asintota vertical.

rz—1— rx—1—

e lim f(r)= lim {:1;4—4 = ]:—oo

r——21 z——2+ |z —1x+2
4 1
lim f(z) = lim v = 400. Luego, x = —2 es asintota verti-
T——2" z——2- T —1x+2
cal.

A partir de aqui se puede describir geométricamente el comportamiento asintdtico

del grifico de f.
4
2y \
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4 Limites al infinito

Ahora estudiaremos el comportamiento de f : R —R en el infinito. Esto es, cémo

son las imagenes f (x) para z “muy grande”, o bien para x grande en valor absoluto

pero negativo. Esta caracteristica de la funcién se representa por lirll f(z) y por
T—T 00

lim f(z). Mas formalmente, se tiene:

Definicién 33 lim f(x)=L, L€ R < Dadoe >0, IM > 0 tal que
Tee Ve:x>M=|f(z)—-L|<e
lim f(z)=L, LER < Dadoe >0, IM <0 tal que
e Ve:x <M= |f(z)—L|<e
En cualquiera de los casos anteriores se dice que y = L es asintota horizontal

del grifico de f.

Ejemplo 34 Queda de ejercicio demostrar que con la funcion f (x) = % se tiene

1 1
lim —=0y lim —=0

x—-+oo I r——00 I

lo que muestra que la recta y =0 (eje x) es asintota horizontal del grifico de f.

La gréfica de f (z) = 1 es:

MO
ES

Observacion.- Se puede probar que los teoremas sobre limites vistos anteri-
ormente también son véalidos para limites al infinito. Como aplicacién de éstos se
tiene:

e lim [5]= lim [2.-1]= lim [i]. lim [1] =0

T—+00 T—+00 T—+00 T—+00
y por induccién, Vn € N: lim [in} = 0.
r—+o00 =T

e Ahora, para c constante, lim [x%] =0, VneN
T—+00
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Con el mismo razonamiento se obtiene también lim [x%} =0,VneN

I 223 + 512 — 4 . 2+%_‘,;i3 9 1
L] 1m —_— | = llm —_ T T | — £ — _ =2
T—-+00 —6x3 + 7 z—+oo | —6 + 1—73 . 3

La misma idea se aplica para el cuociente de dos polinomios del mismo grado.
20 + 52 — 4] 2+5-4 0
—6xi+7 | ot | —6+ 4

El mismo resultado se obtiene en cualquier cuociente de polinomios donde el
grado del numerador es menor que el grado del denominador.

Vit zr 4z
v+ x+zx

T—+00

° lim{

e lim [\/1}24—1‘—]7}: lim [(\/x2+x—x)

T——+00 T——+400

1

T 1
%+oo[\/mz+x+x} rotee | Jiglyn| 2

Utilizando los limites al infinito se define el concepto de asintota oblicua para el
grafico de una funcién f: R —R

Definicién 35 La recta L : y = mx+b es asintota oblicua de la grifica dey = f (z)
cuando

lim [f () —mz —b] =0 o bien lim [f(z)—mz—b=0

T—00 T——00

Un ejemplo importante son las asintotas oblicuas y = :I:%:c de la hipérbola

2 2 B
prA i
Como
lim [f (@) o 8] = 0 & lim [f (z) —ma] =
= lim {M —m] =0
T—00 €T
N s
Tr—00 €T

se concluye que la grifica de y = f (z) tiene asintota oblicua y = max + b ssi existen
los limites:

lim [f(x)] —m A lim [f(2)—ma] =b

T—00 €T T—00
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5 Limites infinitos en el infinito
La ultima situacién a considerar estd precisada en la siguiente definicién.

Definicién 36 lim f(z)=+oo &

T—+00

Dado N > 0, existe M > 0 tal que
Ve @ x>M = f(z)>N

Queda de ejercicio escribir las definiciones andlogas para

lim f(z)=—-oc0, lim f(z)=+40c0 y lim f(z)=—-00

Tr—+00 T——00 T——00

En este contexto se puede mostrar que:

. liIJ]ra [z] = 400, lirf [2%] = +00 y en general liIJ]ra [z"] = +o00, Vn € N

También, lilil [c- 2" = 400, Vn € N, donde ¢ > 0 es una constante.
T—T0Q

Cuando ¢ < 0, lim [c-2"] = —o0, Vn € N.

T—+00

Para un polinomio f (x) = a,2" + a,_ 12" ' + ... + a1z + ag , con a, # 0

lim f(z) = lim [x” (an T e SR (111 + @ﬂ
Tr——400 T——+00 €T xn— "

400 si oa, >0
—00 si a, <0

El caso de una funcién racional donde el grado del numerador es mayor que el
grado del denominador se trata en un ejemplo particular

. A3 — 5?2 4+ 20 — 7 ) 42 —bx+2-—1L
lim = lim |z- L
o—too | —3x2+br+3 z—+00 —322+ bz +3
542 T
. z 1 2 3
= lim |z- = 3
r—+00 l -3+ P + = 1
= —00

Queda de ejercicio rehacer todos los items anteriores para lim .
r——00



