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0.1 Sustituciones trigonométricas.-

Caso 1.- El integrando contiene una expresién de la forma va? + x2.
Se sugiere la sustitucion

r = atanu

dr = asec’u du

de donde va? + 22 = asecu

1 __
(z2+1)3/2 dx

Caso 2.- El integrando contiene una expresién de la forma v/a? — z2.
Se sugiere la sustitucion

r = asinu
dr = acosudu
de donde va? — 22 = acosu
1
x2+/25—22 dx

Caso 3.-El integrando contiene una expresiéon de la forma v/x? — a?.
Se sugiere la sustitucion

r = asecu

dr = asecutanu du

de donde V2% — a? = a|tanu|,con0 < u < 7/2cuandox >ay /2 <u <m
cuando z < —a.

2 [0 /6
/ x—gdx:/ Vv3tan2u du:l—%\/§7r:0931.
VAR 0

Descomposiciéon en suma de fracciones parciales.-
Para integrales de la forma
x
/ p()
q(x)

donde p(z) y q(z) son polinomios, con gradop(z) <gradog(x).

1/2 3
1. / ——dz=—Inb—In2+C
-1 .’L'2+£If—2
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2 | 190 4 12
2./mi)’—x—l—dm:—31nx+51n(x—2)—1n(m+2)+0
r3 —4x

672 — 3z + 14
3. /533f2$2iiﬁli—Sdm:41n($_2)+1n($2+4)+%arctan%gg+c

2 2
4. /wd:r: x2+2 1\/_arctan 2+ C

(2 +2)?
5. /(em—l)(em+4)d$:5l n(e”—1)—1In(e”+4)+C

Integrales impropias.-
(I) Caso intervalo de integracién no acotado.
Si f es continua en el intervalo [a, +00[, entonces

+Oof )dz = 11m/f

—
a b—+o0

Ejemplos.

+o00 1
1. / —daj
1
“+o00

1
2. Parap #1, / —dz
xP

1

+oo
3. / (1 —x)e *dx

1

/(1 —z)e *dr =e*x+C

Si f es continua en el intervalo |—oo, b], entonces

b

’ f(z)dz = lim f(z)dz

—
a o0 a

Si f es continua en toda la recta real, entonces

+oo

_+oo f(x)dx = /_c f(z)dx + f(z)dx
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donde ¢ es cualquier nimero real.

Ejemplo: fj;o —d

0.8

0.4

oo
o

_1
241

(IT) Caso funcién no acotada en el intervalo de integracion
Si f es continua en el intervalo ]a,b] y es no acotada cerca de a

/abf(x)dx: lim /cbf(x)dx

c—at

Ejemplo: fol In zdz.

00 1
Ejercicio.- f0+ ——dx

Va(z+1)

0.2 Funciéon Gamma.-

Para cada t > 0, la integral impropia

“+00
/ e Cri
0

es convergente. De hecho, deben considerarse las integrales

1 +o00
/ et lde  y / e rildx
0 1

Para la segunda integral, sean f (z) = e
entonces,

T y g(x) = 272 Se tiene

=0 ()



Héctor Palma Valenzuela. Dpto. de Matemética UdeC. 4

y luego, como f;roo #dac converge, la integral de f también converge.

Para la primera integral, con x = + | dr = —5du
U

1 1
/ e*mxtfldx — / efl/uuftJrl (_u72) du
c 1/c

1/c
= / e eyt dy
1

y f;roo e~V =t=1dy converge, al comparar con f1+°° uw T tdu (t > 0)
* Este limite sale del resultado mds general, para a >0, b > 0 :

g =

(Inz)

r—oo 2

Asi entonces,

400 1 400
/ e "zt ldx :/ e’”xtldx+/ e "z dx
0 0 1

Definition 1 La funcion Gamma se define por I' : ]0,4+00] — R

+o00
() :/ e "' dw
0

Exercise 2 Para la funcion T :
a) Calcule I' (1) , T'(2)
b) Usando integracion por partes muestre que

F't+1)=t-I'(t)

¢) Deduzca que Vn € N:T'(n) = (n — 1)!

0.3 Transformada de Laplace

Sea f[0,00[ — R, t — f () continua (por ahora). Se define la transformada
de Laplace de f como la funcién

Fls) = /O e e
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definida para todos los s tales que la integral converge.
Obtenga la transformada de Laplace de las siguientes funciones:
a) f(t)=1 b) f(t)=t c) f(t)=e" d) f(t) = sinbt.
Regla de L’Hopital.-

Una forma indeterminada del tipo (%) es un limite lim+ [%], donde

lim f(z) = lim g(z) =0.

Una forma indeterminada del tipo (%) es un lfmite lim [%}, donde

z—at LY
lim+ f(zx) =200y lim+ g (z) = fo0.
La regla de L’Hopital entrega una poderosa herramienta para calcular

limites de formas indeterminadas:

Theorem 3 Sean f,g : (a,b) — R funciones derivables y lim [%} una

forma indeterminada (%) 0 (%) z—at
[ [
et l 7| = L= dim | =L

donde L puede ser un nimero real (el limite existe) o bien L puede ser +00
0 —oo (el limite diverge).

El teorema también vale para F.I. con lim , lim, lim y lim
r—b- xT—Cc T—+00 T——00

Algunos ejemplos importantes:

Lo [5] lim (5]l [

2. lim [ <522 = lim [425<]

z—0 z—0
3. lim [zlnz] , lim [z7]
z—07+ z—07+

4. lim (1+131)°

T—+00
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1 Aplicaciones de la integral.-

1.1 Definicién de la integral de Riemann.-

Sea f : [a,b] — R.

Dada una particién P :a < xg < 21 < ... < £,_1 < T, = b del intervalo
la, b] se escoje &y, € [xk—1, k] (un punto en cada subintervalo). Esto permite
definir una suma de Riemann de f, asociada a la particién P por

S(f,P)=>_ f (&) Axx

Por ejemplo, con f(x) =+vax*+1, 0 <z <2

0 05 1 15 2
X

podemos construir la suma de Riemann:
con una particion que determine 20 subintervalos de igual longitud y
escojiendo el punto medio de cada subintervalo
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Para una particion P dada, llamamos norma de la la particién a la
longitud del subintervalo mas largo, la cual se denota || P|| .

Que || P|| < 4, significa que para todos los subintervalos: Axy < 6.

Un caso particular se tiene cuando todos los subintervalos tienen la misma
longitud. La particién se denomina regular y se tiene

b—a

P:
1P| ==

y por tanto,
|IP|| =0 < n— o0

Para una particién general

b—a <
<n
1Pl

luego
|IP|| =0 = n— oo
y el reciproco no vale.

Definition 4 Se dice que f es integrable Riemann en [a,b] cuando existe un
L € R que verifica:

Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que
k=1

V particion P : |P|| <6 = <e

cualquiera sea la eleccion de Ty, € [x_1, Tk

Esta condicién significa que

[Pll—0

lim " f (&) Azg = L
k=1

El valor de este limite se llama la integral de f en el intervalo [a, b] y se
escribe

b n
/a f(z)de = ||11}||H—1>0;f(:%k)Axk
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Theorem 5 Toda funcion continua en |a,b] es integrable en |a,b] .

La clase de funciones integrables en [a, b] es mds amplia que la indicada
en el teorema anterior. Se puede probar que también son integrables las
funciones continuas por tramos.

Una funcién f es continua por tramos (o seccionalmente continua) en el
intervalo [a,b], cuando ella es continua en todo punto del intervalo, con la
posible excepcién de un nimero finito de puntos t1, ts, ..., tx donde los limites
laterales deben existir.

Por ejemplo,

x? si 0<2<2
f@)=¢ 3—z si 2<z<4
23e™ si 4<z<6

La integral se calcula en este caso como

6 2 4 6
/ f(z)dz = / z?dx + / (3—x)dx + / e dx
0 0 2 4

8
= 3 +0 —366e %+ 14274

1.2 Aplicaciones de la integral.
1.2.1 Area entre curvas

Sea R la region del plano descrita por
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donde f, g : [a,b] — R son continuas.
Por ejemplo,

0.5

-0.5 0.5 1 1.5

-0.5

Para calcular el drea de R tomamos una particién P : a = 2y < 1 <
. < x, = bde [a,b] y elejimos &y € [zx_1,x|. Sobre cada subintervalo
[zx_1, k| , consideramos el recténgulo de drea

[f (Zk) — g (3%)] Azy,

La suma

3

[f (k) — g (2x)] Azy,

k=1

es una suma de Riemann de la funcién f (z) — g ().

Ahora cuando || P|| — 0, los rectdngulos van “llenando” la regién R como
también las sumas de Riemann se aproximan al valor de la integral de la
funcién. Por esto

A(R) :/ f (@) — g (x)]da

Example 6 Encuentre el drea de la region acotada por las pardbolas y = x*

e y=2x— 1
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1.5

0.5

o—

0.5

I

A(R) = fol (22 — 2% — 2%) dx =

Wl

Example 7 Encuentre el drea de la region encerrada por la recta y = x — 1
y la pardbola y* = 2z + 6




