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1 La Integral.-

1.1 Definicién e interpretacién geométrica

Dada una funcién continua f : [a,b] — R y no negativa
(f(z) > 0, Vz € [a,b]), vamos a considerar la regién del plano “bajo la
graficade f7, R={(z,y) :a<ax<b A 0<y<f(x)}.

La siguiente gréfica corresponde a f (z) = vzt +1, 0 <x < 2.
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X
Problema.-;Cémo calcular el drea de la regién R?
La idea general consiste en aproximar la regién R por una regién for-
mada por rectdngulos tal como se muestra en la siguiente figura:

1
X

Podemos calcular el drea de cada rectdngulo y mediante la suma de es-
tas dreas aproximar el drea de la regiéon R. Es intuitivamente claro que
cuanto mayor sea la cantidad de rectdngulos considerados, mejor serd la
aproximacién obtenida. Finalmente, mediante un proceso de “limite” que se
explicard en la definicién més general del concepto de integral se define el
area de R.
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Definicién 1 Una particion del intervalo [a,b] es un conjunto
P ={xo, 1,22, ..., Tn}
de n+ 1 puntos tales que
a=To<2r1<..<xp,=0>

La particion P divide al intervalo [a,b] en n subintervalos [Tg_1,xk|, con
1 <k <n, cada uno de longitud

Al‘k =Tk — Tk

Ahora tomamos una particién P del intervalo [a,b] y para la funcién
continua f : [a,b] — R consideramos:
sobre cada subintervalo [xy_1, zx],

m = min{f(z):xr1 <x <21}
M, = max{f(x):z_1 <z < a4}

Los productos my, - Az, vy M, - Az, representan las dreas de los rectdngulos
de base [zg_1z] y altura my y My respectivamente. Con estos elementos
podemos definir los conceptos de suma inferior y suma superior de f.

La suma inferior de f asociada a la particién P es

S(f,P) =Y my-Axy

k=1

y la suma superior de f asociada a P es
S(f,P)=) M- Az

k=1

Los siguientes graficos representan una suma inferior y una suma superior

para f(x) =+vzt+1, 0<z <2
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Héctor Palma Valenzuela. Dpto. de Matemética UdeC. 3

Es evidente que
S(f,P) < Area(R) < S(f,P)

Una propiedad importante de estas sumas es el efecto que se produce al
agregarle puntos a la particién P, o sea al refinar la particién.

Considere por ejemplo que agregamos un punto & € |xx_1, zx] a la par-
ticion P, para obtener una nueva particion Q. Es facil demostrar que
S(f,P) <S(f, Q). O sea, la suma inferior crece y lo mismo ocurre si agreg-
amos un nimero finito de puntos a la particién P.

Queda de ejercicio demostrar que la suma superior decrece, al refinar una
particion.

En resumen, si P y Q son dos particiones del intervalo [a,b], con P C Q
(Q refina a P), entonces

S(f,P)<S(f,Q) <S(f,Q) <S(f,P)

Theorem 2 Si f : [a,b] — R es continua, entonces existe dnico nimero
real I tal que

VY particion P de |a,b]: S(f,P) <I<S(f,P)

Este ndmero I define el drea de la regiéon R, como también el concepto
de integral de f en el intervalo |a,b]. Se escribe

Area (R) :]:/bf(x)dx

Mediante los conceptos de Suma Inferior y de Suma Superior hemos lle-
gado a la definicién de
b
/ f(z)dz

donde f : [a,b] — R es una funcién continua.

El stmbolo fab f(z)dx representa la “Integral de f sobre el intervalo [a, b]”.
Observe que la letra x es s6lo una referencia a los elementos del dominio de
la funcién, por lo tanto puede ser reemplazado por cualquier otro simbolo.
Asi, podemos escribir

/  fla)de = / (bt = / " f(e)e

(los tres simbolos representan lo mismo).
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Example 3 Use la definicion para demostrar que

Cede = L~ a2
/axx—§( ~ &)

SeaP :a=xy <z <...<xy =0buna particion de |a,b]. Para f () = x
se tiene, en cada subintervalo [Ty_1, Tk

My = Tp—1 , My =y,

y ademds
1
Tp—1 < 5 (il?k + .’Ekfl) < Tk
Luego,
S(f,P) = ka Az = Zﬂtkq (T — Tp—1)
k=1 k=1
< znzl (g + z—1) (T, — Tp—1)
k=1 2

y en forma similar

Esto muestra que

’ e 2
/a:vdx:§(b —a)

Usando la definicién del concepto de integral se pueden DEDUCIR sus
propiedades més bésicas:

1. fabcdx =c(b—a).
Obs.- [*0dz =0
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2. Para f continua sobre un intervalo cerrado que contiene a los puntos

a,by c se tiene:
/acf(m)dm _ /abf(m)dm—i— /bcf(x)dx

i <z<
Ejemplo.- Para f(x) = { g :i zl),E i 22 (continua sobre [1,6]) se

/ f)dr =

tiene

3

f(z)dx + /3 f(z)dx

—

1
3

6
xdm—i—/ 3dz
3

(32 —1%) +3(6—3)

I
L\JI»—"\

I
—_
w

3. (Monotonia) Si f, g : [a,b] — R son continuas con

Vz € [a,b] : g(z) < f(2)

/a gy < / ()

En particular, f(z) > 0= fabf(:v)d:v >0

entonces

4. Teorema del valor medio para integrales.- Dada f : [a,b] — R continua,
existe ¢ € [a, b] tal que:

/ f(@)dz = f(e)(b - a)

Obs.- El valor ;= fab f(z)dx = f(c) se denomina valor promedio de f
sobre [a, b] .
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2 Teorema fundamental del Calculo.

Si consideramos la funcién identidad f(x) = z sobre un intervalo I y elegimos
a € I, podemos definir F': I — R por

Flz) = / o

[Z f(t)dt es la integral de la funcién f sobre el intervalo [a, 2] (de extremos
ayx). Asi

F(z) = /:f(t)dt:/:tdt
1 2 2

= 5 (@ —a)
Ly, 1,
- 9t TR

donde a es una constante. ;Qué relaciéon hay entre las funciones f(z) =z y
F(z) = 32% — 347

Theorem 4 (Teorema fundamental del Cdlculo).
Sea f : I — R wuna funcion continua y ¢ € I un valor fijo. Se define la
funcion F : I — R por

F(z) = / o

Se tiene entonces que F' es derivable y Vx € I :

Fo=g| [ fo] = s

Dem.- Para zy € I tenemos:

F/(il?g) = lim M
r—x0 T — To
iy deS@d— [ f()dt
N Tr—T0 x€r — xo

= lim —f”:o UOL

s—m T — T
= lim f(c(x)) , donde ¢(z) es un punto entre zy y x
T—I0

= f(wo)
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Obs.- El TFC indica que toda funcién continua posee una ANTIDERIVADA.
(F: I — R es una antiderivada de f cuando Vx € I : F'(z) = f(x)).

Aplicacién.- Con la funcién f(z) =1, 2 > 0 se define

F : (0,00) =R
1

x F(x):/ —dt
Lt

Esta funcién es derivable con:
F'(z) = =
(@) = =
1
F'(z) = =
Luego, F' es creciente y su grafico céncavo hacia abajo.
Ademss, F(1) = 0 y se puede probar que
lim F(z) = +o0
Tr—00
lim F(z) = —o0
z—0t
lo que indica que RecF =R .
Esta funcién F' se denomina Logaritmo Natural y se denota In. Asi,

In : (0,00) =R

Inz = /ldt
Lt

con £ (Inz) = 1.
Gréfico de In.—

Inz

En términos mds generales, una consecuencia del TFC es el siguiente
corolario.
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Corollary 5 Sea f : [a,b] — R una funcién continua. Si F es “cualquier”
antiderivada de f , entonces

/ f(z)dz = F(b) - F(a)

Dem.- La funcién G(z) = [ f(t)dt del TFC es una antiderivada de f, al
igual que F. Luego, la diferencia entre ambas es una constante. Asi,

G(z)=F(z)+C
y evaluando en x = a
0=G(a)=F(a)+C=C=—F(a)
y G(z) = F(z) — F(a). Finalmente evaluando en x = b
b
Go) = [ ftdt=F )~ Fla)
Notacién: F(z)[2 = F(b) — F(a).
A la vista de este resultado, el problema de calcular una integral se trans-

forma en la determinacién de una antiderivada (cualquiera) de la funcién
integrando.

3 Integral indefinida.-

d
[tate=F@)+c & LIF@)- @)
Esta equivalencia determina las siguientes propiedades de la integral:

L [ @)+ g@ldo = [ f@its+ [ glopis

2. /cf(:v)d:v:c/f(x)dx

Obs.- Ambas propiedades determinan que el “Operador Integral”: / es

un Operador Lineal (transformacién lineal).
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Estas dos propiedades también son validas para integrales definidas (con
limites de integracion).

También ambas propiedades se generalizan a (una combinacién lineal)

[+ cafie) 4o+ eati@lde = [ fie)is+en [ pada st [ fulo)

Como caso particular, se tiene para un polinomio:

/ [an:v" +a, 12" o Far? +ar + ao} dx
Qp,

- _n ntl anln a2 ar o C
n+1x +— n + . —1—3 —|—2x + apr +

Por ejemplo,

1.- /(4&63 — 222 + mx +5) dx
2

2.- / (42% — 22 + 7z + 5) dz
-1

3.- / (5y/T + 2 —4cosz) dx

4.- / (5y/ + 2 —4cosz) dx
1

5.- Encontrar el drea de la regién encerrada por la curva y = —222 —2z+4
y el
eje T

3.1 Meétodo de sustitucion.-

Segun el TFC para evaluar fab f(z)dx basta encontrar una antiderivada de
la funcién integrando f. En todos los casos mostrados anteriormente la
determinacion de la antiderivada es casi directa. Sin embargo, hay situaciones
en que esto puede ser bastante mas complicado. Piense, por ejemplo, en el
célculo de

3
/ xV2x + 1ldr ,ode
1

/4
/ tan xdx
0
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No es facil encontrar “a ojo” una antiderivada de la funcién integrando.
Veremos como el método de sustituciéon permite resolver estas integrales.
Este método es consecuencia de la regla de la cadena:

LE( @) = (@) ()

Si en la férmula anterior consideramos una funcién g con antiderivada G,
esta queda

lo que puede escribirse

/ g(f(@)f () dx = G(f(z)) + C

Observe que esta férmula puede deducirse con el siguiente procedimiento:
Usando la sustitucion

u f(z)
du f(x)dx
se tiene
[ots@)s @i = [ gtuau
= Gu)+C
= G(f(z)+C
Ejemplos.-

1.- [3zv2? + 4dx
2- [z\22 4 1dx

3.- ff’ 2z + ldx

Obs.- El método de sustitucién puede usarse para calcular intergrales
definidas, de hecho:

/ o(f@)f (@) dx = G(f(z)[:
— G(f(b) - G (f(a))
f(b) 5
/f glwdu = Gl
— G(f(b) - G (f(a))
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Luego

b F(b)
/ g(f(2))f "(x) de = /f g

férmula que se conoce como Teorema del cambio de variable.

Ejemplo.-

1 5
/ :v—?’dx
o (26+1)

11



