UNIVERSIDAD DE CONCEPCION
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
Prof. Jorge Ruiz Castillo

1 INTEGRACION

En este capitulo usaremos el problema de calcular el drea para motivar la defini-
cién de la integral definida. Usaremos la integral definida para definir el drea
de una regién. Finalmente, el Teorema Fundamental del Célculo nos proveerd
de un método simple para encontrar el valor de muchas integrales definidas.

1.1 Preparacion para la integral definida

Consideremos una regiéon R acotada por el grifico de una funcién
fla,b] — R

continua y no negativa; y el eje x.

Definicién.- Una particién de [a, b] es un conjunto finito de puntos

{0, T1y eveeene. ,Zn},n €N
tales que a =g < 1 < covereeerns < x, = b. Escribimos
P ={xo,T1, ereee. T }

Ejemplos.— P = {O, %, %,2} y Py = {0’ %’ 1,2, 1 2}

son particiones del intervalo [0, 2].

Una particion P ={zg, 1, ......... , Tp, } del intervalo [a, b] divide a este en n subin-
tervalos [zg, 21], [Z1,Za]y cevervenen [Tn—1,Zn].

Notacién.- Axy = xp — xi_1: longitud del k-ésimo subintervalo.

Sumas superiores e inferiores

Sea P ={zg, L1, .ccere. ,Tn} una particién del intervalo [a,b]. Sea my el
menor valor que toma f sobre [zp_1,x] (tal my existe ya que f es continua
sobre ese intervalo). Sea Ry el rectdngulo de altura my y base Axy, entonces
Ry es el mayor de los rectdngulos que pueden inscribirse en R sobre el inter-
valo [z1_1,z)]. Hacemos esta operacion para cada subintervalo, de manera que
obtenemos n rectdngulos Rj, Ro, ......... R,, todos inscritos en la regién R.



Definicion.- Llamamos suma inferior de f asociada a la particiéon P a la suma

S(f,P)=m1A$1+m2A$2+ ......... +mnAxn

Observaciones.-
1. s(f,P) < area (R), dada cualquier particién P.del intervalo [a, b].

2. Dadas dos particiones P; y Ps del intervalo [a,b]. Si P; C Po, entonces
s(f,P1) <s(f,Pa).

3. A medida que la base de los rectdngulos se van achicando, la suma de las
dreas de ellos se aproxima mads al drea de R.

Ejemplo.- Sea f (z) = v/z,z € [0,2]. Sea P = {0, %, %, %, 1, %,2}. Encontrar
un valor aproximado de s (f, P).
Solucién.- g = 0,1 = %,zg = %,Ig = %,u =1,z5 = %—g,xﬁ =2

0 125 25 3.75 5

my = f(w0) =0,mg = f(21) = 3. ms = f (x2) = 2,mu = [ (x3) = 3, m5 =
fz)=1,mg=f(z5)=2
A.I‘l = i,sz = 3_76’A:E3: AT A$4 =L A$5 = %,A$6: 1_76
Por lo tanto
s(fyP)=mi Az +ma Axg+......... +m, Az, ~1.614.

Observacién.- El valor real de la regién R bajo la curva de ecuacién
f(x) =,z €(0,2],
sobre el eje z, es %\/5 ~ 1.885.

En forma andloga a como se definié la suma inferior podemos definir la suma
superior considerando rectdangulos circunscritos a la regién R.

Sea P ={x0, 1, ccveen ,Zn} una particién del intervalo [a,b]. Sea Myel mayor
valor que toma f sobre [xg_1,xk]

Definicién.- Llamamos suma superior de f asociada a la particién P ala suma

S(fyP)=M Axy+ My ANy~ ......... + M, Az,

Observaciones.-
1. S(f,P) > drea(R), dada cualquier particién P.del intervalo [a, b].

2. Dadas dos particiones P; y P2 del intervalo [a,b]. Si Py C Po, entonces
S(f77)1) > S(f77)2)

3. A medida que la base de los rectdngulos se van achicando, la suma de las
dreas de ellos se aproxima mads al drea de R.



4. s(f,P) < drea(R) < S(f,P) dada cualquier particién P.del intervalo
[a, b].

5. si Py y P2 son dos particiones del intervalo [a, b], entonces

s(f,P1) <S(f, P2)-

6. SiP; C Po, entonces s (f,P1) < s(f,P2) < S(f,P2) < S(f,Pr).

Ejeﬁlplo Sea f (z) = V/x,

un valor aproximado de S (
x

Solucién.- g =0,z = %

z €[0,2]. Sea P ={0,%,3,-%,1,2,2}. Encontrar
I,P).
2:

4., _ 9 _ _ 25 . _
5:%3 = 15,04 =L, x5 = 33,26 = 2.

0 125 25 375 5

My = f(z1) = 3, My = f(22) = 2,M3 = f(x3) = 3, My = f(z4) =
1,M; = f( 5):%,M6=f z6) = V2
Al’l A$2 36 AI32%7A1E4:1—76,A$5—%,A$6:1—76.
Porlotanto
S(f,P>:M1A$1+M2AZ'2+ ......... +MnA.’En%2105

1.2 La integral definida

Definicién.- Sea f : [a,b] — R, una funcién continua. Definimos la suma inferior
y superior de f ¢/r a la particién P de [a, b] por

S(fvp) = m Az +meANxy—+......... +m, Az,
S(f,P) = MiAxy+MyAzy+ ... + M, Az,
donde (Vk =1, ...... ,n), mg y My son los valores de minimo y de méximo de

f en el k-ésimo subintervalo.

Observacion.-

1. Si Py C P, entonces s (f,P1) < s(f,P2) <S(f,P2) < S(f,P1).

2. Es posible probar que existe (cuando f es continua) un unico nimero I
mayor o igual que todas las sumas inferiores y menor o igual que todas las
sumas superiores.

3. Para f es continua el nimero I de la observacién anterior satisface:

I'= sup {s(f,P)}= einf b]{S(faP)}

PePla,b] PEPla,

donde Pla,b] es la coleccion de todas las particiones del intervalo [a, b].

Definicién.- Sea f : [a,b] — R. La integral definida de f es el dnico nimero I
que satisface:

s(fiP)<I<S(f,P)

para toda particién P del intervalo [a, b]. Esta integral se denota por

/abf(x)da?



Observacion.-

1. / se llama sfmbolo integral

2. a y b se llaman limites de integracion
3. f se llama integranda

4. También es posible definir la integral para integrandas que no sean con-
tinuas.

5. Por simplicidad supondremosa través de este capitulo que la integranda
es continua.

Definicién.-Sea f : [a, b] — R continua y no negativa sobre [a, b] y sea R la regién
acotada por el gréfico de f, el eje x y las rectas x =a y x = b.

y

100 150

Se define el drea de R por

drea (R) = / b f(z)da

Ejemplo.- Sea f (z) = ¢, a < x < b. Muestre que

/abcdac:c(b—a)

Solucién.- Sea P ={xzq, Z1, ceee... , Ty} una particién del intervalo [a, ], se tiene

s(fy,P) = miAzy+meAzy+ ... +my, Az,
= (A1 + DT+ i Axy,)
= c(xp —x1)
c(b—a)

Anélogamente, S (f,P) = c(b— a).
Luego para particién P del intervalo [a, b] tenemos:

S(f,’P)SC(b*CZ)SS(f,’P)

/abcdx:c(b—a)

Definicién.- Sea f : [a,b] — R continua, se define:

/aaf(w)dxzo y /baf(x)dx:—/abf(x)dx

Proposicién.- Sean f y g continuas sobre [a,b] y supongamos que

Por lo tanto,

fx)<g(@),a<z<b
Se tiene:

a) (VP eP[a,b])s(f,P)<s(9,P) vy S(/,P)<5(9P)



b) /abf(x)dac</abg(x)dac

Demostracién.-

(a) Sea P ={z0, %1, ccvrr... ,Tn} una particion del intervalo [a,b] y sean my y
m;, los valores de méximo y de minimo de f y g respectivamente sobre
[zk—1,2k]. Entonces my <mj (f (z) < g(x) sobre [zx_1,zk]) ¥y

s(f,P)= Zmi Ax; < Zm; ANz, =5(g,P)
i—1 i—1
En forma andloga, S (f,P) < S(g,P).

b b
(b) Supongamos que / f(z)dx > / g (z) dx, entonces para toda particién
P del intervalo [a, g], ‘

b b
s(g,mg/ g(sc)dx</ f(@)de < S(f,P) < S(g,P)

Esto muestra que hay dos nimeros distintos entre s (g,P) v S(g,P), lo
que contradice la definicién de integral definida. Luego necesariamente

/abf<:c>dx</abg(w>dw.

1.3 Propiedades de la integral definida

Teorema.-Sean a, b, c € R. Entonces

/abf(:r)d:c—/acf(:v)dl’wL/cbf(x)d:r

Demostracién.- Ver Ellis - Gulick. (Note que para f nonegativa la demostracién
es inmediata ya que cada integral representa el area de la regién entre la curva
y el eje  sobre el intervado que corresponde).

Teorema (Propiedad de comparacién).-
Sea f : [a,b] — R continua y sean m, M € R tales que

(Vz€[a,b])m < f(z) < M.
Entonces b
m(b—a) §/ f@)de < M(b—a)
Demostracién.-

m(b—a):/abmdasg/abf(x)dxg/angM(b—a)

Observacion.-
1. Tales nimeros m y M existen porque f es continua sobre [a, b].

2. Geométricante el teorema dice que el drea de una regién es mayor o igual
que el drea del rectdngulo inscrito y es menor o igual que el drea del
rectangulo circunscrito.

3. m(b—a)y M (b— a) son cotas inferior y superior respectivamente para

/:f(x)dx.



Ejemplo.- Encontrar una cota superior e inferior para

/11 V1428 |sin (1 + arctg (exp (x%’r))) \ dx

Solucién.- m =0 < f(z) < V1+ a6 < V2 =M, para —1 < z < 1.
Por lo tanto

1
o<17<71>)s11f<z>dxsﬂ(lfH))
Og/lf(x)szZ\/i

-1

Corolario.- Sea f : [a,b] — R continua y no negativa, entonces

/bf(x)d:rZO.
>0

Demostracién.- (Vz€ [a, b)) f (x) >
Por lo tanto

/abf(x)dxz/abde:O(b—a).

Teorema (del valor medio para integrales).- Si f : [a,b] — R es continua, en-
tonces existe ¢ € [a, b] tal que

b
/f(z)dw:f(c)(bfa)-

Demostracién.- Sean m y M los valores de minimo y maximo de f sobre [a, b].
Por el teorema anterior

b
m(b—a)g/ f@)de < M(b—a)

dado que b—a >0

b
/ f(z)dx
mg(b——a,)SM ........................ (*)

Puesto que f es continua sobre [a, b], f alcanza sus extremos m y M y se verifica
(), entonces por el teorema del valor intermedio Jc € [a, b] tal que

/abf(:r)dx

f(C):W

es decir

b
/f(:v)dx:f(c)(bfa)

Observacion.-

1. El teorema del valor medio para integrales dice que si f no negativa en-
tonces el drea de la regién limitada por el grafico de f y el eje z, con
a < x < b es la misma que el drea del rectdngulo de altura f (c) y base
b—a.

1
b—a
intervalo [a,b]. Ejemplo si f representa la velocidad de un movil la ex-
presién anterior da la velocidad promedio sobre [a, b]. En forma similar la
expresién anterior puede representar el costo promedio , ingreso promedio,
ete.

b
/ f () dz se llama valor promedio (o valor medio) de f sobre el
a



1.4 Teorema Fundamental del Calculo

Teorema.- Sea f : [a,b] — R continua ysea a < ¢ < b. Sea G la funcién definida
por

G(:r):/rf(t)dtparaagcgb.

Entonces G es derivable sobre [a,b] y

(Vo€ [a,0]) G’ (z) = f ()

Demostracién.- Sea x € ]a, b] fijo, y sea a < z < b, z # x arbitrario. Entonces

G(x)-Cla) _ /czf“)dt—/jf(t)dt: | o

Z—T zZ—x

Por el Teorema del Valor Medio para intgrales, 3¢ = ¢ (z) entre z y z tal que

/zf(t)dt
IZT = f(c(2))

y lime(z) ==
zZ—I

Note que para z = z, [z, 2] = {z}.

Luego
= f (zlgr}rc(z)> , [ es continua
= [f(2)

Esto muestra que G es derivable sobre [a,b] v (Vz€ [a,b]) G’ (z) = f (x).
Observacién.- Los mismos argumentos siguen siendo validos si se reemplaza el
intervalo [a, b] por otro intervalo (acotodo o no acotado). Por lo tanto es valido

el siguiente resultado méds general.

Corolario.- Sea f una funcién continua sobre el intervalo I (que contiene méds
de un punto). Sea c € I fijo. Se define G sobre I por

G(x):/zf(t)dt,xel.

Entonces G es derivable sobre I, y ademéds

(Ve I)G (z) = f (x).

Ejemplos.-

1. Sea G (z) = / tintdt,z > 0. Obtenga G’ (1) y G’ (e) si existen.
2

3

2. Sea F (z) = / exp (u) sin (u?) du,z € R. Obtenga F’ () si existe.
0

3. Encontrar los extremos relativos de la funcién definida por

2

F(z)= /OZ (t—1)%exp (%) dt,z € R.



Nota.- Sea f: A C R — R una funcién. Recordemos que una antiderivada o
primitiva de f es una funcién g : A C R — R tal que (Va€A) ¢’ (x) = f (z). Por
ejemplo una antiderivada de la funcién definida por f (z) = 2® + 2z + cosz + 3
es g (z) = $2* + 22 + 3z +sinz + ¢, con ¢ =constante.

Teorema (Fundamental del cdlculo).-
Sea f una funcién continua sobre [a,b]. Entonces

a) f tiene una antiderivada sobre [a, b].

b) Si F es cualquier antiderivada de f sobre [a, b], entonces

b
[ twa=ro-r
Demostracién.-

a) Sea G (z) = / f(t)dt,a < x <b. Porel corolario anterior, G es derivable

sobre I = [a,b] y
(Vzel) G’ (z) = f (x).

Luego G es una antiderivada de f sobre [a, b].

b) Sea F otra antiderivada de f sobre [a, ], entonces F () = G (x) + ¢. Por

lo tanto
/ £ ) dt

I
@Q
—
=
~

|
Q
=
~

Notacién.- F (z) |4 = F (b) — F (a).
Ejemplos.-

vy 1, ) 11
1/(37 —2x—2)dmzzx —x —2$0:—Z
0

s

4 —
i, =0
4

I
2. / tan x sec xdx = secx

4

Diferenciacién e Integracién como Procesos Inversos

Sea f una funcién continua sobre el intervalo I y sea

G(x):/ f@®dt,xel
entonces G es derivable sobre I y ademés
(Vzel) G’ (z) = f (2)

es decir,

;%AVmﬁ:me

Sea F' una funcién con 1% derivada continua. Derivando primero e integrando
después, obtenemos

/waﬁ=me

es decir

/IF’(t)dt:F(x)—F(a)



Ejemplos.-

INE)
3

ﬁ 4 2 E
1. /0 2xsin($2)d$:/0 [—cos (2*)] dz = — cos (2?) 8/_ zl—g

2. Si v representa la velocidad de una paeticula y f (¢) la posicién, entonces

v(t)= (1) = F (1)
Integrando:
/ttus)ds: Fsds=f (),
es decir O
f(t)—f(to)z/t:v(S)ds

De la misma manera si a representa la aceleracién de la particula se ob-
tiene: .
v () — v (to) :/ o (s) ds
to
3. Se deja caer un objeto desde una altura de 96pie con una velocidad inicial
0. Si el objeto cae con una aceleracién constante debida a la gravedad
de —32-2% | determinar la altura del objeto en cualquier instante después

seg2? i
que se lanza hasta que toca la tierra.

to = 0; a(t) =—3% f(to) =96,  v(tg) =0

v(t)—v(0) = =32t
@)= fto) = —16¢°

Por lo tanto,
f(t) =96 — 16t

1.5 Integrales indefinidas y reglas de integracion

Definicién.-Sea f una funcién continua sobre el intervalo I. Se llama integral
indefinida de f sobre I a cualquier antiderivada de f sobre I. Se denota por

/f(:lc)dx

Ejemplo.- / (22 4 cosz) dx = 2* + sinx + ¢, con ¢ =constante

Teorema.- Sean f y g dos funciones continuas sobre un intervalo I. Entonces
[t@+g@nia= [ @iz [g@) i

Demostracién.- Sean F'y G antiderivadas de f y g respectivamente, entonces

[t@a-r@ v [s@d-cw

(F(2) + G (2)) = f (x) +g(x)
Luego F 4 G es una integral indefinida de f + g, es decir

/(f(x)+g(x))dﬂ:=F(x)+G(ﬂ:)
Por lo tanto

[t@+g@nia=[1@ iz [g@) i



Teorema.-Sea f una funcién continua sobre el intervalo I, y sea ¢ € R. Entonces

/cf(x)d:x:c/f(x)dw

Demostracién.- Andloga a la anterior. Ejercicio
Observacién.- Estos teoremas siguen siendo vélidos para integrales definidas.

Corolario.- Sean f y g funciones continas sobre un intervalo I. Entonces
[t@-g@ni= [ @iz~ [g@i

Demostracién.-

/ (f (@) — g (2)) da

[ U@+ (g @) -

/f(w)dwr/(—g(:c))dx:
/f(m)dw+/(—1)g(g;)dgg:
/f(:v)daa+(—1)/g(g;)dgg:

= /f(x)dazf/g(x)dx

Observacién.- De igual manera si f y g son funciones continas sobre el intervalo
[a, b], entonces

[ @ -g@na=[rwa- o

Proposicién.- Sea f una funcion contina sobre el intervalo [a, b], entonces

/abf(x)dx

(Vze[a,b]) = |f ()] < f(z) <|f (@)l

< [

Demostracién.-

Por lo tanto,

—/ab|f(:16)|d:zcS/abf(flﬂ)d%S/ab|f(=’5)|dﬁlj

/abf(x)dac

Luego,

< [l

Ejemplo.- Demuestre que
€

.1 .
lim — rsinzdr =0
e—0 € 0

Solucién.- Sea € > 0, se tiene:

1/ . <
- T sin xdx x sin zdx
€Jo lel |Jo

1 €

= —/ 22dx
lel Jo
1

= el

3

1 [€ 1 [€
< —/ |z sinz| dx < —/ || |z| dx
le[ Jo el Jo

10



Por lo tanto

lim
e—0

=0

1 €
- x sin zdx
€ Jo

€

1 .
lim — zsinxdx = 0.
e—0 € 0

y luego

1.6 Integracién por sustituciéon

Teorema.- Sean [ y g dos funciones tales que go f y f’ sean continuas sobre un
intervalo I. Sea G una integral indefinida de g sobre I, entonces

/gﬁ@ﬂf@ﬂw=GU@D+c

Demostracion .-

Por lo tanto

Observacién.-

1. En la préctica es conveniente reeemplazar v = f (z), lo que da,
du = f'(x)dx y con esto

[ott@) s @iz = [g(wau

2. Para calcular una integral definida puede ser considerada primero como
una integral indefinida y luego ser evaluada en sus limites de integracion.
Por esto todos los resultados para integrales indefinidas pueden ser apli-
cados en el calculo de integrales definidas.

Ejemplos.-

1
1. /acx/xz—ldajzi/\/adu; u=2z?—-1, du=2xdz
=LVl pe=1/G? 1) +c

s s AQ
4 6 4 5 A 2 5
2. cos’ xtanxdxr = cos®’ xsinxdr = — u’du; U = CoST,
0 ) 0 1
du = —sinzdx
— _ 1,8 E_ 7
= 78U |17 T a8
i V3
sin z 2

©
S—
e

dz = —/ uw?du, w=cosz, du= —sinzdz
1

cos? z

Ejercicios.-

a
1. Demuestre que f(z)dx =0, sif es impar
—a

2. Calcule el drea A entre el gréfico de la funcién definida por
f@)=vVz+1,2€l0,3]

y el eje x.

11



1.7 El logaritmo como una integral

1
Sea f(z) = pak € I, I es un intervalo que no contiene a 0. Luego /f (z) dx

sobre I ya que f es continua sobre ese intervalo. Esto motiva la siguiente :
Definicién.- La funcién ”logaritmo natural” queda definida por:

71
lnz:/ —dt
1 t

Observacion.- De la definicién se obtiene:

sobre el intervalo |0, +00].

1. In1=0
d 1
2. . (Inz) = - (T. F. del C.)

3. La funcién logaritmo natural es estrictamente creciente sobre el intervalo

d
10, +00] (% (Inz) > 0)
4. Puesto que la funcién logaritmo natural es continua sobre [1,4], entonces

t

3 4
1 1 1 1 1 11 1
/—dt+/ Edtz—(2—1)+§(3—2)+—(4—3):§+—+—>1)
2 3

4 2
1 1
del teorema del valor intermedio (Inl= 0, In4 = / —dt = / Edt +
1 1

t 2 4 3 4
se obtiene que existe un nimero e (inico porque f () = Inx es creciente)
tal que Ine = 1.

5. Se puede demostrar que e es un nimero irracional y que

e~ 2,7182818284590452336

6. también podemos enunciar las siguientes propiedades:
Teorema.- Sean b > 0, ¢ > 0, r racional. Se tiene:

(a) In(bc) =Inb+1nc
(b) In(b") =rlnbd
(c) In2 =Inb—1Inc, en particular In2 = —Inc

Demostracién.- Ejercicio

7. Para analizar la grafica de f (z) = Inz, tenemos que:
In1=0
f es creciente sobre 0, 00|
d? 1
— (lnx) = —— < 0. La gréfica es concava hacia abajo.
dx? x?

f(z)=lnzx

Observacion.-

1. lim (Inz) = -0
z—0t

2. lim (Inz) =+

r—+00

12



d 1 1 d 1
- (In(—z)) = - (-1) = pe < 0. Dado que ademsés o (Inz) = .
z > 0, tenemos que

3.

% (In|z|) = é, x € ]—00,0[ o bien z € |0, 00|

Por lo tanto )
/—dwzlnm—i—c
T

Ejemplos.-

—122 —121 12
/ —dtzz/ Lat = 21712 = 21n3.
t L1

—4

—_

2. Encontrar el dominio y la derivada de la funcién definida por:
g(z)=xzn(z*-1).
Solucién.- domf =]—o0, —1[U]1, 400
3. Obtenga j—i si: yln% =sin (y? + ).

4. Obtenga el gréfico de f (z) =In (1 + 2?).
Solucién.- domf =R

f(z)=In(1+2?) *
Ccos T du .
5. [ cotxdx = —dx = | — u = sinx; du = cos xdx
sinx u
=ln|u|+c=In|sinz|+c.
secx + tanx du
6. /secxd:c: /secx;dm: — u = secx + tanx
secx + tanx U

du = (sec xtan x + sec? x) dz

/secxdx =In|u| + ¢ =In|secz 4 tanz| + c.

Ejercicios.-

: Inz
1. Demuestre que lim — =0.
r—+oco I
2. Averigue sobre el "método de derivacién logaritmica” (para encontrar la
derivada de un producto) y demuestrelo.
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