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1 Funciones Inversas

1.1 Repaso de propiedades de funciones inversas

Sea f : A — B una funcién biyectiva y sea f~! : B — A su funcién inversa.
Recordemos que se tienen las siguientes propiedades:

L (VeeAy=[f(x)=z=["(y)
foft=Igyfltof=1Ia
VyeB) f(f W)=y AN (VzeA)f 1 (f(z)=2

Toda funcién estrictamente creciente y toda funcién estrictamente decre-
ciente es inyectiva.

Ll

5. La gréfica de una funcién biyectiva y de su inversa son simétricas con
respecto a la recta de ecuacién y = x

1.2 Continuidad y derivabilidad de funciones inversas

Teorema.- Sea f : I — J una funcién biyectiva, I y J son intervalos de R. Si f
es continua, entonces f~! : J — I también lo es.

Teorema.- Supongamos que f tiene una inversa y es continua sobre um in-
tervalo I. Sea zp € I e yo = f (xo). Si f' (xg) existe y si f' (zo) # 0, entonces
(ffl)/ (yo) existe y ademds

1
f' (o)
Idea de la demostracién.- f~' es continua sobre J (ya que f lo es sobre I). En
particular f es continua en yo = f (xg).

— (f (=0))

) - ) lim [ (@) !
(z0)

Y—Yo Y — Yo xT—T0 f (SC) -
y f~! son continuas).

(f_l)/ (vo) =

—1

f
f

= lim = i (

T—xT0 f (.’E) — f (1'0) f/ (330)’
Ejemplos.-

1. Sea f (z) = 25 — 322 + 3z — 4. Encontrar (f’l)/ (—3) si existe.

Solucién.- f (1) = -3
. f es continua sobre R

1 €]—o0,+o0]
. f es derivable y (Vz € R) f/ (z) = 5a* — 622 + 3
En particular f/ (1) = 2.

Luego f es derivable en yg = f (1) = -3y

1 1

(fil)/ (=3) = (1) = b}

d
2. Sea y = 32 4+ 22 — In22. Encontrar d_ac
Y

Solucién.- Sea y = f (x), entonces d_gyc = [ ().

Supongamos que f~! existe sobre un intervalo abierto I. Entonces pode-
mos escribir:

x=f""(y),

d:L’ —1\/
@: (f ) ()

y luego



f es continua sobre I
f es derivable
Por lo tanto

1
9 (y) =
es decir J . )
T T
> - = 1224 +22—2 #£ 0.
dy @ 12x3+2—§—’§ 1224 + 22 — 2’ SR &
dx

1.3 La funcién exponencial natural

La funcién inversa de f : RT = R, f(z) =lnzes f' : R - R", f~1(z) = e”.
Se tiene:

1. (Vz>0)e* =2y (Vr €R)Ine” =z

d 1 1
2. Eew:d—:T:y:ex (dondeyze‘”)
= (In it
dy( vy
3. y=¢€"
y=Inx

4. /emd:r:eerc

Ejemplos.- Encontrar f’ (z) si
1. f(z) =et=*
2. f(z) = tane3®

x%e¥ = Inzy, donde y = f (z).

Encontrar la integral:
tany
4. / c 5—dy
cos?y
/ e ) dy

t -t
/ ey
et + et

©w

ot

&



1.4 La funcién exponencial y logaritmo

d
1. (Va € R) o (x%) = ax*~L.
Demostracién.- 7% = 4@
Ejemplo.- Sea f (z) = (32)°””“. Encontrar f’ (x).
Solucién.- f (z) = es" 3% (Alternativa: Iny = cos (In 3z))
2. y=a" (cona>1)

y 31.98

y=a" (con 0 <a<1l)

y 31.98

d
3. — (a”)=a"1
o (a®) =da"Ina
1
4. /ardx =—a"+c
Ina
nx
5. Teorema.- Sea a > 0,a # 1. Entonces log, z = 1—.,33 > 0.
na
. Inz
Demostracién.- y =log, z <= a¥ =r <= ylna=lhzr <=y = o
na

6. Son vélidas las leyes de logaritmos (ya concidas).
(Va,b,c > 0)log, bc =1log, b+1log,c A log,b" =rlog,b

1.5 Crecimiento y decrecimiento exponencial

Senalamos el siguiente:
Teorema.- Sea f : [0,4+00[ — R continua y tal que (Vz > 0) f' (z) = kf (x).
Entonces:

(V& > 0) f () = f (0) "

Observacion.-

1. Si f satisface la relacién anterior decimos que crece exponencialmente
cuando k£ > 0 o que decrece exponencialmente cuando k < 0.

2. Si (Vz € R) f' () = kf (x), entonces el resultado anterior también se ex-
tiende a

(Vo €R) f(z) = f(0) "

1.6 Funciones trigonométricas inversas

Las derivadas de las funciones trigonométricas inversas se obtienen usando di-
rectamente el teorema correspondiente de la seccién 5.2.



f [_575} [ ) ]7f( )—sma:

L1 =[5, 5], f7 (=) = arcsina

Se tiene:

L (sinz) =cosz A L (arcsinz) = ﬁ, |z < 1.
Observacién.-

(a) arcsin (sinz) = x

(b) sin (arcsinz) = x

(c) = arcsinz + ¢

dx
/\/17362

9 /\/anixQ
2. f:]0,7] = [-1 ],Jf()—cosw

=11 - [ , 7t (z) = arccos
Se tiene:

L (cosz)=—sinz A L (arccosz) = —ﬁ, |z < 1.

= arcsin — + ¢, a es un nimero fijo mayor que 0.
a

3. f:]-3,%[—]—00,+o0[,
ft:]—o0,+oo[ — ] %5

f(z )—tarm
. f

~!(z) = arctanx

L (tanz) =sec?z A L (arctanz) =

4. f:]0,7[ = ]—o00,+00[, f (z) = cot
f7t i ]=o0, oo = J0, 7, f (2)

1
5% € R
T
= arccot x

(arccot ) = zeR

1—|-b1r27

: 7| — =00, —1J UL, [af()_SeCQ?
“1:]—00, —1] UL, +o0[ — [O,%[ } ] ,f1(x) = arcsecw
4L (secw) =secxtanz A L (arcsecz) = N%, lz] > 1

6. f:[-%,0[U ]0,2]—>]_ -1Ju[L ,
g*]— ,—1JU L, +oo[ — [-5,0[U]0, 5
e tiene:

4L (cscx) = —cscacotz A %(arccscx):—m/%,\x|>l

f( )—Cbcx
J.f

= arccscx

Demostracién.-

1. Indicacién.-
d : 1 _1 * 1 1
— (arcsinng ) = ————— = = =
dx ( ) \/1—sin2 y Vi-a?

A (siny) — cosy
*rel-L1l<ye]-5,5[ < cosy > 0.

El resto se demuestra de la misma manera. Queda como ejercicio.
Ejemplos.-

sinx 2 1
tan® x _ 2 . tan’z =tan® U _
1. /cos3xe da:—/tanxsec xe dr =, 5 o & sec? wdx 2/6 du =

2
:§€u+C:%€tan L

1 2
2./ x—1 dx:/%(%x_u)_gdx:
1822 — 122 + 4 1822 — 122 + 4
362 12 2 1 e
1 u=18x“—12z+4
= = —d —_— —d =
3/18x2—12x+4 . 3/18$2—12x+4 v
12 1
_ 1 Zdu—= d _v=3z—1
36 | 3/2+2(9x2—6x+1) v

1 1 1
_ 1 1 _ 2 _
—361n|u\f§/1+v2dv—3 In |18z 712x+4‘7—arctanv+0—

% In 1822 — 122 + 4| — § arctan (3z — 1) + ¢
3. Para —1<a<z<b<l1:

3
x° —1 u:l—x

2
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wleo

1- 1
:_%/ udU—arcsinx+c:_§ <2u

Vu
=—V1-a22+1 (1—22)°+¢

4. Suponga que la rapidez con que se enfria la superficie de un material, en
un medio ambiente a 0° C, es proporcional a su temperatura. Sabiendo
que el material, se encuentra a 90°, explique ;como puede predecir al cabo
de 1 minuto cuanto demorard en estar a una temperatura de 20°7.
Solucién.- % =—kT,k>0

T(t)=T(0)e
T (t) = 90e~kt
T (t1) = 20 = 90e~**
Al cabo de un minuto la temperatura estard a 20° en t = t; — 1.

2
—gu > —arcsinx + ¢ =

1.7 Funciones hiperbdlicas

Definicién.- Se definen las funciones llamadas "seno hiperbdlico" y "coseno
hiperbdlico" respectivamente de la siguiente manera:

sinh : R — R;sinh(z) =

cosh : RHR,COS(x):i

Estas funciones tienen las siguientes propiedades:
1. sinh(0) =0 A cosh(0)=1
2. (Vz € R) £ sinh (z) = cosh (z) A =L cosh(z) = sinh (z)

Demostracién.-
% cosh (z) = % (e%r;—m) = em?_m = sinh (z)
3. f(x) =sinhz g (x) = coshz
T 0 T 0
f (@) 0 g (x) 1
F@ [+++ [+ [ +++ J@ [——— [0 +++
@) [———[0 [+++ @ [+++ |0 +++
/N /U N\ U /U
y=f(2)
y=yg()

¥ 7322

4. (Vz € R) cosh® z —sinh®z = 1
Demostracién.-

2 . 2 ef4e * 2 et —e " 2
coshx—smhx:( 5 >+( 5 ):1

5. La funcién sinh es impar y la funcién cosh e par



6. (Vt € R) (cosht,sinht) pertenece a la hipérbola: 2% — y* = 1.

7. Se definen las funciones "tangente hiperbdlica", "cotangente hiperbdlica",
"secante hiperbdlica", "cosecante hiperbdlicas" respectivamente por:
sinh (z) e*—e*

tanh : R — R,tanh(z) = cosh () = oo

cosh ()
h @ R- R, coth =
cot {0} — R, coth (z) Sinh (2)
1
3 : R—-R;s =
sech — R,sech(x) cosh (7)
1
csch : R—{0}— R,csch(z) = Sinh (@)

f (z) = tanh (z)

f (z) = coth (x)

f(z) =sech(x)

Y0.981

f(z) =csch(x)

_
0

Las funciones hiperbdlicas verifican las siguientes propiedades:

(a) cosh?z —sinh?z =1

(b) tanh® z + sech?z = 1

(¢) coth?z — csch?z =1
)

(d) sinh (—z) = —sinh ()



cosh (—z) = cosh (z)
(x £ y) = sinh (z) cosh (y) £ cosh () sinh (y)
cosh (z & y) = cosh () cosh (y) £ sinh (z) sinh (y)

tanh(z)+tanh
h) tanh (1? + y) = 1ita1§h2x) tanlfz)

Demostracién.-

—x

(d) sinh (—z) = &% = —sinh (z)

ety _—(z+vy)

(f) sinh(z +y) = g
sinh () cosh (y)4cosh () sinh (y) = £=¢— ey'*';fy —l—em'*';ﬂ e _2€—y =

2
ety _e—(@ty)
- 2

Por lo tanto

sinh (z + y) = sinh (x) cosh (y) + cosh (z) sinh (y).

Ademas:

sinh (z — y) = sinh (x + (—y)) =

. = sinh (z) cosh (—y)+cosh (z) sinh (—y).=@) ¥ (¢)
= sinh (z) cosh (y) — cosh (x) sinh (y)

Observacién.- Las funciones hiperbdliocas no son periédicas.

La funcién seno hiperbdlico inverso

Sea f: R—>R,f(z) =sinhz yseag: R—R g(z) = ln(ac—i—\/xQ—i—l),
entonces go f = fog = Ig, y por lo tanto g = f ', es decir, la funcién inversa
de la funcién "sinh" es aquella definida por g (z) =In (z + V2?2 + 1),z € R.

Nota.- Para la funcién inversa de "sinh" se adopta también la notacién "sinh "

siempre que este claro el contexto en que se usa y no hay lugar a confusién con
. . 1
el reciproco de sinhz que es ;53—
Por otra parte, la funcién "sinh" es continua, derivable y ademds
d .
(Vz € R) T (sinhz) # 0
x

Luego de y = sinh ™! z, se tiene 2 = sinhy y por el teorema para la derivada de
la inversa

d 1 1 1 1

— (sinh_1 :E) == = = > =

dx 7y (sinhy) coshy  \/sinh?y+1 Va?+1

Por lo tanto

d 1
— (sinh_1 :L') = —
dx 2 +1
Ejemplos.-
d d inh h2 z—sinh2
L. dx (tanhx) =~ dz (zgihaz:) = == C(;JUShéSl;l == cos}112a; = sech’z.
1 ___ o
2. L (sinh ™ (Vo T 1-2?))=——2LL = 14z /73T

\/( z+1—w2)2+1 B 2\/m\/(\/m—z2)2+1

x—2
3

3 / dz _ 1 dz e
== —=
v —4zx+13 3 <x32)2+1
r—2

= sinh L utc = sinhfl(T) +c.

_/ du
) VaZ+d
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