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1 Aplicaciones de la derivada

1.1 Maximos y minimos

Definicién.- Sean f: A C R — R una funcién, zy € A. Diemos que:

1. f alcanza un médximo absoluto en zg si (Vz € A) f (z) < f (zo).

2. f alcanza un minimo absoluto en zg si (Vz € A) f (x0) < f ().

f (x0) es llamado el valor de méaximo o de minimo (segin cresponda) de f
sobre A.

Ejemplos.-

1.f:R—>R,f(a;):{ ?’mi iil

Alcanza un minimo absoluto en xy = 0, su valor minimo es f (0) =0y no
alcanza un mdaximo absoluto.

2. f:[0,37] = R, f(x) =cosx
Alcanza un méximo absoluto en los puntos zg = 0. Su valor méximo es

f(0) = f(2m) = 1. Alcanza un minimo valor en el punto zo = 7 y su
valor minimo es f (7) = —1.

1 . . . .
3. [:]0,1[ = R, f () = =, no alcanza ni un maximo ni un minimo absoluto.
x
Observacién.- si f tiene un mdximo y un minimo absoluto en A se dice que f
tiene extremos en A.
Definicién.- Sean f: A C R — R una funcién y zo € A. Se dice que:
1. f alcanza un méaximo local en g si

(30 >0) (Ve €]zg—d,xz0+[NA) f(z) < f(zg).

2. f alcanza un minimo local en x( si

(36 > 0) (Vz € Jxzg — 0, xz0 + 0[N A) f(z0) < f(x).

Ejemplos.-

1. En el ejemplo 1. anterior f no posee puntos de méximo ni de minino local.



2. En el ejemplo 2. anterior f tiene un méximo local en zg = 27 y tiene un
m ‘nimo local en zo = 27.

3. En el ejemplo 3. anterior f no tiene maximo ni minimo local.
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Alcanza un méaximo local en los puntos zg = 5 Y= Alcanza un
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minimo local en los puntos zo = 0y x3 = - f no alcanza méximo ni

minimo absoluto.

—xr+3 r<1

T 1<z <3

5 f:[0,12] = R, f (z) = —x4+7 , 3<x<8
r—10 , 8<x <10

—x+11 | z > 10

Alcanza un méximo local en zg = 10. Alcanza un minimo local en z; = 8.
Alcanza un minimo absoluto en z1 = 8. No alcanza un méximo absoluto.
Observacién.- Los puntos 3 = 1y x4 = 3 no son puntos de méximo ni de
minimo local o absoluto.

Teorema.- Si f es continua en un intervalo cerrado [a, b], entonces f alcanza un
méximo y un minimo (absoluto) sobre [a, b].

Observacién.- El teorema dice que una funcién continua alcanza sus extremos
sobre un intervalo cerrado.

Teorema.- Sea f : [a,b] — Ry sea xg € |a,b[. Si fes derivable en zg y al-
canza un extremo en xzq (local o absoluto), entonces f’ (xg) = 0.
Demostracion .-

i) Supongamos que f’ (zg) > 0.

Dado que
f/ (x()) — lim f(l') - f(x()) > 07
T—Io r — X
entonces para x cercano a xg
@) =)
r — X

Luego para x > xo, f (x) > f (zo) y para x < xo, f (xg) > f (x).
Por lo tanto xgno es un punto extremo de f. —

ii) Anélogo.



Observacion.-

1. Sea f : [a,b] — R derivable, entonces el teorema anterior dice que f
alcanza los extremos (absolutos) en los puntos a o b; o bien en los puntos
xo € |a, b] tales que [’ (zg) = 0.

2. El reciproco del teorema no es verdadero, es decir, pueden existir puntos
xo € Ja, b tales que f’ (zg) =0y zp no es un punto extremo de f.

Ejemplo.-Para f : [-1,1] — R,= 23, se tiene que f/(0) = 0y z9 = 0
no es un punto extremo de f.

Definicién.- Sea f: A C R — R una funcién. Se llaman puntos criticos de f a
todos los puntos xg € A tales que [’ (zo) =0 o f’ (zo) no existe.

Observacién.- Sea f : [a,b] — R una funcién continua, los puntos extremos de
f se encuentran emtre los puntos criticos de f o entre los extremos a o b de [a, b].

Ejemplos.- Encontrar los extremos de:

1. f(x) =x — 23 sobre [0, 1].

1 1
0= zr=—Vz2r=——
V3 V3

es el unico punto critico sobre [0, 1]

7 @)
L
V3

1 2
() = 3varo=rm-o

Por lo tanto f alcanza un minimo absoluto en zg = ﬁ y un minimo
absoluto en los puntos x1 = 0, 2 = 1.
2. f(z) = |z| sobre [-2,1].
Solucién.- (Vx # 0) f' (z) #0 y f' (0) no existe.
zg = 0 es el inico punto critico para f.
f0)=0,f(=2)=2f(1) =1L
Luego f alcanza un méximo absoluto en z; = 2 y un minimo absoluto en
o = 0.
3. f(x) =z — a3 sobre [—1,3].

. . 1 L
Solucién.- f alcanza un méximo absoluto en xy = ﬁ y un minimo abso-

luto en 1 = 3.
Ejercicios.-

1. Encontrar los extremos de:

(a) f(z) =

(b) f(x) = x* — 4z sobre [—4,4]

(¢) f(x)=+/1+ 22 sobre [-2,3]
f(

3 .3
(d) f(x)= —sin x sobre [—%, %]

z) = x* — x sobre [0, 2]

(¢) f(x) = cosmz sobre } % 1]

2. Sean f:[a,b] =Ry g:[a,b] — R tales que g (x) = —f (z). Pruebe que:
f (o) es el menor valor de f sobre [a,b] <= g (xq) es el mayor valor de g
sobre [a, b].



1.1.1 Teorema del valor medio

Teorema de Rolle.-Sea f continua sobre [a, b] y derivable sobre ]a,b[. Si f (a) =
f(b), existe zg € ]a, b[ tal que f" (zo) = 0.
Demostracién.-

i) Si f es constante, (Vx € Ja,b) f' (z) =0

ii) Si f no es constante existen nimeros x; y 2 (distintos) de maximo y de
minimo respectivamente.
Como f (a) = f (b), entonces x1 ¢ {a,b} o z2 ¢ {a,b}.
Si z1 ¢ {a,b}, entonces x1 € |a,b], x1 es un punto extremo de f y f es
derivable en z7. Luego f’ (z1) = 0.
Si zo ¢ {a,b}, entonces de manera an “loga se obtiene que f’ (zg) = 0.

Observacién.- En las condiones de hipdtesis del teorema, este dice que:

1. Existe al menos un punto xg € Ja, b[ tal que la recta tangente a la grafica
de f en (xo, f (x0)) es paralela al eje de las x.

2. Existe al menos un punto critico de f sobre ]a, b[.

Teorema del valor medio.- Sea f continua sobre [a,b] y derivable sobre ]a,bl.
Existe zo € ]a, b tal que

fla) = f(b)

- (x — a)|, entonces g es
)

continua sobre [a, b] y derivable sobre |a, b[. Ademas g(a)=g(b)=0.
Por el teorema de Rolle existe =g € ]a, b] tal que ¢’ (z9) = 0. Dado que

Demostracién.- Sea g () = f (x)— | f (a) +

gl(xo):f'(wo)—w,a<m<b,
se tiene )
f’(ﬂﬁo):% y To € |a, b[.

Observacién.- El teorema dice del valor medio dice que existe zg € ]a, b[ tal que
la recta tangente a la gréfica de f en (zo, f (zg)) es paralela a la recta que une

los puntos (a, f (a)) y (b, f ().

Ejemplo.- Verifique el teorema del valor medio para

1
fx)= gsc?’ + 2z sobre [0, 3].

Solucién.-
- [ es continua sobre [0, 3].
- f es derivable sobre ]0,3[ vy f’ (x) = 22 + 2.
NIOEU
3—-0 7
La ecuacién f'(x) = 5 tiene solucién z = +1/3. Luego xp = /3 satisface el
teorema del valor medio.

Ejercicios.-

1. Verifique el T.V.M. para: f (z) =z — 6x sobre [—2,0].

2. Sea f (x) = |z|. Muestre que f (—2) = f (2) pero que no existe un nimero
€ ]-2,2[ tal que f'(c) = 0. Este resultado jcontradice el teorema de
Rolle?.



3. Use el teorema de rolle para mostrar que existe una solucién de la ecuacién
tanxz = 1 — x sobre ]0, 1].
Indicacién.- f (z) = (z — 1)sinz,x € [0,1].

4. Para llegar a Aulas un estudiante de Ingenieria recorre sin detenerse 2
kms. en 20 min. Otro astuto mechén lo observa y dice: "estoy seguro
que por lo menos en un instante de td trayectoria tu rapidez ha sido 6
kms./hr". ;Es correcta esta afirmacién?. ;jPor que?.

1.1.2 Aplicaciones del teorema del valor medio

Teorema.-

a) Sea f continua sobre el intervalo I de extremos a y b. Si f’(x) = 0 para
cada x € ]a, b[, entonces f es constante sobre I.

b) Sean f y g son continuas sobre el intervalo I de extremos a y b. Si
f'(x) = ¢’ (z) para cada x € ]a, b[, entonces existe una constante c tal que
f(x) =g (x)+ csobre I.

"Demostracién.-

a) Sean z,z € I con = < z. Se tiene:
- f es continua sobre [z, 2]
. - f es derivable sobre |z, z].
Por el T. V. M. existe xg € ]z, 2] tal que

f(z) = f (=)

zZ—X

f/ (5130) = = O

Luego f (z) = f (), lo que prueba que f es constante sobre I.

b) Basta aplicar la parte a) a la funcién definida por

Observacion.-

1. Sea f una funcién definida sobre un intervalo I, se llama antiderivada de f,
primitiva de f, o integral indefinida de f a cualquier funcién F : I C R —
R tal que F' () = f () sobre I.

2. De acuerdo al teorema anterior parte b) la diferencia entre dos antiderivadas
de f es constante sobre I.

3. Una integral indefinida de f se denota por /f(x) dz. De acuerdo a

la definicién /f (x)dz = F () + ¢, donde ¢ es llamada constante de

integracién.

Ejemplos
1. (a) Encontrar todas las antiderivadas de
f(x) =2 (2sinz + zcosx) sobreR

(b) Determine la antiderivada G de f tal que F (0) = 1.
Solucién.-
(a) F(z)=a?sinz +c, c = cte.

71_2

(b) F(x):xQSinx—&—l—I

(a) / (SQU2 + sec? :10) dr = 2® + tanz + ¢, sobre cualquier intervalo I que

. 0
no contenga multiplos de 7"



(b) /ac (2cosz — xsinz) dr = x? cosz, sobre I = R.

Funciones crecientes y decrecientes
Definicién.-

a) Una funcién f se dice creciente [decreciente] sobre el intervalo I si:

(Vz,ye e < y= f(z) < f(y)
(Vz,y e Nx <y= f(y) < f(2)]

b) f se dice estrictamente creciente [estrictamente decreciente] sobre el inter-
valo I si:

Ve,ye e < y= f(z) < f(y)
(Vz,yc Na<y= f(y) < f(2)]

Ejemplos.-
1.

f es decreciente sobre |—o0, 5]
f es creciente sobre |5, +00].

2. Muestre que existe exactamente un valor de x tal que cosz = 2x

Sea f (z) = cosz — 2z,z € R, se tiene: (Vz € R) f’' (z) < 0.

Teorema.- Sea f una funcién continua sobre un intervalo I de extremos a y by
derivable sobre |a, b[.

a) Sif’(z) > 0sobre]a, b, entonces f es creciente sobre I. Siademds [’ (z) =
0 s6lo en un ndmero finito de puntos de I, entonces f es estrictamente
creciente sobre I.

b) Si f'(z) < 0 sobre ]a, b[, entonces f es decreciente sobre I. Si ademds
f' (z) = 0 s6lo en un nimero finito de puntos de I, entonces f es estricta-
mente decreciente sobre I.

Demostracién.-

a) 1) Sean z,z € I;x < z, entonces
f es continua sobre [z, 2]
f es derivable sobre |z, z|.

Por el T.V.M. existe ¢ € |z, z[ tal que f’ (¢) = M > 0.

—x
Puesto que z —x > 0, f (x) < f (2). Luego f es creciente sobre I.

il) Supongamos que f no es estrictamente creciente sobre I.
Existen u,v € I;u <vy f(u) = f(v). Dado que f es creciente, f es
constante sobre [u, v]. Por lo tanto(Vz € Ju,v[) f’' (z) = 0.

b) Basta aplicar la parte a) a la funcién

g: ICR—R,g(x)=—f(2).



Ejemplos.-

1. Sea f(z) = 22® + 322 — 122 — 3. Encontrar los intervalos donde f es

estrictamente creciente (decreciente).
Solucién.- f/' () =6 (x+2) (z — 1)

2. Sea f(z) = #3 + 322 + 32z — 3. Encontrar los intervalos donde f es
creciente o decreciente.
Solucién.- f (z) = 3 (z + 1)°.

Observacién.- El teorema anterior es valido solo en un intervalo, sin esta hipdte-
1

sis este puede fallar, por ejemplo si f () = —, entonces (Vo € R—{0}) f/ () <0
x

y f no es decreciente sobre R— {0}.

1.2 Criterio de la 1* y 2 derivada

Diremos que f’ cambia de positivo a negativo en x si existe d > 0 tal que

Vz € Jxg — &, z0[) f' () >0

Vz € ]z, 20 + 0[] f' (z) < 0.

Vale una definicién andloga para " f’ cambia de negativo a positivo".

Teorema.- (criterio de la primera derivada)
Sean f una funcién continua sobre un intervalo I y xg € I.

a) Si f’ cambia de positivo a negativo en g, entonces f tiene un méaximo
local en xg.

b) Si f/ cambia de negativo a positivo en zp, entonces f tiene un minimo
local en xg.
Demostracion .-

a) f es creciente sobre |xg — §,zo[y f es decreciente sobre |z, zg + 0. Luego
o es un punto de maximo relativo para f.

b) Anédloga.

Observacién.- El criterio no da informacién si f no es continua en x.
Ejemplos.- Determinar los extremos relativos de
1. f(x) =423 +92% — 122 +3

2. f(x) =23

1. x = —2 es un punto de méximo relativo para f.

T =7 esun punto de minimo relativo para f.

2. x =0 es un punto de minimo relativo para f.

Ejercicios.- Determine los extremos relativos de

1. f(:r:):4:r32fl

8




Teorema.- (criterio de la 2% derivada)

Supongamos que f'(z¢) = 0. Entonces

a) Si f(x0) < 0, entonces z( es un punto de méximo relativo para f.

b) Si f” (zg) > 0, entonces xo es un punto de minimo relativo para f.

a) f"”(xg) = lim

Demostracién .-

T—xTo Tr — X
luego existe § > 0 tal que para = € Jxg — d,zg + [, se tiene:

[ (@) = f' (o)

r — X

<0

por lo tanto

x € Jzog—d,m[ = f'(z) > f'(x0) =0
r € |xod,xo+ 0= f (z) < f (x0) =0.

Esto muestra que f’' cambia de positivo a negativo en xg. En consecuencia
2o es un punto de maximo relativo para f.

b) Anéloga.

Observacién.- Si f” (zg) = 0, el criterio no da informacién.

4

Ejemplo.- Encontrar los extremos relativos de f (z) = 2* — 7%

1
Solucién.- x = 5 es un punto de minimo relativo para f.

Ejercicio.- Encontrar los extremos relativos de

1.

1.3

fx)= (£E2 + 2)6

Aplicaciones de los valores extremos

. Un alambre de longitud L se corta en dos partes. Con una se construye
un cuadrado y con la otra una circunferencia. ;Cudl debe ser la longitud
de cada trozo para obtener la méxima y la minima suma de las dreas?.
Solucién.-

Construimos el cuadrado con un trozo de longitud z y la circunferencia
con un trozo de longitud [ — x. Tenemos:

2 (L—x)
=— 4+ ——"0<zx<
Al(x) 16+ i 4£/O_x_L
/ — —
A(m)—0<:)ac—2ﬂ+4 2 2
4L L L L
A = ;A0)=— A(L) ==
(71'—!—4) 4(r+4)’ 0) 4r’ (L) 16

4L
A (x) es méximo para x1 = 0y es minimo para zo = —k Por lo tanto el
T

drea méaxima se obtiene cuando el cuadrado se construye con un trozo de
longitud 0 y la circunferencia de longitud L. La minima se obtiene cuando

el cuadrado se construye con un trozo de longitud

wlL +4L — Ax
T+ 4

y la circunferencia
T+4

con un trozo de longitud



2. Se inscribe un rectdngulo en un semi-circulo de radio r tal que un lado
del rectdngulo esta sobre el didmetro de la circunferencia. Encontrar la
mayor drea posible del rectangulo.

Solucién.- y=rZ—a2

A(z) =2zvr? —a2,0<z<r
A’(x)zO(z)x:E
A(O)Z&A(T)ZQA(%) =r2

Luego el drea del rectdngulo es maxima para g = . El drea méaxima

Sl

. . . . r
del rectangulo inscrito en la circunferencia es A (—) =72

V2
3. Se desea disenar una demarcacién exterior de la forma que muestra la
figura siguiente y debe tener un perfmetro de 440 yardas. Encontrar las
dimensiones para la demarcacién que maximice el drea de la porcién rect-
angular del campo encerrado en el trazado.
Solucién.-
Area del rectdngulo: A = 27r
Perimetro del campo: 2z 4 27r = 440
x =220 —7r
A(r) =440 — 47r?r > 0

110
A’ cambia de positivo a negativoenr = — y

. . 110
puesto que A es continua en este punto, se tiene que 1 = — es un punto

. . . . 110
de méximo relativo para la funcién de drea. Finalmente dado que r = —
0

es el Unico punto critico para A, se concluye que este es también un punto

de maximo absoluto para esta funcién de area.

. . . 220
Las dimensiones que méximizan el drea son: x = 110 yardas e y = —
7r

yardas.

4. El interior de una caja con fondo cuadrado y sin tapa debe revestirse de
plomo. si el volumen de la caja debe ser de 32 litros, ;cudles deben ser
sus dimensiones para que la cantidad de plomo requerida sea minima?.
Indicacién.-

V = 22y = 32dm?

A =22 +4xy

A(x) :x2+£x8,x >0

A(x) =0z =4
. A" (4) > 0.
Luego £ = 4 es un punto de minimo relativo para la funcifion de area.
Puesto que z = 4 es el tnico punto critico, se tiene que este también es
un punto de minimo absoluto para A.
Las dimensiones para que la cantidad de plomo sea minima son: = = 4dm.,
y = 2dm.



Ejercicios.-

1
1. Las margenes superior e inferior de una pégina son de 15 pulgadas c/u.

Si el drea de material impreso debe ser fija e igual a 30 pulgadas?, ;cudles
son als dimensiones de la pdgina de drea total minima?.

2. Se desea construir un depdsito de aceite en forma de cilindro circular recto,
con capacidad de V litros. Determine las dimensiones con el fin de emplear

la minima cantidad de material.

3. Se ha de tender un cable desde una planta de energia situada a un lado
de un rio de 90 metros de ancho hasta una fabrica situada al otro lado del
rfo a 300 metros agua abajo. El costo del tendido a través del agua es de
$600 el metro, mientras que el costo sobre la tierra ews de $480 el metro.
i Cuél es la ruta més economica sobre la que puede tenderse el cable?.

1.4 Convexidad y puntos de inflexiéon

Definicién.-

a) Diremos que la gréfica de f es concava hacia arriba sobre el intervalo
de extremos a y b si la gréfica de f estd bajo la recta que une los puntos

(a, f (@) y (b, f (b))-

b) Diremos que la grafica de f es concava hacia abajo sobre el intervalo I de
extremos a y b si la gréfica de f estd sobre la recta que une los puntos

(a, f (a)) y (b, f (b))-

Concava hacia arriba sobre [a, b]

Concava hacia abajo sobre [a, b]

Teorema.- Sea f dos veces derivable sobre el intervalo 1.

a) Si(Vz € I) f” (z) > 0, la gréfica de f es concava hacia arriba sobre I.

b) Si (Vx € I) f” () <0, la gréfica de f es concava hacia abajo sobre I.
Demostracién.- Ver Ellis y Gulick: "Calculus with Analytic Geometry",
pégina 342.

Ejemplo.- Estudiar concavidades de f (z) = 3z* — 423.

Solucién .-
f(x) =233z —4) f’ (2) =122 (z — 1) [ (z) =122 (3z — 2)
T 0 é 1
7@ [—]o0 =10 | ++
@) [++]0 0 [+t [+ | ++
f () 0 f% 1

10



2
f es concava hacia arriba sobre |—o0, 0] y sobre ] 3 400 [

f es concava hacia abajo sobre ]O, 3 {

Ejercicios.- Estudiar

1. f(z)=a*— 622 +8x+10

2. f(a:):x%-i

3. f(z)=ava? -4

Definicién.- El punto (zo, f (zg)) es un punto de inflexién del gréfico de f si
existe 6 > 0 tal que la grafico de f es concavo hacia arriba sobre |zg — 0, 20[ ¥
concava hacia abajo sobre |xg,z¢ + 0] [0 viceversa].

Ejemplos.-

1. En el anterior (0,0), (

2

37 27

6
—) son puntos de inflexién de la gréfica de f.

2. Para f (x) = 2* — 622 + 8z + 10, tenemos:

f@)=12x+1)(x—-1)

-1

1

[ (x)

+F

0

0

++

f es concava hacia arriba sobre |—oo, —1[ y sobre ]1, +-00[.
f es concava hacia abajo sobre |—1, 1].
Luego ]1,13[ y ]—1, —3[ son puntos de inflexién de la grafica de f.

1. f(z) =cosz

2. f(z)=sinz

3. f

4. f(z
Observacioén.-

1. Si f :]a,b[ — R es derivable y (xq, f (x0)) es un punto de inflexién de la
grafica de fy f” (xo)existe, entonces f” (z9) = 0.

2. Si f(x) = 2*, entonces f” (0) = 0. Sin embargo (0,0) no es un punto de

inflexién de la gréfica de f.

f(z) =t

11



1.5 Gréaficos

Ejemplos.- Obtener el grifico de las funciones definidas por:

6 6
L fla)=— -~
223
2. r)=—-
@)= G

1. Intersecciones.-
eje z: (1,0)
eje y: No hay
Simetrias.- No hay

Asintotas.-
verticales: x =0
horizontales: y =0
Oblicuas: No hay

T 0 1 2 3
3 1
=z | ++ X | —— — 1 — 10 ++ | + ++
() | ++ X | ++ |+ |+ | + ++ [0 ——
min. pto
SU N N U rel. /U inf . /0

5 25 0 \_25/—45
2. Intersecciones.-
eje z: (0,0)
eje y: (0,0)
Simetrias.- No hay
Asintotas.- 1

verticales: x = 5
horizontales: No hay

1 1
Oblicuas: y = —z + = (x — 400,22 — —00)

2 2
y 50
37571
25T
125 T L—/_/,
| ‘ u J : |
T 25 0 25 5

12




Ejercicios.- Obtener el grifico de las funciones definidas por:

Lf @)=
x2—
2 f(r) =52
2x
SR Al P VY PRy
““F%
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5 f(z) = 2* — 622

13

)

9

x € [—4,4]
T >4
T < —4



