UNIVERSIDAD DE CONCEPCION
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
Prof. Jorge Ruiz Castillo

1 APLICACIONES DE LA INTEGRAL

1.1 Area entre curvas

Definicién.- Sean f, g : [a,b] — R dos funciones integrables, entonces el drea de
la regién R entre los gréficos de [y g, € [a, b] esta dada por :

b
drea (R) = / f (@) — g ()] de

Ejenplos.-

1. Hallar el drea de la regién R del plano encerrada por el gr“fico de la curva

de ecuacién y = cosz,0 < x < 35.

Solucién.-

=
area(R) = 3/ |f (z)| dz = 3.

0
. Halar el 4rea de la regién R acotada por el grafico de las curvas y = 22 e
y=+1,0<z<2

érea(R)z/O \f(x)—g(x)|dx:%o—§ 2.

y

3. Halle el drea de la regién R encerrada por el gréfico de las curvas de ecua-
ciones x = §y2 ey =2w—2.
Solucién.-

|

seatr) = [ 7@ - oy [ (32— 30 =1



Ejercicios.-
1. Encuentre el drea de la regién acotada por las curvas de ecuaciones:
y=—a2*+ 6z + bey = ‘x276x+5‘.
2. Determine el drea de la regién interior a las circunferencias de ecuaciones:
2?4yt =4y 2+ =4a.

3. Calcule el drea de la region del primer cuadrante limitada por el ejey y las
curvas de ecuaciones:

2

y:%,y:2+ﬁey:3—x.

4. Calcule el drea encerrada por las curvas de ecuaciones y = f(z) = z e

y=g(z) =2’

1.2 Calculo de volumen

Dada una regién sélida D tal que para cada z,z € [a,b] la seccién transversal
que pasa por z intersecta a D en una regién de drea constante Ag, para cada z,
entonces el volumen de D es V = Ay (b — a).

Por ejemplo si D es un cilindro recto de radio r, entonces Ag = 7r?,0 < x < h.
Luego V (D) = 7r2h.

Supongamos ahora que el drea de cada seccién transversal es A () no nece-
sariamente constante para cada x € [a,b]. si P es una particién de [a,b],
P = {zo,T1, . Zn}, entonces el volumen V' de la regién D es aproximada-
mente

V = A(t1)AZC1+A<t2)A(E2+ ......... —‘y—A(ﬁn)A.’En

Z A (tk) Awk.
k=1

Por lo tanto
n

V = lim A(tk) A.’Ek
IPll—0 &=

y asi

b
V(D):/ A(z)dx

es el volumen del sélido D cuyas secciones transversales en el punto z € [a, b
tienen drea A (z).

Ejemplo.- encontrar el volumen V' del sélido D cuyas secciones transversales
son circulares con radio 22,0 < z < 1.



Ejercicios.- Encontrar el volumen del sélido cuya secciones transversales son:

1. circulares de radio 23,0 < z < 1.
2. cuadrados de lado 22,0 < z < 1.

3. Encontrar el volumen de un cono, cilindro, esfera.

1.2.1 Meétodo del disco

Cuando una curva continua y no negativa definida por f sobre [a,b] se gira
alrededor del eje x se genera una regién sélida que tiene sector circular que
corresponde a discos de radio f (z), cuya érea es

Ax)=n[f ()], z € [a,b].

El volumen de este sélido es

Vzwl%ﬂ@f%.

Ejemplos.-

1. Calcule el volumen de una esfera de radio a.
Solucién.- En este caso f (z) = va? — 22, —a <z < a.

V= /a [f (2))° do = %wa?’.

—a
2. Sea R la regién comprendida entre la gréfica de f (x) = cosa — sinz, con

T € [0, %} y el eje . Halle el volumen V' del sélido obtenido al rotar R

en torno del eje x.

3. Encontrar el volumen del sélido acotado por: z =22+ ¢y? y 2z = 1.

Observacion.-

1. Si f y ¢ son continuas tales que g (x) < f (z), entonces el volumen del
solido generado al girar la regién R entre f y g, « € [a,b] en torno del eje
z, estd dado por:

ver [ (@R @R e

2. Sea f una funcién continua tal que f(z) > ¢, € [a,b]. El volumen del
solido generado al rotar la curva y = f (x) alrededor de la recta y = c es:

V—W‘/ab[f(:r)c]Qch

1.2.2 Meétodo del anillo

Si hacemos girar el rectangulo acotad por x = a,z = b,y = ¢ alrededor del eje

y obtenemos un sélido (anillo cilindrico) de radios a y b.

El cilindro interior tiene volumen: V; = mea?.



El cilindro exterior tiene volumen: Vi = mcb?.
Luego el volumen del cilindro es:

V:V1—V2:7rc(b2—a2).

Sea ahora f una funcién continua y no negativa sobre [a, b]. Sea P = {xq,....,Zn}

una particién de [a, b]. El volumen Vj, del sélido obtenido al rotar la regién entre
la gréfica de f y el eje x, & € [xx_1, x| aproximadamente es:

Vi = «f (tk) (xi—xifl),tk S [wk,hkakz: 1,2,..... N
= 7f (te) (o + zx—1) (T — T—1)
= 2mtpf (tx) (xp — xR—1), con &, = %

Luego el volumen del sélido obtenido al rotar alrededor del eje y la regién entre
la grafica de f y el eje x, x € [a,b] aproximadamente es:

V= QWZtkf (t) Azy.
k=1

Por lo tanto,
n

V =27 lim tif (tx) Azy,
HP\HO; of (te) Az

es decir

b
V:27r/ zf () dx.

que es el volumen del sélido obtenido al girar alrededor del eje y la regién R
entre el grafico de f y el eje x, x € [a, b].

Observacion.-

1. Si f(z) <g(x),a <x <D, entonces al girar la region R entre las grafica
sde f y g alrededor del eje y se genera un sélido de volumen

b
V:27r/ z(f (z) —g(x))da.

2. Si ¢ < a, entonces el volumen del sélido obtenido al rotar la regién entre
la grifica de f y el eje x, a < x < b; alrededor de la recta de ecuacién
T =ces:

b
V:27r/ (x —¢) f(z)dz.

3. De acuerdo a lo visto al rotar una regién alrededor del eje horizontal
usaremos el método del disco y si rotamos en torno al un eje vertical
usaremos el método del anillo. En realidad se puede usar cualquiera de
los dos métodos en ambos casos.



Ejemplos.-

1. Sea f(x) = 22+ 1,1 < 2 < 2. Encontrar el volumen del sélido generado
por f al girar R alrededor del eje .
Solucién.-
21

1
V:27T/O x(f(x)—g(x))da::?w.

2. Sea R la regién acotada por la pardbola y?> = 8z y la recta de ecuacién
x = 2. Calcular el volumen del sélido que se obtiene al rotar la regién R
en torno

(a) del eje y.
Solucién.- f (x) = 2v2zx

? 2 128
0 0
(b) del eje x.
Solucién.- f (z) = 2v/2zx

V—7T/02 [f(:r)]de—Sﬂ/jxd:r—lG?T.

Observacién.- Usando el método del anillo g (y) = % y

V=27r/0 y(2—g(y))dy.

(c) de la recta de ecuacién x = 2.

Solucién - f (z) = 2v/2x

V:2[27T/02(2—x)f(x)dx] :8\/577/02(2—33)\/5%:%#.

(d) de la recta de ecuacién z = —2.

Solucién.- f (z) = 2v/2x
V=2 {2#/2(z+2)f(:r)d$} —8\/§W/Q(z+2)\/5dz—487r\/§.
0 0

(e) de la recta de ecuacién y = —6.
2
Solucién.- g (y) = %

4

Vo= 27?/4 (y+6)(2—g(y))dy=27r/

—4 —4
= 1287

(y +6) (2—‘%)@:

Observacién.- Usando el método del disco
f@) = 22z yg(z) = —2v2x
2
14 7T/ ([f () +6)° — [g (z) + 6]2) dr = 128.
0

3. Sea R la regién entre las graficas de f (z) = 2% y g (z) = \/x con z € [0, 2].
Encontrar el volumen del sélido generado al rotar R en torno del eje .
Solucién.-

Vo= o [ a0 @ gt [ o) - 7 @) =
_ 27r/01x(:£3—\/E)dx+27r/12x(\/§—x3)dx:

8 33 2
= 2#(3\/_—3)—577



Ejercicios.-

1. Encontrar el volumen del sélido generado al rotar la regién entre la gréfica
de f(x) =z + 1y elejex,zell,2] alrededor del eje y.

(a) Utilizando el método del disco.
(b) Utilizando el método del anillo.

2. Utilice el método del disco y el método del anillo para girar la misma
regién anterior en torno

(a) del eje x.

(b) de la recta de ecuacién y = —2.
(c) de la recta de ecuacién y = 5.
(d) de la recta de ecuacién z = 3.
(e) de la recta de ecuacién z = —1.

3. Realice lo mismo que en los ejercicios anteriores cuando la regiéon R esté
acotada por los graficos de y = 22 e y = 2z.

1.3 Longitud de curvas

Sea f una recta, entonces la longitud de sobre [a,b] es la distancia entre los
puntos (a, f (a)) v (b, f (b)), es decir

L= -0 +(F ()~ (@)

Sea f:[a,b] — R, de clase C'. Sea P = {xg,z1,....., 7, } una particién de [a, b].

Podemos aproximar la grafica de f sobre [xg_1, 2] por la recta Ly que pasa
por (Tx—1,f(zx 1)) ¥ (@, f (z1)), por lo que la longitud I, de la grafica de f
sobre [z_1,x] la podemos aproximar por la longitud de I, es decir

e~ @rwio1)® + (F (@) — f (@)
De acuerdo al teorema del valor medio existe ¢ € Jag_1, 2x[ tal que
fzr) = f@p—1) = f (tx) Azy.

Por lo tanto
I ~\/1+[f (tk)]QAxk.

Luego la longitud de la curva en forma aproximada es:

|~ Zlk = Z \/ 1+ [f/ (tk)}QACL'k.
k=1 k=1
\PH—>0 \/ + [f (4] Ay,
b
1= / 1+ (@) e

que es la longitud de la curva definida por la funcién f con primera derivada
continua sobre [a, b].

Por lo tanto

es decir




Ejemplos.-

1. Si f(x) = (cosx)xe{

Z 3} entonces

l_/ V14 [f (x d$_1n|sec:v+tan:r|}

2. Calcular la longltud de arco de la curva definida por y = x% 0<z <5
Solucién.- f (z) = 2

l_/ 7 @) d$_335

+V3
fl'

INEISEY

Ejercicio.-

1. Calcular la longitud de arco de la curva definida por z = Sy% -1;0<y <4,
Indicacién.- f (y) = 3y: — 1

l:/04\/1+[f’ ()]Pdy = %3 (82@—1).

2. Calcular la longitud de arco de la curva definida implicitamente por:
24xy:$4+48;2 <z <4
Indicacién.- Derivando implicitamente ¢/t a x:

;o 4x3 — 24y - 4ot — 242y - 4z* — 16
Y=o T 2422 T 822

1.4 Ecuaciones Paramétricas

Definicién.-Consideremos n = 2 o n = 3 e I un intervalo real.
Sea r: I C R — R™ una funcién continua, entonces rec (f) es una curva en R™.
Recibe el nombre de curva definida paramétricamente por r.

Observacion.-

LEaR3 r(t)=(f(t),9(),h(t),tel.
2. Una curva C en R3est4 definida paramétricamente por  si:
C = rec(f)={(z,y,2) eR*: (Bt €I)(z,y,2)=r(t
= {(a?,y,z)eR?’:(EltEI)(x 2)=(f (),
{(m,y,z)€R3:(ElteI)ac:f(t),y:g(t),z:h(t)}.

z=f(t)
De aquf obtenemos que: y=g(t) ,tel
z=h(t)

es una representacién paramétrica para C.
3. También podemos escribir r (t) = f (£)7 + g (t) ] + h (t) k, donde {?, E,E}
es la base canénica de R3.

4. r(a) y r(b) reciben el nombre de punto inicial y punto final de la curva
respectivamente.

5. La representacién parametrica determina un sentido de recorrido de la
curva.

6. En el plano hay dos sentidos de recorridos posibles. Estos reciben el nom-
bre de sentido horario y sentido antihorario respectivamente.

7. La curva se dice cerrada si r (a) = r (b)



Ejemplos

1.

Si una particula se mueve a través de una trayectoria en el plano, entonces
estd trayectoria C tiene coordenadas = e y que dependen del tiempo t.
Luego una representaciéon paramétrica para C tiene la forma

z=f(t)
C: tel

y=g(t)
donde f y g son continuas sobre I.

La curva C con ecuaciones paramétricas

r = 2cost
C: ,t €1[0,27]
y = 3sint

representa una elipse centrada en el origen ya que

22 g2
I A |
4+9
=1
C: ,t€[0,1]
y=2t—-1

representa un segmento de recta.

Encontrar las ecuaciones paramétricas de una circunferencia C con centro
en (2,—1) y radio 3.
Solucién.- (x —2)* 4+ (y+1)> =9

x—2=3cost
C: ,t €0, 2m]
y+1=3sint
0
x =24 3cost
C: ,t €10,27]
y=1+3sint

Encontrar las ecuaciones paramétricas de la curva C de interseccién del
plano de ecuacién y = z con la superficie de ecuacién x2 + y2 + 22 = 4.

Solucién.- La proyeccién de C en el plano xz tiene ecuacién

2?2
7 Tyl
por lo tanto
x:\/icost
C:{ y=+2cost ,tc]0,2n]
z = 2sint

Encontrar las ecuaciones paramétricas de la curva C de interseccién de las
superficies de ecuaciénes z = z2 + 32 con z = 2z.

Solucién.- La proyeccién de C en el plano zy tiene ecuacion

(z—1)°+3y* =1

por lo tanto

x =1+ cost
C: y =sint ,t € [0,27]
z =2+ cost



7. Hallar el volumen del sélido de revolucién generado al rotar en torno del
eje y la regién entre el primer arco de la cicloide de ecuaciones: x =
t—sint,y =1—cost y el eje x.

Solucién.-

Por el método del anillo

0.9981

5788

r=27
V = 271/ rydx
x=0

t=2m
= I:t*Si“t27r/ (t —sint) (1 — cost) (1 — cost) dt
=0

= 6.

1.4.1 Longitud de arco en ecuaciones paramétricas

Sea C una curva con ecuaciones paramétricas

z=f()
C: y:g(t) ,tE[a,b}
z=h(t)

donde f, g y h son funciones con primera derivada continua. Se prueba de
manera similaral caso de una curva en coordenadas rectangulares (ejercicio)
que la longitud de la curva C es:

b
1= / I OF + 1o OF + b @0)de
Observacién.-

1. En el caso n = 2,
z=f(t)
C: ,t € a,b]

y=g(t)
donde f y g son funciones con primera derivada continua. La férmula
queda

=/ I OF + g P

2. Enel cason =2 o0n =3y siC es parametrizada por r : I C R — R",
entonces esta misma férmula se escribe

b
1= / I (8)] dt

donde || 7| representa la norma del vector z'.

Ejemplos.-
1. La circunferencia C (0,a) es parametrizada por:

T = acost

y su longitud es [ = 2ma.



2. Una funcién f : [a,b] — R se puede parametrizar por:

r=1
,t € [a,b]
y=f()

{ 2 (t)=1
y' ()= 1)

y la longitud de la curva definida por f es:

l:/ab\/l—i—[f’(:c)]zdt.

3. Hallar la longitud de un arco de la cicloide de ecuaciones

Obtenemos

x=f(0)=0—sinf,y=g(0) =1—cosb.

Solucién.- [ = 8.

1.4.2 Area de superficies

El 4rea de la superficie de un cubo de lado a es: S = 6a°.
El drea de la superficie de un cilindro de radfio r y longitud h es: S = 27rh.
El drea de un tronco de cono de longitud [ y radios r1 y 72 es:

r1+ 7o
T—°

S=2 5

l=m(r1+r9)l.

Considere ahora f : [a,b] — R una funcién no negativa y con primera derivada
continua sobre [a,b]. Paracadak =1,2,...... ,n: el area de la superficie del sélido
obtenido al rotar f en torno del eje x, = € [a,b] es aproximadamente igual al

area del tronco de cono de longitud [ = \/(xk — 1) 4 (f (x) = f (zr1))?
y de radios 11 = f (x), 72 = f (x—1). Asf obtenemos:

S m w (f (@n) + F (@) (2 — wo1)? + (F () — f (w))™

como en casos anteriores por el teorema del valor medio aplicado a f sobre
[xr—1, 2], existe ¢ tal que:

f(zr) = f(zi—1) = f (ty) Azy,.

Ademés
(o) + f(op—1) = f () + f () = 2f (tx) -
Por lo tanto
Sk = 27 f (t) 1+ [f (t)]* A,

De esta manera la superficie generada por f tiene un drea aproximada:

S = > Sem2r Y fte) 1+ (1)) Axy
k=1 k=1
= 27T||7£i”r302f(tk) V1L @) Ay
k=1

es decir,

S:27r/abf(x)\/1+[f’(x)]2da;

es el drea de la superficie obtenida al rotar f alrededor del eje .

10



Ejemplo.-

1. Sea f(z) = 23,z € [0,1]. encontrar el drea de la superficie generada al
rotar f alrededor el del eje z.
Solucién.- f es derivable y f (z) = 322,z € [0, 1].

S = 277/01]‘(35) V14 [ (@)]de = % (10% _ 1).

2. Calcular el drea de la superficie de revolucién obtenida al rotar el arco de
r=y> entrey=0ey=1.

Solucién .-
5= 2—”7 (10% — 1)

Observacién.- Si la curva que genera a la superficie estd dada por las ecuacione
paramétricas
z=f()
, t€la,b]
y=g(t)

entonces la superficie tiene drea:

b
s —2n [ g(@)\/1f OF + o @)

Ejemplo.-
1. Encontrar el area de la superficie de la esfera de radio a.
Solucién

x = f(t) =acost

y=g(t) =asint

5= [ g@ I O +1o' 0)Pde = dra.

2. Hallar el drea de la superficie de revolucién generada al rotar en torno al
eje = "la cardioide" de ecuaciones x = f (0) = 2cos — cos 20,y = g (0) =
2sin @ — sin 260
Solucién.-(2 cos § — cos 26, 2 sin 6 — sin 26)

1.4.3 Coordenadas polares

En el plano elegimos un punto fijo O que llamamos polo. Desde esta punto
trazamos una semi-recta horizontal a la derecha del polo que llamamos eje polar.
Si P es un punto del plano, su posicién queda determinada por su distancia al
polo y el dngulo que forma la semi-recta 0—15 con el eje polar.

Observacién.- En coordenadas cartesianas (rectangulares) la representacién de
un punto es unica. En coordenadas polares un punto P tiene infinitas repre-

sentaciones. Por ejemplo P (3, %) también puede escribirse P (3, g + 277) o}
P (—3, % + 7r) etc.

11



En general (r,0 4+ 2kw) y (—r,0 + (2k+ 1)), k € Z son representaciones
para el punto P (r,6).
Para efectos de célculos conviene permitir tomar a r valores negativos con el
siguiente convenio. El punto (—r, 0 + 7) es otra representacién del punto (7, 6).

Observacién.- Suponemos que el polo coincide con el origen (0,0) del sistema
de coordenadas rectangulares.

Sea P un punto de coordenadas rectangulares (z,y) y de coordenadas polares
(r,0). Tenemos:

cosf == y sinf = 2
r r

por lo tanto

T =rcost
y=rsinf

Estas relaciones permiten calcular las coordenadas de un punto en coordenadas
rectangulares conocidas sus coordenadas polares o vice-versa. En este tdltimo

caso
r= /22 +y?
9:arctang,x #0 7
T

Ejemplo.- Encontrar las coordenadas rectangulares de P (2, g)

Solucién.- P (z,y) = (2 cos%,Qsin%) = (1, \/§)

Gréficos en coordenadas polares

Definicién.- el gréfico de una ecuacién en coordenadas polares es el conjunto
de todos los puntos P (r,0) que satisfacen una ecuacién dada.

Ejemplos.- Dibujar la gréfica de las siguientes ecuaciones:

1. r=3cosf
2.1r=60,0>0
Solucién.-

3 3
1. Circunferencia con centro en C > 0) y radio r = 5

T s T | 2w 5%
S
r 535 |05 | -3¥8
T aprox. 2,6 1,510 | =1,5| —2,6

En general 7 = +2acosf,a > 0 representa la ecuacién de una circun-
ferencia de radio a y centro en (+a,0). Ejercicio.- Verificarla y gréficarla.
r = +2asinf,a > 0 representa la ecuacién de una circunferencia de radio
a 'y centro en (0,+a). Ejercicio.- Verificarla y gréficarla.

12



2. Espiral de Arquimides

IS T T 3 3T Y
A R e o Bl A B el
710]0,5]1,0]1,624]3147]63]|7,9

23

NI

Simetrias.- Las siguientes reglas estdn descritas en términos de los ejes x e y en

coordenadas rectangulares.
Una ecuacién en coordenadas polares F (r,60) = 0 es simétrica c¢/r al

a) eje z,si: (r,0) € Graf (F) = (r,—0) € Graf (F) (al reemplazar 6 porm
—0 la ecuacién no cambia, o € por 27 — 0).

b) eje y, si:(r,0) € Graf (F) = (r,m —0) € Graf (F) (al reemplazar 6 por
m — 0 la ecuacién no cambia).

¢) polo, si:(r,0) € Graf (F) = (r,m+0) € Graf (F) o (-r,0) € Graf (F)
(al reemplazar 6 por m + 6 o r por —r la ecuacién no cambia).

Observacion.-

1. si una ecuacién verifica dos de las simetrias descritas, entonces también
verifica la tercera.

2. Los criterios de simetrias dados no siempre dan informacién. Por ejemplo
el grifico de la ecuacién r = sin 260, rosa de 4 pétalos, no verifica las reglas
de simetrias descritas. sin embargo admite todas las simetrfas posibles
como se aprecia en el grifico que sigue.

Ejemplo.- Gréficar
1. r =2cos 20

2. r=2(1—-cosb)
Solucién.-

1. Rosa de 4 pétalos
Simetrias
eje x: 6 por —6.- Hay
eje y: 0 por m — .- Hay

polo:Hay

T T T T
101 5l3l3 |3
r|2]1 0 -1 -2

13



2. Cardiode
Simetrias
eje x: 0 por —0.- Hay
eje y: 0 por m — .- No hay informacién
polo: r por —r.o 6 por w4+ 6- No hay informacién
s T 20 [ O [«

91913 sl3lsls ™
7 [0]0,268 |1

6
2 3 3,732 | 4

Ejercicio.- Graficar

1. r =2cos20

2. r=3+2cosf

3. r=k0,0<0

%
~




Observacion.- Las ecuaciones:

1. r = asin (nh); r = acos (nh), tienen gréficas llamadas rosas de pétalos. El
nimero de pétalos es n, si n es un entero impar y es 2n si n es un entero
par.

2. r =a+tbcosh; r = a+ bsinf, se llaman caracoles. Si a = b se llaman
cardiodes.

3. 72 = a®cos (20), r? = a?sin (20), tienen el aspecto de un "ocho".

Ecuaciones en coordenadas polares y cartesianas

Ejemplos.-
1. Expresar en coordenadas polares:

(a) y =2
Solucién.- rsin @ = 2 cos §

sinf =rcos?20Vr=0
sin

Por lo tanto

sin 0

cos?

(b) 22 +y?> -3x=0
Solucién.- 2 — 3rcosd =0
r(r—cosf) =0
. r=0Vr=23cosf
Por lo tanto
=3 cosd

2. Expresar en coordenadas rectangulaes

1

"= 1—cosf

Solucién.-r (1 —cosf) = 1,0 # 2nw,n € Z
r=1+rcosf
. T+ yi=1+zx
Elevando al cuadrado
— 1 = 24q

Interseccién de curvas en coordenadas polares

Sean r = f(0) y r = g (0) dos curvas en coordenadas polares. Sea P (r,6) un
punto de interseccién de f y g distinto del ‘polo. Entonces dado que P (r, §) tiene
representacion en coordenadas polares (r,8 + 2kw) V (—r,0 + 2k + 1)7) ,k €
7Z, se tiene que para encontrar todas las intersecciones de f y g en coordenadas
polares, debe resolverse las ecuaciones:
fO)=gO@+2km)V g0)=[f(0+2kn), keZ
FO)=—gO@+2k+1)m)VgO)=—fO+2k+1)m),keZ
f@)=g()=0

Esta tltima es para decidir si el polo es un punto de interseccion.

Ejemplo.- Encontrar los puntos de interseccién de las curvas definidas por:
r=f(0)=cos20 A r=g(f) =sinb

Solucién.- f(0) =g (0 + 2kn) , k€ Z
cos 0 = sin (0 + 2km)
cosf = sin 6
1 —2sin?6 =sin®

sinf = 3 Vsinf = —1

15



5 3
=2 Vo= V="
después de efectuada la comprobacién concluimos que los que siguen son puntos

de interseccién de las curvas

L) (Lom) (37
276 /)7\2°6 )’ T2
Por otra parte,

FO)=—gO0+ (2k+1)7),keZ
. cosf =sind
No aporta nuevas soluciones.
Finalmente: f(0) = 0 para § = % A1 =g(f) =0 para § = 0, lo que muestra

que el polo es el cuarto punto de interseccién de las curva.

Area en coordenadas polares

El area de un sector circular de éngulo 6 y radio r es:

A(r) = %7‘(1‘2 = %97"2

Sea f : [a,8] — R,0 ~ r = f(6), una funcién continua no negativa, con
0<pB—-—a<2ryseaR={(r0):0<r<f(0),a<0<p}

Sea P = {0o,01,....... ,0n} una particién de [, 3] y sea tp € [0x_1,0k]. Si
Ry ={(r,0):0<r < f(0),0k_1 <6 <0}, entonces el drea de Ry es aproxi-
madamente

Ay ~ % f (t0)]2 Ab.
Luego
A=A~ %Z [f (tr)]? A6y
k=1

k=1

Tomando el limite cuando || P|| — 0,

es el drea de la region R ={(r,0): 0<r < f(0),a <0 < 5}
Ejemplo.- calcularel drea de la regiéon encerrada por la cardiode de ecuacién

r =1+ cosf.
Solucién.- r = f () =1+ cos0,0 < 0 < 27

(I
N

0875

3

A_B[%/[)ﬂ[f((?)fdo} —/Oﬂ(1+cos9)2d9— 5

Observacién.- Si f, g : [o, 5] — R son continuas y no negativas para
0< 8 —a<2nr.
Si (V0 € [o, 8]) g (0) < f (6), entonces el drea de la region
R={(r0):9(0) <r<f(0),a<0<p5}

es:
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Ejemplos.-

1. Calcular el drea de la region definida al interior de r = f (6) = 3cosf y al

exterior de r = g (#) = 1 + cos¥6.
Solucién.-

1.375

B

wl

/
/

(1 @) = [ (60))%) do =

@Ry

N[~ N

([3 cos 0> — [1 + c089]2> df = .

@l

2. Calcular el drea de la region interior a ambas curvas del problema anterior.

o
A=—.
4
Calcular el drea de la region definida al interior de r = g () = 1+ cosf y
al exterior de r = f () = 3 cos 0.

Solucién.-

o
A_Z'

Calcule el drea de la regién contenida al interior de r = f () = 3cosf o
al interior de r = g () = 1 + cos#.

Solucién.-

A=—.
2
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