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1. Funciones
1. Sea f: R — R una funcién tal que
flx —2) =242z +4.

a) Calcular f(0) y f(3).

b) Utilizando la sustitucién t =  — 2, determinar la expresién que define a f(t).
c¢) Hallar el conjunto f~1(12).

Solucion:

a) Si en la igualdad definida por f(z — 2) = 2% + 2z + 4 se considera z = 2,
se tiene que f(0) = 44+ 4+ 4 = 12 y si se considera x = 5, se tiene que
f(3)=254+10+4 = 39.

b) Dado que x =t + 2y como f(x —2) = 2% + 2x + 4, se tiene que

ft) = (t+2°+2(t+2)+4
= P+ 4t+4+2t4+4

= 2461412,
¢) Como f(t) =12 t*+6t =0« (t = -6Vt =0), entonces

f1(12) = {-6,0}.



2. Seag: D, CR — R, la funcién definida por
g(x) = —V5+4x — 22,

Determinar, de manera analitica, dominio y recorrido.

Solucion: De la definiciéon de dominio, se tiene

D, = {z€R: f(z) eR}
= {reR:5+4x -2 >0}
= {zeR:(z+1)(z—5)<0}
= [-1,5].

Por otra parte, de la definicion de recorrido, se tiene

R, = {yeR:3z€ Dy, y=f(a)}
- {yeR:3ze[-1,5), y= —V5+ir— a7}
= {yeR:3ze[-1,5],y"=9—(z—2)*, y <0}
- {yeR:p-2=vo-y? <3,y <0}
= {yeR: [y <3,y <0}

= [-3,0].



3. Una caja con base cuadrada y sin tapa ha de construirse a partir de una pieza
cuadrada de hojalata al cortar un cuadrado de 3 centimetros de lado en cada esquina
y doblar los lados hacia arriba.

Si el volumen de la caja debe ser igual a 432 centimetros ctbicos, jde qué tamano
debe ser la pieza de hojalata que debe utilizarse?

Solucion: Sea z la longitud del lado de la pieza cuadrada de hojalata. Como el area
de la base de la caja es igual a A = (z — 6)? y la altura de ella es igual a h = 3,
entonces la condicién para el valor del volumen se escribe como

A-h=V & (z-6)* 3=432.

Como (z—6)? = 144 = (2—6)?—122 = 0 = (z+6)(z—18) =0 = (z = —6 V z = 18)
y 2 no puede ser negativo, pues se trata de una longitud, entonces el lado de la pieza
cuadrada de hojalata debe ser longitud x = 18 centimetros.



4. Sea f: R — R una funcién tal que f(t + 4) = 6t* + 49¢ + 106.

a) Determinar la expresion que define a f(x).

b) Hallar el conjunto f~1(8) e indicar si f es inyectiva.
Solucién:

a) Al considerar x =t + 4, dado que f(t + 4) = 6t* + 49t + 106, se tiene

f(x) = 6(x—4)*+49(x — 4) + 106

= 622+ z+6.

b) Dado que

flz)=8 < 62°+2+6=38
& 6P +r—2=0

& (Bz+2)(2r—1)=0,

21
se obtiene que f~(8) = {_5’ 5}

2 1
Como f (—§> =0=f (5), f no es inyectiva pues a la imagen 0 le corres-
1

ponden dos pre-imagenes distintas, —3 y 3



5. Sea f una funcién real de dominio igual a todo R. Demostrar que:

! (f(z) + f(—x)), es par.

a) La funcién f, definida por f,(z) = 5
1
2

b) La funcién f; definida por f;(x) = = (f(x) — f(—x)), es impar.
c¢) Para todo = € R, se tiene que f(x) = f,(z) + fi(x).

Ademas dar ejemplos, justificadamente, de una funcién que sea par y no sea im-
par, de una funcién que sea impar y no sea par y de una funcién que sea par e impar.

Solucion:

a) Como Vz € R, se tiene que

entonces f, es funcién par.

b) Como Vx € R, se tiene que

entonces f; es funcién impar.

c) Vz € R, se tiene

fo(@) + file) = !

(f(@) + f(=2)) + 5 (f(2) = f(=2))

() + 57(~2) + 5 /(&) ~ 3 (=)

2 2
= f(x).

Por otra parte, ejemplos de una funcién que sea par y no sea impar, de una funcion
que sea impar y no sea par y de una funcién que sea par e impar, son los siguientes:

| =D =

» La funcién definida por f(x) = 2% es par pues

Vz € R, f(—2) = (—2)* = 2* = f(z)
y no es impar pues f(—2) =4 # —f(2) = —4.

» La funcién definida por f(x) = 2% es impar pues
Yz €R, f(-2) = (-2)° = —2’ = — f(2)

y 1no es par pues f(—2) = —2 # f(2) = 2.

» La funcién definida por f(z) = 0 es par e impar pues

Ve e R, f(—x)=0= f(z).



6. Sea f : Dy C R — R la funcién definida por f(x) = /7 — 2% — 6x. Considerar
restricciones adecuadas en su dominio y codominio de modo de obtener una nueva
funcion que resulte biyectiva, justificar este hecho y luego determinar la funcién
inversa correspondiente.

Solucién: De la definicién de dominio, se tiene que
Di={rzeR: f(z)eR}={zeR: (z+7)(z—-1) <0} =[-T7,1].
Por otra parte, de la definicion de recorrido, se tiene que
Ry = {yeR:3z€ Dy, y=f(x)}
= {yeR:3ee-71],y=V7— a7~ Gz}
= {yeR:3zxe[-71], (x+3)*+y* =16,y >0}
— {yeRie+3=VI6-12 <4,y >0}
= [0,4].

El dominio y recorrido antes obtenidos pueden observarse en el grafico

(-3.4)

8 7 6 5 4 3 2 B 0

Al considerar como codominio al conjunto Ry = [0,4] se obtiene una funcién so-
breyectiva y ademads, restringiendo el dominio al conjunto D = [—3, 1] se obtiene la
inyectividad pues Va, b € D:

fla)=f(b) = V7—a®>—6a=7—0b>—6b

= (a+3)* = (b+3)?
= la+3| = b+ 3|
= a=>b.

De lo anterior, una restriccién para f es la nueva funcion
g:[-3,1]CR — [0,4]
v = f(x)=V7—22—6z
la cual es biyectiva y cuya inversa es
g 'i[0,4 CR — [-3,1]
z — g ' (z) =16 — 22 — 3.



2420 -3 —l<zxz<l1

7.Seaf(x):{ N L

determinar dominio y recorrido e indicar si f es inyectiva.

. Trazar el grafico de f y a partir de él,

Solucion:

Del grafico se observa que Dy = |—1,1[ U [2,+00] y que R; = |—4, +oo[; ademés
como toda recta paralela al eje x intersecta a lo méds en un punto a Gy, se tiene que
f es funcién inyectiva.



1,2

x2—1

8. Considerar la funcién f: Dy C R — R, definida por f(z) =

a) Determinar dominio y recorrido para f.
b) Decidir si la funcién es par y/o impar.
c) (Es f inyectiva?, jes f sobreyectiva?, jes f biyectiva?

d) Obtener, restringiendo si es necesario, la funcién inversa f—1.
Solucién:

a) Dy={zeR: f(z)eR}={xeR:2?-1#0} =R—-{-1,1}.

SL’2

= R:y=—— R-{-1,1
Ry {yG Y $2_1,x€ {-1, }}

Rf:{yE]R:x2: yl,xER—{—l,l}}
y_

Rf—{yER:LlEO,:UER—{—l,l}}
y_

Ry =]—00,0] U]1,00][.
)2 2
b) Como f(—z) = (_(x)f)_ 1= xzx_ = f(z), f es par.
Como f(—2) = %L # —f(2) = —=, f no es impar.

c) Como f(—2) = f(2), se tiene que f no es inyectiva, ademds como

Ry = ]—00,0] U |1,00[ # Cody = R, f no es sobreyectiva; f no es biyecti-
va pues no es inyectiva ni sobreyectiva.

d) Al considerar ahora a los conjuntos RJ y ]—o00,0] U ]1, 00[ como dominio y
codominio, respectivamente; es decir, si

R — ]—00,0]U]1,00]

ZE2

z = f@)=—5—

x2—1’

se tiene que f ahora es sobreyectiva, pues Cody = |—00,0] U]1, 0o].

Ademss, f asf definida es inyectiva pues Va,b € RJ, se tiene que

2 b?
J@=J0) = 5 =g =@

De lo anterior f es biyectiva, y

fti]=00,0Ull, 0] — RY

=b*=la| = |b| = a=0b.

r o ()= L

xr—1

10



9. Sea f: Dy CR — R, la funcién definida por
f(z) =3Vdx — 22 — 3.

Determinar, de manera analitica, dominio y recorrido.

Solucion: De la definiciéon de dominio, se tiene

D, = {z€R: f(z) R}
= {zeR:4z—2*-3>0}
= {zeR:(z—1)(z—3) <0}
= [1,3].

Por otra parte, de la definicion de recorrido, se tiene

R, = {yeR:3z €Dy, y=f(x)}
- {yE]R:EIxe[1,3],y:3\/4m—:c2—3}

= {yeR:3ze[1,3],y*=9(1—(z—2)*),y >0}

2
- {yeR:\x—Q\:m—%gLyzo}

= {yeR: |y <3,y >0}

= [0,3].

11



2
10. Considerar la funcién f: Dy C R — R, definida por la férmula f(z) = 31; —:_ 1
x

a

b

) Determinar el dominio de f.
)

c) ;Es f inyectiva?. (Es f sobreyectiva?. ;Es f biyectiva?. Justificar.
)
)

Hallar, si existen, las intersecciones del grafico de f con los ejes coordenados.

d) Decidir si existe la funcién inversa f—!.

e) Definir, restringiendo si es necesario, la funcién f~1.

Solucion:

4 4
a) xEDf<:>3x+47é0<:>x7é—§; porlotanton:R—{—g}.

b) Al considerar y = f(x); se tiene que y = 0 < = = —2, el punto de interseccién
con el eje x es (—2,0); para hallar el punto de interseccién con el eje y basta

1
considerar x = 0 y evaluar en f, dicho punto es (O, §>
4 .
¢) Como Ya,b € R — {_§}’ se tiene que

a—+ 2 B b+ 2
3a+4 3b+4

fla) = f(b) = = 3ab+2a+6b+4 = 3ab+6a+2b+2 = a ="b

entonces f es inyectiva.

4y — 2 1
Como y = f(z) & x = 1y 2 ¢ tiene que v € Dy & y # 3> por lo tan-
— oY

1
to Ry =R — {5}’ y, f no es sobreyectiva.

f no es biyectiva pues ella no es sobreyectiva.

d) No existe f~!, pues f no es biyectiva.

T+ 2

1
e) Al considerar f: Dy CR — R — {5}’ con f(z) = 3o d

; de lo anterior, se
tiene que f asi definida es biyectiva y su inversa es

_450—2
1-—3x’

R {%} C R — Dy, donde f~!(x)

12



11. Sea f: Dy C R — R, definida por f(z) = v4 — 22,

a) Determinar Dy.

b)

¢) Restringir el dominio de f de modo que ella sea inyectiva y verificar tal cosa.
)

d

e) Definir, restringiendo si es necesario, la funcién f=1.

.Es f una funcion par?

Hallar el recorrido de f y decidir si ella es sobreyectiva.

Solucion:

a) © € Dy & 4—1%> 0«4 |z| <2 por lo tanto, Dy = [—2,2].

b) Si, pues Vo € Dy; f(—x) = /4 — (—2)? = V4 — 22 = f(x).

¢) Al considerar como dominio al intervalo [0, 2], se tiene que

fla)=fb)=Vi—-a2=Vi-=a" = =|a|=|b|=a=b

por lo que; ahora, f es inyectiva.

d) Considerando Dy = [0,2], como y = f(z) ©@ y=vV4d—22 & v = /4 — 12 se
tiene que z € Dy < |y| <2 Ay >0, por lo tanto Ry = [0, 2], por lo que que f
no es sobreyectiva.

e) Al considerar f : [0,2] C R — [0,2], con f(z) = v4 — z?; de lo anterior, se
tiene que f asi definida es biyectiva y su inversa es

10,2l CR — [0,2], con fH(z) = V4 — 22

13



12. Mil doscientos metros de tela de alambre se van a utilizar para construir seis divi-
siones de un terreno, como se ve en la figura

a) Expresar el largo y como funcién del ancho z.
b) Expresar el area total A del terreno como una funcién en términos de x.

c) Hallar las dimensiones que maximizan el drea A.
Solucién:

a) Dado que se dispone de mil doscientos metros de tela de alambre se tiene que

Az + 3y = 1200,

4
de donde y = 400 — gac

4
b) El drea del terreno es xy metros cuadrados y como y = 400 — gx, dicha area

en términos de x esta determinada por

4 4
Alx) == (400 - —SL’) = ——z% 4 400z.

3 3
: C I . 4
c¢) Identificando A como una funcién cuadratica con coeficientes a = —3 b =400
y ¢ = 0, se tiene que tiene el valor maximo se alcanza cuando x = Toq = 150
a

y como para este valor de x se obtiene que y = 200, entonces las dimensiones
que maximizan el valor de A son

x = 150 metros e y = 200 metros.

14



2. Funcion exponencial y funcién logaritmo

1. Un cultivo de bacterias posee un crecimiento exponencial, es decir, la cantidad de
bacterias en el instante ¢ es

A(t) = Age®,

donde Ay es la cantidad inicial y ¢ se mide en horas. Si inicialmente hay 100 bacterias
y cinco horas mas tarde hay 300, determinar:

a) El valor de la constante k.

b) El tiempo que debera transcurrir para que el nimero de bacterias sea 900.
Indicar dicho tiempo en la forma mas simplificada posible.

Solucion:

a) De la condicién inicial, como A (0) = 100, se tiene que Ay = 100.

Por otra parte, dado que A (5) = 300, se tiene que

100¢°* = 300,

In (3)

de donde €°* = 3 y entonces k = -

b) De la parte anterior, como A (t) = lOOeﬁt, se tiene que si t* es el instante tal
que A(t*) = 900, entonces

100 5t = 900
e@t* = 32
1
BB o)
5
= 10

y por lo tanto, después de 10 horas se tendran 900 bacterias.

15



2. La ley de enfriamiento de Newton establece que la temperatura 7' de un cuerpo
enfridndose estd dada por T'(t) = Ce "+ T, donde T* es la temperatura del medio
que lo rodea; con C'y k constantes. Usar esta ley para resolver el siguiente problema:

El asesino en serie Dexter Morgan, ha cometido un asesinato. El cadaver fue en-
contrado a las 13:00 horas momento en que se le tomé la temperatura, siendo ésta
de 32°C'; dos horas mas tarde la temperatura fue nuevamente registrada, siendo de
29°C'. La temperatura de la habitacion donde se encontraba el cadaver era constante
y de 28°C'. Considerando que la temperatura de un cuerpo en estado normal es de
36°C; ;A qué hora maté Dexter a su victima?

a) Considerando que T'(0) = 32, determinar el valor de la constante C'

b) Con el valor de C' antes obtenido y considerando que T'(2) = 29, determinar el
valor de la constante k.

¢) Con los valores de C'y k ya conocidos, resolver la ecuacién T'(t,) = 36.

d) A partir del valor de t, indicar a qué hora maté Dexter a su victima.

Solucién:

a) T0)=C+28=32=C =4.

1
b) T(2) =4e™ +28 =29 = e = 2 = k=In(2).
¢) T(ty) = 36 = 4e~"ta 4 298 = 36 = ¢, = —1.

d) A las 12:00 horas.

16



3. El Carbono 14 se desintegra a una velocidad proporcional a una determinada canti-
dad presente y tiene una vida media de 5600 anos. Como este isétopo comienza su
descomposicion solamente después de la muerte del organismo del que formo parte,
el analisis de la cantidad carbono 14 descompuesto proporciona informacioén acerca
del tiempo en que ocurrié la muerte de un animal.

Si x representa la cantidad de una determinada sustancia en el tiempo ¢ y dicha sus-
tancia se desintegra a una velocidad proporcional a la cantidad presente; utilizando
elementos de Célculo, se puede establecer que x(t) = zoet?, donde o representa la
cantidad inicial y k£ es una constante.

Muchas personas creen que la Sabana Santa de Turin, que muestra el negativo del
cuerpo de un hombre que al parecer fue crucificado, es la mortaja de Jesus de Na-
zareth. En 1988 el Vaticano otorgd el permiso para fecharlo con Carbono 14. Tres
prestigiosos laboratorios de manera independiente analizaron la tela y concluyeron
que el sudario tenia alrededor de 660 anos de antigiiedad, una edad consistente con
su aparicion histérica. Con esta edad, determinar qué porcentaje de carbono 14 ori-
ginal permanecia en la tela en 1988.

Solucion:

Se considerard (la funcién) x = x (¢) como la cantidad de Carbono 14, donde ¢ es
el tiempo en anos (medido después de fabricada la tela); como x se desintegra en
razén proporcional a su cantidad presente, se tiene

x(t) = zoe™.
In (1/2)
5600) = 2?00k — L0y p — B/
7 (5600) = woe 5 5600

: In(1/2),
De lo anterior, x (t) = xge 5600 ' y como

2 (660) = zoe 560 %6 = 0.92a,

se tiene que en 1988, en la tela, permanecia un 92 % de la cantidad de Carbono 14
original.

17



4. Hallar en caso que sea posible, la solucion en R, de las siguientes ecuaciones:

a)
b)

V2 = 3.

log, 10 +logz = 1.

Solucion:

a)

Como ¥/2 =3 25 = 3, al aplicar logaritmo natural (podria ser en cualquier
. 1 In2 In2
otra base), se tiene que In2z = — =1n3, de donde; z = —.
x In3

log10 1

log x log
por log x, se tiene que

Como log, 10 = ; al multiplicar a ambos lados de la ecuacién

log?z —logz +1=0.
Aqui al considerar el cambio de variable z = log x, se tiene que
22— 241=0.

Como el discriminante asociado a ecuacién cuadratica es menor que cero, en-
tonces ella y la ecuacién original no tienen solucion.

Observacién: Otra forma de visualizar que la ecuacién no tiene soluciéon en R,
es notando que

1 3 2 3 3
z z+ z z+4+4 z +4_4,Vz€

18



5. Determinar todos los valores de = € R tales que:

a) e* —2e* —3 =0,
b) e* —2e* —3 > 0.

Solucion:

a) Como e** = (e¥), al considerar el cambio de variable z = €%, se tiene

e -2 -3=022-2:-3=0&(2+1)(2-3)=0

y dado que z+ 1 > 0 (pues z = €” > 0), entonces

(241)(2—3)=0&2-3=02=3

de donde se obtiene que x = In (3) y por lo tanto, el conjunto solucién es
S={In(3)}.
b) Nuevamente, del cambio de variable z = €7, se tiene

e — 2" -3>02-3>0<2>3

de donde se obtiene que x > In (3) y por lo tanto, el conjunto solucién es

S = In(3), +oo.

19



6. Determinar todos los valores de x € R tales que:

a) e* —5e* +6 =0,
b) e** —5e” +6 < 0.

Solucién:
a) Como €*® = (e®), al considerar el cambio de variable z = €%, se tiene

¥ —5e"+6=0s (z—2)(2—3)=0

de donde se obtiene que z = In(2) o # = In(3) y por lo tanto, el conjunto
solucién es

S={In(2),In(3)}.
b) Nuevamente, del cambio de variable z = e”, se tiene

¥ — 5" +6<0e (2—2)(2—-3)<0

de donde se obtiene que z > In(2) y = < In(3) y por lo tanto, el conjunto
solucion es

S =1 (2),In(3)[.

20



7. Determinar todos los valores de x € R tales que:

a) 6e** 4 e —2 =0,
b) 6e* +e* —2 < 0.

Solucion:

a) Como e** = (e¥), al considerar el cambio de variable z = €%, se tiene

6> +e*—2=062"4+2-2=0 (32+2)(22—-1)=0

y dado que 3z +2 > 0 (pues z = e* > 0), entonces

1 1
(3z+2)(22—1):0<:>22—120<:>z:§<:>w:ln(§>

y por lo tanto, el conjunto solucion es

)

b) Nuevamente, del cambio de variable z = €7, se tiene

1 1
6e2x+ex—2<0(:>2z—1<0<:>z<§@x<ln(§>

y por lo tanto, el conjunto solucién es

- ()]

21



8. Resolver:

a) log, 10 —logz®> =1, x>0, x # 1

b) ' +3e3 — 18e* > 0

Solucion:
og 10
og T

a) Al considerar log, 10 como (férmula del cambio de base), la igualdad
log 22 = 2log z, multiplicar la ecuacién por log z y haciendo el cambio de
variable y = log z, ella queda

20 +y—1=0.

Resolviendo, se obtiene y = —= V y = —1.

1 1
Como logx = 3 =r=+V10ylogr=—-1=2x= 10’ se tiene que el

1
conjunto solucion es {\/ 10, 0 }

b) Al dividir la inecuacién por €** y considerar el cambio z = €%, ella queda

22 4+32,—-18>0.

Como (246)(z—3) > 0 < z—3 > 0, pues z = e* > 0; se tiene que desigualdad
se reduce a €* > 3, lo cual es equivalente a = > In 3.

De lo anterior, el conjunto solucién es |In 3, +oo.

22



9. Sea f: Dy C R — R, definida por f(z) = /log,(x + 3). Hallar dominio y recorrido;

luego, obtener la funcién inversa f~! restringiendo si es necesario.
Solucion:
Dy={zeR: f(z)eR}={zeR:logy(x+3)>0Ax+3>0}=[-2 400

R; = {yER:y: V0ogy(r +3),z € [—2,+oo[}
Rf:{yER:x:2y2—3,y20}

R; =Ry,

Para a y b en [—2,400[, se tiene

f(a) = f(b) = V1ogy(a +3) = \/logy(b + 3) = logy(a + 3) = log,(b+3) = a = b,
por lo que f es inyectiva.
Por otra parte, como R; = R} # Cod; =R, f no es sobreyectiva; para que lo

sea, basta considerar Cod; = R{.

De lo anterior, considerando

fi[-2,400] — Ry

v o= f(r) = Vlogy(z +3)

se tiene que existe la funcion inversa, y

R = [-2, 400
z o Y z)=2" 3.

23



10. Sea f la funcién definida por f(z) = \/logg o5(x + 1). Hallar dominio y recorrido.
Solucién:
Df:{:ceR:f(a:)eR}:{xeR:\/WER}
Dado que /logg o5(z + 1) € R & ((x+1) >0Alogi(z+1) = O)

log 1 (z+1)
ylogi(x+1)20<:>(é—l) ! Slgiler+l<leor<lyr+l1<0«
T < —1,

se tiene que Dy = |—1,0].

Rf:{yER:HJ:EDf,y:f(x)}

Ry = {yER:EIxE]—l,O],yz1/log%(x+1)}

Ry = {yER:EIxE]—l,O],gﬂ:log%(x—i-l),yZO}

1\
Rf:{yER:Hl’G]—l,O],{L':(Z) —1,y20}

R; =Ry,
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11. Sea f: D; C R — R™ la funcién definida por f(z) = 3*~2 Hallar dominio y reco-
rrido, mostrar que f posee inversa y luego determinar dicha funcién.

Solucion: De la definiciéon de dominio, se tiene que

Di={zeR:fz)eR}={z€R:3" R} =R

y de la definicién de recorrido, se tiene que

Ry = {yeR:3we D y=f()
= {yeR:3zeR,y=3"7}
= {yeR:Jz eR, z=1logy(y) + 2}
RT.

Como el recorrido y codominio de f coinciden, entonces se tiene que f es sobreyec-
tiva.

Por otra parte, es claro que f es inyectiva pues para Va, b € R:

@) =10) = 32=3
= a—2=b-2
= a=n2b.

De lo anterior, f es biyectiva y por tanto posee inversa, dicha funcién inversa es

fURTCR — R
v — 1 (x) =logy(x) + 2.
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12. Sea f la funcién real definida por

flw) = /1~ logy(4 — a?),

definir una restriccién h de f que sea biyectiva y definir su inversa.

Solucién: La funcién & : [v/2,2[ — Ry, definida por

h(z) = /1~ logy(4 — 2?)

es inyectiva pues para a y b en el intervalo [\/5, 2 [, se tiene

h(a) = h(b) = /1 —logy(4 —a2) = /1 —log,(4 — b?)

= 1 —1logy(4 —a®) =1—log,(4 — b*)

= at=0
= |a| = |b]
= a=2.

De la igualdad y = /1 — log, (4 — 22) se tiene que

r =421V

y como 2 < x < 2, se obtiene que Rj, = [0, 4+00[ y por lo tanto h es sobreyectiva.

De lo anterior, como h es biyectiva, ella posee inversa y dicha inversa es
hliRE o [\/52[

r — hi(z) =421
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3.

Polinomios

1. Determinar el conjunto soluciéon de la ecuacion

2zt — 5% — 1922 + 392 — 9 = 0,

sabiendo que 2 — V/3 es una solucién de ella.

Solucién: Como p(z) := 2z* — 523 — 1922 + 392 — 9 tiene coeficientes en Q y
z1 = 2 — /3 es una raiz de p, entonces x5 = 2 + /3 también es una rafz de p y por
lo tanto, p(z) es divisible por

(z—2+\/§> (x—Q—\/§>:x2—4m—l—1.

De lo anterior, dado que

(22* — 52 — 1927 + 392 — 9) : (2° — 4o + 1) = 22" + 3z — 9 = (z + 3)(2z — 3)

es claro que

p(z) = <x—2+\/§) (x—2—\/§> (x +3)(22 — 3)

3
y el conjunto solucién es S = {—3, 2 — /3, 37 2+ \/ﬁ}
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2. Hallar todas las raices del polinomio
p(z) = 2* — 32 + ka + 12

sabiendo que la suma de dos de las raices es cero y que k es una constante real.
Solucion:

Si oy —a son las dos raices cuya suma es cero; entonces por el teorema del resto
pla) =a® —3a® +ak+12=0 7y p(—a) = —a® — 3a® — ak +12 =0,

sumando se obtiene —6a? = —24, de donde o = +2.
Como p(2) =8 — 12+ 2k + 12 = 0, se tiene k = —4.

Por otra parte, como

p(z) =2 -32" —dx+12=2*(x - 3) —4(x — 3) = (2 + 2)(z — 2)(x — 3),

es claro que las raices de p son —2, 2 y 3.
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3. Utilizar divisién sintética, para hallar el cuociente y el resto en

(2% — 92° 4+ 112* + 262° — 622 — 23z — 12) : (2 — 22 — 3).

Solucién: De la factorizacién 22 — 2z — 3 = (z + 1)(z — 3), se tiene que al dividir el
polinomio p(z) := 2% — 92° + 11z* 4 262> — 62> — 23x — 12 por = + 1 y luego dividir
lo obtenido por & — 3 se obtendran el cuociente g(x) y el resto r(z) de la divisién

indicada.

De la tabla
1] -9 |11] 26 —6 | =23 | —-12 | —1
# |1 -1 10| —-21| =5 11 12 +#
1] -10121 5) —11 | —12 0 +#

se obtiene que

p(z) = (z+ 1)(z° — 10z* + 212° + 52° — 11z — 12)

y de la tabla

1[—10] 21 [5]—11]—-12] 3
#1 3 =210 15 4
1] =7 0 [5] 4 4

se obtiene que

2® — 102" + 212° + 52 — 11z — 12 = (z — 3)(z* — 72° + 5z + 4)

y por lo tanto,

qz) =2 —T* +5r+4 y
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4. Determinar el polinomio ménico p(x) (su coeficiente principal es 1) con coeficientes
en Q, del menor grado posible, que tiene como raiz doble a 3—2i y tal que p(3) = 48.

Solucidén: 3+ 2i es una raiz del polinomio pues 3 — 2i es raiz y los coeficientes estan
en Q y como estas dos raices han de ser dobles, entonces la expresion

g(z) = (x — 3+2i)* (t — 3 - 2i)* = (2* — 62 + 13)°

debe ser un factor de p(x).

Por otra parte, como p(z) es moénico y debe ser del menor grado posible, necesaria-
mente él debe ser de la forma p(x) = q(z)(x — a) y dado que ¢(3) = 16, entonces

16 - (3 — a) = 48

y por lo tanto a = 0, de donde se obtiene que p(z) = = (2% — 6z + 13)°.
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5. Sea p(z) = 2° + az® — 7022 + bz — 30. Si —1 es una raiz doble de p, hallar a y b.

Solucién: Como p(z) es divisible por z + 1, pues —1 es una raiz de p, p(z) puede
escribirse como el producto entre z + 1 y un polinomio de grado 4.

De la divisiéon sintética, se tiene que

110 a —70 b -30 -1
# | —1 1 —a—1 a—+T71 —a—b—T1 | #
1| -1la+1|—-a—-71|a+b+71| —a—-b—-101 | #

de donde, el resto de la divisién de p(z) por z + 1 es —a — b — 101 y por lo tanto,
como dicho resto debe ser 0, entonces

a+b+101=0 (1)

y ademas, también de la tabla anterior, se obtiene que el polinomio de grado 4 que
es factor de p, estd dada por q(z) =2* — 23 + (a+ 1)z — (a+ T1)2 + a+ b+ T1.

Dado que p tiene como raiz doble a —1, entonces —1 también es raiz de ¢ y por
tanto,

¢(—1)=1+1+a+1+a+71+a+b+71=3a+0b+ 145,
debe ser igual a 0, es decir,

3a+b+145=0 (2

De las ecuaciones (1) y (2), se obtiene que a = —22 y b = —79.
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6. Resolver, para z € C, la ecuacién z° — 3z — 223 + 1022 — 122 = 0.
Solucién: Sea p(z) = 2° — 32% — 223 + 1022 — 12z.

Como p(z) = z(2* — 323 — 222 + 102 — 12), se tiene que una de la soluciones de la
ecuacion es z = 0 y las otras corresponden a las raices de

q(z) =2t —32° — 222 + 102 — 12.

Para el polinomio anterior se tiene que a4y = 1 y a9 = —12, por lo tanto, las po-
sibles raices racionales de él son +12, +4, £3, £2, £1 y como ¢(—2) = 0 = ¢(3),
se tiene que ¢ es divisible por z+2, por z—3 y también por (2+2)(z—3) = 22—z —6.

El cuociente de la divisién larga de g por el polinomio cuadrético anterior es 22 —2z+2
y como

2E£v4-8

2 _2242=0c 2= 5

=1+,
se tiene que el conjunto solucién de la ecuacion de grado 5 es

S =1{-2,031—41+i}.
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7. Sin efectuar la divisién, mostrar que 2z* — 723 — 222 + 132 + 6 es divisible por
2% — 5x + 6.

Solucién: Sea p(x) = 2z — 7T2® — 222 4+ 13z + 6.

Como p(2) =0y p(3) = 0, se tiene que p(z) es divisible por x — 2 y por = — 3; por
lo tanto, p(x) es divisible por 22 — 5z + 6 = (z — 2)(x — 3).
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8. Resolver la ecuacion

20t — 23 — 1722 + 152+ 9 = 0,

sabiendo que 1 + V2 es una solucién de ella.

Solucién: Como p(x) := 22* — 2% — 172? 4+ 15z + 9 tiene coeficientes en Q y
21 = 1+ /2 es una raiz de p, entonces z, = 1 — /2 también es una raiz de p (0 sea,
también es una solucién de la ecuacién); y por lo tanto, p(x) es divisible por

(m—l—\/§> <x—1+\/§>:x2—2x—1.

Ademés, como (22 —2®—1722+152+49) : (22 —22—1) = 22%+32—9 = (v+3)(22—3),
se tiene que las otras dos soluciones de la ecuacién son x3 = —3 y x4 = 3/2.

34



9. Usar divisién sintética, para hallar el cuociente y el resto en

(227 + 52°% — 202° — 342 + 632° + 382 — 62 — 36) : (z° + 2 — 6).

Solucién: Como 2? — x4+ 6 = (z + 3)(x — 2), se tiene que al dividir

p(x) := 22" + 52°% — 202° — 342 + 632° + 382% — 62 — 36

por x + 3 y luego al dividir lo obtenido por = — 2, se obtendra lo pedido:

Para la primera division sintética, se tiene que

215 | =20 -34] 63 | 38 | =6 | =36 | —3
#|—-6| 3 51 | =51 | =36 | —6 | 36 || #
2| =1 |=17| 17 | 12 2 | —=12| O #
y para la segunda
2| —-1|-17| 17 12 —12 || 2
# | 4 6 | —22 | —10 12 || #
2 | =3 |-11| =5 2 0 #

De lo anterior, se observa que al dividir p(z) por d(z) := z* + x — 6, se obtiene el
cuociente q(z) = 22° — 32* — 1123 — 522 + 2x — 6 y el resto r(z) = 0.
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4. Funciones circulares y Trigonometria
1. Resolver, para z € [0, 27|, la ecuacién

1+ cos(z) + cos(2z) 4 cos(3z) = 0.

Indicacién: Pueden considerarse las identidades
cos(2z) = 2cos’(x) — 1 y cos(3z) = 4cos®(x) — 3 cos(x)

para factorizar la expresion del lado izquierdo.

Solucién: Dado que cos(2x) = 2cos?*(z) — 1 y que cos(3z) = 4cos®(x) — 3cos(x),
la ecuacién puede reescribirse como

2 cos®(x) + cos?(z) — cos(z) = 0,
de donde,

1 + cos(w) + cos(2x) + cos(3z) =0 < 2cos®(x) + cos®(z) — cos(z) = 0
& cos(z) (2cos®(z) + cos(z) —1) =0
& cos(x) (2cos(z) — 1) (cos(z) + 1) = 0
& cos(z) = 0V cos(z) = % v cos(z) = —1

T T 3T 57?}

or lo tanto, el conjunto soluciéon es S =< —, — m, —,
yp ) {3 2’23
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sin?(z) _ tan(z)
sin(z) + cos(x)  csc(x) + tan(z)

a) Demostrar la identidad

., : 7r
b) Resolver la ecuacién arcsinx + arc cos(2x) = 5

Solucioén:
sin(z)
) tan(z) _ cos(x) _ sin(z) _ sin?(z)
csc(x) +tan(z)  sin(x) 1 sin(z cos(z)  sin®(z) + cos(x)
cos(x) * sin(x) () + sin(x)

b) Sea « := arcsinz, de donde sina =z y cosa = /1 — 22,
Sea [ := arccos(2z), de donde cos f = 2z y sin § = v/ 1 — 422.

Al aplicar cos a ambos la de la ecuaciéon dada, se tiene
20 - V1 — a2 —x - V1 —422 =0,

de donde se obtiene que x = 0 es la tnica solucion.
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3. Utilizando identidades:

a) Demostrar que cos(3x) = 4 cos®(x) — 3 cos(x).

1 1
b) Determinar el valor exacto de cos (arccos (—5) + arcsin (—§>)

Solucion:
a)

cos(3x)

cos(2z + )

cos(21) cos(x) — sin(2z) sin(z)

(2cos?(z) — 1) cos(z) — 2sin(x) cos(z) sin(z)
2 cos?(z) — cos(z) — 2sin®(x) cos(x)

2 cos*(x) — cos(z) — 2 (1 — cos?(x)) cos(x)

4 cos®(z) — 3 cos(z).

. 1 s ) 1 s
b) Definiendo « := arc cos —§> € }5,7?[ y B := arcsin (—§> € }—5,0[, se

tiene que el valor pedido es

cos (o + f)

cos(a) cos(B) — sin(a) sin(5)

cos(a) - /1 —sin?(B) — y/1 — cos?(a) - sin(3)
1 4/6 45 1
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. Resolver, para = € [0, 27], la ecuacién

cos?(2x) — 3cos?(z) +2 = 0.

Solucién: Al considerar la identidad cos(2z) = 1 — 2sin®z y la identidad funda-
mental, la ecuacién queda

sin’ x (4 sin® x — 1) =0,

1
de donde, sinx =0 o sinx = iﬁ y se obtiene el conjunto solucion

07E75_7.(-77-‘-77_7.‘-71]‘_7.(-727T N
67676 6
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5. Calcular el valor exacto de:
) T
a) sin (—)
12

1
b) cos (Arctan 2 4+ Arcsin (—5)>

Solucion:

o sin(f) =sin (5 =) = 3 (/6= v2)

1
b) Considerando ov = Arctan2 y = Arcsin (—g), se tiene que

V24

cosf = —,

2 1
N 5

sina = —, cosa =
V5
de donde .
+8)=—=(V24+2
cos (a + () 5\/5< )
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6. Demostrar la identidad

sin®(z) + cos®(z) = 1 — 3sin?(x) cos®(z).
Solucidn:

sin®(x) + cosS(x) = sin®(z) + (cos*(z))”
= sin®(z) + (1 — sin®(2))’
= sin®(z) 4+ 1 — 3sin?(x) + 3sin*(z) — sin®(z)
= 1—3sin*(x) + 3sin*(z)
= 1-3sin’(z) (1 —sin®*(z))

= 1 - 3sin*(x) cos®(w).
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7. Un francotirador esta extendido en el suelo apuntando a un blanco que se encuentra
a 17.5 metros de altura. Con un dngulo de elevacién 8° el disparo pasa 50 centime-
tros por debajo del blanco. ;Qué angulo es tal que el disparo da en el blanco?

Solucion:

80
E % o

tan8° = 0.141 = O:P = 1:7 = F0 = 120.57.
FO FO

El dngulo pedido es ZOF B = a, se tiene,

OB 17.5

—_ = :> :8.190
7o 12057 “

tana =

42



8. Un teleférico lleva pasajeros desde un punto A, que estd a 2.1 kilémetros de un
punto B en la base de una montana, al punto P en la cima de la montana. Si los
dngulos de elevacién a P desde A y B son, respectivamente 21° y 652,

calcular la altura de la montana.

Solucién: En el tridngulo ABP, dado que <ABP = 115° y <BPA = 44°, al aplicar
el Teorema del seno se tiene que

sin(44°)  sin(115°)
21 AP

de donde se obtiene que AP = 2.74 km.

Por otra parte si h es la altura de la montana, se tiene que
h
Sin(21°) = —
AP
y entonces h = 0.98 km.
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9. Una vara de metal tiene un elastico amarrado a ambos extremos. Una persona toma
el elastico justo por su punto medio y lo estira de forma perpendicular a la vara.
En un cierto instante, el eldstico forma un angulo de 120° y si la persona lo sigue
estirando retrocediendo tres centimetros mas el eldstico forma un angulo de 60°.
Determinar la longitud de la vara.

Solucion: De la figura

como AB = BC = 3 centimetros, se tiene que si [ = 2z es la longitud de la vara,

entonces
T \/g

sin(60) 3= 5

de donde se obtiene que [ = 3v/3 centimetros.
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10. Un vehiculo de CONAF se dirige de sur a norte a una velocidad de 120 km/h. En
un determinado instante el conductor divisa un foco de fuego en direccion N15°F y
un minuto mas tarde observa el mismo foco en direcciéon N45°FE. ;A qué distancia
de la carretera se encuentra el incendio?

Solucién: La distancia recorrida por el vehiculo es d = 2 kilémetros. Si = es la
distancia entre la carretera y el incendio,

—@

X
450

d
15°

: x
se tiene que tan(15°) = p de donde
T
2 tan(15°)

xr = m = \/g — 1 kilémetros.
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11. Un Jet de reconocimiento (J), que vuela a una altura de 10000 pies, localiza a un
submarino (S), bajo un éngulo de depresién de 37° y a un buque (B), bajo un dngulo
de depresién de 23°. Si la medida del angulo (SJB) es de 105°, determinar la dis-
tancia entre el submarino y el buque.

Solucion:

Sean SJ la distancia del submarino al jet, JB la distancia del jet al buque y SB la
distancia del submarino al buque. Se considerara un punto P a nivel de mar justo
bajo el jet:

JP _
Del tridngulo SPJ: cos(53°) = ﬁ; luego, SJ = 16611.

JP _
Del tridngulo BPJ: cos(67°) = =5 luego, BJ = 25575.

Del tridangulo SJ B, al aplicar el Teorema del coseno, se tiene
SB° =87 +JB — 257 - JB cos(105°),

de donde se obtiene que SB = 33878, que es la distancia en pies desde el submarino
al buque.
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5. Matrices y sistemas de ecuaciones lineales

2 46 1 -2 =7
1. Considerar las matrices A= |1 1 1| yB=| 1 7 2 |.Calcular:
3 5 8 -3 -7 9
a) (A+ B)>.
b) A*+2A- B+ B%
c) (A+B)-(A-B).
d) A* - B%
Solucién:
13 24 -—-14
a) (A+B)?*=|(22 62 73
—4 =50 283
22 39 86
b) A2+2A-B+ B%= 6 39 48
—34 —103 297
-3 —6 38
c) (A+B)-(A—-B)=(120 0 15
102 216 —15
6 9 138
d) A2~ B*=[4 -23 -10
72 163 -1
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2.S5iA=| 2 -3 5 |, determinar A~! utilizando la matriz adjunta asociada a A.
1 0 12
-36 —19 3
Solucién: Como det(A) =1y A°= | —-24 —13 2 |, se tiene

13 7 -1

L Adi(A) —-36 —24 13

A = Tt ) -19 —-13 7

et(4) 3 2 -1
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2 4
3.S1A=1(11
3 5

Solucion:
—3/2
Al = 5/2
-1

o = O

, determinar A~!.
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4. Mediante operaciones elementales de filas transformar la matriz A =

en una matriz triangular superior y luego calcular su determinante.

1 a a?

Solucién: Como A~ [0 b—a b — a? , entonces
0 0 (c—b)c—a)

det(A) = (b—a)(c—b)(c — a).
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1
5. Sean A y B matrices en Mg(R) tales que |[A| = 1 Calcular:

a) |A+ Al
b) |AY,
c) [4A",
13 —7 11 666 5
0 2 —31 89 2019 4
. 00 3 -2 21 3
d) [AB,siB=1, 0 o 4 o916 2
00 0 0 5 1
00 0 0 0 2
Solucién:

) [A+ Al = [24] =20 |A] =28~ = 16

NN 1

b) |A* = |A| ( 4) T
1

¢) [4AY = 4[4 =40 |A] =40 — = —1024

1
d) |AB| = |A||B| = 7 -1:2:3:4-5-2= 60
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6. Resolver la ecuacién matricial 3X* + (5AB)" = 2B*A?, donde

2 1 5 3 4 7

A=10 -2 1| yB=1[4 2 -1

0 0 3 7 -1 2

Solucion:
3X'+ (5AB)' = 2(AB)
3X"'+5(AB)" = 2(AB)'
3X'" = —3(AB)’
X = —-AB

—45 —5 —23

X = 1 5 —4

-21 3 -6
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7. Encontrar A € R de modo que |A — Al3| =0, donde A = | —1
0
- 1 2
Solucion: Dado que A — A3 = [ —1 =\ 1 , se tiene
0 0 1-=2A\

A=A =1 - AN +1)=02=1.
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ar+y+z=1

8. Determinar para qué valores de a, el sistema ¢ © +ay+ 2 =1  posee:

r+y+az=1
a) Solucién tnica.
b) Infinitas soluciones.
¢) Ninguna solucién.
Solucién:
a 1 11 1 1 a 1
Sia #0,setieneque (A, B) =1 a 1 1|~ [0 a—1 1—a 0
1 1 a1l 0 0 —(a+2)(a—1) 1—a

r(A) =3 =r(A,B).

<

01 11
Sia=0,entonces (A,B)=11 0 1 1
1101

a) El sistema tiene solucién dnica cuando a € R — {—2,1}.
b) El sistema tiene infinitas soluciones cuando a = 1.

c¢) El sistema tiene no tiene solucién cuando a = —2.
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9. Resolver, utilizando el método de eliminacion de Gauss, el siguiente sistema de
ecuaciones lineales

r+3y—22+7Tw = 44
2v+3y+ 11z —3w = 41
3r+dy+7z—4w = 18
20 +2y+z+ 13w = 102
13 =2 7 4 1 3 -2 7 44
co 12 3 11 -3 41 0 -3 15 —17 —47
Solucién: Como (A, B) = 35 7 4 18 000 91 7 184l
2 2 1 13 102 0 0 0 1 7
el sistema dado es equivalente a
r+3y—2z2+7Tw = 44
=3y + 15z — 1Tw = —47
21z + Tw = 154
w = 7

de donde se obtiene que la solucién (tnica) es (2,1,5,7).
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10. Dado el sistema de ecuaciones lineales

r4+2y—3z2+5w = 0
2r4+y—4z—w =1
s+y+ztw = 0
—r—y—z+w = 1

utilizar matrices para determinar su conjunto solucion.

Solucion: Dado que

1 2 -3 5 0 1 2 -3 5 0
2 1 —4 -1 1 0 -3 2 —11 1
(4,B) = 1 1 1 1 0]l o o 10 -1 =11
-1 -1 -1 1 1 00 0 2 1

se observa que r(A) = 4 = r(A, B) = n (nimero de incégnitas), por lo que el sistema
tiene solucion tunica y él es equivalente a

r+2y—3z+5w = 0

—3y+2z—-1lw = 1
10z — w = -1

2w = 1

de donde, por sustitucién regresiva, se obtiene que

7 11 11
s={(G-5w3)}
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11.

Determinar, si es posible, los valores de A € R de modo que el sistema

rT+y+z = A
r+A+Dy+2z = 2\
r+y+A+2)z = -1

tenga:

a) solucién tnica.
b) infinitas soluciones.

¢) ninguna solucién.

Solucién: La matriz ampliada asociada al sistema es

11 1A
(AB) =1 Ax+1 1 2x
11 x4+2 -1

Como |A| = A (A + 1), se tiene que

IA| 20 (A £ —LANA0).

11
0 0

De lo anterior, se obtiene:

a) El sistema tiene solucién dnica cuando A € R — {—1,0}.
b) El sistema tiene infinitas soluciones si A = —1 0 A = 0.

c¢) No existe A € R de modo que el sistema no tenga solucion.
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12. Utilizando matrices, hallar el conjunto solucién, para x, y, z y w en R, del sistema

2¢ + 4y — 22 + 4w = 2
6 +12y — 924+ 21w = 0
—4xr — 8y + 10z — 26w = 8

Solucion: Dado que

2 4 -2 4 2 12 -1 2 1
AB=[6 12 -9 21 0o|l~|00 1 =3 2],
—4 -8 10 —26 8 00 0 0 0

el sistema dado es equivalente al siguiente

{x+2y—z+2w =1

z — 3w = 2

y como r(A) =2 = r(A, B), entonces dos incégnitas pueden expresarse en términos
de otras dos. En este caso, al despejar x y z en funciéon de y y w, se tiene que
rT=-2y+w+3yquez=3w-+ 2.

De lo anterior, el conjunto solucién puede describirse como sigue

S:{<_2y+w+3ayaz73w+2)eR4yER,QUER}
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13. Indicar justificadamente para qué valores de A, si existen, el sistema

rT+y+z=2
r+2y+2=3
r4+y+ (AN —9)z=2\

tiene:

a) Solucién unica.
b) Infinitas soluciones.

¢) Ninguna solucién.

Solucién: Como |A| = A\? — 10, entonces |A| # 0 < X # £+/10.

11 1 111
Si A = £4/10, entonces (A, B)= |1 2 1 3 |~ |0 1 0
11 1 +/10 000

S

=+ —2

yr(A)=2#r(A B)=3.

a) El sistema tiene solucién tnica, cuando A € R — {—\/10, \/10}.
b) El sistema nunca tiene infinitas soluciones.

c¢) El sistema no tiene solucién, cuando \ € {—\/ 10, v/ 10}.
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14. Utilizando matrices, determinar el conjunto solucién, para z, y y z en R, del sistema
r—y+2z = 0
r+2y+3z = 0
r+8y+5z = 0

1 -1 2 1 -1 2
Solucion: Dadoque A= |1 2 3|~ [0 3 1], elsistema dado es equiva-
1 8 5 0 0 0

lente al siguiente

r—y+2z = 0
3y +z =0

y como 17(A) = 2 = r(A,B) < n = 3, el sistema tiene infinitas soluciones y 2
incognitas pueden expresarse en términos de alguna de las otras. En este caso, al
despejar x y z en funcién de y, se tiene que z = —3y y que x = 7y.

De lo anterior, el conjunto solucién esta dado por

{(7y,y,-3y) e R® : y € R}.
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15. Indicar justificadamente para qué valores de a y b, el sistema ¢ x +ay + 2 =1>

ar+y+z=1

?

r+y+az=1
tiene:
a) Solucién unica.
b) Infinitas soluciones.
¢) Ninguna solucién.
Solucién:
a 1 11 1 1 a 1
Sia #0,setieneque (A, B) =1 a 1 b| ~ |0 a—1 1—a b—1
1 1 al 0 0 (a—1)(a+2) a—0

011
Sia =0, entonces (A,B)=11 0 1 yr(A) =3=r(A4,B).
110

—_ o~

a) El sistema tiene solucién unica cuando a € R — {—2,1} y b € R.
b) El sistema tiene infinitas soluciones para a =b =1y paraa =b = —2

c) El sistema tiene no tiene solucién en el caso en que a = 1y b # 1 y tampoco
en el caso en que a = =2y b # —2.
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16. Determinar, si es posible, los valores de A € R, de modo que el sistema

rT+y+=z = 2
r+2y+z =
r+y+ (AN =8z = A
tenga:
a) Solucién unica.
b) Infinitas soluciones.

¢) Ninguna solucién.

Solucién: La matriz ampliada asociada al sistema es

1 1 1 2
(AB)=|12 1 3
1 1 XM—=8 )\
Como |A| = A\? — 9, se tiene que |A| # 0 < X # +£3.
1 11 2 1 1 1 2
Si A =43, entonces (A,B)=[1 2 1 3 | ~[0 1 0 1
1 1 1 +£3 00 0 —2+£3

yr(A)=2+#r(A B)=3.

De lo anterior, se obtiene:

a) El sistema tiene solucién unica cuando A € R — {—3,3}.
b) El sistema nunca tiene infinitas soluciones.

c¢) El sistema no tiene solucién cuando A € {—3, 3}.
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17. Utilizando matrices, hallar el conjunto solucion, para x, y y z en R, del sistema

rT+y—=z =0
20 —3y—122 = 0
2v4+5y+42z = 0
1 1 -1 1 11
Soluciéon: Dado que A= [2 —3 —12] ~ [0 1 2], el sistema dado es equi-
2 5 4 000

valente al siguiente

r+y—z = 0
y+2z =0
y como 1(A) = 2 = r(A, B), entonces 2 incégnitas pueden expresarse en términos

de alguna de las otras. En este caso, al despejar x e y en funcion de z, se tiene que
y=—2zyquezx=3z.

De lo anterior, el conjunto solucién puede describirse como sigue

{(3z,—2z,2) e R* : z € R} .
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18. Sea A € M,,(K). A se dice idempotente si A% =

Demostrar que:

Ay A se dice involutiva si A% = I,,.

a) B es idempotente si y sélo si B - (I, — B) = O,xn.

1
b) si B es involutiva entonces la matriz C' = 3 (I, — B) es idempotente.

Solucion:
a)
B-(I,—B) =0, < B-1,— B*>=0,.,
& B—B*=0,.,
< B=DB%40,
& B=RB?
< B?’=D.
b) Dado que
1 2
c? = (=(I,—-B
(30.-2)
1 2
= —-(I,— B
1= B)
1
= Z(I”_B)(I”_m
= 112 1,.B— BI B?
~ {(B-LB-BI+B)
1
= [U—B-B+1)
_ Lor, —opy
= ;@
1
= -(I,—-B
- (I, — B)
p— 07

es claro que C' es idempotente.

Ultima actualizacién: 16 de abril de 2024
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