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Foro 1
Matematica I (527113/527117)

1. Indicar cudl(es) de las siguientes afirmaciones son proposiciones:

a)
b)

)

d)
e)
f)

V9=3

(344)% = 3% + 42

La temperatura de congelacién del mercurio es menor que la temperatura de conge-
lacién del agua.

VneN:n?2+1<10
Existen los extraterrestres.

Esta oracién es falsa.

Desarrollo:

a)

Es una proposicién, ella afirma que la raiz de 9 es 3 tres y es verdadera, pues 3 es el
Unico nimero no negativo tal que su cuadrado es igual a 9.

Si es proposicion y ella afirma que 3 méas 4 al cuadrado es igual a 3 al cuadrado maés
4 al cuadrado; su valor de verdad es falso pues 49 no es igual a 25.

Es una proposicién y ella compara los valores numéricos de dos temperaturas, su valor
es verdadero.

Es proposicién y ella afirma que para un nimero natural cualquiera n, se tiene que
n? més 1 es menor que 10, su valor de verdad es falso debido a que si n es igual a 3,

la expresién n? + 1 toma el valor 10 (que no es menor que 10).

La afirmacién indica que existen los extraterrestres, ella es una proposiciéon y su valor
de verdad es desconocido.

La afirmacién “Esta oracion es falsa”no es verdadera porque ella misma indica que es
falsa; tampoco puede ser falsa, ya que si lo fuese, indicaria su propia veracidad. Por
lo tanto, “Esta oracién es falsa’no es una proposicién.



2. Dadas las proposiciones:

e pi= (1+8=T7)V (0 < 10)
. g:= (1000 — 99 = 901) A (—1-1=1)
o= (4> -9) — (22 > 4)

Determinar el valor de verdad de p — (g V ~ 7).

Desarrollo:

Como 14+8 =9z 7y 0 si es menor que 10, entonces el valor de verdad de p es

(FVV)&s V.

Dado que 1000 —99 =901y —1-1 = —1 # 1, el valor de q es

(VAF) < F
Por otra parte, como —4 > —9 y 22 = 4, se tiene que r es

VoV)eV.

Por lo tanto, como p es verdadera, g es falsa y r es verdadara, se tiene que la proposicion
p — (qV ~ r) tiene valor de verdad

V> (FVF)]& (V—>F)sF



3. Sea la proposiciéon p := 3 > 8 y sea ¢ una proposicion tal que ~ g — p es verdadera.
Determinar el valor de verdad de

(gA~p)V(p<+q).

Desarrollo:

Como p := 3 > 8 es falsa y el condicional ~ ¢ — p es verdadero, se deduce que su
antecedente ~ ¢ es falso y por lo tanto, ¢ tiene valor de verdad verdadero. De este modo,
de la tabla

plaqg|~p|@h~p)| (p=q) | (gA~p)V(p+q)
F|V] V \ F %

se observa que el valor de verdad de (g A ~ p) V (p <> q) es verdadero.



4. Sipy ¢ son falsas, jcudl es el valor de verdad de la proposicién
~([rv(~qn~p)]—p)?

Desarrollo:

Definiendo s := (~ ¢ A ~ p), de la tabla de verdad

p ~p|~qg|s|rVs|(rVsl=p) | ~(rVs|=p)

q
FIF| V| V |V] V F \Y%

se tiene que ~ ([rV (~ ¢ A ~ p)] — p) es verdadera.



Foro 2
Matematica I (527113/527117)

1. Sabiendo que la proposicién (g A ~ p) — [(p A7) V t] es falsa:

a)
b)

Determinar el valor de verdad de las proposiciones p, q y t.

Determinar el valor de verdad de la proposicién ~ [(~ p V ~ q) — (r V ~ t)].

Desarrollo:

a)

La tnica posibilidad para que el condicional (¢ A ~ p) — [(p A7) V t] sea falso, es que
la proposicién (g A ~ p) sea verdadera y [(p A7) V t], falsa. Como (¢ A ~ p) debe ser
verdadera, es necesario que ambas proposiciones ¢ y (~ p) sean verdaderas. Asi, q es
verdadera y como (~ p) es verdadera, p es falsa.

Por otra parte, una disyuncion es falsa solamente cuando las dos proposiciones co-
nectadas son falsas; en este caso, como [(pAr)Vi] es falsa, entonces (pAr) y ¢ son falsas.

En conclusién, p y t son falsas y g es verdadera.

Con los valores de verdad de p, ¢ y ¢ ya determinados, se tiene que (~ p V ~ q) es
una proposicién verdadera pues (~ p) es verdadera y (r V ~ t) también es verdadera
ya que (~t) lo es.

De lo anterior, el condicional [(~ p V ~ q) — (r V ~ t)] es verdadero y entonces su
negacion ~ [(~p V ~ q) — (r V ~ t)] es falsa.



2. Definir adecuadamente afirmaciones, funciones proposicionales y conjuntos, para luego
escribir simbélicamente cada una de las siguientes proposiciones:

a
b
c

)
)
)
d)

Si ruge y come carne, entonces no es mariposa.
Florentino estara feliz e ird de viaje si y sélo si aprueba el examen.
Todas las alumnas de Matematica I que estudian, obtienen buenas notas.

Algunos asistentes al congreso recibieron una agenda o una polera, pero no ambas.

Desarrollo:

a)

Sean p := ruge, q := come carney r := es mariposa. La proposicién escrita simboli-
camente es
(pAq) =~

Al definir las proposiciones p := Florentino estard feliz, q := Florentino ird de viaje
y r:= Florentino aprueba el examen, la proposicién dada queda como

(pAq) <.

Considerando A := {x : x es alumna de Matemaética I}, p(z) := x estudia y q(z) :=
x obtiene buenas notas, se tiene que la proposicion escrita simbdlicamente es

Ve e A:p(x) — q(x).

Para el conjunto B := {x : rasistié al congreso} y las funciones proposicionales p(z) :=
x recibid una agenda y q(x) := x recibié una polera, la proposicién se puede reescribir
como

Jz € B:p(x) Yq(x).



3. Escribir la negacién de la proposicion

p:=Vr e A Jye B:qlx)V(r(z) As(y))].

Desarrollo: La negacion de p es

~p &~ (VreAdyeB:|px)V
< dreA,~(FyeB:[plx)V
& JxeAVye B:~ ([p(x)V
& Jre AVye B: ~p(x
& Jre AVye B: ~p(x



4. Sean A = {10,11,12} y la proposicién
p=VereAJyeA:x—y<O.
a) Hallar el valor de verdad de p.
b) Escribir la negacién de p.
Desarrollo:
a) Para x = 12, al asignar a y todos los valores posibles en A, se tiene que x — y toma
los valores
12-10=2, 12—-11=1 y 12-12=0,

de los cuales, ninguno es negativo y por lo tanto, la proposicién es falsa.

b) La negacién de p estd dada por

~p &~NVreAIJyeAd:z—y<O0)
& dreA,~(FyeA:z—y<0)
& dreAVyeA:~(x—y<0)
& dJreAVye Az —y>0.
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Foro 3
Matematica I (527113/527117)

1. Sean p, q y r proposiciones. Verificar que la expresion logica

[p—=(gvr)elpA~aq) =]
es una tautologia.

Desarrollo: Definiendo s :==p — (¢Vr) y t := (p A ~ q) — r, se construye la tabla de
verdad asociada a la expresién légica dada, ella es

<
~

< <<l << <<

pPA~q

<<l < << <<
<l << << < | <|<|| =
< <i<i<i<|I<i<|<|?

| | < < = H| < <
< | <] =] <] | <)<
| | | < < < <=
H| | < | | | < | e

donde se observa que el condicional s <+ ¢ es siempre verdadero, independiente de los
valores de verdad de p, q y r, por lo tanto

[p— (gVr) < [(pA~q) =]

es una tautologia.
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2. Sean A ={-2,0,1}, B={-1,0,1,2} y la proposicién

p:=Vre A Jlye B:x+y>0.
a) Determinar de manera justificada el valor de verdad de p.

b) Escribir la negacién de p.

Desarrollo:

a) Six=0€ A,yy =1€Bey,=2€ B,esclaroque z+y; > 0y que z + y2 > 0.
Con este contraejemplo, como y; # yo se tiene que la proposicién p es falsa.

b) Para s(x,y) : =z +y > 0, la negacién de p es

~p & ~NVreAIlyeB:s(x,y))
& dre A~ 3lyeB:s(x,y))
& JreA(VWeB:~s(zy) ¥YIyeB IzeB,y#z:s(x,y) As(z,2)),

donde ~ s(x,y) indica que x + y < 0.
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3. Considerando U = {1,a,2,b,3,¢,4,d,5,¢e,6, f,7,g9,y} vy los siguientes conjuntos
A = {xeU:x <4},
B = {x €U :x esuna de las 10 primeras letras del alfabeto},
C = {1,a,3,¢,5,¢,6, f}.
Escribir por extensién y representar en diagramas de Venn a:

a) (B-C)UA b) A°NB

Desarrollo: Los conjuntos por extensién son A = {1,2,3,4}, B = {a,b,c,d,e, f,g} v
C =1{1,qa,3,¢,5,¢,6, f}, se tiene el diagrama de Venn

a) Aqui el conjunto solicitado puede representarse por

U
A B

de donde, (B—-C)U A =1{1,2,3,4,b,d,g9}.

b) En este caso, el conjunto puede representarse por

U
A B

de donde, A°N B = {a,b,c,d,e, f,g} .
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4. De un grupo de 80 personas y sus preferencias por los canales de television Fox, HBO y
Discovery Channel, se sabe que 50 ven Fox, 25 ven HBO, 15 ven Discovery Channel y 5
ven los tres canales. Si cada persona ve al menos uno de estos tres canales:

a) ;Cuédntas personas ven Fox y HBO?,
b) ;Cuéantas ven solamente Fox? y
¢) ¢Cuéantas ven Fox o Discovery Channel?

Indicacién: Utilizar un diagrama de Venn y la férmula para la cardinalidad de la unién de
tres conjuntos.

Desarrollo: Si F' es el conjunto de quienes ven Fox, H el de quienes ven HBO y D el de
quienes ven Discovery Channel, del diagrama

AR
074

0
D

se tiene que |[FNH|=xz+5, |[FND|=y+5y |HND|=z+05. De la férmula de la
cardinalidad para la unién de tres conjuntos,

|[FUHUD| = |F|+|H|+|D|—|FNH|-|FND|—|HND|+|FNHND|
80 = 50+25+15—(x+5)—(y+5) —(2+5)+5
80 = 80— (z4+y+2),

de donde = + y + z = 0 y dado que el minimo valor que una cardinalidad puede tomar es
0, entonces se tiene que z = y = z = 0 y se obtiene lo siguiente

U

EJAEY
074

o

o) [FNH|=5 b) [FN(HUD) | =45  ¢) [FUD| =60

y las cantidades solicitadas son:

14



Foro 4
Matematica I (527113/527117)

1. En los siguientes casos, si es necesario, transformar cada fraccién a una equivalente en la
cual su denominador sea el minimo comun multiplo entre todos los denominadores; luego,
realizar las operaciones que correspondan:

2 4
1 7
Yot
GLlo3
10 15
5 1 17
d) S+ - - %
) 4 + 6
Desarrollo:

a) Dado que el minimo comin miltiplo entre los denominadores es 4, entonces

3,5_32 5 6 5 645 11
2 4 2.2 4 4 4 4 4

b) Como el minimo comun multiplo entre los denominadores es 36, entonces

1 7 1.4 73 4 21 4421 25

0 12°9.4712.3 3673 36 36

¢) Debido a que el minimo comin multiplo entre 10 y 15 es 30, entonces

1 4 1-3 4.2 3 8 3-8 ) 1-5_ 1

10 15 10-3 15-2 30 30 30

30 36 6
d) Como el minimo comin multiplo entre 4, 8 y 6 es 24, entonces se tiene que

5. .1 17 5-6 1-3 17-4 30 3 68 30+3-68 35

178 616783 6.4 24 wm- 24 24

15



2. Para obtener el minimo comun multiplo M C'M entre 72 y 108:

= Se descomponen ambos nimeros en potencias de nimeros primos

72=2%.32 y 108 = 3% .22,

= se escoge la mayor potencia de cada niimero primo presente en alguna de las descom-
posiciones del paso anterior y luego se multiplica, obteniendo el M C'M, que en este
ejemplo es:
MCM(72,108) = 2% - 3% = 216.
Utilizar el procedimiento anterior para obtener el MCM entre 180 y 324.

Desarrollo: Dado que

180 =22-32.5 y 324=2%.3%

entonces al escoger la mayor potencia de cada nimero primo y al multiplicarlas se obtiene:

MCM(180,324) = 2% - 3" . 5 = 1620.

16



3. Paula desea vender un terreno. Logrd venderlo en 3 etapas, de la siguiente manera:

1
= En marzo vendié 3 del terreno,

= en abril vendié la tercera parte de lo que vendié en marzo,

= en mayo vendio las 5000 hectéareas restantes.

a) ;Qué fraccién del terreno vendié Marcela en el periodo marzo - abril?

b) ;Cudntas hectéreas posee el terreno en total?

Desarrollo:

. 1 . . . 1
a) Dado que en abril Marcela vendié = de la fraccién vendida en marzo, es decir, de 3
entonces en el periodo marzo-abril Marcela vendié

1-3 1 341 4 -2 2

- -

6 6 6 2.3 3

N =
N =
L =
N =
| =
[\)

w

del terreno total.

2
b) En marzo-abril Marcela vendié 3 del terreno y en mayo el resto, entonces en ma-

1
yo vendié —; por lo tanto, para obtener la cantidad total de hectéreas, basta con

multiplicar por 3 lo vendido en ese iltimo mes, esto es

5000 - 3 = 15000

17



4. La Federacion de Futbol de Brasil puso a la venta las entradas para un partido con Ar-
gentina en tres etapas:

1
= En la primera etapa se vendieron 1 del total de las entradas,

3
= en la segunda se vendieron — de las entradas que quedaron disponibles después de la

primera etapa

= en la tercera, se vendieron 22500 entradas, las cuales fueron todas las que quedaron
después de las dos etapas anteriores.

a) {Qué fraccion del total de entradas se vendieron en las dos primeras etapas?
b) ;Cudntas entradas se vendieron en total?

¢) (Cudntas entradas se vendieron en la segunda etapa?

Desarrollo: De la informacién dada en el enunciado, se tiene:

1
= En la primera etapa la fraccién del total de entradas vendidas fue T

= la fraccién del total de entradas vendidas en la segunda etapa fue

-y 3_33_29
4) 8 4 8 32
= en la tercera se vendieron las entradas restantes de las dos etapas anteriores y la
fraccién correspondiente es

a) La fraccién del total de entradas vendidas en las primeras dos etapas fue

1,9 16, 9 _6+9 17
4 32 4-6 32 32 32
b) Como en la tercera etapa se vendieron 22500 entradas, que corresponden a 32 del

total, entonces se tiene que el total fue

2 2-15-1
32 22500 = w = 32 - 1500 = 48000.

15 pis

¢) Las cantidad de entradas vendidas en la segunda etapa fueron

9
. 48000 = 13500.
55 48000 = 13500

18



Foro 5
Matematica I (527113/527117)

1. Se dice que dos variables x e y son directamente proporcionales cuando el cuociente
entre sus valores se mantiene constante, es decir, si existe algin valor £ € R constante, tal
que

Yk
x

Utilizar esta definicién para:

a) Determinar el valor de a + b a partir de la tabla

pl|la|6] 3
q |40 | b |24

sabiendo que p y g son directamente proporcionales.

b) Calcular cuéntas calorias aportan 4.5 kilogramos de un alimento, si 250 gramos del
mismo alimento aportan 0.5 calorias.

Desarrollo:

a) Como p y ¢ son (directamente) proporcionales, el cuociente entre cada par de valores
es constante. Considerando p = 3 y ¢ = 24, se tiene que

24
4_2_g
D 3

y con los otros dos pares de valores se obtiene que

40 40

8 o
“=g

5,

de donde, a + b = 53.

b) La cantidad de calorias que aporta un alimento es directamente proporcional a la
cantidad del mismo y el cuociente kilogramos/calorias ha de ser constante; asi, si =
es la cantidad de calorias que aportan 4.5 kg del alimento, entonces

025 45
05 =z -

19



2. Se dice que dos variables x e y son inversamente proporcionales cuando el producto
entre sus valores se mantiene constante, es decir, si existe algin valor £ € R constante, tal

que

xy = k.

Utilizar esta definicion para:

a)

Determinar el valor de m — n a partir de la tabla

a|b5|m|10
b|6| 4| n

sabiendo que a y b son inversamente proporcionales.

b) Calcular cudntos empleados se necesitan para hacer un trabajo en 5 dias, si 8 em-
pleados hacen el mismo trabajo en 20 dias.
Desarrollo:
a) Como a y b son inversamente proporcionales, el producto a - b es constante. Conside-
rando a = 5 y b = 6, se tiene que
ab=>5-6=30.
Asi, dado que los otros dos productos deben ser también 30, se obtiene
15
1000n=30 & n=3,
9
y entonces, m —n = 5
b) La relacién entre el nimero de empleados y la cantidad de dias que lleva hacer un

trabajo es de proporcion inversa. Considerando que el producto entre estas dos can-
tidades debe ser igual en los dos casos y que p es el numero de empleados que se
necesitan para hacer el trabajo en 5 dias, se tiene

8-20

8-20=p-5 & p= 5

32,

y entonces, se requieren de 32 empleados (o hacen falta 24 empleados mas) para
realizar el trabajo en 20 dias.

20



3. El tanto por ciento es un caso particular de proporcionalidad directa en donde uno de
los términos de la proporcion es 100:

Q P P
C 100:>Q 100 ¢ %O

Utilizar lo anterior para resolver los siguientes problemas con enunciado:
a) Si el radio de un circulo aumenta en un 100 %, ;jen qué porcentaje se incrementa su
area?

b) Sila longitud de cada arista de un cubo aumenta en un 50 %, determinar cémo varia
la superficie del cubo.

c¢) Calcular en cudnto disminuye el valor de un producto después de aplicarle dos des-
cuentos sucesivos, primero uno de un 10 % y luego otro de un 20 %.

Desarrollo:

a) Siryy Aj son el radio y drea del circulo original, Ay = WT%. Ahora, si ro y As son el
radio y drea del circulo después del aumento, como el radio crece un 100 %, su valor
se duplica y
Ay =712 = 7 (2r1)% = 4mr? = 4A4,.

De lo anterior, el porcentaje del incremento pedido es

A2 — Al 4A1 — A1
e 00 i 00 = 3-100 = 300

b) Siay y Sy son la arista y superficie del cubo original, S; = Ga%. Si as y S9 son la arista

3
y superficie del cubo después del cambio, como la arista crece un 50 %, as = —a; y

2
3\ 9 9
52 = 601% =6 (2(11) = Z . 6(1% = ZSI
Asi, la variacién de la superficie fue
9 5
So—85=-5-5=-S
2 1= 1 L= P

es decir, ella aument6 un 125 % (o al 225 %).

9
¢) Si P es el precio original, con el primer descuento del 10 % el nuevo precio es EP y

con el segundo descuento del 20 %, el precio final es

8 (9 72

— | —=P) =—P,

10 \ 10 100
y entonces, este precio final corresponde al 72 % del precio original, es decir, los dos
descuentos equivalen a un tnico descuento del 28 %.

21



4. Utilizar propiedades de potencias y raices para expresar

102020 4 1(2022
102021  1()2021°

92021 | 32023
b) 62022

d) Li, donde z < 0,
1—z=1

de la manera mas simplificada posible.
Desarrollo:
a)

102020 + 102022 102020 + 102020+2 102020 + 102020 . 102

102021  1()2021 - 2. 101+2020 - 2.10 - 102020

107929 (1410%) 14100 101

20- 1229 20 20
b)
921, 32023 9202132023 9202132023 92021, 3202241  9202F 32022 3 3
62022 (2 - 3)2022 T 92022 . 32022  92021+1 . 32022  9202F o 32027 ~ o

Wl

a0 a/T = <x3x3x\/5>§: (w(xxﬁ)) _

x T x
o ) .,
d) Como 2T = z-zid T =, la expresion dada queda
X x xr

X
[ =V =l = e,
xT

en donde en la ultima igualdad, se ha utilizado la definicién de valor absoluto y el
hecho que = < 0.

22



Foro 6
Matematica I (527113/527117)

1. Expresar las siguientes cantidades como una fraccién de denominador natural:

1 1
a)2 1 +4 1
3 L _-3 1
4 2
4 3
b Z /=
RN
1 1
c) 1— +
) 1+v3 1-3
Desarrollo:
a)
1 1 B 1 1
1 *‘4 T 1 *‘4 1
_'3 1 5 1 1201 6 1
4 2 4 4 2 2
B 1 1
Lo Lt TT
To11/4 5/2
B 1 1
Y S| )
11 11 5 5
B 1 N 1
-~ 18/11  18/5
Rt N 5
18 18
16
18
_ 8
9
b)

23



) 1 1_\/§+ 1 1++V3
1+v31-vV3 1-v31+3
1_1—x/§ 1++3
1-3 1-3
1— 1
- V3 1+4V3
2 2
3
H;zz_ V3 V3
2 2
1—+3
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2. Factorizar cada una de las siguientes expresiones:

16a507 ¢ — 12a°b2¢3 + 200310

a)
b) (24 3)* — (z —1)
c) 422 4+ 9y% + 122y
d) 2% + 11z + 24
e) 3x2 —5x —2
f) z* — 1322 + 36
Desarrollo:

a) Para factorizar 16a%b”c — 12a°b%c3 + 20ab'°, dado que el MCD(16,12,20) = 4, que
todos los términos tienen como minimo la potencia 3 en a y como minimo la potencia
2 en b, se considera el factor comun 4a®bh”.

Ahora, de las divisiones

16a%b7¢

12070 5 4 20a3b!Y
4a’b?

— 4,315
= 4a°b’c, 1502 a“c

se obtiene que,
16a5b"c — 12a°b% + 20000 = 4ap? (4a3b50 —3a% + 5b8)
b) Para factorizar (2z + 3)* — (z — 1)?, del producto notable

(a+0b)(a—b) =a® —V?

identificando la expresién dada con el lado derecho de la identidad anterior, para
a=2x+3yb=ux—1,se obtiene

2z +32—(z-1)2 = (2z43+2-1)2z+3—(z—1))

= Bz +2)(x+4)
¢) Para factorizar 422 + 9y? + 12xy, conviene considerar el producto notable
(a +b)* = a® 4 2ab + b7,
en donde lo de la derecha es un trinomio cuadrado perfecto.

Reescribiendo,

422 + 9% + 122y = 4z + 12zy + 9y°
(22)2 42 -2z - 3y + (3y)?

e identificando la tultima expresiéon con un trinomio cuadrado perfecto, en donde
a =2z y b= 3y, se obtiene que

42 4+ 9y% + 122y = (22 + 3y)2 .
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d)

Dado que
(x+a)(x+b) = x*+br+ax+ab
= 2?4 azx+bxr+ab
= 24 (a+b)x +ab,

para factorizar una expresién del tipo z2 + ma + n, se deben hallar a y b tales que
at+b=m y ab=n.
Aqui, como los dos niimeros cuya suma es 11 y cuyo producto es 24 son 8 y 3, entonces

22+ 11z 424 = (x + 8)(z + 3).

En este caso, como

3 (32* — 5z — 2)
3

(3z)% —5(3z) — 6
3

(32 — 6) (32 + 1)

322 — 51 — 2

3
2(x—2)(3z+1)
3

= (z-2)(3z+1),
se obtiene que 322 — 5r —2 = (3z + 1)(z — 2).

2 4

Al considerar z = =, como (332)2 = z*, se tiene que
at — 132 + 36 = 2* — 13z + 36.
Los dos nimeros cuya suma es —13 y cuyo producto es 36 son —4 y —9, por lo tanto,
22— 1324+36=(2—4) (2 —9).
Por otra parte, como z —4 = 22> — 22 = (z +2)(x —2) y como z — 9 = 22 — 32 =
(x 4+ 3) (x — 3), se tiene que
22 132436 = (z +2) (z — 2) (z +3) (z — 3)

y entonces,
a2t — 1322 +36 = (z +3) (z +2) (x — 2) (z — 3).
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3. Expresar 3/54 — 303 + 3/54 + 304/3 como un numero natural.
Indicacion: Considerar el hecho que

(a+b)® = a® £ 3a%b + 3ab® £ b°

para reescribir las cantidades subradicales.

Desarrollo: Dado que

3
54 4+ 30V/3 = 27 + 27V/3 4 27 £ 3V/3 = (3i\/§> ,

V54— 30v/3 + /54 + 30V3 = W+M

— - v3 + i3+ VB

entonces

=3-V3+3+3

=6.

27



4. Sabiendo que z + y + z = 0, verificar que
3+ y3 + 23 = 3xyz.
Indicacién 1: (a + b)® = ¢® + 3a2b + 3ab?® + b*
Indicacién 2: a® 4+ b* = (a + b) (a* — ab + b?)

Desarrollo: Dado que

24y 428 = 3zyz = 23432 4+ 30y + P + 22 — 32%y — 3wy® — 3ayz

= (2% +32%y + 3zy® + ¢°) + 2° — (32%y + 3ay® + 3zy2)

= (49’ +2" =3zy(r +y+2)

= [@+y) +2] [(@+9) — (@+y) 2+ 5| —Boy(e +y+2)
= (x+y+z)[(x—i—y)Q—(x—i—y)z—sz—Sxy]

= (z4+y+z) (@@ +y*+22 -y — a2 —yz2),

se tiene que si « +y + z = 0, entonces =3 + y> + 2% — 3zyz = 0 y por lo tanto,

3+ y3 + 28 = 3xyz.

28



Foro 7
Matematica I (527113/527117)

1. Decidir, justificadamente, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

a) Siaybestdn en Ry son tales que a < b, entonces a? < b%.
b) Sia >0, entonces v/a < a.

¢) Si a estd en R, entonces a? — 6a + 10 > 0.

d) Los valores para a y b de modo que la expresién \/E esté definida en R, son los

a
mismos que hacen que l esté también definida en R.

Vb

Desarrollo:
a) La afirmacién es falsa, por ejemplo para a = —3 y b = —2, se tiene que a < b y no se

tiene que a? < b? pues a®> =9, b> =4 y 9 no es menor que 4.

Yy — N0 es menor o

N =
N =

1
b) La afirmacién es falsa, por ejemplo, si a = 1 se tiene que v/a =

igual —.
igual que -

c) La afirmacién es verdadera, pues la expresion al lado izquierdo de la desigualdad
puede reescribirse como

a?—6a+10=a>—6a+9+1=(a—3)*+1

. ., 2 . .
y dado que para cualquier a real, la expresién (a — 3)” es una cantidad no negativa,
al sumarle 1 se obtendran siempre valores positivos.

d) La afirmacién es falsa, por ejemplo, para a = b = —1, la primera expresién queda

-1
\/z = \/: =V1=1 (esta definida)

y la segunda no estd definida como un niimero real.
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2. Sabiendo que para a y b dos niimeros reales no nulos cualesquiera, es valida la desigualdad
a® 4 ab + b? > 0, verificar que
a<bead < b’

Desarrollo: Como
a<bsa—b<O,

al multiplicar por a® 4+ ab + b? en la desigualdad de la derecha, se obtiene que

(a—b)(a®>+ab+V*) <0 a® -V’ <0 a® <b’

y por lo tanto, a < b < a3 < b3.
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1
3. Considerar un rectangulo de lados y + 2 y « 4+ —, los cuales varian dependiendo de los

valoresde x ey. Sic+1<x<c+4yd<y<d+5, concy dreales positivos, ;entre
qué valores oscila el perimetro P y el area A del rectdngulo, respectivamente?

1
Desarrollo: Sean b=y +2y h =z + 3 la base y la altura del rectangulo, teniendo en

cuentaque c+1 <z <c+4yd<y<d+5, setiene que b y h varian segin:

3
d+2<b<d+T7 y c+§§h§c+g

Si Py, es el menor valor del perimetro P asociado a los valores minimos de by h, y Pys es
el mayor valor, entonces P,,, < P < Pjs. De la misma forma, si A,, es el menor valor de A
y Apr es el mayor valor, entonces A, < A < Ayy.

Considerando las definiciones de perimetro y de drea de un rectangulo, se determinan los
valores de P, Py, Am v Apr, donde

3
Pm=2<c+2> +2(d+2)=2(c+d)+7,

9
PM=2<C+2> +2(d+7) =2(c+d) + 23,

Ap = (c—i—g) (d+2),

Ay = <c—|—2> (d+7).

De esta forma se obtiene,

Yot d)+T<P<2Actd) +23 vy <c+2> (d+2) <A< (wi) (d+7).
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4. El valor absoluto de x € R, se define por |z| := Va2 y si a y b son dos ntimeros en la
recta real, la cantidad |a — b| corresponde a la distancia entre ellos. Utilizando este hecho,
expresar como un conjunto escrito por comprensién o extension, el de los x tales que:

a) La distancia desde x hasta 5 es igual a 3.

b) La distancia desde = hasta —3 es (estrictamente) menor 2.

)
¢) La distancia desde x hasta —1 es mayor o igual 5.
d)

La distancia desde 2z hasta 8 es menor o igual que 4.

Ademds, si es posible, escribir el correspondiente conjunto utilizando intervalos.

Desarrollo:

a) Existen solamente dos puntos en la recta real que estdn a una distancia de 3 unidades
del 5, uno esta a la izquierda (el 2) y el otro a la derecha (el 8). El conjunto en este
caso, es

{reR:|z—5 =3}

y al escribirlo por extensién, queda {2, 8}.

b) Hay solamente dos reales cuya distancia desde el —3 es 2 unidades, uno es el —5 y el
otro es el —1. Ahora, como los x estén entre —5 y —1, el conjunto es

{reR:|z+3| <2} =]-5—-1].

¢) Los dos puntos en R que estédn a 5 unidades del —1 son el —6 y el 4. Ahora, como en
este caso los & son menores o iguales que —6 o mayores o iguales que 4, el conjunto
estd representado por

{reR:|x+1| >5} =]—00,—6]U[4,+o0].
d) Dado que los dos puntos a 4 unidades del 8 son el 4 y el 12, al considerar que
20 — 8| <4 & |z —4| <2,
se tiene en este caso, que los z estan en

{reR:|z—4| <2} =]2,6].
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5. a+b=10 y ab=9, sin hallar los valores de a y b, calcular el valor de a?® + 8ab + b?.
Desarrollo: De la primera igualdad, al elevar al cuadrado se obtiene que

a? + 2ab + b? = 100
y de la segunda, al multiplicar por 6, se tiene que
6ab = 54.

Por lo tanto,
a? + 8ab + b? = a® + 2ab + b + 6ab = 100 + 54 = 154.
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6. Pablo tarda 60 minutos en podar el pasto del jardin de su casa y Pedro puede podarlo en 40
minutos. ; Cudnto tardarian en podar el pasto si trabajaran juntos, usando dos podadoras?

Desarrollo: Sea ¢ la cantidad de minutos que tardan juntos Pablo y Pedro en podar el
pasto del jardin. Al considerar las fracciones

1
" 50 := parte del pasto podado por Pablo en un minuto
1 .
"0 := parte del pasto podado por Pedro en un minuto

1
" := parte del pasto podado por ambos en un minuto

y dado que la parte del pasto podado por Pablo en un minuto, més la parte del pasto
podado por Pedro en un minuto es igual a la parte del pasto podado por ambos en un

minuto, se tiene la ecuacién

1,11
60 40 t°

Al multiplicar a ambos lados de la ecuaciéon por 120t,

120t n 120t 120¢
60 40 f

2t4+3t = 120

Bto= 120
. _ 120

T 5
t = 24

y por lo tanto, t = 24 minutos es el tiempo que tardan Pablo y Pedro juntos en podar el
pasto.

Observacion: Otra manera de resolver la ecuacion, es la siguiente

Lol 1, (L AN (2 3N (5T 10,
t 60 40 ~\60 40 120 " 120 —\120 5 T
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Foro 8
Matematica I (527113/527117)

1. La altura de un proyectil estd dada por h = 25t—t2, con el tiempo ¢ en segundos y h respec-
to del suelo en metros. ; Para qué valores de t el proyectil estard a 136 metros sobre el suelo?

Desarrollo: Reemplazando h = 136 en la ecuacion que determina la altura del proyectil,
se tiene que

136 = 25t — ¢
t2 25t +136 = 0
(t—8)(t—17) = 0.
De lo anterior, se tiene que t = 8 o ¢t = 17. Para estos valores, se obtiene que h = 136 y

por lo tanto, el proyectil estard a 136 metros sobre el suelo a los 8 segundos y también a
los 17 segundos.

Observacién: Para resolver t?> — 25t + 136 = 0, al utilizar la férmula de la ecuacién

cuadratica,
‘ —b =+ Vb2 — 4ac
N 2a '
Identificando los valores a = 1, b = —25 y ¢ = 136, se tiene que

Vb2 —4dac= /(252 —4-1-136 =9

—(=25)-9 _

y se obtienen las soluciones t; = 71
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2. Una caja con base cuadrada y sin tapa ha de construirse a partir una pieza cuadrada de
hojalata al cortar un cuadrado de 2 centimetros de lado en cada esquina y doblar los lados
hacia arriba.

Si el volumen de la caja debe ser igual a 128 centimetros cibicos, jde qué tamafio debe
ser la pieza de hojalata que debe utilizarse?

Desarrollo: Sea x la longitud del lado pieza cuadrada de hojalata. Como el drea de la
base de la caja es igual a A = (z — 4)? y la altura de ella es igual a h = 2, entonces la
condicién para el valor del volumen se escribe como

A-h=V & (z—4)>% 2=128.
Como (r —4)?=64= (z—4)?-8*=0= (z+4)(2—12)=0= (z=-4Var=12)yz

no puede ser negativo, pues se trata de una longitud, entonces el lado de la pieza cuadrada
de hojalata tener longitud z = 12 centimetros.
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3. Un lapiz tiene forma de cilindro con una pequeiia punta cénica. Sabiendo que su largo es
de 12 centimetros, el didmetro del cilindro es de 1 centimetro y el volumen del 1apiz es de
5 centimetros cubicos,

r\x
| \r&yéﬂ

\

12 cm

|

|
T
determinar la longitud x del cilindro y la altura y del cono.

Desarrollo: Dado que el largo del lapiz es de 12 centimetros, se tiene que

z+y =12 (1)

Por otra parte, como el volumen de un cilindro de radio r y altura h es 7r2h y el volumen
de un cono de radio r y altura h es mr2h/3, se tiene

T T
s oy =5, 2
4x+12y 5 (2)

12
Al multiplicar a ambos lados de la ecuacién (2) por — se obtiene que
s

60
3z + y=—
™
de donde al restar con la ecuacién (1), se llega a que la altura del cilindro es

x:@—G

s

y por lo tanto, nuevamente de la ecuacién (1), la altura del cono es

30
y=18—- —.
T
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4. Resolver en R, la ecuacién
32? — 5|z| —2 = 0.

Desarrollo: Para hallar la soluciones conviene separar el hecho que € R en dos casos:
Si x toma valores negativos o si z es no negativo.

Primer caso: Si < 0, como |z| = —z, se tiene

322 —5lz| -2 = 0
322 452 -2 =
(x+2)3z—-1) = 0,

dedondex:—Qoxzé.

Segundo caso: Si z > 0, como |z| = z, se tiene

322 —5lz] —2 =
322 -5 —2 =
Bz+1)(x—2) = 0,
1
dedondex:—gox:Q.
. 1 . 1
En el primer caso se descarta a © = — como solucién y en el segundo, se descarta x = —3

Por lo tanto, el conjunto solucién es {—2,2}.
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5. Resolver las siguientes inecuaciones:

3—x
T+5

)

b) Vr+3—vV2—x>1

xt— a3 — 322 —3x—18

) @B —ta—op 2
d) |22 — 4] — |4z + 12| < 4
Desarrollo:
a) Dado que
i;§‘<1@—1<z;§<1,

se tienen dos inecuaciones.

3—=x 8
Para la primera se obtiene que —1 < = >0 & z > —5 y una
T+5 T+5
solucidn parcial es S; = ]—b,+o0[, mientras que para la segunda se obtiene que
3—x z+1
<l& > 0 y otra solucio jal es Sy = |—o0, =5 U]—1, .
P P y otra solucion parcia i = ]—00 [U] “+oo|

Por lo tanto, la solucién de la inecuacion es

S=5N8S;= ]—1,4—00[.
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b) Una condicién para que x € R, sea solucién de

Ve +3—-vV2—2>1,

es que las raices del lado izquierdo estén definidas, lo cual ocurre si x +3 > 0 y si
2 —x > 0, es decir, cuando

x € [-3,2]. (1)
Al reescribir la inecuacién como

vVve+3>1+vV2—zx

y elevar al cuadrado, se obtiene que
x>V2—x. (2)
La condicién (1) puede separarse en dos casos:

Primer caso: Si z € [—3,0[, entonces (2) no se satisface y se obtiene que S; = .

Segundo caso: Si z € [0, 2], entonces de (2), elevando al cuadrado se tiene
?>2—ze+r-2>0e (2+2)(z—1)>0,
de donde mediante una tabla de signos, puede obtenerse que

x € ]—o00, —2] U[1, 00|

y por lo tanto
Sii = [0, 2] N (]—OO, —2] U [1, +OOD = [1, 2] .

De lo anterior, la soluciéon de la inecuacién es

S:SiUSZ‘Z'Z[l,Q].
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¢) Dado que

et — 23— 3207 —3x—-18 = ' — 23— (62° —32?) — 3z — 18
gt — 2% — 622 + 32% — 3z — 18
2 (2? —x — 6) + 3(2* —x — 6)
(1‘2—56— )(a: +3)

= (2*+3)(z+2)(z - 3),

y que 322 — Tz — 6 = (3x + 2)(z — 3), para = # 3 se tiene

ot —a® - 32 -3z —18 (2 +3)(x+2)(x—3]  (2*+3)(z+2)
(322 — Tz — 6)3  (B3x4+2)3(x —3)2(x—3]  (3x +2)3(x — 3)2

y por lo tanto, la inecuacién equivale a

42 > 0.
3x 4+ 2
Ahora, de la tabla de signos
x -2 —2/3
x+2 | —| 0 |+ + +
3r—2 | —| — | — 0 +
2
Tt + | 0 | — | iIndeterminado! | +
3z 4 2
se obtiene el conjunto |—oo, —2]U 3 400 | y por lo tanto, la solucién de la inecuacion

es

S—]—oo,—2]U]—§,3[U]3,+oo[.
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d) Conviene separar el hecho que x € R en tres casos: Si x es menor o igual que —3, si
x es mayor que —3 y menor o igual 2 o si x es mayor que 2.

Primer caso: Para © < —3, dado que 2z — 4| =4 -2z y |4z + 12| = —4z — 12, la
inecuacién se transforma en

4—-2r—(-dr—-12)<d ez < —6
y se obtiene S; = |—o00, —3] N ]—o00, —6[ = |—00, —6].

Segundo caso: Si —3 < z < 2, se tiene que |2z — 4| =4 — 2z y [dx + 12| = 4z + 12, la
inecuacion queda
4-27— (dr+12) <d x> -2

y se obtiene S;; = |—3,2] N ]—2, 400 =]-2,2].
Tercer caso: Sixz > 2, |20 —4| =2x—4y |[4x+12| = 4x+12, la inecuacion se convierte

€n
2 —4— (4x+12) <4 ez >—10

y entonces, se obtiene S;;; = |2, +o00[ N]—10, +o0] = |2, +00].

De lo anterior, la solucién de la inecuacion es

S = 5USiU S
— J—o0, —6[U]=2,2] U]2, 4o
= |—00,—6[U]—-2,400[
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Foro 9
Matematica I (527113/527117)

1. Resolver en C, las siguientes ecuaciones:

a) 322 —22—-1=0
b) 422 —8x +5=0
¢) wP427=0
d) 22 —16=0
e) 4+ 1112 -3=0

Desarrollo:

a) Dividiendo por 3 y luego completando cuadrado, se tiene

x2—2x—1 =0
3 3

3 39 9

ERE U
3 9 9

N
8
\
W
~_
[N}
Il
wl N O i~

1
r— | =
3
1 2
r—- = =£-,
3 3
. . 1
de donde se obtienen las soluciones x = —37 =1
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b) Para determinar las soluciones de la ecuacién cuadratica

42% —8x+5=0,

al identificar a = 4, b = —8 y ¢ = 5, puede utilizarse la férmula

_ —bE Vb —4dac
- 2a '

T

Dado que Vb2 — dac = /64 —4-4-5 = /160 = 4i, las soluciones son

_8—di i  8+4i
T o4 T2 Y Ty

I

1
=14
+ 2
Como w3 + 27 = (w + 3)(w? — 3w + 9), la ecuacién puede reescribirse como

(w + 3)(w? — 3w +9) = 0.

Siw+ 3 =0, entonces w = —3.

Si w? — 3w+ 9 = 0, entonces w =

N W

(1+/31).

De lo anterior, el conjunto solucion es

s={-s

2P =16 = (2 +4) (22 —4) = (2 +2i) (z — 20) (2 + 2i) (2 — 2),,

N W

(1—\/§i>,

N W

(1+\/§z‘>}.

De la factorizacion

se obtiene que el conjunto solucién de
2 —-16=0

es S ={-2,-2i,2,2i}.
Al utilizar el cambio de variable u = t2, la ecuacién queda
4u? +1lu—3 =04 (u+3)(4u—1) = 0.

Siu+3 =0, se tiene que t?> = —3 y entonces t = ++/3i.
. . , 1
Sidu — 1 =0, se tiene que t* = 1 y entonces t = £—.

2

11
De lo anterior, el conjunto solucién es S = {—\/?:i, 3y \/gz}
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2. Considerar la ecuacion
322 +ax +3=0,

donde o es una constante real.

a) Determinar los valores de « tales que la ecuacién tiene solucién tnica.
b) Si o = —10, determinar las soluciones de la ecuacién.

¢) Si o = 2, determinar las soluciones de la ecuacién.

Desarrollo:

a) La ecuacién tiene unica cuando su discriminante es nulo, en este caso al identificar
a=3,b=ayc=3, se tiene

b2 — dac=0
a®—4-3-3=0
a?—36=0

(a+6)(a—6)=0.
Por tanto, la ecuacién tiene tnica soluciéon cuando o = —6 y cuando o = 6.

b) Con a = —10, se tiene la ecuacién 3z% — 10z + 3 = 0, de donde

10+./(-10)2—4-3-3
xTr =

2-3

L _ 104 /100 — 36
a 6

L 10464
6
_10+8

r = 6 y

1
y el conjunto solucién es S = {3, 3}.

¢) Si a =2, la ecuacién corresponde a 3z% + 22 + 3 = 0, entonces
—2+ /4 — 36
r=——
6
—2++/-32

xr =
6
—24+ 16 -2¢
r=——
6
—2+4V2i
r=-———.
6
1 2v2 1 22
Asi, el conjunto solucién en este caso es S = {—3 - \!i, -3 + \3[2}
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3. (Cudl debe ser el valor de m para que el nimero complejo z = (m — 24)(2+4i) sea un real
puro? ;Y para que sea un imaginario puro? En ambos casos, indicar cual es el valor de z.

Desarrollo: Escribiendo z en la forma estandar a + bi se tiene:
z=(m—2i)(2+4i) = (2m+8) +4(m — 1)i
= Para que z sea un real puro su parte imaginaria debe ser cero, es decir:
Im(z)=04m—-1)=0em—-1=0&m=1

En este caso, como m = 1, entonces z =2-1+8+4(1 —1)i =2+ 8 = 10.

= Para que z sea un imaginario puro su parte real debe ser cero, es decir:
Re(2)=0<2m+8=0&2m=-8< m=—4
En este caso, como m = —4, entonces z = 2+ (—4) + 8 + 4(—4 — 1)i = —20i.

Por lo tanto, z es un real puro cuando m es igual a 1 y su valor es 10, y z es un imaginario
puro cuando m es igual a —4 y su valor es —203.
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Foro 10
Matematica I (527113/527117)

1. Describir el conjunto de todos los puntos P = (z,y) del plano, tales que:

Desarrollo: Cada conjunto dado puede describirse como sigue:

a
b

La recta vertical ubicada a dos unidades de longitud a la izquierda del eje y.
La recta horizontal ubicada 5 unidades de longitud por sobre el eje z.
¢) Todos los puntos del plano ubicados en el eje y o a la derecha de dicha recta.

e

)
)
)
d) Primer y tercer cuadrante unidos.
) Todos los puntos del plano ubicados bajo el eje x.
)

f) Eje y.

2. Determinar los valores de x; e ys3, sabiendo que P, = (—2,7) corresponde al punto medio
entre P = (z1,3) y P3 = (—6,y3).

Desarrollo: Como P; es el punto medio entre los puntos Py y Ps, se tiene que

-6 3
jo (961-1-163 y1+y3> N (ivl —|—y3> — (=2,7),

2 2 2 72
de donde,
IE1—6
=—-2& 21 =2
2 o
Y 3+
2y3:7<:>y3:11.
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3. Utilizando distancia, verificar que los puntos:

a) A

(—3,2), B=(1,-2) y C = (6,3) determinan un tridngulo rectangulo.
b) A= (-4,2

(—4,2), B=(1,4),C = (3,—1) y D = (—2,—3) son los vértices de un cuadrado.

Ademds, en el primer caso, calcular el drea del tridngulo.

Desarrollo:

a) Las longitudes de los lados del tridngulo estan dadas por:

= d(A,B) =/(1+3)2+(-2-2)? = V32,

= d(B,0)=+/(6-12+B+22=50y

= d(A,0) = /(6 +3)2+ (3—2)2 =382

Se observa entonces que A, B y C son los vértices de un tridngulo rectdngulo, en
donde
d(A, B)? +d(B,C)* = d(A,C)?,

AB y BC son los catetos y la hipotenusa es AC.

Por otra parte, como los catetos del tridngulo corresponden a la base y altura de este,
se tiene que su area corresponde a

Ap — base -2a1tura _ \/32;/50 — 20 [u?].

b) Considerando que d(A, B) = /29 = d(B,C) = d(C,D) = d(D, A) y que d(A,C) =
V58 = d(B, D), se tiene que los puntos A, B, C'y D determinan un cuadrildtero con
lados iguales y con diagonales iguales, es decir, ABC'D es un cuadrado.
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4. Utilizando distancia:

a) Encontrar el punto con coordenadas de la forma (2a, a) que esté en el tercer cuadrante
y a una distancia de 5 unidades de longitud del punto P = (1, 3).

b) Determinar los valores de k tales que la distancia entre P = (k,3) y Q = (5,2k) es
mayor que v/ 26.

Desarrollo:

a) Sea A := (2a,a), como la distancia desde P hasta A es 5, se tiene que

d(A,P) = 5

VI1-20)24+(B3-0a)? = 5
502 —10a +10 = 25
(a—1)* = 4

a—1 = %2,

de donde a = —1 0 a = 3.

Ahora, como el punto buscado estd en el tercer cuadrante, A = (—2,—1).

b) Como la distancia entre Py @ viene dada por d(P,Q) = v5k? — 22k + 34
y ella debe ser mayor que v/26, se tiene la inecuacion

V/5k2 — 22k + 34 > V26 < (5k — 2)(k — 4) > 0,

2
de donde se obtiene que k € } —00, & [U]él, +ool.
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5. Justificar por qué existe un punto en el plano en donde las rectas Ly : 3x +4y =5y
Lo : 2z — y = 4 se intersectan, luego, determinar dicho punto.

Desarrollo: Dos rectas no se intersectan cuando ellas son rectas paralelas, es decir, cuando
tienen igual pendiente. Aqui:

= De la ecuacién de Ly, si se depeja y en funcién de zx,

3 5
dy=-3zr+bey=——o+ - (3)
4 4
. 3
por lo que su pendiente es mq = T
= De la ecuacién de Lo, al despejar y en términos de x,
w—y=4y=2xr—-4 (4)

por lo tanto, su pendiente es mgy = 2.

Como m; # mao, se tiene que las rectas no son paralelas y por lo tanto, ellas se intersectan
en algin punto. De (1) y (2), por igualacién, se tiene que

3 5 21
—— —=2r—4sr=—
4ac + T T 11
. 2 ,
y reemplazando en (2), se tiene que y = —-—. Asi, el punto en donde estas rectas se

11

21 2
P=(-1)

intersectan es
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6. En cada caso, encontrar la ecuacion de la recta que:

a) pasa por el punto (—2,4) y es paralela a la recta de ecuacién 3x + 2y = 6.

b) pasa por el punto (2,3) y es perpendicular a la recta de ecuacién y = —7.
¢) pasa por el punto (0, —5) y es perpendicular a la recta de ecuaciéon y = —3z + 5.
Desarrollo:

a) En la ecuacién de la recta dada, al despejar y en funcién de z se tiene que
3
2=-3r+6&y= —§x+3,

3
en donde se observa que ella tiene pendiente —5 La recta paralela a la recta dada y

que pasa por el punto (—2,4), utilizando la ecuacién punto pendiente, estd determi-

nada por
3 3
y—4d=—=(z—(-2)ey=—z+1
2 2
b) Como la recta y = —7 es horizontal (tiene pendiente cero), cualquier recta perpen-

dicular a ella debe ser vertical, de entre todas ellas, la Unica que contiene al punto
(2,3) es la de ecuacién x = 2.

c¢) Dado que dos rectas oblicuas son perpendiculares cuando el producto entre sus pen-
dientes es igual a —1, en este caso como la recta dada tiene —3, la recta buscada tiene

1
pendiente 3"

Asi, la recta perpendicular a la de ecuacién y = —3x + 5 y que contiene al punto
(0, —5), tiene ecuacién
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Foro 11
Matematica I (527113/527117)

1. Para A = (=2,1) y C = (2,3), determinar el lugar geométrico de los puntos B = (z,y)
del plano tales que el tridgngulo AABC' es isdsceles.

Desarrollo: El tridngulo ABC' es isésceles si B es tal que d(B, A) = d(B, (), por lo que

VE+22+ @y —22=(z-2?2+(y—3)%

elevando al cuadrado y reduciendo términos semejantes, se obtiene que

dy=-8x+8& y=—2x+2

De lo anterior, el lugar geométrico corresponde al conjunto

L={(z,y) eR*: y = =22+ 2} — {(0,2)},

en donde se ha descartado el punto medio entre A y B.
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2. Mostrar que los puntos P = (—2,—2), P, = (—1,4) y P3 = (1,16), son colineales:
a) Calculando distancias.
b) Por cédlculo de pendientes.
c¢) Verificando que la recta que contiene a Py y P», contiene también a Ps.

Desarrollo:

a) De la férmula de la distancia entre dos puntos, se tiene que

d(P, Py) = /(-1 +2)2 + (4 +2)2 = V37,

d(Py, P3) = /(1 +1)2+ (16 —4)2 = V148 y
d(Pr, P3) = \/(1+2)2 + (16 + 2)2 = v/333.

La suma de las distancias desde P; a P, y desde P, a P5 es
d(Py, P2) + d(Ps, P3) = v/37 + V148 = 3v/37 = v/333

y como ella es igual a la distancia desde P; hasta Pj, entonces P, P, y P3 son coli-
neales.

b) La pendiente determinada por P, y P es

4-(-2)
= "= 6
R )
y la pendiente determinar por P, y por Ps es
16 —4
=—-—=6.

Asi, dado que mi9 = ma3, necesariamente P, P» y P3 son puntos colineales.

¢) Como mya = 6, la recta L que pasa por P; y P» tiene ecuacion:
y—(=2)=6(zx—(-2)) ©y==6z+10

Como Ps satisface esta ecuacion, pues 16 = 6-14 10, entonces se concluye que P3 € L
y por lo tanto, P, P> y P3 son colineales.
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3. Hallar el(los) valor(es) de k tal que la recta de ecuacién 4z + 3y = k y los ejes coordenados
determinen un tridngulo de area igual a 6 unidades cuadradas de longitud.

k
Desarrollo: La recta intersecta al eje y para £ = 0 en el punto P, = (0, 3> e intersecta

al eje z cuando y = 0 en punto P, = <4,0>.

Asi, si @ = (0,0), se tiene que

d(0, Py) = (’;)2 -

||

K\ k]
ENR d0, Py) = <4> =

Considerando a estos valores como la base y la altura del triangulo, se tiene entonces que

el drea de este es )
1

R L

2 3 4 24

y dado que ella debe ser igual a 6, entonces k = +12.
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4. Determinar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos (—1,—4), (6,—5) y
(3,4).

Desarrollo: Si se considera a C' := (h, k) como el centro de la circunferencia, tal que este
sea equidistante a los puntos Py := (—1,4), P, := (6,—5) y P53 := (3,4).

Asi, igualando las distancias desde Py a C'y P> a C, se obtiene

Vh+1)24+ (k+42=+/(h—6)2+ (k+5)2 < Th—k=22. (5)

Por otra parte, igualando las distancias desde P, a C'y Ps a C, se tiene

V(h—6)2+ (k+5)2=/(h—3)2+ (h— 4)2 & 6h — 18k = 36. (6)

Luego, sumando la ecuacién (1) multiplicada por —18 con la ecuacién (2), se tiene que
h = 3 y reemplazando este valor en la ecuacién (1), se obtiene k = —1.

Por lo tanto, la ecuacién de la circunferencia es
(x —3)*+ (y + 1)? = 25,

pues su centro estd dado por C = (3,—1) y su radio es d(C, P;) = 5.
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5. Indicar justificadamente, si las siguientes ecuaciones representan o no una circunferencia
y en caso afirmativo, segun corresponda, determinar el centro y el radio.

a

S

o

)
)
)
d)

2?2 —y? — 20 -2y —4=0,
x? —dx +y? — 8y +20 =0,
22 +y? —6x —4y+9=0,
2?2+ y? —4r — 8y +21 =0.

Desarrollo:

a)

Como el coeficiente que acompaifia a x? es mayor que 0 y el que acompaia a 32 es

menor que 0, entonces, la ecuacién no determina una circunferencia.

Reescribiendo el lado izquierdo de la ecuacion, se obtiene

2?2 —dz4+9y? —8y+20=2a’—4dx+4+¢y>—8y+16
=(z—2)2+(y—4)>~

De modo que, la ecuacién quedaria como
(x—2)2+ (y—4)?=0.

La cual no representa una circunferencia, ya que su radio seria cero. Por lo tanto,
representa al punto (2,4).

Reescribiendo la parte izquierda de la igualdad, se tiene que esta es

w24yt —6r—4y+9=a—62+9+y> —4y+4—4
=(z -3+ (y—-2)? -4

Asi, la ecuacién queda
(z-3)2+(y—2°-4=0% (z—-3)*+ (y—2)? =22

Por lo tanto, esta representa una circunferencia de centro C' = (3,2) y radio r = 2.

Reescribiendo el lado izquierdo de la ecuacién, como

2?4y —dr—8y+21 =2 —dx 4+ —8y+20+1
=(x—27+@y—47+1,

esta queda,
(x -2+ (y—4)?=-1.

Lo cual, no representa una circunferencia, pues la suma de dos cantidades no negati-
vas, no puede ser igual a un nimero negativo.
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6. Considerando la circunferencia de ecuacién (z +3)? + (y — 2)2 = 10 y la recta L; de ecua-
cién, 3y = —x + 13 tangente a ella, determinar la ecuacién de la recta Lo, perpendicular
a L1 que pasa por el centro de la circunferencia.

Desarrollo: Al despejar y en la ecuacién de la recta Ly, se tiene que

3 +13 & L + L
= —XI = ——X _—
Y Yy 3 3’
. . . 1
donde se puede identificar la pendiente de L como mq = -3

Por otra parte, como dos rectas son perpendiculares si el producto de sus pendientes es
igual a —1, entonces la pendiente de la recta Lo necesariamente debe ser mg = 3. De modo
que, como el centro de la circunferencia pertenece a la recta Lo e identificindolo como el
punto (—3,2), entonces la ecuacién de la recta es

y—2=3(zx—(-3)) ©y=3z+11.
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Foro 12
Matematica I (527113/527117)

1. Determinar la ecuacién de una de las circunferencias de radio /10 cuyo centro esta sobre
la recta y = 3z y es tangente a la recta z + 3y +4 = 0.

Desarrollo: Utilizando la férmula de la distancia entre un punto y una recta, se tiene que
la distancia entre el centro (h, k) = (h,3h) de la circunferencia y la tangente es

L ht3-3h+d] _|htOhtd _ oo
V12 4 32 V10

3 9
De la igualdad anterior, una posibilidad es que 10h 4+ 4 = 10, de donde h = = y k= 5
son las coordenadas del centro y la ecuacién de la circunferencia es
3\° 9\°
- = - -] =10.
(+=5) + (-3)
\\
-5 0 5
-5
La otra posibilidad es que 10h + 4 = —10, de donde las coordenadas del centro son

7T 21
<— —> y la ecuaciéon de la otra circunferencia que cumple las condiciones dadas es

5 5
7\ 2 21\ 2
z ) =10.
(e5) + (04 %)
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2. Identificar el conjunto de todos los puntos del plano tales que las rectas que los unen a los
puntos (—2,—2) y (6,4) son perpendiculares.

Desarrollo: Sean A := (—2,—-2), B := (6,4) y P := (z,y) un punto en el conjunto indi-
cado.

2
La pendiente de la recta que contiene a A y a P es my = % v la pendiente de
x

. Yy .
la recta que contiene a By a P es mpg = p—t como estas dos rectas anteriores son
a‘/’ J—

perpendiculares, se tiene

ma-mp = —1
y—|-2_y—4 _ 1
z+2 z—6

2 _ 2
y*'—2y—8 = —z"+4xr+12

=272+ (@y-172 = 5,

y por lo tanto, el lugar geométrico de todos los puntos tales que las rectas que los unen a
(—2,—2) y a (6,4) son perpendiculares, corresponde a la circunferencia de centro en (2,1)
y radio 5 exceptuando a los puntos A y B.

K

99



3. Determinar el foco, la directriz y el eje de simetria de la parabola

3y% —4x + 6y + 11 =0.

Ademds, si existen, encontrar los puntos de interseccién con los ejes coordenados.

Desarrollo: La ecuacién indicada se puede reescribir de la manera siguiente
9 1
(y+17 =13 -2)

1
en donde se observan los valores h = 2, k = —1 y p = —, por lo que la pardbola se abre

hacia la derecha pues p > 0, tiene vértice V = (h, k) = (2, —1) y posee:
» Foco en el punto F' = (h+p, k) = <; _1>7

= directriz de ecuacion t =h —p &z = 3 y

= ¢je de simetria, larectay =k &y = —1.

La interseccion con el eje z se da al reemplazar y = 0 en la ecuacion,

4 11

[ . . 11
por lo tanto, la pardbola intersecta al eje x en el punto Z’O y como al reemplazar

x = 0 en la ecuacién, se obtiene que

8
12 ==
(y+1) 3

entonces la parabola no intersecta al eje y.
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4. Encontrar los valores de £ € R de modo que la recta y = = + k y la pardbola y =
(z—2)% +1:
a) no se intersecten.
b) sean tangentes.

¢) tengan dos puntos en comun.

Desarrollo: De las dos ecuaciones, al igualar y para encontrar el(los) punto(s) de inter-
seccion, se tiene
r+k=(x-272+1
2% — 5z 4 (5 — k) = 0.

El discriminante de esta ecuacién es A = 25 — 4(5 — k) = 4k + 5, por lo tanto:

a) Las curvas no se intersectan, cuando la ecuacién no tiene solucién en R (A < 0),

5
4k+5<0 < k<—1.

b) Las curvas son tangentes, cuando la ecuacién cuadrética tiene una tdnica solucién
(A =0), -
k+5=0 < k:_l
c) Las curvas tienen dos puntos (distintos) en comin, cuando la ecuacién tiene dos
soluciones (A > 0),

)
dk+5>0 <« k>—1.

Y

8]

V7

5
Grafico de la parabola y las rectas obtenidas para k = —2, k = R k=1
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5. Una circunferencia tiene centro en (4,—1) y pasa por el foco de la pardbola de ecuacién
2?2 4+ 16y = 0. Verificar que dicha circunferencia es tangente a la directriz de la parabola.

Desarrollo: La ecuacion de la pardbola puede ser reescrita como
2= —4 -4y,

de donde h = 0, k = 0y p = —4, por lo que ella tiene foco F' = (h,k+p) = (0,—4) y
directriz de ecuacién
y=k—p&sy=4.

Como la circunferencia pasa por F'y tiene centro en C' = (4,—1), entonces su radio es
d(F,C) =5y por lo tanto, la ecuacién de la circunferencia es

(z—4)* + (y+1)* = 25.

Ahora para determinar la interseccién entre la directriz y la circunferencia, como al reem-
plazar y = 4 en la ecuacién anterior, se tiene que

(x—42+@+1)2=25 & (z—4)?*=0.

Como esta ultima ecuacién tiene una tnica solucién, x = 4, la directriz de la parabola y
la circunferencia se intersectan solamente en un punto y por lo tanto, son tangentes.




6. Un tunel en una carretera tiene forma de arco parabolico con 5 metros de ancho y 4 metros
de altura. ;Cual es la altura maxima que puede tener un vehiculo de 3 metros de ancho
para poder pasar por el tinel?
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Desarrollo: Conviene graficar el arco parabdlico en el plano cartesiano. Como él se abre
hacia abajo y tiene 4 metros de altura, se considera su vértice en (0,4), de modo que su
eje de simetria sea el eje y y el suelo se encuentre en el eje z. Ademds, como tiene 5 metros
de ancho, las intersecciones del arco parabdlico con el eje x se encontraran en los puntos
Py = (-2.5,0) y P, = (2.5,0). Por otra parte, como el vehiculo tiene 3 metros de ancho,
se ubican sus extremos en (—1.5,0) y (1.5,0):

y

F

Dado el vértice, la ecuacién de la parabola serd de la forma

Iz = 4p(y - 4)7
5 . .
y dado que P, = (2.5,0) = (2, 0> pertenece a la parabola, se tiene

5

2 25
5) =w0-4) & S=-1p & p=-"r

De este modo, la ecuacién de la parabola es

, 25

=2y - 4)

3
y la altura solicitada corresponde al valor de y obtenido al evaluar x = +1.5 = :|:§ en esta

ultima igualdad:

2
_ —_ _4 —_——_— — = —4_ :4—7 = — :2. .
<2> WY ¢ g =Y 25~ 25 200

Por lo tanto, el vehiculo debe medir menos de 2 metros y 56 centimetros de altura para
poder pasar por el tunel.

Ultima actualizacién: 2 de mayo de 2024
Prof. Elvis Gavilan

egavilan@udec.cl
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