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1. Limite y continuidad

1.1. Utilizar la definicién € — § de limite para demostrar que

a) lim(3z+4) =10

r—2

b) lim (5 —4z) = -7

z—3
Solucion:
a) Sea € > 0 arbitrario. Se debe encontrar § > 0 tal que Yz € R se verifique
O<|z—2|<d=|Bx+4)—10| <e.

€
Basta elegir 0 = 3’ pues Vo € R, se tiene que

(1)
O<l|o—2/<d=|Br+4)—10]=|3z—6]=3|r—2/ <3--=¢

w

y por lo tanto, h’r%(?)x +4) = 10.
T—

(1) Como § = %, entonces |r —2| <0 < |z —2| < %

b) Sea e > 0. Al escoger § = Z, Vz € R se verifica que
|(b—4dx)+ 7| <e
cada vez que 0 < |xr — 3| < J, pues con esta eleccién se tiene que
lr—3|<dedlz—3<ee|b—4x)+ 7 <e¢

y por lo tanto, lim (5 — 4z) = —7.
z—3
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1.2. Si lim f(z) = Ly y lim g(z) = Lo, demostrar que lim [f(z)+ g(x)] = L1 + Lo.
Tr—xTQ

T—TQ Tr—TQ

Solucion: Sea ¢ > 0.

Como lim f(z) = Ly y lim g(x) = Le, por definicién, existen d; > 0y do > 0 tales
T—T0

T—rT0
que para todo x:

» Si0 < |x— x| <01, entonces |f(x) — Ly| < g y

5
» si0 < |x— x| < b2, entonces |g(x) — Lo| < 5

Sea § := min {01, d2}.

Si0 < |z — x| < 9, entonces se tiene que 0 < |z — x| < 6 y 0 < |z — xo| < 09, por

lo tanto - -
[f(2) =Ll <5 v lg(z) = La| < 5.
De lo anterior, considerando que
[f(x) +g(x) = (L1 + La)| = |f(2) +g(x) — L1 — Lo

= |f(x) = Ly + g(x) — Lo
< |f(w) = Li| + |g(z) — Lol

se tiene que para todo z,

O0<|z—mo| <d=|f(x)+g(z)— (L1+ Lo)| <€

y entonces lim [f(z) + g(x)] = L1 + Lo.

T—T0

Observacién: Este resultado en conjunto con otros 3 parecidos son conocidos como
el Algebra de limites.
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4x

1.3. Demostrar que lim =

7192 —1

1
Solucién: Sea € > 0. Se debe encontrar § > 0 tal que Vz € R — {5} se verifique
4x
O<|z—-1<d=|— -4 <c.
e =1 ‘293 —1 ‘ c

1 1
Basta elegir ¢ = min {Z’ g}, pues Vo € R — {5}, se tiene que

Ax 4z —1] O (2) 8¢
O<|z—-1<0= 4| == <8z—-1 < — ==
& | 'Qx—l ‘ 22 — 1 |I | 8 )
1 11 3 1
(1) Como5§1,entonces |x—1|<1(:)§<2x—1<§=>—|2x_1| <2y

(2) como § < g, entonces |z — 1| < =

8
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—2.

2
3

1.4. Demostrar que lim TS
-1 73 —1

Solucion: Sea € > 0.

Se debe encontrar 6 > 0 tal que Vo € R — {1} se verifique

243
O<|z+1<d= x3+ +2’<5.
3 —1
. o [1 9 .
Basta elegir 6 = min 375 (» Pues Vax € R — {1}, se tiene que
2 +3 (x+1)(222 —z+1)| (V) 56 (2) 56 9e
0< <= 2| = < — < ===
[z-+1] o1 ' 25— 1 g ltHll< g 55=¢

1 1 1 8
(1) Como § < Y entonces |r+ 1] < 2 dedonde 2 < 222 —2+1<7y e <y

9 9
(2) Como 6§ < é, entonces |z + 1| < £
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-1 1
1.5. Utilizar la definicién € — § de limite para demostrar que lim x2 = —.
z—1 2 — 1 2

Solucién: Como 22 — 1 = (z + 1)(z — 1), es suficiente probar que

) 1
lim = —.
:v—>11}—|—1 2

Para cada ¢ > 0, al considerar § = min {1, ¢}, para todo x tal que 0 < |z — 1] < 9,
se tiene que

<lz—-1] < <
11 2 <lp-ll<d<e,

(S I P
N |z + 1|

en donde la primera desigualdad se debe al hecho que x > 0 porque § < 1.
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1.6. Decidir justificadamente si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

a) lim( v 8 )zh’m 20 — lim s

=4 \x—4 x—4 z—=dr —4 zodgp—4

22 4 6p —7  lim (2% 4+ 62— 7)

b) lim =
=122 + 52 —6 11m(x —1—5:10—6)
rx—1
T —3 HE{@_?’)
¢) lim = —5
=132+ 20 —4 hm(m +2:E—4)
r—1
x? — 16
d = 4
) pr— T+
. 22 —16 )
)Ty T
Solucion:

a) Falsa: El limite de una resta corresponde a la resta de los (dos) limites sola-
mente cuando cada uno de ellos existe (por separado).

b) Falsa: El limite de un cuociente corresponde al cuociente de los limites sola-
mente cuando ambos existen y el limite del denominador es distinto de 0.

c) Verdadera: Es aplicable lo del limite de un cuociente.

d) Falsa: La expresion del lado izquierdo no estd definida para = = 4 y la del lado
derecho si.

L 2t =16 ., (z+4) (z=—4]
e) Verdadera: alcl_rgl 1= glclgzl; Py = :lvgr}l (x +4)
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1.7. Calcular los siguientes limites:

a) lim(3z +4) =10

x—2
. 2?2 —16
b) ilgzli r—4
| 2 8
¢) lim —
=4 \xz—4 zx—4
z—3
d
)x—>1x2—|—2x—4
22 +6x—7
e) li
e—1 22 4+ 52— 6
2t +4
) im o3
) xt—16
im
g r——2 1}—|—2
. 222 —9x -5
h)g% x2 — 25
L Yty —12
i) 11m3—
y—=3 > — 10y + 3
N e 2242020
7) ling ———
Vakd
:E—)0x2+4|$|
Solucién:

a) im(3x +4) =3limzr+1lim+4=3-24+4=10
z—2 T—2 T—2

> —16 . (z+4)(z—4)
z—4 1 —4 x—rlel r—4

= lim(z+4) = lima + lim4 =4+4 =38
r—4 z—4 r—4

d) Tim — 2= me—d)
=122 4+22—4  lim (ZL‘2—|—2ZL‘—4) —1
r—1
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x2+6x—7_1, (x+7)(x—1T a:+7_§_rﬁ(x+7>_8
T 7

1 = = =
)wlala:2+5:v—6 :rlg%(a:—{—6)M eolz + 6 lirq(a:+6)
T—

o 2t+4 . 2(t+2) 2 t+2 2
f) lim =lm ——=—-Ilm ———=—- lim ——
t—=-212 — 3t2  +—-23(4 — ?) 3i=—2(t+2)(t —2) Jto—2t—

4 _
o) Jim S = Jim, [0+ (- 2) = -2

L 222 =92 -5 . (Qe+1)(x—5) ., 2z+4+1 11
h) lim ———— = lim = lim
=5 12 — 25 =5 (x+5)(x—5) 225 x+5 10

i) Dado que
P —10y+3 = o> —27—10y +30
(y = 3)(y* +3y+9) —10(y — 3)
(y—3)(y° +3y — 1),

se tiene que

oy ty—12  (y+4)(y—3) o y+d
hm— = hm = hm—
y=3y3 — 10y +3  v=3(y—3)(y2+3y—1) v=3y2+3y—1

) 242020 (242020 (2 45)(2 —4)

t—2 2t 4 t—2 2t 4 t—2 2t 4

=9

k) Para cualquier z # 0, se tiene que

VA A,
< ym S R

1

~ 17

|~

2

7

y como HII(I) 0=0y h'r% V|| = 0, por Teorema del sandwich se obtiene que
T— T—>

Vi
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1.8. Determinar, si es posible, el valor de los siguientes limites:

o V/1I4+x—1
c) lim ———n—
z2=0 /1 4+ —1
V14 x—1
d) lim ———
z=0 /1 4+2—1

Solucion:

) C 1 T+ 2 .
a) Como — =_——" = getiene que
»B$—-1 x—1 2+r+1’ 4

, 3 1 i x4+ 2
lim — = —lim ————
=1 \2x3—1 x-—1 =132+ 41

https://www.desmos.com/calculator/ka6zscibjc

b) Del cambio de variable z® = 1 + x, se tiene

vi+x—1 , z2—1

lIlm —— = lim
z—0 T =123 — 1
i z—1
= lim
=1 (z—=1)(22 4+ 2+ 1)
B 1
51224241
1
3

https://www.desmos.com/calculator/fapogéfrpt

c¢) Al considerar la sustitucién y® = 1 + z, se tiene

1+ —-1 =1 . yPP+y+1 3
lim ———— = lim =lim>*¥—2 — =
=0 /1 +x—1 y—>1y2—1 y=1  y+1

https://www.desmos.com/calculator/p4d2yzhdbc

d) De y'? =1+ x, se tiene

Vi+ax—1 " yt—1 i (y+1)(y2+1)

Iim —— = lim =
=014+ —1 v=1y3—1 wyo1 y24y+1

https://www.desmos.com/calculator/5ko2pgerox

Pégina 13 de 222

http://www.udec.cl/~egavilan

2

4
3


https://www.desmos.com/calculator/ka6zscibjc
https://www.desmos.com/calculator/fapog4frpt
https://www.desmos.com/calculator/p4d2yzhdbc
https://www.desmos.com/calculator/5ko2pgerox
http://www.udec.cl/~egavilan

1.9. Determinar el valor de los siguientes limites:

C Vl+ar—V1—2
a) lim

z—0 xX

vr+1-—

b) lim Yt —
x—0

1
va+36—6
 FTI-B
c) lim

1 241 —2

Solucién:

a)

I

x—0 €T x—0

Vi+z—+V1—=x , (\/1—|—$—\/1—£L‘ \/1—1—56—1—\/1—1')
m = lim .
T Vitz+V1—a
i 2
fm
e=0\/1+a++1—x

= 1.

https://www.desmos.com/calculator/4sxuxtdtpu

b) Para x # 0, se tiene que

Vitl-1  Va+l-1 Vo+l+1l Vo+36+6
VI+36—6  Jr+36—-6 Ve+1+1 Vz+36+6

vVr+36+6
ve+1+1

Vetl-1 . Ve436+46

y por lo tanto, lim im

=0z +36—6 90 \Jr+1+1
https://www.desmos.com/calculator/uxkssc6zmi

c)

h,m\/2x2+ -V3 lm <v2x2+ —V3 v2x2+1+\/§>

o1 224 —2 i\ 2242-2 V2P +1+43
= lim 2 —1)
w1 (z 4 2)(x — 1) (V222 + 1+ /3)
= lfm 2w — 1)
w1 (2 +2) (V222 + 1+ V/3)
2
T 3v3

https://www.desmos.com/calculator/qf5ft171xd
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1.10. Encontrar valores reales para a y b de modo que

, Var+b—1
lim ——m— =

z—0 €T

1.

Solucion: Dado que

HII(l) vVar+b= \/5,
T

entonces para que el numerador tienda a 0, debe tenerse que b = 1.

Por otra parte, como

iy VO + I-1 lfm (Var+1—-1)(Var+1+1)

20 x 20 r(Var+1+1)
, ar+1—1
= lim

=0 z(var +1+1)

= Ilim

a
=0 v/ar +1+1

a

2

y por lo tanto, para que el limite exista, debe tenerse también que a = 2.

https://www.desmos.com/calculator/xcbav2q2t5
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1.11. Evaluar los siguientes limites:

32x—1
CL) mgr—l{loo 4z—3

3296—1
b) lim

z—+oo 2323

32+ 20 —1

c) m —
z—+o00 222 — 32+ 8
32 +2r —1

d) lim —M——
z——o00 2% — 3z + &
. 3rt 4223 -1
e) lim ———
z——o0 202 — 31 + 8

Solucién:
) 32;v—1 ) (32)x3—1 8 ) 9 T 8
o) M s =L G T 5L (1—6) =3 0=0

https://www.desmos.com/calculator/6zj15dkjqg

) 329071 ) (32)1371 8 ) 9 4
o) M g = (s — 3. (g) =t

https://www.desmos.com/calculator/maged4ubid
3¢ 420 -1 2?(3+2/x—1/2?) it 3+2/x—1/z> 3

c)

oo 202 — 37 1+ 8 atoo 22 (2 — 3/ + 8/22)  arieo 2 — 3/z +8/22 2
https://www.desmos.com/calculator/btwarzriua
3x?4+2r—1 i 3/a° +2/a" —1/z° 0

1/ - == - _—:0
o0 205 — 3T 48 woso 2—3/at+8/zF 2

d)

https://www.desmos.com/calculator/u8t4yr3t3d

&) lim 3t 422 -1 fm 22 (34 2/x —1/2%) e
2500 202 —3x +8  am-o0 2-—3/x+8/x2

https://www.desmos.com/calculator/4yOn8f5tul
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1.12. Calcular los siguientes limites:

a) lim (Va?+ 8z — )

T—-+00

b) lim (\/&:6 + 23 — V26 — x2>

T—r+00

c) i 3$+5(\/m—x>

x—l>r-i{loo 20+ 7

Solucion:

a) Dado que

V2 +8r +x
Vil tsi—a = (Vaifse—a) 0
Va2 +8x +x

(VT 82 — z) (Va2 ¥ 82 + 2)
\/m+x
z? + 8z — 2?
\/m+x
8z
\/m+x

se tiene que

lim (Va?+8zr—xz)= lim S = lim L:él

T—+00 z—+00 4/1r2 + 8 T—+00 8
v J1+=+1
x

https://www.desmos.com/calculator/stexv0idie

x3+a:2
b) Como vxb + a3 — /ab — 22 = , se tiene
) Vb + 23 4 /ab — a2

i 1+1/x 1
im ==
m—>+oo,/1+1/x3+ 1_1/1.4 2

https://www.desmos.com/calculator/rxx3jkfbpj

lim (\/x6+x3 — /b —x2> =

T——+00

3r+5 3+5 3
¢) Como mggloo 22 1 == xgrfm 5 i 7;2 =3 se tiene

lim 3x+5<\/:z:2+8x—x) :§-4:6.

z—400 20 + 7 2
https://www.desmos.com/calculator/stt7yrx3fv
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1.13. Evaluar los siguientes limites:

)i 3r+4
a) lim ——
z=to0 /202 — 5
3x+4
b) lim orFe

x—)—oo\/m
\/x2—5a:—|—6—x>

c) lim
r—+00

e N

d) lim (z—+vVa?2+42z— 1>
r—r—00

e) lim (z—+vVa?2+42z— 1>
Tr—+00

Solucion:

4 4 4
a) lim 5T+ { Stdje _ im 44w 3

— = lim ———— = =
z—+00 4/202 — § z—+00 /232 — 5/$ TF00 V 2 - 5/'T2 \/§

https://www.desmos.com/calculator/xidt8qganm

B m ST v/|z| +4/lx| _ | —3-4/z 3
m — = 11m — = m ——=———F
2500 272 — 5 a0 222 — 5/lz| w00 ./2 _5jz2 /2

https://www.desmos.com/calculator/xidt8qganm

c) lim (\/$2—5x—|—6—x>: lim 6/x —5 _ 0
2+ 2=+ /1 —5/x +6/22 + 1 2

https://www.desmos.com/calculator/ufp6p9gOkp

d) lim (m—W) :xE{nm (:v—|m|\/1+2/rc—1/x2> = —00

T—r—00

https://www.desmos.com/calculator/c2c7tbbbrk

e) lim (x—\/x2+2x—1>: lim Lz =2 =—1

T—>+00 x~>+ool+\/1_‘_2/l»_1/x2

https://www.desmos.com/calculator/c2c7tbbbrk
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3
1.14. Calcular lim Lcos(x)
T—r+00 223+ 5

Solucidén: Cualquiera sea z € R, —1 < cos(z) < 1.
Ademas, si x > 0, se tiene que

2 —r<aP+rcos(z)<zP+ax y 228 +5>0;
por lo tanto,

-1 ¥+ zcos(z)  2¥+1
20345 7 22345 T 22345

22—z 1 ) 2+

= 11m —FF——7-:
z—+o0 203 4+ 5

, entonces

If — -
YO e 2 +5 2

., a3 4xcos(z) 1
lim ————> = —.
a—too 223 +5 2

https://www.desmos.com/calculator/qé4ratfo9rz
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1.15. Determinar el valor de los siguientes limites:

2) lim cos(Qx.)
e—7 cos(z) — sin(x)
in(4
b) lim sin(4x)
x—0 x
sin(3z)
c¢) lim —
20 sin(4x)
1-2
4) lim L2208
z—Z sin (a: — %)
Solucién:
2 2 a2
a) lim cos(2z) = lfm > (x) = sin (z) _ lim (cos(z) + sin(z)) = V2

== cos(x) —sin(z)  2—7 cos(z) —sin(z)  @-T

ISE

in(4 4sin(4 in(4
p) 1 SR g Asine) g sinln) e sinw)
z—0 x z—0 4o z—0 4o y—0 Yy
sin(3x)
sin(3x) I 12zsin(3x) 3, 4dxsin(3z) 3 I 3z 3
= ——— = —-lim———~ = - 1im = -
z=0sin(4r)  2—0 12z sin(4x) 420 3xsin(4dr)  42-0 sin(dz) 4
dx
d) Dado que
1 — 2cos(x)
1—2cos(z)  x—3%
sin (x — %) ~ sin (Jc — %)
I
. L osin(z—F) .
y cuando z tiende a %, la fraccién —=* tiende a 1, se tiene que
3
lm 1 —2cos(z) lm 1 — 2cos(x)

=% sin (m — %) =% X — g

Por otra parte, considerando y = z — %, se tiene

1—2cos(z) 1—2cos(y+3%) 1—2cos(])cos(y)+ 2sin(5)sin(y)

™

r—% Y Y

y por lo tanto,

1-2 1— '
g L 2008(8) _ o Tmeos) g S0 g, s 3

z—Z sin (m — %) y—0 Y y—=0 gy
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1.16. Justificando adecuadamente, indicar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o

falsas:
a) Silim f(z) =1y lim g(z) = 0, entonces lim @) no existe
z—0 z—0 ’ z—0 g(:(]) ’
b) Silim f(z) =0y lim g(x) = 0, entonces lim o) no existe.
50 70 ’ 20 g()

¢) Sino existe lim f(z) y tampoco existe lim g(x), lim [f(z) + g(z)] no existe.
z—0 z—0 z—0

d) Siexiste lim f(z)y lim g(x) no existe, lim [f(x) + g(x)] no existe.

T—T0 T—x0 T—rT0

Solucion:

f(=)

a) Verdadera: El limite lim “——— no se acerca a ningin numero real cuando
z—0 g({L‘)
x — 0 pues el denominador tiende a 0 y el numerador no.

b) Falsa: Si f(x) =cos(z) — 1y g(x) =z, se tiene que lim @) = 0.

=0 g(x)

-1 , <0 1 , <0
c) Falsa: Para f(z) = y g(x) = , se tiene que
1 , >0 -1, >0

lim [f(x) + g(x)] = lim 0 = 0 (existe limite)

x—0 x—0

y que los limites lim f(x) y lim g(z) no existen.
z—0 z—0

d) Verdadera: Dado que

g(x) = glx)+ f(z) - f(2)

= [f(x) +9(@)] - f(=)

si existiera lim [f(x) 4 g(z)], entonces necesariamente (por Algebra de limites)
T—T0

deberia ocurrir que

lim g(z) = lim [f(x) 4+ g(z)] — lim f(x)

T—T0 T—T0 T—rT0

y como esto implica la existencia de lim g(x), lo cual contradice la hipétesis,
T—T0

entonces lim [f(x) + g(x)] no existe.
T—TQ

Péagina 21 de [222

http://www.udec.cl/~egavilan


http://www.udec.cl/~egavilan

"
rr——4+2 , r< -1
1.17. Sea f: R — R, la funcién definida por f(z) =

2 , T = —
3 —1 , x> —1
a) Analizar la existencia de los limites lim f(z) y lim f(x).
z——1 z—1
b) Verificar que f no es continua en xy = —1 e indicar el tipo de discontinuidad.

c¢) Evaluar lim /(@)

rz—1 :13—1

Solucion:

a) Para el primer limite, como

1
lim f(z) = lim {12 -~ + 2} =4
r——1— r——1" i

lim f(z)= lim {2 -1} =-2,

z——11 r——171

se tiene que los limites laterales no coinciden y por tanto, lim1 f(x) no existe.
T——

https://www.desmos.com/calculator/pppfcwgtom

Por otra parte, para el segundo limite, se tiene que

lim f(z) = lim (2* — 1) = 0.

r—1 z—1
b) De la parte anterior, como h’m1 f(z) no existe, f no es continua en g = —1y
T——

la discontinuidad es inevitable.

¢) Dado que cerca de x = 1, f(x) = 23 — 1, se tiene que

3

—1
lim f(@) = lim x
rz—1 x—1 r—1 x—1

_ 2
_ h'm(m D(x*+x+1)

r—1 \/5—1

o VD (Ve D (@ a1
r—1 \/5—1

= lim {(&® +2+1)(Vz +1)}

= 6

https://www.desmos.com/calculator/nfl119igru
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1.18. Sea f: R — R, definida por

2
1—
vao+1
f(:r): r—3 , TF3
1 , T=3

a) {Qué significa que f sea continua en xg?
b) Evaluar }gr:li f(z).

c¢) Determinar si f es continua en xy = 3.

Solucion:

a) Significa que lim f(x) = f(xo).

Tr—T0

b) Como para = # 3, se tiene que

1_ 2 14 2 x—i—l_ 4 z—3
vo+1 x+1_ z+1 z4+1 _ z+1
=3 g, 2 ( 3)<1+ : ) ( 3)< 2 +1>7
— —
vo+1 v/ V41

r+1
, ) 1 1
entonces lim f(z) = lim =-.
vr+1

, 1
¢) No, ya que lim f(z) =2 v f(3)=1.

https://www.desmos.com/calculator/2ptfqpzjba
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1.19. Sea f: R — {1} — R, definida por

( x?—1
- <1
vVt —4x+3

flz) = 2 , v=1
3 —1
-6 >1
\ \/E_l !

Definir, si es posible, f(1) de modo que f resulte continua en zy = 1.

Solucion: Como

22 —1 r+1 )
lim f(z) = lim = lim r—1)(x—3)| =0
z—1- f( ) rx—1- \/(,I’ — 1)(1’ — 3) z—1- (ZL‘ — 3\/( )( )
y
31 —1)(2? 1 1
i f(2) = i 2L g G D@ e DWVERD
z—1t z—1+ \/E—l r—1t z—1
se tiene entonces que
lim f(x) =0
z—1

y por lo tanto, como este valor no coincide con f(1) =2, f no es continua en zy = 1.

Para que f sea continua en zy = 1, dado que la discontinuidad es evitable, debe
(re)definirse f(1) = 0.

https://www.desmos.com/calculator/qfd17cbl7o
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1.20. Determinar los valores de a € R de modo que la funcion f definida por

flz) = ) c r<a
YT 20 50— 4 , T >a

sea continua.

Solucion: Como las funciones polinomiales son continuas, entonces f es continua
para cada x # a.

Para x = a, como

Im f(x)=a*+2 y h’m+f(x):2a2+5a—4,

r—a~ T—a

para que exista lim f(z) y en este caso, ademds coincida con f(a), a debe ser tal
r—a
que
a® +2 = 2a%+ 5a — 4,

de donde

a®*—2a"—5a+6 = 0
a’—a®— (a®+5a—-6) = 0
a*(a—1)—(a+6)(a—1) = 0
(a—1)(a*—a—6) = 0

(a+2)(a—1)(a—3) = 0

y por lo tanto los valores son —2, 1y 3.
https://www.desmos.com/calculator/pxntOhfltq
https://www.desmos.com/calculator/2zz3febyrj

https://www.desmos.com/calculator/cwgariwxju
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1.21. Decidir justificadamente si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

a) 31611%\/_:0.

b) Si lim [f(z)g(z)] existe entonces él debe ser igual a f(z¢)g(zo).

Tr—xQ

¢) Si lim f(z) =400y lim g(z) =400, entonces lim [f(z)— g(x)] =0.

T—r+00 T—r+00 T—r—+00

d) Si f(1) >0y f(3) <0, entonces existe ¢ entre 1 y 3, tal que f(c) = 0.

e) Si f es continua en [—1,1], f(—=1) =4y f(1) = 3, entonces existe x, tal que
|[wo| <1y f(wo) =

Solucion:

a) Falsa: Como el limite lateral lfm /7 no existe, entonces HH(I] v/ tampoco.
T—

z—0~
b) Falsa: P fa) -1 , z<0 () 1 , <0
alsa: Para f(z) = T) = , se tiene que
1 , >0 ¥ -1, >0 b

lim [f(2)g(z)] = —1

z—0

y este valor no coincide con f(0)g(0) = 1.

c¢) Falsa: Para f(x) = 2% y g(z) = x, se tiene que h'r+n f(z) =400 = h’r+n g(x)
T—r+00 T—>+00
y que

lm [f(z) - g()] = lm [¢*— o] = lfm [ﬁ (1—1” — too

xr——+00 r——+00 r——+00 €T

1, <2
d) Falsa: Para f(z) = . oo se tiene que f(1) > 0, f(3) < 0y f
— xr >

)
nunca toma el valor 0.

e) Verdadera: Como f es continua en [—1,1] y 7 € | f(1), f(=1)[ = |3, 4[, enton-
ces por el Teorema del valor intermedio, existe xo € |—1, 1] tal que f(zq) = 7.
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Teorema del valor intermedio: Si f es una funcién continua en el intervalo [a, 0]
y si yo es cualquier valor entre f(a) y f(b), entonces

Yo = f(20)

para algin zy € |a, b|.

y=fx)

f(b)

Yo

f(a@)

1.22. Verificar que la ecuacion

20t — 142 + 142 —1=0

tiene exactamente cuatro raices.
Solucién: Dado que

F(—4) >0, £(0) <0, f(1) >0, f (2) <0y f(2)>0

por el Teorema de valor intermedio, f posee al menos una raiz en cada uno de los
intervalos siguientes

}_4,0[,]0,1[,]1,2[ y]%j{

y como un polinomio de grado 4 no puede tener mas de 4 ceros, se concluye que la
ecuacion tiene exactamente cuatro raices (reales y distintas).

https://www.desmos.com/calculator/ofumxabw9h
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1.23. Para las funciones f, g : R — R, definidas por

3, x#2

1, =

fla) =z y g(ﬂf)Z{

verificar que h;rr% g(f(x)) #g <11L% f(x))

Solucién: Como para x # 2, g(f(z)) = g(x) = 3 se tiene que

lim g(f(x)) =3

r—2

y por otra parte,

g (1 f(2)) = 9(2) = 1.

r—2

Observaciéon: La igualdad entre dos limites como los de este ejercicio,

i /(o)) = g (Jim 7o) )

T—T0 T—T0

estd asegurada (por un teorema) cuando g es continua en L y lim f(z) = L.
T—T0
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1.24. Una funcién f esta definida por

Vie|+2 st <0

3243
r+1

fz) =

si x>2

a) Explicar por qué f es una funcién continua (para x < 0y para z > 2).

b) (Es posible definir f en el intervalo [0,2] de modo que la funcién resultante
f : R — R sea continua y en el intervalo [0,2] su gréafica corresponda a una
recta? Si la respuesta es afirmativa, dar una férmula para f en [0, 2].

Solucion:

a) Para z < 0, la funcién f puede escribirse como f = g o h, donde h(z) = |z|
y g(z) = vV + 2y como la composicién de funciones continuas es continua,
f es continua. Para x > 2, f corresponde al cuociente de dos polinomios con
denominador no nulo, luego ella es continua.

2
=0~ T—

z—0— z—2+ x4+ 1

Al definir f(x) = mz + n en [0, 2], se tiene que:

f es continua en o = 0 si lim f(z) = lim (mz +n) =n = V2 = f(0).

z—07F z—07F

f es continua en g =2 si lim f(z) = lim (mz+n) =2m+n=>5= f(2).
T2 T2~

De lo anterior, si

5— V2
m = V2 y n:\/§,

se tiene que f resulta continua en todo R.

La férmula para = € [0,2] dada por

fla) = 5_2\/§:U+\/§,

determina al grafico de f como un segmento de recta en el intervalo [0,2] y a
f iR — R como una funciéon continua.

https://www.desmos.com/calculator/zpxvtoscwh
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1.25. Sea f: R — R la funcién definida por:

a si z <0
fz) = bx si 0<x<bd
—br?+4xr—2 si b<ax<3

4 si x> 3

. Es posible hallar valores para a y b de tal manera que f sea continua?
Solucion: En este caso, por definicion f es continua si ella es continua en todo R.

Como lim f(z) = lm bx =6y lim f(z) = lim {—bz®+4a — 2} = —b*+4b—4,
z—b~ z—bT

z—b~ z—bt
se tiene que h'Irll) f(z) existe si y s6lo si b> 4+ b? — 4b+ 4 = 0.

T—

Como lim f(z) = lim {—ba*+ 4z —2

T3~ T—3~

} = —-9b+10, lim f(z) = lim 4 =4 se
) xz—3+ z—3+
tiene que lim f(x) existe si y s6lo si b= —.
r—3 3

2
Como b = 3 Do es solucion de b +b? —4b+4 =0, linll) flz)y h’r% f(z) no pueden
T—r r—r

existir simultaneamente y por lo tanto, no existen a y b tales que f sea continua.
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1.26. Sea f la funcién definida por

( - <z <0
si ——- <z
sin(6x) 3
f(z) = 1 sl =0

2 11— 1
V2 +- VTt s 0<az<o
L sin(3x) 3

a) (Existe lim f(x)?
z—0

b) Analizar la continuidad de f en todo su dominio.

Solucion:

x 1 6 1 t _1
P <0 — -] 1f =l =z
a) Para x <0, f() sin(6x) 6 sin(6x)’ oo o /(@) 6 io0-sint 6

V2 +1+vVr+1

Para x > 0, al multiplicar f(x), por
plicar f(z), p V2e+1+Vae+1

, se tiene que

x 1 3
flo) = (\/2x+1+\/33+1) sin(3z) — 3 (\/2$+1+\/1’+1) sin(3z)’

, L, 3x 1 sinu 1
luego, lim f(xz) = = lim . = — lim =-.

T—0+ o0t (V2r +1+ Vo +1)sin(3z) 6Guot u 6
L 1
De lo anterior, lim f(x) = =
z—0 §)

s , , x o
b) Para —— <z <0: 1 =1 = = ]
) Para g =" =0 /(@) 250 sin(6z)  sin(6zo) J(o), porlo que f

s
es continua en ] 3 0 [

T
De manera anéloga, para 0 < xy < 3> 8e tiene que lim f(x) = f(zo), por lo
Tr—x0

que f es continua en ]O, g [

1
Por otra parte, como HII(l) flz) = 6 # 1 = f(0), se tiene que f no es continua en
T—

el origen. En resumen f es continua en todo su dominio excepto en el origen.
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1.27. Sea f: R — R, definida por
k—Tx
fla)={ Vi3
¥ —5rx+1 , v>1

donde k es una constante real.

a) Determinar el valor de k para el cual f es continua en todo R.

b) Encontrar una asintota horizontal del gréafico de f.
¢) Demostrar que existe xg € [2, 3], tal que f(x¢) = 10.
d) Indicar justificadamente, si f es una funcién acotada superiormente.

Solucion:

a) La funcién f es continua, tanto para x < 1 como para = > 1, pues en ambos
casos corresponde a una combinacién (suma, resta, producto o cuociente con
denominador no nulo) de funciones continuas.

Para que f sea continua en 1, debe tenerse
lim f(x) = f(1) = —-3.
z—1

Se calculan los correspondientes limites laterales

k—17T k—17
o lim f(z)= lim - .
z—1— 1= /12 + 3 2
i =1i 3 1) =-3.
e lim f(2) zgﬂ(x bx + 1) 3
Entonces, dado que
k—

7
. e k=1
2 T

se concluye que f es continua en R si y solo si k = 1.

k
x| ——7
Tx B T _

T——00 f( ) z——00 /2 +3 T——00 3

b) Se observa que

Por lo tanto, la recta de ecuacién y = 7 es una asintota horizontal de la grafica
de f.
¢) Para todo z € [2, 3] se tiene f(z) = 23 —5x+1, la cual es una funcién continua.
Dado que f(2) = =1 <10y f(3) = 13 > 10, el Teorema del valor intermedio
garantiza que existe zo € [2, 3] tal que f(zo) = 10.
) 1
d) Dado que lim f(z) = lim |2®°(1— = + — )| = +o0, se tiene que f no
T—+00 333 373

T—+00
€S acotada superiormente.
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1.28. Indicar de manera justificada si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

2) lim sin(4x) — lm 4in(x)
z—0 x z—0 x

b) lim V/1+ cos(z) — V2

z—0 1 — cos(x)

c) Larecta y = —2 es asintota horizontal del grafico de la funcién f definida por

flz) =2 — V2?2 + 4z —1.

Solucion:

a) Verdadera: Al calcular ambos limites se tiene que

- Asin(4 .
i S0U2) g, Asinln) e sm) g, 2@
z—0 €T z—0 4x y—=0 Yy z—0 €T z—=0 I

b) Falsa: Definiendo f(z) := W —V2

1 — cos(x)

o) = Viteos(r) - V2 V1t cos(e) +v2
\/m \/T()S(a:)+\/§

1 — cos(x)
/1 — cos(z) <\/1 + cos(z) + \/5)
1 — cos(x)

/1 + cos(w) + /2

y por lo tanto lim f(x) = 0.
z—0

, para x # 0 se tiene que

¢) Verdadera: Dado que

1—4 1/x—4
lim f(z) = lim - = lim /% =2,
T—+00 rotoo g4 a? +4x — 1 woteo 1+ /1 +4/x — 1/x2
se tiene que y = —2 es asintota horizontal del gréfico de f.
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22 —10x + 6
r—1

1.29. Sea f(z) =

. Hallar todas las asintotas para el grafico de f.

Solucién: Dado que

lim le

T—+00 €T

(el valor de este limite es eventualmente la pendiente m de la asintota oblicua) y
que

lim {f(z) =1-2}= lm {f(z)-az}=-9,

T—>+00

(el valor de este segundo limite corresponde al coeficiente de posicién n de dicha
asintota) se tiene que la recta de ecuacién

Yy = mx—+n

= -9

es asintota oblicua (por la derecha).

De manera completamente andloga, si se considera ahora x tendiendo a —oo, dado

que lim @) =1y que lim {f(z)—z} = —9, se tiene que la misma recta es
T——00 T T——00

también asintota oblicua (por la izquierda).

Por otra parte, como lim f(z) = —o0, se tiene la recta de ecuacién = 1 es asinto-
z—1t

ta vertical para el grafico de f (el hecho que lim f(z) = +oo, también es suficiente
=1~

por si solo, para afirmar que = = 1 es asintota vertical).

De lo anterior, como el grafico de f tiene una asintota oblicua derecha y una (en
realidad se trata de la misma recta) asintota oblicua izquierda; entonces, él no tiene
ninguna asintota horizontal.

https://www.desmos.com/calculator/gtnfgbx8ev.
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1.30. Sea f:[1,2] — [—1,4] una funcién continua tal que f(1) = —1y f(2) = 4. Utilizar
el Teorema del valor intermedio para demostrar que f tiene un punto fijo.

Solucién: Por definicién, xy es un punto fijo de una funcién f, si f(xg) = .
Sea g(z) := f(x) — x.

Como g es continua, g(1) = =2y ¢g(2) = 2, por Teorema del valor intermedio, g se
anula en algin punto zq € |1,2[ y por lo tanto, como

g(z0) =0 f(xg) — 20 =0 & f(x0) = 0,

se tiene que f tiene un punto fijo.
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Teorema de los valores extremos: Si f es una funcién continua en el intervalo
[a, b], entonces f alcanza un valor minimo absoluto m y un valor méximo absoluto
M en [a,b], es decir, existen nimeros x; y xs en |a, b] tales que

m = f(z1) < f(z) < f22) = M,V € [a,0].

X1
, > X

m
(xlam)

1.31. El conjunto de todas las imagenes de un conjunto A por una funcién f se define
como

J(A) = {f(z) 2 € A}.

¢ Existird f continua, tal que f([0,1]) =0, 1]?

Solucidén: No, porque segin el Teorema de los valores extremos el conjunto f(]0, 1])
deberfa tener un minimo (absoluto).
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. Determinar los valores extremos

1.32. Sea f : [0,1] — R, definida por f(z) =

absolutos para f.

2+ 1

Solucién: Claramente f es continua (en todo su dominio) pues lo es en |0, 1], es
continua lateralmente por la derecha en x = 0 y es continua lateralmente por la
izquierda en x = 1.

De lo anterior es claro, por el Teorema de los valores extremos, que f posee un valor
minimo absoluto y un valor maximo absoluto.

>0puesz >0y 22+ 1> 0. Ademds dado que

T
Como z € [0, 1], entonces
241

0<(z—1)*=2%—2x+1, se tiene que > + 1 > 2x y por lo tanto,

x
22 4+1

<r ! >0
— = —, para :
S5, Ty para

: 1 .
De lo anterior, como f(0) =0y f(1) = 5 8@ tiene que

0< flx) < %, Vo € [0, 1]

= el minimo absoluto es 0 y

1
s el maximo absoluto es 3

Fuente: J. Marsden, M. Hoffman, Andlisis cldsico elemental. Segunda edicién, Ad-
dison Wesley Iberoamericana, 1998.
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1.33. Sea f una funcién continua en todo R que toma sélo valores racionales (es decir,
Rec(f) € Q). Mostrar que f es funcién constante.

Solucidén: Si f no es constante, entonces existen x; y x5 en R tales que 1 < x5 y
f(z1) =y # y2 = f(22).

De la continuidad de f en [z1,x2] y del hecho que entre y; e yo siempre existird un
irracional y*, por el Teorema del valor intermedio, existe z* € |xq, x| tal que

fl@) =y~

Como la igualdad anterior contradice la hipdtesis, pues Rec(f) C Q, entonces se
tiene que f es constante.
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2. La derivada

2.1. Demostrar que si f es derivable en x, entonces f es continua en x;.

Solucién: Por definicion si f es derivable en g, el limite

o @) = flaw)

T—x0 €Tr — ,’L‘O

existe como un nimero real (y se denota por f'(zg)).

De la igualdad

f(x) — flxo)

r — X9

f(@) = fz) = fzo) + f(20) = (@ —20) + [ (o),

al tomar limite cuando x tiende a xg, se tiene que

lm f(z) = lim |28 /(@)

T—IT0 T—T0 xr — xo

(x —x0) + f(20)
= f'(z0) - 0+ f(x0)

= f(wxo)

y es claro que f es continua en .

Fuente: J. Marsden, M. Hoffman, Andlisis cldsico elemental. Segunda edicién, Ad-
dison Wesley Iberoamericana, 1998.
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2.2. Probar que si f y g son funciones derivables en x(, entonces

a) (f +9)(wo) = f'(x0) + ¢'(w0) ¥
b) (f-9)(w0) = f'(x0)g(x0) + f(20)g' (70).

Solucién:

a) De la definicién de derivada puntual, se tiene

(f +9)(x) = (f + g)(x0)

(f +9)(m) = lim s
e T+ 9) = () + g(a0))
T—T0 T — 2o
~ f(@) = f(xo) + g(z) — g(20)
T—T0 r — T
— lm f(@) — f(=o) 1 lfm g(z) — g(x0)
T—T0 T — Xg T—T0 T — Xg
= f'(z0) + g'(x0)
b) Nuevamente, de la definicién de derivada puntual
(fyﬂ%)::g%uwmiiiﬁmu@
—  lim f(@)g(x) — f(x0)g(w0)
T—TQ T — X
o F@)(a) = f@0)g(a) + fa0)g(w) ~ fla)g(wo)
T—x0 T — T

= mﬂ(ﬂﬁ:i&ﬁ-m@)+f@@-mnﬂﬂlﬁﬁﬁ

T—To T — X T—T0 T — o

= lim M~ lim g(z) + f(xo) - lim M

T—T0 T — 2o T—T0o T—x0 r — Tg

= ['(z0)g(w0) + f(20)g'(20)

Observacion: Estos resultados juntos con otros 2 parecidos son conocidos como
Algebra de derivadas.
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2.3. Sea f : R — R, donde f(z) = 23+222. Utilizando la definicién de derivada, calcular:
a) f'(1),
b) f'(2),
c) f'(z)

y luego comprobar lo obtenido utilizando las reglas de derivacién.

Solucion:
a)
- fl@) - f(1)
/ R
FQA) = lim———7
L 2P 4222 -3
= lim
rx—1 :L'—]_
oot —1422%2 -2
= lim
rx—1 ,j[—l
— Ym (x—D(x*+2+1)+2x—1)(z+1)
o a:l—>1 r—1
_ 3
— lim (x —1)(2° + 3z + 3)
rx—1 1‘—1
= lim (2”4 3z + 3)
r—1
=7
b)

o) = 1 L0 Q)

z—2 r—92

3+ 222 - 16
= lim———
xr—2 :E—Q

= lim (332 + 4z + 8)
r—2

= 20
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h—0 h

o (x+h)P 2@+ h)? -2 — 227
= h

_ i 32%h + 3xh? + h® + 4xh + 2h?
= h

= lim (3x2 +3xh + h? + 4z + 2h)
h—0

= 32% +4x

Por otra parte, usando las reglas de derivacion, se obtiene
Fla) = 5 (a4 20%) = (%) 4 (207) = L (a) £ 20 (5?) = a2 4 4o,

de donde, f'(1) =7y f'(2) = 20.
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2.4. Determinar el valor de los siguientes limites:

sin(z) __ 1
a) lim ¢
T—T xTr — T
b) lim sin [(z + 3)?] — sin(9)

x—0 €T

Solucién:
a) Si f(x) =@ dado que f'(x) = — cos(z) - 5@ se tiene que

sin(z) __ 1 _
i =L g S0 =S
T—T T — T T—T T — T

b) Del cambio de variable h = x — 3, al considerar f(x) = sin(z?), se tiene que

lm sin [(3 + h)?] — sin(9) ~ lim fB+h)—f(3)
h—0 h h—0 h

= ['(3)

= 6cos(9),

en donde en la tltima igualdad se ha utilizado el hecho que f'(x) = 2z cos(z?).

Fuente: J. Stewart, D. Clegg, s. Watson, Calculus. Ninth Edition, Cengage, 2020.
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2.5. Sea f: R — R, definida por f(z) = . Analizar la existencia de

la derivada de f en todo R.
Solucién: Para = < 2, se tiene que f'(x) = 4; para x > 2, se tiene que f'(z) = 2x.

Como lim f(x) =7y lim f(z) =09, se tiene que lim f(z) no existe, luego f no es
T2~ r—2F z—2
continua en g = 2 y por lo tanto, ella no es derivable en dicho punto.

De lo anterior, f es derivable en todo R excepto en o = 2.
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2.6. Sea f: R — R, definida por

3. (1 2

x’sin| — ) +2+x+1 , x#0
1 , =020

a) Calcular f'(z), en cada punto donde exista.
b) Calcular f”(x) para x # 0.

Solucion:

a) Para x # 0, de las reglas de derivacion, se tiene

1 1 1
f'(x) = 3a%sin <—> + 2 cos (;) mgt 2r +1

T

1 1
= 3z%sin (—> — I CoS (—) + 2z + 1.
T T

Para x = 0, por definicién

PG ()

z—0 €T

1
= lim (x2 sin (—) + 1+ 1)
x—0 x

=1

)

donde se ha utilizado el hecho que

1
lim z* sin (—) =0,
z—0 €x

pues, si x # 0, entonces es valida la desigualdad

1
x? sin <—> ’ < x2.
T

b) Para x # 0, de las reglas de derivacién y de la parte anterior, se obtiene

1 1 1 1 1\ 1
f'(x) = 6wxsin (—) — 32% cos (—)  —5 — COs (—) — x -sin (—) - +2
T T T T /) x
1 1 1 1
= Oxsin <—) — 4 cos <—) — —sin (—) + 2
T T T T
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2.7. Sea f la funcién definida por

c+vr—1 , 2<x<5b

Determinar los valores de a, by ¢ de modo que f sea derivable en |0,5[y f(0) = f(5).

ax’+br , 0<zx<2
f(x) =

Soluciodn:
De la condicién f(0) = f(5), se obtiene que ¢ = —2.

Por otro lado, dado que f debe ser continua en |0, 5[ y lo es en |0, 2] y en |2, 5[, basta
analizar la continuidad para f en xg = 2. Para que f sea continua en xy = 2, debe
tenerse que lim f(x) = f(2) = h’m+ f(z) y por lo tanto

T2~ T—2

da+2b=—1 (1)

De manera similar a lo anterior, dado que f debe ser derivable en ]0,5[ y lo es en
10,2[ y en ]2, 5[, basta analizar la derivabilidad de f en zy = 2.

— f(2 2—4)+b(x—2
Como lim M: lim alz ) b ): lim a(z+2)+b=4a+by
T2~ T — 2 T2~ T —2 T2~
— f(2 ve—1-1 1
lim J) = 12) = lm Y~ m = —, entonces f’(2) existe
z—2t x— 2 z—2- X —2 2= \Jr—1+1 2
si y sélo si
1
da +b= . (2)
2
: : 1 3
De las ecuaciones y (2), se obtiene que a = R b= —5
Asi, f es derivable en ]0,5[ y f(0) = f(5) si
1 3
a=—=, b=— 'y c=-2

2 2
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2.8. Sea f: R — R, donde f(z) = (222 + 3)

a) Calcular f'(z) utilizando la regla de la cadena.

b) Desarrollar el cubo de binomio, calcular f’(z) y comprobar lo obtenido en la
parte anterior.

Solucion:
a) f'(z) =3(22% + 3)? - 4o = 122(22% + 3)?
b) Dado que f(z) = 8z° + 362 + 542? + 27, se tiene
f'(z) = 482° + 1442° 4 108z,

de donde se observa que f'(z) = 12z(4x* + 122% + 9) = 122(22% + 3)*.
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3 —1

— ain?
2.9. Sea f(x) =sin <4x6 1

> . Calcular f'(x).

Solucion:
31 3 —1 d [(x3—1
! — 5sin? v . R e
J() - (4x6 v1) P \aab 1) de \ s 11
a1 3 —1 3r2(42% + 1) — (2 — 1)242°
= 5Hsin 5 - COS 5 . . 5
426 +1 426+ 1 (425 + 1)

1522 (425 — 822 —1) . , ([ 2®—1 3 —1
= - ! sin* [ ——— | cos
(425 + 1) 46 4+ 1 426 4+ 1
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2.10. Utilizar las reglas de derivacion para calcular f'(z), si:
a) f(x) = 2°cos(2z3)
b) f(z) =sin(In(z* + 222 + 1))
¢) f(z) = ptan(z®+2z)
Solucién:

a) f'(x) = ba*cos(22®) + 2° - —sin(223) - 622

f'(x) = bt cos(22?) — 627 sin(223)

b) f'(z) = cos (In (2t + 222+ 1)) - (423 + 4x)

x4+ 22241

A3 + Ax

_ 4 2
—_ mCOS (h’l(l' +2$ + ].))

f'(z)

¢) f'(z) = ptan(z®+2) | .2 (z° + 2z) - (322 + 2)

f'(z) = (32 + 2) eton(a’+22) go 2 (2% + 2x)
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2.11. Calcular, en cada caso, f'(z):

W) flz) = @
b f(@) =In (””—“)

20 4 22 41

¢) f(x) = tan® (523 + 2x)

Solucion:

2+

1/3
_ , se tiene que
x84+ 1) q

a) Como f(z) = (

1 (x3+x)2/3_ (322 + 1)(a + 1) — (23 +2) - 6

Fey =3\ (6 4 1)2

1 4o - (2 + 2%+ 1) — (2 +1)(6 + 27)
ot (26 + 22 + 1)2

¢) f'(z) = 3tan? (52 + 2x) sec? (5a® + 2x) - (152 + 2)
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2.12. Sea f una funcién tal que f(2) = -3y f'(z) = va% +5.

Si g(z) = 2%f (%), calcular ¢'(2).

Solucidén: Para x # 1, se tiene que

v = 2 () eatr () [

= 2 () oo ()

y entonces
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1,3

3
2.13. Determinar la ecuacién de la recta tangente al grafico de f(r) = = — —2? + 2z en

3 2
el punto (zo, f(zo)) para:

a) rg=0
b) 1'0:1

5
C) ZEO:§

Solucién: La recta tangente al grafico de f en punto (z¢, f(x)) tiene ecuacién

y —yo = f'(xo)(x — o),

donde f'(x) = x3 — 3w + 2.

a) Para zq = 0, se tiene que f(z¢) = 0y que la pendiente es f'(0) = 2, la ecuacién
de la recta tangente en (0,0) es

y—0=2(z—-0)<2x—y=0.

5)
b) Para xg = 1, se tiene que f(xg) = g ¥ aue la pendiente es f'(1) = 0, la ecuacién

5
de la tangente en <1, 6) es

5) 5 5 3
c) Para xy = 5 8¢ tiene que f(xg) = g ¥ aue la pendiente es f’ <§> =7 la

5 b
tangente en (5, 6) tiene ecuaciéon

5 3 )
- == - — = 18z — 24y — 25 = 0.
Y 5 4<x 2)<:> 8x Y 50=20

https://www.desmos.com/calculator/3tpyrciyng
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2.14. Dada la funcién f(x) = , definida para x > —1:

1
Vo +1
a) Obtener, mediante la definicién de derivada, f/(3).

b) Determinar la ecuacién de la recta tangente al gréafico de f en el punto en

1
donde la ordenada vale 3

Solucion:

a) Por definicién

1
= —lim
=32z +1(2+Vz +1)
1
16

1
b) La recta tangente al grafico de f en el punto en el punto (3, 5) tiene ecuacion

?/—52—1—6@—3)

https://www.desmos.com/calculator/oiyjhkbnwqg
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2.15. Sea f(z) = v222 — 3z + 2. Calcular f'(z) y luego determinar las ecuaciones de la
rectas tangente y normal al gréfico de f en el punto (1, 1).

Solucién: Al reescribir f(z) = (222 — 3z + 2)1/3, se tiene que

4r — 3
3(222 — 3z +2)¥%

(20% =32 +2) " (4z - 3) =

W —

f'(x) =

1
de donde, la pendiente de la recta tangente pedida es f'(1) = 3 y por lo tanto, la

ecuacién de dicha recta es

y—1=f'()(z—1) < z-3y+2=0.
Por otra parte, la ecuacién de la recta normal es

1
f1(1)

y—1=— (x—1)e3zx+y—4=0.

https://www.desmos.com/calculator/ogpgsxuxki
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2.16. Hallar el valor de k € R de modo que la ecuacion de la recta tangente al grafico de
f(x) =2 —92% + kx + 9

en (0,9) pase por el punto (1,24).

Solucion: Dado que
f'(x) = 32% — 182 + k,

la pendiente de la recta tangente al grafico de f en (0,9) es f'(0) = k y como dicha
debe contener también al punto (1,24), entonces

https://www.desmos.com/calculator/hyzwgsejwd

Pégina 55 de 222

http://www.udec.cl/~egavilan


https://www.desmos.com/calculator/hyzwgsejwd
http://www.udec.cl/~egavilan

2.17. ;Para qué valor de k la ecuacion

tiene exactamente una solucion?

Solucién: Al considerar las curvas y = f(x) := e* e y = g(x) := k+/z, los valores
de = en donde ellas se intersectan, son tales que f(z) = g(z) y por lo tanto, debe

tenerse que
e* = ky/x (1)

y necesariamente k£ > 0.
Por ejemplo si k =1, la curva y = /&
https://www.desmos.com/calculator/vpg8atxjrr

no alcanza a y = e** y entonces para que y = g(z) si alcance a y = f(z), ellas debe
tener una recta tangente en comun, es decir

1
2e%" = k—— (2)

2Vx

1
De (1) y (2) se obtiene que z = R k= 2y/e.

https://www.desmos.com/calculator/rxskgaujz3

Fuente: J. Stewart, D. Clegg, s. Watson, Calculus. Ninth Edition, Cengage, 2020.
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2.18. Mostrar que y = f(x) = €** — z satisface la ecuacién

Yy — 2y =2z — 1.

Solucion:

Yy =2y = 2 —1-2(e* —2x)
= 2% —1—2¢" + 2z

= 2x-—1
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1
2.19. Mostrar que y = 9sin(z) — 3 cos(x) 4+ 5 es solucion de la ecuacién diferencial

d?y
— —5=0.
dz? Ty

Solucion: Dado que

d 1
% = 9cos(x) + 3 sin(z)
y que
d? 1
d_mz = —9sin(z) + 3 cos(z) =b—y
se tiene que
d*y
SV iy—5 = (5- —5
73 Ty G-y +y
= 0.
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d
2.20. Calcular il para:
dx

c) y=(2°+3)*(a" +1)*(22° + 1)

Solucién:
a) Dado que para z > 0 se tiene que x = €™ reescribiendo
y = T — eln(2“”) — exln(2)7
d d
se obtiene que d_:gz/: = (e*"@) = e=In(?) . In(2) = 27 - In(2).

b) Al aplicar logaritmo natural y derivar implicitamente con respecto a x se ob-

tiene
Iny = Ilna®°
Iny = sinzlnx
1d i
i cosxlnx—i—smx
y dx x
d )
e - y<cosxlnx—|—smx)
dx T
d ) i
& o_ e (cosxln:v + smx)
dx T

¢) Nuevamente, al aplicar logaritmo natural y derivar implicitamente con respecto
a x se obtiene

Iny = 2In(z®+3) +3In(z* + 1) + 7In(22° + 7)

Ldy 1627 n 1223 n 84x°
yde — a8+3 xi+1 226547
dy

1627 1223 841° )

8 2/, 4 3(0,.6 7
—-— = 3 1)°(2 7
(274 3)(@ + 12"+ 7) ($8+3+x4+1+2x6+7

dx
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2.21.

Calcular d_y si:
dx

a) y = Arcsec(x)
b) 2 +y3 —1 =8y
¢) y—cos(zr+y)=0

Solucion:

a) Siy = Arcsec(x), entonces sec(y) = x. Luego, derivando implicitamente res-
pecto a x en ambos lados tenemos que

dy
sec(y) tan(y)% =1

Asi,
dy 1

dr sec(y) tan(y)
Como sec(y) = z, haciendo uso de la identidad tan?(y) + 1 = sec?(y), se tiene
que tan(y) = /sec?(y) — 1 = v/22 — 1. De este modo,
dy 1
dz — zv/22 — 1

b) Si 23+ y> — 1 = 8wy, entonces derivando implicitamente la ecuacién respecto
a x se tiene que

d d
322 + 322 — gy + 82

dx dx
Luego,
dy  8y—3a®
dr 3y? — 8x

¢) Siy—cos(x+y) =0, derivando implicitamente con respecto a z

dy . dyy\
e —l—sm(m—l—y)<1+ %) =0
Asi,
dy  —sin(z +y)

dr 1+ sin(z +y)
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2.22. Encontrar la ecuacién de la recta tangente a la curva de ecuacion

(2> +y°)* =42’y + 9

en el punto (2,1).

Solucién: Derivando implicitamente la ecuacién, suponiendo y = y(z), se tiene

dy dy
2 2 g — 4222
2(z —|—y)(2:c—|—2ydx) 8ry + 4x o
dy  dx(a®+y?) —8xy
dr — 4a® —4dy(2? +y?)’
. . dy
por lo que la pendiente de la recta tangente pedida es m = d—(2, 1) = —6 y su
x

ecuacion es

y—1=—-6(z+2) < y=—6x+13.

https://www.desmos.com/calculator/vlpcpddtbl
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2.23. Hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva C' de ecuacion

2 + y3 = 6xy,

en el punto (3, 3).

Solucién: Al suponer y = y(z) y derivar implicitamente la ecuacién de C| se tiene

d d
322 + 3y2—y = 6y + 6x—y,
dx dx
d 2y — 22
de donde se obtiene que & _-r
der y?>—2x

De lo anterior, la pendiente de la recta tangente C' en el punto (3, 3) es

dy
= — = —1
m dx(3,3)

y por lo tanto ecuacion de la rectaes y —3 = —(z —3) < x4+ y = 6.

https://www.desmos.com/calculator/hx6ggnta8o
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2.24. Dada la curva C' en R?, determinada por la ecuacién
2 1,
x +xy+zly —r—y=0,

encontrar las ecuaciones de las rectas tangentes a C' en los puntos donde la curva
intersecta al eje .

Solucion: Para encontrar los puntos en que C' intersecta al eje y, se reemplaza
x = 0 en la ecuacién de la curva, obteniendo la ecuacion

L
2R —y=0
24 Y ’

la cual se satisface para y = 0 e y = 4. Entonces los puntos de interseccién buscados
son (0,0) y (0,4).

Por otro lado, al derivar implicitamente la ecuacién de la curva, se obtiene

dy 1 dy dy
p Yy oYy,
$+y+xdx+2ydx dx
es decir
dy 1-2z—y
de 1
Sy—1
T+ 23/
Por lo tanto:
d
» En (z,y) = (0,0), se tiene d_y = —1, la recta tangente a la curva en este punto
x
tiene ecuacién y = —x y
d
» en (z,y) = (0,4), se tiene d_y = —3, la recta tangente a la curva en este punto
x
tiene ecuacién y = —3x + 4.

https://www.desmos.com/calculator/oiebgynjbn
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2.25. Dada la curva C en R?, determinada por la ecuacién

ylet —x—y=2,

encontrar las ecuaciones de las rectas tangentes a C' en los puntos donde la curva
intersecta al eje y.

Solucién: Al reemplazar z = 0 en la ecuacion de C' se obtienen los valores y = —1
e y = 2, por lo tanto, la curva intersecta al eje y en los puntos P, = (0,—1) y
P, =(0,2).

Por otro lado, al derivar implicitamente la ecuacién de la curva, se obtiene

dy 5 dy
2y—=¢e” rt—1—--—==0,
ydxe tye dx
de donde
dy 1—y?e®
de  2ye® — 1

De lo anterior,

d
e En P, = (0,—1), se tiene que Y y la recta tangente a la curva en este

. iy dx
punto tiene ecuacién y = —1.
. dy
e En P, = (0,2), se tiene que e = —1 y la recta tangente a la curva en este
x
punto tiene ecuacion y = —x + 2.

https://www.desmos.com/calculator/zk2qj69inp
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2.26. Sea C la curva de ecuacion
3 3
7y + xy’ = 32,

mostrar que las rectas tangentes a C' en (—2,—2) y en (2,2) no se intersectan.

Solucién: Al suponer y = y(x) y derivar implicitamente la ecuacién de C, se tiene

d
+y°+ 3:L‘y2—y =0,
dz

30y

32
xy—l—xdx

d 3 2 3
de donde se obtiene que & _ —w.
dx x3 + 3xy?

Si L es la recta tangente a C' en el punto (—2, —2), entonces ella tiene pendiente

dy —24 -8
—YWilg gy T2 T0
m =g (=% = -

y su ecuacion es x + y = —4.
Si Ly es la recta tangente a C' en el punto (2,2), entonces ella tiene pendiente

dy 2448
dx<’ ) 8+ 24

ma

y su ecuacion es r + y = 4.

De las dos ecuaciones, se obtiene que —4 = 4 y como esto es absurdo, las dos rectas
no se intersectan.

https://www.desmos.com/calculator/t9cztxjzhs
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2.27. Una circunferencia de radio 1 y centro en el eje y se inscribe en la parabola y = 2.
Determinar los puntos en donde ambas curvas se tocan.

V4

Solucién: De la ecuacion de la parabola se tiene que d_y = 2.
x

Si el centro de la circunferencia esta (0, k), con k > 0, entonces su ecuacién es

P y—k)P=1

. . , . ) dy x
y al derivar implicitamente con respecto a x se obtiene que dr = — .
x Y —

De lo anterior, como las pendientes de las tangentes deben coincidir en el (los)
punto(s) de interseccién, debe tenerse que

1
de donde se obtiene que y — k = —3

Ahora, como los puntos buscados deben satisfacer las ecuaciones de la circunferencia
y de la parabola, al remplazar la iltima expresion en la primera ecuacion, se obtiene

2
-1
x—1—4 ,

3 3
por lo tanto x = i? y reemplazando en la segunda, se obtiene que y = T

https://www.desmos.com/calculator/33cwf2zd7u

Fuente: R. Larson, B. Edwards, Calculus. Twelfth Edition, Cengage, 2023.
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2.28. Las variables x, y y z son funciones derivables en la variable t y tales que para todo
t, se tiene que

dx @_

3 2 2

—2 20z — 2 3=0, —=3 =4.

x Ty + 1y + 2z rz" + S y o
dz
Hallar los dos valores para o cuandoxr =1e y = 2.
Solucion: De la relaciéon entre x, y y z se tiene que
= 2x(y—z+ 22+ +3=0,

ysiz=1ey=2seobtiene 22 — 2 —2 =0, es decir, z = -1y z = 2.

Por otra parte, de la relacion de antes, al derivar implicitamente con respecto a t

dx dx dy dz dz dy
37— —2— (y — H 22— +22— | +2y— = 0.
o " g et x(dt @i " Zdt>+ Yt
L ) dx dy _
De la tdltima igualdad, como i 3y i 4, al considerar r =1, y=2y z = —1
ti - I consid 1, y=2 2 se ti Lo
se tiene que — = — y al considerar z = = z = 2 se tiene que — = ——.
. dz 7
De lo anterior, se ha llegado entonces a que o= :I:E.
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2.29. Aplicar el Teorema del valor medio para justificar las siguientes afirmaciones:

a)

b)

Si f :]a,b] — R es tal que Vo € Ja,b] : f'(x) = 0, entonces f es una funcién
constante (sobre |a, b[).
Si ¢ es una funcién derivable sobre el intervalo [—2, 3], tal que g(—2) =2y

g(3) = 17, entonces el grafico de g tiene un punto en el que la recta tangente
es paralela a la recta de ecuacion y = 3x.

Solucion:

)

Sean zg y x dos puntos cualesquiera en |a,b| con zy < x. Como f es continua
en [xg,x] y derivable en |xg, z[, entonces por el teorema del valor medio, existe

x1 entre zo y x tal que
f/($'1> _ f(.l‘) — f(.??o)’

T — X
de donde, como f’(z1) = 0; se tiene que f(z) = f(z0), Yz € ]a, b].

Como g es continua en [—2,3] y derivable en |—2, 3], entonces por el teorema
del valor medio, existe ¢ entre —2 y 3 tal que

oy 9B3)—g(=2)
=Ty

De lo anterior, el gréfico de g en el punto (¢, g(c)) posee recta tangente con
pendiente 3; dicha recta, es paralalela a la de ecuacion y = 3.
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2.30. Demostrar que la ecuacién

223 + 2% + da + cos(x) =2 =10
tiene una unica solucion en R.

Solucién: Al definir f: R — R por f(z) = 223 + 2% + 4z + cos(x) — 2, se tiene que
ella es continua y derivable en todo R.

Dado que f(0) = —1y f(1) =5+ cos(1) > 0, por el Teorema del valor intermedio,
la ecuacién posee al menos una solucién en ]0, 1.

Ademas, como
f'(z) = 62° + 27 + 4 —sin(z) = 52> + (z + 1)® + 3 — sin(x) > 0,

se tiene que f es estrictamente creciente e inyectiva (a cada imagen le corresponde
una unica preimagen) y por lo tanto, la solucién es tnica.

https://www.desmos.com/calculator/angj6qlpbb
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1 —cos(z) 1 , 0
2.31. Sea f: R — R la funcién definida por f(z) = T gttt #0 JEs
0 si x=0
f derivable en el origen? ;Es f una funcién de clase C! en R?

Solucién: Por definicién, f es de clase C! en un conjunto abierto A, si f’ es una
funcién continua en cada punto de A.

xsin(z)+cos(z)—1 1
P 0. f'(z) = 1
ara w40, [ (2) a: .
Por otra parte, como
— 1-— 1
lim M — Ym ( COQS (z) - _)
z—0 T z—0 xT 4
— lim 1—cos(z) l4cos(z)) 1
20 x? 1+ cos (x) 4
— lim sin (z)\” . 1 1
20 x 1+ cos () 4
1
24

1
se tiene que f'(0) = 1

De lo anterior, se tiene que la funcién derivada (de f) estd definida por

rsin(z) 4 cos(z) —1 1 240

T2 4

f'(x) =

— , =0

Ademas, para xq # 0, se tiene que

1 -1 1 I -1 1
i /' (2) = 1im xsin (x) + cos () 1 _ zosin (x0) —|—2COS (x0) - £ (o)

T—x0 T—x0 {L’Q 4 o

y en el origen,

N sin(z) cos(z)—1 1y 1
tiny /(o) =t (P24 EOZL D) S o),

y por lo tanto f’ es continua en R, es decir, f es de clase C! en dicho conjunto.
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2.32. Si f derivable en xg, se tiene que para valores x cerca de xg

f(x) = f(zo) + f'(z0)(x — x0).

a) Determinar un valor aproximado para v/4.1.

b) En el caso en que f sea dos veces derivable en g, para valores = cercanos a xg
se tiene la aproximacion

F(&) = Fwo) + £ (o) w0) + 5" (@) — 7o)

Utilizar este hecho para obtener un valor aproximado de v/4.1 y comparar di-
cho valor con lo obtenido en a).

Solucién: Sean f: R — R, definida por f(x) = /r y 29 = 4.

1 1
a) Dado que f'(z) = ——= vy f'(xg) = —, para valores de z cercanos a xy = 4, se

2\/x 4
tiene la aproximacion

de donde, si x = 4.1

1 1
\/4.1%2+Z-—:2+O.025:2.()25

10
b) Del hecho que f"(xq¢) = ~ 35 Para & cercanos a ro = 4, se tiene
\/5~2+1(x—4)—l(3:—4)2
R 64

y la mejor aproximacién

1 1 1 1
V4dl=24+ - — — —- — = 2.02484
* 4 10 64 100 02484375
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2.33. Sea f : R — R una funcién de clase C!' con un tinico punto critico xy. Si 2o es un
punto de minimo local estricto (minimo relativo), demostrar que dicho punto es de
minimo absoluto.

Solucion: Si xy no fuese un punto de minimo absoluto, deberia existir z* € R tal
que f(x*) < f(xg). Si se considera que el valor méximo de f en el intervalo [z*, x(]
(o bien en [zg, z*]), cuya existencia estd garantizada por el Teorema de los valores
extremos, es f(Z); entonces necesariamente € |*, o[ ha de ser un punto critico
distinto de x.

Como lo anterior es una contradiccién, xg es un punto de minimo absoluto.

Fuente: E. Gavilan, Problemas Resueltos de Cdlculo III. Versién 2.1, 2016.
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3. Aplicaciones de la derivada

3.1. Variaciones relacionadas

3.1.1. Se deja caer una piedra en agua tranquila, lo cual genera ondas circulares concéntri-
cas como las de la figura

y el radio exterior aumenta a una razén de 1 pie/s. En el instante en que dicho radio
es de 4 pies, jcon qué tasa cambia el area acotada por la circunferencia correspon-
diente?

Solucién: Sean r(t) y A(t) el radio y el drea de la primera onda, respectivamente,
en el tiempo ¢ > 0 (en segundos). Como A(t) = 7r%(t), al derivar con respecto a t,
se tiene que

A(t) = 20 (b (1)

y si tg es el instante en el cual r(ty) = 4, de la igualdad anterior al considerar ¢ = to;
dado que r'(t) = 1 (lo cual implica que en particular r/(t;) = 1), se obtiene que

A/(to) = 87

y por lo tanto, en el instante tg, el drea indicada aumenta a razén de 87 pies?/s.
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3.1.2. Una escalera de 5 metros de longitud se desliza por una pared. Cuando el extremo
inferior esta a 4 metros de la pared, el otro extremo baja por la pared a razon de 2
metros por segundo. En ese instante:

a) {Con qué rapidez se desplaza el extremo inferior a lo largo del suelo?

b) ;Con qué rapidez varia el drea encerrada por la pared, el suelo y la escalera?

Solucién:

-

A

Sean z(t) e y(t) las distancias desde O hasta A y desde O hasta B, respectivamente.

a) Por Teorema de Pitdgoras se tiene que z%(t) + y?(t) = 25.

Sea ty el instante en el cual z(ty) = 4; se tiene, y(to) = 3.

t
Al derivar implicitamente se tiene que z'(t) = —% -y/(t) y evaluando en
x

to se obtiene

t 3 3
ylto) -y (to) = —= - —2 = = metros por segundo.

4

a'(ty) = —

1
b) El drea estd dada por A(t) = Ex(t) -y(t), luego

1

At) =5 (@'(t) - y(t) +a(t) -y (1)),

por lo tanto

3 7
Al(ty) = (5 -3+4- —2) =—2 metros cuadrados por segundo.

N —

Fuente: R. Larson, B. Edwards, Calculus. Twelfth Edition, Cengage, 2023.
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3.1.3. Un avién se desplaza en un vuelo horizontal a 8 kilémetros de altura. La ruta de
vuelo pasa por sobre una estacion situada en tierra. Si la distancia entre el avién y la
estacion disminuye a una razon de 4 kilémetros por minuto, determinar la velocidad
del avién en el instante en que dicha distancia es de 10 kilémetros.

Solucion:

Sean xz(t) y s(t) las distancias, en kilémetros, por Teorema de Pitdgoras, se tiene

22 (t) + 64 = s%(t).

Sea ty el para el cual s(ty) = 10, dado que z(ty) = 6, al derivar con respecto a t en
la relacion anterior se tiene

t 10 20
s(to) . d'(to) = 5 —4 = —— kilémetros por minuto.

De lo anterior, la velocidad del avién es de 3 kilémetros por minuto.

Fuente: R. Larson, B. Edwards, Calculus. Twelfth Edition, Cengage, 2023.
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3.1.4. Desde un conducto cae arena a razén de 3 metros ciibicos por minuto y va formando
un monticulo cénico.

O

Si el didmetro en la base fuese siempre igual al triple de la altura. ;A qué velocidad
cambiaria en el instante en que ella alcance 4 metros?

Solucién: Sean d(t), h(t) y V(t) el didmetro, la altura y el volumen del cono,
respectivamente, en el tiempo ¢ > 0 (en minutos). Como d(t) = 3h(t), se tiene

3
V() = Zh3(t).
4
Al derivar con respecto a t a ambos lados de la ecuacién anterior,

V() = %hQ(t)h’(t).

Si to es el instante en el cual h(ty) = 4, como V'(ty) = 3, de la igualdad anterior al
considerar t =ty se obtiene que

1

/ e
Wi(to) = 127

y por lo tanto, la altura aumenta a razén de 1/127 metros por minuto cuando ella
mide 4 metros.

Fuente: J. Stewart, D. Clegg, s. Watson, Calculus. Ninth Edition, Cengage, 2020.
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3.1.5. Considerar el rectangulo de la figura

(_x’ e—x2/2) (x’ e—x2/2)

a) Expresar el drea del rectangulo en funcién de z.

b) Calcular la razén de cambio del area cuando = = 2, si Y 4em /min.

dt
Solucion:
a) A= 2xe "/
b) Como
dA d.T 2 2 dq: dm 2
_:2_—;13/2 2 —Z‘/Z.__:Q_—I/Z 1 — 2
a  cat e e Cal VR

si t es el instante tal que x(tg) = 2, entonces

Atg) =2-4e?- -3 = —24e % =~ —3.25 cm* /min.

Fuente: R. Larson, B. Edwards, Calculus. Sixth Edition, Cengage, 2015.
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3.1.6. Las longitudes z, y (en la base) y z (altura) de una caja rectangular sin tapa varian

en el tiempo y en un cierto instante ¢y dichas aristas miden 2, 3 y 5, respectivamente.

d d d
Si d_f = d—z =2y d—i = —3, en dicho instante:

a) Calcular la razén de cambio de la superficie total S de la caja.

b) Determinar si la longitud L de la diagonal de la base crece o decrece.

Solucion:

a) Como S(z,y,z) = xy + 2xz + 2yz, se tiene que

a5 = d—$y+x@+2(@z+xd—z) +2<@z+y%>

dt dt dt dt dt dt dt
dx dy dz
= (y+22)$+(:c+22)$+2(:1:+y)%,

de donde se obtiene que S’(ty) = 20.

b) Como L(z,y) = /22 + y?, se tiene que

dL 1 dx dy
i (7 Vo Yol
dt 9 x2+y2<mdt+ydt)

N ,/3;2—|-y2 dt ydt ’

de donde L'(tg) =
L,(to) > 0.

por lo tanto la longitud de la diagonal crece pues

10
V13 Y
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3.1.7. Una persona de 6 pies de estatura se aleja a 5 pies/s de un poste cuya luz estd a 15
pies de altura. En el instante en que la persona esta a 10 pies de la base del poste:

a) (A qué razén se mueve la punta de su sombra?

b) (A qué razon estd cambiando la longitud de su sombra?

Solucién: De la figura

—>

—_
|9}

| ———————
|— o >

|—— X —>]

por triangulo semejantes, si x es la distancia de la base del poste a la persona e y
la distancia desde la misma base hasta la punta de la sombra, entonces
5y )

=y=
6 y—x 4 31:

y por lo tanto, si ty es el instante tal que z(ty) = 10, se tiene que:

5% 5 25 .
a) y'(to) = gac’(to) =3 5= 5 pies/s
25 10
) (5= ) (1) = /(1) — /(10) = 2 —5 = % pies/s

Fuente: R. Larson, B. Edwards, Calculus. Twelfth Edition, Cengage, 2023.
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3.1.8. Un cohete se desplaza verticalmente a una velocidad de 1200 km/h. Un observador
situado a 16 kilometros de la plataforma de lanzamiento lo va siguiendo con un te-
lescopio. ;Con qué rapidez aumenta el angulo de elevacién formado por el telescopio
y el suelo después de 3 min del despegue?

Solucién: Sea y(t) la altura en kilémetros a la que se encuentra el cohete en un
determinado instante t, y sea t tal que y(ty) = 60.

16 km

Si 0 es el angulo de elevacién, es vélida la relacion

tan(f) = %

de donde, al derivar con respecto al tiempo se obtiene

do 1 dy
2@ _ 1Ay
sec”(0) 16 dt

a1 5, . dy

il 16008 @ e

. . . 9 16
De lo anterior, como en el instante ¢, se tiene que cos*(0) = oAl entonces

1 16 1200
/ _ — e — . —
0<t0)_16 a1 2= 54

rad/h

y por lo tanto, el angulo, en el instante ¢ty aumenta a esa tasa.

Fuente: J. Rogawski, C. Adams, R. Franzosa Calculus: Early transcendentals. Fourth
Edition, Macmillan Learning, 2019.

Pégina 80 de 222

http://www.udec.cl/~egavilan


http://www.udec.cl/~egavilan

3.1.9. La Ley de Boyle estable que cuando una muestra de gas se comprime a temperatura
constante, la presién P y el volumen V', satisfacen la relacion

PV =k,

donde k es una constante. Suponer que en un cierto instante el volumen es de 600
cm?; la presién es de 150 kPa y que la presién aumenta a una razén de 20 kPa/min.
A qué tasa disminuye el volumen en ese instante?

Solucién: Al derivar implicitamente con respecto al tiempo en la relacién indicada,
se tiene

P&V (t)+ Pt)V'(t) =0
y por lo tanto, en el instante ¢

20 kPa/min - 600 cm® + 150 kPa - V'(ty) = 0

y entonces V' (tg) = —80 cm®/min, por lo que en el instante ¢, el volumen disminuye
a 80 cm?®/min.

Fuente: J. Stewart, D. Clegg, s. Watson, Calculus. Ninth Edition, Cengage, 2020.
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3.1.10. Una piscina tiene 12 metros de largo, 6 metros de ancho, 1 metro de profundidad
en el extremo menos profundo y 3 metros en el otro. Se bombea agua a la piscina
a una velocidad de 1/4 metros cibicos por minuto y en un instante hay 1 metro de
altura de agua en el extremo mas profundo.

a) {Qué porcentaje de la piscina esta llena?

b) ;A qué ritmo estd subiendo el nivel del agua?

Solucion:

1
2
proporcion entre el volumen de agua y el de la piscina es

1
a) Dado que Vogua = = - 6-1-6 = 18 y Vjiscina = <12~1+§~12-2> -6 = 144, la

Vagua 18
a2 1275
Vpiscina 144 %

b) Sean b(t) la base y h(t) la altura del tridngulo de agua transversal al ancho de
la piscina. Por triangulos semejantes se observa que

b(t) = 6h(t)
y por lo tanto el volumen de agua hasta antes de llegar a 2 metros, es
V(t) = 18h*(t).

Si ty es el instante tal que h(tg) = 1, al derivar en la igual anterior y considerar
t = tg, se tiene que

V/(ty) = 36h(to) (o) = ~ = 36 - 1- I (t,),

A

de donde se obtiene que h'(ty) = m?/min.

144

Fuente: R. Larson, B. Edwards, Calculus. Twelfth Edition, Cengage, 2023.
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3.1.11. Si dos resistores con resistencias de R, y Ry se conectan en paralelo en un circuito
eléctrico para formar un resistor de resistencia R, el valor de R se puede encontrar
a partir de la ecuacién

i_ 1.1
R~ R R
|_ __________ =
+_—

Si Ry disminuye a una velocidad de 1 Q/s y Ry aumenta a una velocidad de 0.5 /s,
ia qué velocidad cambia R cuando Ry = 75 Qs y Ry = 507

Solucidn: Si ¢ es tal que Ry(ty) = 75 y Ra(to) = 50, entonces de la relacién indi-
cada se obtiene que R(ty) = 30.

Ahora al derivar con respecto al tiempo en la ecuacién, se tiene

1) " R B

de donde al evaluar en t = ¢,
Rit) 1 1 1
900 752 2 502

1
y por lo tanto, R'(ty) = i 0.02 €.

Fuente: G. Thomas, Calculus. Fifteenth Edition, Pearson, 2024.
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3.1.12. Se drena agua de un tanque cénico como el de la figura

a una velocidad de 0.2 m?®/min. ;Qué tan répido baja el nivel del agua si h = 2 m?

Solucion: De la figura, por tridngulos semejantes se tiene que

r(t) 1.2

ht) 3

y por lo tanto, el volumen del cono de agua es

V() = Tr@)n() = & (;h(t)) ht) = %lf’(t).

1
Como el volumen estd decreciendo a una razén de 0.2, se tiene que V'(t) = —5 vt

y si to es el instante en que h(ty) = 2, de la igualdad

127
V'(t) = —Rh*(t)K(t
1 127 . L.
dado que e = o5 41 (ty) y por lo tanto, el nivel de agua estd bajando a una

rapidez de

5
—h'(ty) = Em/mm.

Fuente: G. Thomas, Calculus. Fifteenth Edition, Pearson, 2024.
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3.1.13. Se vierte café a una velocidad uniforme de 20 cm?/s en una taza cuyo interior tiene
forma de cono truncado.

Si los radios superior e inferior de la taza son 4 cm y 2 cm respectivamente y la
altura de la taza es de 6 cm. ;A qué velocidad subira el nivel del café cuando esté
hasta la mitad?

Solucidén: Al extender la altura y la generatriz de la taza de modo de completaria
hasta que su forma sea un cono no truncado, de la figura

se observa que si r(t) y h(t) corresponden al radio y altura del volumen de café més
el volumen agregado, entonces

r(t) 4
h(t) 12
y el volumen V' (solamente) de café es
1 [(h(t)\? 1
V(t) = gﬂ— <T> h(t) - Vagregado = ﬁﬂ'hg(t) - Vagregadm
de donde ]
V'(t) = §7rh2(t)h’(t)

y en esta dltima igualdad, al reemplazar V'(t) = V'(ty) = 20 y h(ty) = 9, se obtiene

2
que h'(tg) = % cm/s.

Fuente: H. Anton, I. Bivens, S. Davis, Calculus. Eleventh Edition, Wiley, 2015.
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3.1.14. El perfil de una montana rusa tiene la forma indicada en la figura.

\
(. /()

Mostrar que cuando un carro para el por el punto (z, f(x)) su velocidad vertical es
igual a f’(x) multiplicado por su velocidad horizontal.

Solucién: Si x = z(t) es posicion en el eje  de carro e y es la altura, entonces

y(t) = f(x(t))

dy dfder . dr
y por lo tanto, T A d f (a:)a

Fuente: J. Rogawski, C. Adams, R. Franzosa Calculus: Early transcendentals. Fourth
Edition, Macmillan Learning, 2019.

Pégina 86 de 222

http://www.udec.cl/~egavilan


http://www.udec.cl/~egavilan

3.1.15. Una particula se desplaza por una curva y = f(x),

y

\ y=1)

.

™

o 1 2

como se muestra en la figura. Si L(¢) es la distancia de la particula al origen.

v [Tt f@)f(x) ) do
L'(t) = <—932+f2(x)> s

si en el tiempo ¢ la posicién de la particula es P = (z, f(x)).

a) Mostrar que

b) Calcular L'(t) cuando z =1y x =2, si f(z) = V322 —8x +9

ydt

Solucion:

a) Dado que d(O, P) = /2% + f2(x), entonces L(t) = \/22(t) + f2(z(t)) y por lo
tanto,

iy L 2e() -2 4+ 2f(2(D)) - [(a(t)) - 2(F)
L' = 35- V22 (0) + F2(a(?))

_ [zt f@)f (@) ) de
22 + f2(x) ) dt
b) Sity y ty son tales que x(t1) = 1y x(t2) = 2, dado que 2/(t) = 4, f(1) = 2,
()= —%, f2)=v5y f(2) = 2\/5 se obtiene que

16
L'(t)) =0 yque L'(ty)=—.

Fuente: J. Rogawski, C. Adams, R. Franzosa Calculus: Early transcendentals. Fourth
Edition, Macmillan Learning, 2019.

Pégina 87 de 222

http://www.udec.cl/~egavilan


http://www.udec.cl/~egavilan

3.1.16. Cuando cae una gota esférica de lluvia, alcanza una capa de aire seco y comienza a
evaporarse a una velocidad proporcional a su superficie. Verificar que el radio de la
gota de lluvia disminuye a un ritmo constante.

Solucion: Como la tasa de evaporacién es proporcional a la superficie, se tiene que

dV
dt dv 2
=k — = dknre.
42 < dt ™

Ahora, por derivacién implicita, dado que

v d (4 , Jdr
S22 — 422D
it dt (3W (t)) o

dr

se obtiene que — = k.
R
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3.2. Graficos

3.2.1. Para la funcién f: R — R, definida por f(z) = —2® + 3z — 2.

a) Evaluar, f(—2), f(—1), f(0), f(1) y f(2). Ademds, sabiendo que G intersecta

al eje x exactamente en dos puntos, determinar dichos puntos.

b) Determinar, si existen, puntos criticos, méximos y minimos relativos, inter-
valos de crecimiento y de decrecimiento, puntos de inflexion e intervalos de
concavidad.

Solucion:

a) La valores son f(—2) =0, f(—1) =—4, f(0) = -2, f(1) =0y f(2) = —4.

Como G intersecta al eje  exactamente en dos puntos, de los valores anterio-
res, se tiene que dichos puntos son (—2,0) y (1,0).

b) Como f'(z) = —32>+3 =0« (z=—1Vz=1), los puntos criticos de f son
r=—1lyzxz=1.

Dado que el signo de la derivada depende del producto — (z + 1) (x — 1), en-
tonces si © € |—oo,—1[ o si © € |1,400[ se tiene que f’ es negativa y si
x € |—1, 1] se tiene que f’ es positiva; por lo tanto, f es decreciente en el con-
junto |—oo, —1[U]1,4+00] y es creciente en |—1,1[, en = —1 hay un minimo
relativo y en x = 1 hay un maximo relativo para f.

Por otra parte, como f”(z) = —6x, se tiene f” es positiva cuando = < 0y f”
es negativa cuando = > 0, se tiene entonces que Gy es céncavo hacia arriba en
el intervalo |—o0, 0] y céncavo hacia abajo en el intervalo ]0, 4+o00[; por lo tanto,
x = 0 es un punto de inflexién para Gy.

https://www.desmos.com/calculator/7hkqndh8ym
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1

4
3.2.2. Para f : R — R, definida por f(x) = —x* — §x3 — 2% + 42 + 1. Determinar, si

2
existen, puntos criticos, maximos y minimos relativos, intervalos de crecimiento y

de decrecimiento de f, puntos de inflexion e intervalos de concavidad para luego
esbozar el grafico de f.

Solucién: Como f'(z) = 22° —42? — 2z +4 =2z + 1)z — D(z —2) = 0 &
(x=—=1Vax=1Vzx=2), se tiene que los puntos criticos de f son xyg = —1, o =1
y Ty = 2.

Dado que el signo de la derivada depende del producto (z 4+ 1) (x — 1) (x — 2), en-
tonces si x € |—o0o0, —1[ 0 si & € |1, 2[ se tiene que f’ es negativa y si z € |—1,1] o si
x € |2, 400 se tiene que [’ es positiva; por lo tanto, f es decreciente en el conjunto
|—o00, —1[U]1,2[ y es creciente en |—1, 1] U ]2, +o0].

Ademas, de lo anterior y del criterio de la primera derivada, se tiene que en zo = —1
hay un minimo relativo, en xy = 1 hay un maximo relativo y en zy = 2 hay un mini-
mo relativo para f.

Por otra parte, como

1" - 2 _ 2_\/7 2+\/?
f(x) =6z —83:—2—6(3:— 3 ><x— 3 ),
+

VT
3

2

,+oo| v f” es negati-

2 -7
e

se tiene f” es positiva si x € ]—oo,

2 -7 247
3 7 3

2 -7
3

va si x € , se tiene entonces que Gy es céncavo hacia en el

2+ V7

U
3

,+oo| v concavo hacia abajo en el intervalo

conjunto ] —0Q,

]2—\/7 2+ 7 247

; por lo tanto, xy = son puntos de inflexién.

3 3

https://www.desmos.com/calculator/hl1tf205qk6
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5t
3.2.3. Sea f(x) = 2° — 5333 + 1. Determinar:

a)

b)

Puntos criticos, intervalos de crecimiento y de decrecimiento, puntos de maximo
y de minimo relativos; intervalos de concavidad de Gy y puntos de inflexién.

Si f posee extremos absolutos.

Solucion:

a)

f es derivable en todo R, luego sus puntos criticos son (solamente) las solucio-
nes de la ecuacién f’ (z) = 0; como [’ (x) = 5zt —52? = 52? (x + 1) (x — 1), se
tiene que los puntos criticos de f son —1, 0 y 1.

La tabla de signos asociada a f’ estd dada por

T —1 0 1
1+ 0 =10 —=1]0]+
Gy |/ e N\ /!

por lo que f es creciente en los intervalos |—oco, —1[ y |1, +00[, es decreciente
en |—1, 1[; tiene un méximo relativo en —1 y un minimo relativo en 1.

Por otra parte como f” (z) = 202® — 10x = 10 (\/ia: + 1) T (\/Ex — 1), se tiene
que la tabla asociada a f” es

T —1/v2 0 1/v2
= 0 +]ol-1 0 |+
Gy N U N U

1 1
por lo que G¢ es céncavo hacia arriba en los intervalos } _ﬁ7 0 [ y } —, 00 [,

7

1 1
es concavo hacia abajo en los intervalos } —00, ——— [ y } 0, — [ Ademas, de lo

V2 V2

anterior; hay tres puntos de inflexién (en donde cambia la concavidad), —

E7

1

0y —.

Y\/§

Como
lm f(o)= lm (1- -2 — 1) =tooy lim f(z)=
Jim f(z)= lim (1- 55— =) =+ooy lim f(r)=—oc

f no posee extremos absolutos.

Observacién: Otra justificacion para asegurar la no existencia de extremos ab-

solutos, se debe al hecho que f es creciente en los intervalos | —oo, —1[ y |1, +-00].

https://www.desmos.com/calculator/ahdbaeblil
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3.24. Sea f(x) = e*(z —4), definida para = € [-2, co[, determinar:

a)
b)
c) Si f posee maximo absoluto.
d)

Intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

Extremos relativos, si existen, indicando la naturaleza de cada uno de ellos.

Intervalos de concavidad del grafico de f.

Solucién:

a) Como f'(x) = e*(z — 3) y e > 0; se tiene que f'(x) < 0 para x € |—2,3]y
f'(x) > 0 para x € |3, 00[, por lo que f es decreciente en |—2,3[ y es creciente
en |3, ool

b) El unico punto critico para f es g = 3 y por el criterio de la primera derivada
(f" pasa de negativa a postiva), dicho punto corresponde a un minimo estricto
local.

¢) f no posee maximo absoluto pues h'r+n f(x) = +oc.
T—>+00

d) Como f"(x) = e"(z — 2) se tiene que f"(z) < 0 para x € |—-2,2[y f"(z) >0
para x € |2, 00|, por lo que el grifico de f es céncavo hacia abajo en |—2,2[ y
concavo hacia arriba en |2, oof.

https://www.desmos.com/calculator/aoz4apbady
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3.2.5. Sea f : R — R definida por f(z) = . Determinar:

a)
b)

c)

Puntos criticos.
Intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.

Si f alcanza méximo y/o minimo absoluto.

Solucion:

a)

1
Para = < 0: f'(z) = —— <0, y por tanto, no hay puntos criticos negativos.
x

Para z > 0: f'(z) =

positivo es x = 1.

———— =0« 2z =1 vy luego el tnico punto critico
e y lueg P

De lo anterior, el tinico punto critico de f es x¢o = 1.

Observacion: También se considera correcto afirmar que xg = 0 es un punto
critico para f debido a la discontinuidad de f en dicho punto.

De la parte anterior, se tiene que f es decreciente en el intervalo |—oo, 0[.
Para z > 0, se tiene f'(z) >0 1-22 >0 0<z<1ly fl(z) <0& x> 1.

Luego, f es creciente en |0, 1] y es decreciente en |—o0, 0[ U |1, ool.

Como lim f(z) = —oo, f no alcanza minimo absoluto.
z—0~

Por otra parte, dado que f(z) < 0 Vz < 0, de lo obtenido en b) y del hecho

que f(1) = 3 > 0, es claro que f alcanza su maximo absoluto en xq = 1.

https://www.desmos.com/calculator/i0s6ayzsmd
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3.2.6. Sea f : R — R, definida por f(z) = 2® — 62% + 9. Determinar, si existen, puntos
criticos, maximos y minimos relativos, intervalos de crecimiento y de decrecimiento,
puntos de inflexion e intervalos de concavidad y luego esbozar el grafico de f.

Solucién: Como f'(z) = 3z? — 122 + 9 = 3(x — 1)(x — 3), se tiene que los puntos
criticos son © = 1 y x = 3, ademds como f’ es positiva en |—oo, 1[ U |3, +00] vy es
negativa en |1, 3[, se tiene que f es creciente en |—oo, 1{U]3, +00| y es decreciente en
|1, 3[; ademds por el criterio de la primera derivada, = 1 es un punto de maximo
relativo y = 3 es un punto de minimo relativo.

Por otra parte, como f”(x) = 6x — 12, se tiene que f” es negativa en |—00,2[ y es
positiva en |2, +oo[ y por lo tanto, el grafico de f es céncavo hacia abajo en |—o0, 2|
y céncavo hacia arriba en ]2, 400 y entonces (2, f(2)) = (2,2) es el tinico punto de
inflexion.

https://www.desmos.com/calculator/fmtgs0j90j
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1
3.2.7. Para la funcién f: R — R, definida por f(z) = ~(x — 1)*(z + 2)3, determinar:

a)
b)
)

c

4

intervalos de crecimiento y de decrecimiento.
la naturaleza de cada uno de los puntos criticos.

un eshozo del gréfico de f.

d) si f posee maximo absoluto.

Solucion:

)

, (z+2)°
Dado que f'(z) = — (52 4+ 1) (x — 1), de la tabla
x —1/5 1

Sr+1| — 0 + |+ |+

r—1|— — — 0]+

fl(x) | + 0 — 10|+

: . 1
se observa que f es creciente en el conjunto |—oo, —z UL, +oo y que f es

1

decreciente en el intervalo } — 1 [
Los puntos criticos son xy = —2, g = —1/5 y 2o = 1, de la parte anterior,
se tiene que 7y = 2 no es ni maximo relativo ni minimo relativo (pues en este
punto f’ no cambia de signo), zo = —1/5 es punto de maximo relativo y zy = 1

es punto de minimo relativo.

De la primera parte se tiene que un esbozo del gréfico de f es

https://www.desmos.com/calculator/aklbzkmgru

Como para todo = > 1, f es siempre creciente, entonces se tiene f no posee
maximo absoluto.
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3.2.8. Sea f: R — R, definida por f(x) = 223 — 922 + 12. Determinar, si existen, puntos
criticos, maximos y minimos relativos, intervalos de crecimiento y de decrecimiento,
puntos de inflexion e intervalos de concavidad y luego esbozar el grafico de f.

Solucién: Como f'(z) = 622 — 18x + 12 =6 (x — 1) (x — 2), se tiene que
fle)=0& (z=1Vz=2).

Los puntos criticos de f son x = 1y x = 2. Dado que el signo de la derivada depende

del producto (z — 1) (z — 2), entonces si x € |—o0, 1] 0 si z € |2, +00] se tiene que

/' es positiva y si x € ]1,2[ se tiene que [’ es negativa. Por lo tanto f es creciente

en el conjunto |—oo, 1[U ]2, +00[ y es decreciente en |1,2[, en z = 1 hay un méximo
relativo y en x = 2 hay un minimo relativo para f.

3
Por otra parte, f”(x) =12z — 18 =12 (a: - 5)

o 3 . 3 .
Como f” es positiva cuando = > R f" es negativa cuando x < 3 5€ tiene que
3

Gy es concavo hacia abajo en el intervalo ]—oo, 5[ y concavo hacia arriba en el
) 3 3 . .

intervalo 5 +o00 |; por lo tanto, x = 3 es un punto de inflexién para GY.

De lo anterior, un esbozo del grafico es

https://www.desmos.com/calculator/k1qqlsOxpk

Pégina 96 de 222

http://www.udec.cl/~egavilan


https://www.desmos.com/calculator/k1qqls0xpk
http://www.udec.cl/~egavilan

3.2.9. La derivada de una funcién f estd dada por:

2 —6r+12

f,($) (.73—4)2

Determinar:

a) extremos relativos de f, si existen.
b) intervalos de concavidad del grafico de f.

c¢) puntos de inflexién del gréafico de f.

Solucion:

a) Dado que 22 — 6z + 12 =22 —6x+9+3 = (z — 3)> + 3 > 0 Vo € R, se tiene
que f no posee puntos criticos y por lo tanto no tiene extremos relativos.

2x(x —4) 2x
TS 2% e la tabl
@1 s e la tabla
x 0 4
z—4 -0 |+
f'(x) | = + -
se tiene que el grafico de f es céncavo hacia abajo en |—oo, 0[U]4, 400 y hacia
arriba en |0, 4[.

b) Como f"(z) =

c¢) El punto (0, f(0)) es de inflexién para el gréfico de f y en el caso en que f esté
definida en # = 4 (y sea continua en dicho punto), entonces (4, f(4)) también
es punto de inflexion.
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3.2.10. Determinar, si existen, puntos criticos, maximos y minimos relativos, intervalos de
crecimiento y de decrecimiento, puntos de inflexion e intervalos de concavidad y
luego esbozar el grafico de f para f(z) = (2% — 1)3.

Solucién: Como f/(x) = 3(z*—1)?2z = 6z(2*~1)?=0& (z=—-1Vz =0V =1),
estos ultimos son los puntos criticos. Por otra parte, si € R~ entonces f/ < 0 y si
x € RT entonces f > 0y por lo tanto f es decreciente en |—o0, 0] y creciente en
10, +00]; ademads por el criterio de la primera derivada, z = 0 es un punto en donde
se alcanza un minimo relativo.

Dado que f”(x) = 6(z* — 1)? + 6z(2® — 1)4a = 6(z + 1)(v/bx + 1)(v/5x — 1)(z — 1),
la tabla de signos asociada a f” estd dada por

1 1
x -1 —— — 1
V5 V5
T+l ol=] 0 [+] 0 [=]0]+
flu N U N U

Gy es céncavo hacia arriba en ]—oo, —1[, en |—1/v/5,1V/5[ v en |1,4o0c[; Gy es
coOncavo hacia abajo en }—1, —1/\/3[ y en }1, 1\/5[ Los puntos de inflexion son
(—1,0), (=1/v/5,—64/125), (1/v/5,64/125) y (1,0). Un esbozo de Gy es
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3.3. Optimizacién (Problemas de maximos y minimos)

3.3.1. Una persona tiene 1200 metros de malla para cercar un terreno rectangular bor-
deando un rio recto, de manera que no requiere malla en la orilla. ; Qué dimensiones
debe tener el rectangulo para encerrar la mayor area posible?

Solucién: Al considerar = e y las dimensiones en metros del rectangulo como en la
figura

ES

se tiene que la longitud de la malla es 224y = 1200 y que la funcién que determina
el area A = xy, puede definirse como sigue:

A:[0,600] — R
r — Alx) = 2(1200 — 22) = 12002 — 22*

Por el Teorema de los Valores Extremos, como A es continua y [0,600] es un inter-
valo cerrado y acotado, estd asegurada la existencia de maximo y minimo absolutos.

Para = € ]0,600], A'(z) = 0 < = = 300.

Como A(0) = 0, A(300) = 180000 y A(600) = 0, se tiene que el maximo absoluto
se alcanza cuando x = 300 y por lo tanto, las dimensiones que maximizan el area
son: x = 300 e y = 600.

Fuente: R. Larson, B. Edwards, Calculus. Twelfth Edition, Cengage, 2023.
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3.3.2. Una persona debe cercar un terreno rectangular, de area igual a 245000 metros cua-
drados, bordeando un rio recto. ; Qué dimensiones minimizan la cantidad de cercado
si no es necesario vallar a lo largo del rio?

Solucién: Al considerar z e y las dimensiones en metros del rectangulo como en la
figura

se tiene que el area de xy = 245000 y que la funcién que determina el area L = x+2y,
puede definirse como sigue:

L:R" - R
4
r — Lz)=x+ 20000
x
Ahora, como
490000
L(z)=0&1- = =0« z =700,

se tiene que x = 700 es el unico punto critico de L y dado que L”(x) > 0,Vz > 0,
en dicho punto se alcanza el minimo absoluto.

De lo anterior, las dimensiones son que minizan la longitud son: z = 700 e y = 350.

Fuente: R. Larson, B. Edwards, Calculus. Twelfth Edition, Cengage, 2023.
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3.3.3. Un cilindro se construye pegando dos lados de un rectangulo cuyo perimetro es igual
36 centimetros. Determinar las dimensiones de los lados del rectangulo de modo que
el volumen del cilindro sea maximo. Calcular dicho valor y justificar por qué él co-
rresponde efectivamente a un maximo absoluto.

Solucién: Sean z e y la base y la altura del rectangulo, al pegar los lados de longitud
y se obtiene un cilindro de altura y y con perimetro en la base igual a x.

o

Como el radio del cilindro es r = x/27, entonces el volumen estd dado por

= (2)

Por otra parte, como 2x + 2y = 36, se tiene que y = 18 — = y por lo tanto, el
problema es hallar el maximo absoluto para

_ 1822 — 23

Vi(x) ym

,donde 0 <z <18.

Por el Teorema de los Valores Extremos, como V' es continua y [0,600] es un inter-
valo cerrado y acotado, estd asegurada la existencia de maximo y minimo absolutos.

Para x € ]0,18], V'(z) =0 < x = 12.

216
Dado que V(0) = V(18) = 0y V(12) = —, el valor méximo para el volumen es
m

216
— vy €l se alcanza cuando los lados del rectangulo son x = 12 e y = 6.
T

Observaciéon: Por tratarse de un problema de maximos y minimos absolutos, una
alternativa al uso del TVE es considerar V(z) = (182% — 23) /4w, con 0 < x < 18 y
mostrar que V'(z) > 0 Vx € ]0,12[ y que V'(z) < 0 Vz € ]12,18].
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3.3.4. Se desea fabricar una caja sin tapa a partir de una hoja cuadrada de 12 centimetros
de lado, cortando cuadrados iguales de las cuatro esquinas como en la figura

y luego doblando los lados hacia arriba. Encontrar la longitud del cuadrado que se
debe cortar para obtener una caja cuyo volumen sea maximo.

Solucién: Sea x la longitud en centimetros de los cuadrados a cortar en cada una de
las cuatro esquinas. La base cuadrada de la caja tiene longitud 12 — 2x. La funcién
que define el volumen de la caja esta dada por

V0,6 — R
r = V(r)=2(12 - 22)? = 42 — 4827 + 144z

Por el Teorema de los Valores Extremos, como V' es continua y [0, 6] es un intervalo
cerrado y acotado, estd asegurada la existencia de maximo y minimo absolutos.

Para = € 0,6[, V'(z) =0 <z = 2.

Como V(0) =0, V(2) = 128, V(6) = 0; se tiene que la longitud que maximiza el
volumen de la caja es x = 2.

Fuente: R. Larson, B. Edwards, Calculus. Twelfth Edition, Cengage, 2023.
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3.3.5. Una pagina rectangular ha de contener 96 centimetros cuadrados de texto. Los
margenes superior e inferior tienen 3 centimetros de ancho y los laterales 2 centime-
tros. ;Qué dimensiones de la pagina minimizan la cantidad de papel requerido?

Solucién: Sean x e y el ancho y la altura del area del texto, de la condicién indicada
se tiene que zy = 96 y por tanto el drea total de la péagina,

2 2

| |——— ) ———— | >

o — ||

s not anly Jeam:
i

—
.

dada por (z +4)(y + 6), puede definirse como

96
A(x) = (x+4) [ — +6 ) =62+ 384z~ + 120, x > 0.
T

Como A'(z) =6 — 38422 = 0 < x = 8, A tiene como tnico punto critico a x = 8.

Por otra parte, como A”(x) > 0, Vo > 0, se tiene que z = 8 es un punto de minimo
absoluto y por lo tanto las dimensiones pedidas son: ancho 12 centimetros y largo
18 centimetros.

Observacién: Dado que

384  6x% — 384 6
U i et Uy )
X

2 2

6(x +8)
72

(iL'—S),

el signo de A’ depende solamente de z — 8. Como A’ es siempre negativa (A es
decreciente) a la izquierda de x = 8 y es siempre positiva (A es creciente) a la
derecha de z = 8, entonces este hecho también permite concluir que en z = 8 se
alcanza el minimo absoluto.
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3.3.6. Un rectangulo con la dos paralelos a los ejes estda acotado por el eje = y por la
semicircunferencia de ecuacién y = /25 — 22, ;Qué largo y ancho debe tener el
rectangulo de manera que su area se maxima?

Solucién: Para 0 < x <5,

fo e
)
<
Il
(\®]
N
I
=
\)
N~/

—4 -2 2 4

el drea en funcién de x estd dada por A(x) = 2225 — 22 = 2y/2522 — 21 y por lo
tanto, para hallar la dimensiones pedidas, basta con hallar el maximo (aboluto) de
f:00,5] - R
v+ f(r)=252" —2*

Por el Teorema de los Valores Extremos, como f es continua y [0, 5] es un intervalo
cerrado y acotado, estd asegurada la existencia de maximo y minimo absolutos.

5
Para x € 10,5, f(x) =0 2 = —.
10,50, £'(2) >
5 625 (.
Como f(0) =0, f 5B) =1 y f(5) = 0, es claro que el méximo absoluto se
5
alcanza cuando xr = —= y por lo tanto, las dimensiones que maximizan el area son

5v2

2r=5V2 ¢ y= 5

Fuente: R. Larson, B. Edwards, Calculus. Twelfth Edition, Cengage, 2023.
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3.3.7. Considerar los puntos P(3,4) y Q(z0,0) con xy > 3. Encontrar:
a) La ecuacién de la recta L que pasa por Py @ y el drea del tridngulo R limitado
por la recta la L y los ejes coordenados.
b) El valor de ¢ tal que el drea de R sea minima.

c¢) La ecuacién de la recta que pasa por Py acota, con los semiejes positivos, al
triangulo contenido en el primer cuadrante de menor area posible.

Solucion:

a) La ecuacién de la recta L que pasa por (3,4) y (x0,0) estd dada por

4
S—LUO

Y= (z — 20),

. sz . , 4I'O
y su interseccion con el eje y esta en el punto | 0, 3 )
To —

El area del triangulo acotado por L y los semiejes positivos, en funcién de z,

es
1 4xq 22
A S = 0 > 3.
(o) ZxOxO—S Io—3’x0
D) A () = dxg (xo — 3) — 20F  2x0 (w0 — 6),:100 3

(zo — 3)° (w0 —3)

De lo anterior, el tinico punto critico para A es xg = 6.

Ademas, como A’ (zg) < 0, Vzg < 6y A’ (x9) > 0, Vg > 6, se tiene que x5 = 6
es el punto en donde se alcanza el minimo absoluto para el area.

c¢) De lo anterior, considerando la recta de la parte a) y que xy = 6, la ecuacién
de la recta buscada es
4o + 3y = 24.
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3.3.8. Determinar las dimensiones del rectangulo de mayor area que puede inscribirse en
el triangulo rectangulo que se muestra en la figura adjunta.

—

Solucién: Por tridngulos semejantes, se observa que

y entonces como h = 5(3 — w), al drea del rectangulo en términos de w puede

definirse por

[\CR GV

Dado que A'(w) =0=w=-; A(0) =0, A (;) =3y A(3) =0, las dimensiones

que maximizan el area son

Fuente: G. Thomas, Calculus. Fifteenth Edition, Pearson, 2024.
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3.3.9. Una ventana normanda se compone de un semicirculo cuyo diametro calza con la
parte superior de un rectangulo, como en la figura:

Si una ventana normanda ha de tener perimetro igual a 16 pies, hallar los valores
para x e y que determinan el area maxima.

Solucidon: Los valores de x e y, dado el perimetro indicado, deben ser tales que

x—|—2y+%:16,

32 — 2z —nx
de donde, y = — 7 por lo tanto, el drea de la ventana en funcion de =z,

puede expresarse de la manera siguiente

1
Ax) =8z — 51:2 - ng, Vo > 0.

Como A”(x) < 0, Vx > 0 y el unico punto critico de A es

32
T+4’

Tr =

16

esto implica que y = p—— y estos son los valores que maximizan el drea.
T

Fuente: R. Larson, B. Edwards, Calculus. Twelfth Edition, Cengage, 2023.
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3.3.10. Se va a sostener un peso a 5 metros por debajo de una horizontal mediante una
cable con forma de Y.

Si los puntos A y B estdn separados por 4 metros, jcudl es la longitud minima del
cable que se puede utilizar?

Solucidén: Sea y la altura del triangulo de la figura, la longitud del cable puede
expresarse como

L(h) =2/y>+4+4+5—h,Vh €[0,5].

Para h € ]0,5[, L'(h) = 0 & h = 21/3.

2
Como L(0) =9, L (ﬁ) =23+ 5~ 846 y L(5) = 2v/29 ~ 10.77, la longitud

minima se alcanza cuando h = — y su valor es 2v/3 + 5.

V3

Fuente: G. Thomas, Calculus. Fifteenth Edition, Pearson, 2024.
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3.3.11. Hallar el punto sobre la pardbola de ecuacién y? = 2x mds cercano a (1,4).

Solucién: La distancia desde un punto (x,y) cualquiera del plano al punto (1,4)
esta determinada por

d:\/(x—1)2+(y—4)2

y si en particular, dicho punto esta sobre la parabola de la figura,

y
2_
o(1,4) y =2
11 (%, y)
ON1 2 3 4 x

entonces la distancia estd dada por

d(y) = \/(%2—1)2+(y—4)2, Vy € R.

Al considerar como funcién objetivo la cantidad subradical,

4
f(y):yz—8y—l—17, vy € R

dado que f'(y) =0 < y =2y que f’(y) = 3y*> > 0, Vy € R, entonces se tiene que f
alcanza su minimo absoluto cuando y = 2 y por lo tanto, el punto buscado es (2, 2).
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3.3.12. Un sector circular con angulo central # se corta de un circulo de radio 12 y los bordes
rectos del sector se juntan para formar un cono. Determinar el valor de 6 tal que el
volumen del cono sea un maximo.

Solucién: Sean r y h el radio y la altura del cono, por Teorema de Pitdgoras, dado
que
r?+h* =144

el volumen puede expresarse como sigue

V(h) = = (144 — b*) h, Vh € [0,12].

wl =

Para h €]0,12[, V'(h) = 0 < h = 4/3.

Como V(0) =0, V (4v/3) = 12831 y V(12) = 0, es claro que el médximo absoluto
se alcanza cuando h = 4/3.

Por otra parte como la longitud del arco de un sector circular de radio r que sub-

tiende un angulo 6 es
L=0r

y para el valor de h antes encontrado, se tiene que 7 = 46 y el perimetro de la
base del cono es tal que

241 — 120 = 27 - 4V/6,

de donde 6 = 27 (1 — ?) rad = 66°.

Fuente: R. Larson, B. Edwards, Calculus. Twelfth Edition, Cengage, 2023.

Péagina 110 de [222

http://www.udec.cl/~egavilan


http://www.udec.cl/~egavilan

3.3.13. Encontrar el area del rectangulo méas grande que se puede inscribir bajo la curva de
ecuacién y = e~ en el primer y segundo cuadrantes.

Solucién: De la figura

(_x’ e—x2/2) (x’ e—x2/2)

se observa que el area, en funcién de z, estd dada por A(x) = 2xe™*" Vx> 0.

Ahora, al calcular la derivada de A se obtiene que

o= () ()

y por lo tanto, como x = es el unico punto critico para A, A es creciente en

1
V2

1 1
0, — es decreciente en | —, 400,
] V2 { ' V2 {

1
entonces el drea maxima es A (—2) =/2e 12,

Fuente: R. Larson, B. Edwards, Calculus. Seventh Edition, Cengage, 2019.
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3.3.14. Considerar una habitacién con forma de cubo, de 4 metros de lado. Un insecto en
el punto P quiere caminar hasta el punto () en la esquina opuesta, como se muestra
en la figura.

4 m

0

4 m 4 m

.Cual es la longitud del recorrido mas corto posible?

Solucién: El problema puede formularse de la manera siguiente: Al considerar las
dos paredes en un mismo plano, el zy, de modo que P = (0,0) y @ = (4, 8);

Q

P

la distancia recorrida por el insecto es

d(z) = Va2 4+ 16 + /(4 — )2 + 16, Yz € [0,4] .

Para x € ]0,4[, d'(z) =0 & x = 2.

Como d(0) = 4v/2 4+ 4 ~ 9.66, d(2) = 4/5 ~ 8.94 y d(4) = 4y/2 + 4, la distancia
minima que puede recorrer el insecto desde P hasta Q es 4v/5.

Fuente: R. Larson, B. Edwards, Calculus. Twelfth Edition, Cengage, 2023.
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3.3.15. Sea C el arco la curva

B 1
y_x2+1

que estd en el primer cuadrante. Al rotar el rectangulo que tiene como vértices
opuestos al origen y al punto P = (x,y) € C' en torno al eje x, se obtiene un cilin-
dro. Determinar el punto sobre C' que genera el cilindro de mayor volumen.

Solucion: Da la figura

por

1 2
Vix) = (332 n 1) x, YV > 0.
Dado que,

3z?—1
Vi(z) = —WW

_ (\/gzc —1) (\/33: +1)

(22 +1)3

de la tabla de signos

T 0 1/v3
V3z —1 - 0 |+
V'(x) + 0 —
se observa que xr = 7 es el inico punto critico y en él, como V esta definida en

10, +00[, alcanza el maximo absoluto.

De lo anterior, el punto P = ( —) es el que genera el cilindro de mayor volumen.

1 3
V34
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3.3.16. Algunas aves vuelan mas lentamente sobre agua que sobre tierra. Un ave vuela a
razones constantes de 6 km/h sobre agua y 10 km/h sobre tierra.

Isla

Dada la informacién de la figura, hallar la trayectoria que el ave debe seguir para
minimizar el tiempo de vuelo entre la costa de una isla y su nido ubicado en la costa
de otra.

Solucion: Sea y la longitud del lado del tridngulo rectangulo que estéa en la isla en
donde esta el nido. Las distancias sobre agua y sobre tierra son

dagua =V y2 +9 y dtierra = 20 — ()

respectivamente y entonces el tiempo total de vuelo esta dado por

VYE+9 20—y
T(y) = v 0,20].

9
Para y € ]0,20], T’(y):O(:)y:Z.

5 9 1 31 1
Como T(0) = 5 =25, T (Z) = Z\/ﬁju 5 & 245y T(20) = 6‘/409 ~ 3.37, el

tiempo minimo en que el ave puede hacer el trayecto es cuando y = 1

Fuente: D. Zill, W. Wright, Cdlculo de una variable. Cuarta Edicion, McGraw-Hill,
2011.
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3.3.17. Entre todos los tridngulos del primer cuadrante acotados por el eje x, el eje y y
rectas tangentes al grafico de y = 3x — 22, jcual es el de drea més pequeiia?

d
Solucién: Dado que e (3z — x*) = 3 — 2z, la ecuacién de la recta tangente al
x

grifico de la parébola en el punto (a,3a — a?) es
y—3a+a*=(3—2a)(z—a)
y ella es tal que:

: ., 3
= Junto con los ejes coordenados acota un tridngulo cuando 5 <a<3,

= intersecta al eje y en el punto (0, a?) e

2
a
= intersecta al eje x en el punto ,0 ).
2a — 3

De lo anterior el area de los trangulos puede expresarse como

y como
» Ala) =0=a=2,
3
» A'(a) <0, para §<a<2y

» A(a) >0, para 2<a<3

entonces el minimo absoluto se alcanza cuando a = 2 y el valor del drea es A(2) = 8.

Fuente: G. Thomas, Calculus. Fifteenth Edition, Pearson, 2024.
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3.3.18. Un contenedor que transporta desechos peligrosos se fabrica de plastico pesado y se
forma al unir dos hemisferios a los extremos de un cilindro circular recto.

|« h > hemisferio

El volumen del contenedor debe ser de 307 pie? y el costo por pie? para los extremos
es una vez y media del costo por pie? de la parte cilindrica. Encontrar las dimensio-
nes del contenedor de modo que su costo de producién sea minimo.

Solucion: El costo es proporcional a la expresion

3
3 4rr® + 27rh. (1)

Si h y r corresponden a la altura y el radio, entonces el volumen es

4 3
V =nr’h + i ,
3
de donde, si V = 307 se tiene que
30 Ar
h=———. 2

Reemplazando en , se obtiene que la funcion a optimizar es

1072 607
= +

C(T) 3 T,T’ > 0.

De lo anterior, dado que
C'r=0er=v9 y C"(r)>0,¥r>0;

el minimo absoluto se alcanza cuando r = v/9 y h = 2/9.

Fuente: D. Zill, W. Wright, Cdlculo de una variable. Cuarta Edicion, McGraw-Hill,
2011.

Péagina 116 de [222

http://www.udec.cl/~egavilan


http://www.udec.cl/~egavilan

3.3.19. ;Cuadl es la longitud de la varilla méas grande que se puede transportar horizontal-
mente por una esquina en que confluyen dos pasillos de anchuras a = 24 y b = 37

< W —>

0 /

24

Y

A

Solucion: De la figura, la longitud de una varilla que no puede pasar por la esquina
en funcién del angulo, es

L(0) = 24 csc(f) + 3sec(d),0 € }O, g[,

en donde se observa que lim L(#) = 400 = 1lim L(6); por lo tanto, el problema
6—0 0—m/2

consiste en hallar el minimo absoluto para L.

Como L'(#) = —24 csc(f) cot(6) + 3sec(d) tan(#), se obtiene que
L'(6y) = 0 & 6y = arctan (%)
y dado que L"(0) > 0V0 € ]0, g [, el minimo absoluto es
L(6) = 15V/5

y este valor es la maxima longitud de la varilla que si puede pasar por la esquina.

Fuente: J. Rogawski, C. Adams, R. Franzosa Calculus: Early transcendentals. Fourth
Edition, Macmillan Learning, 2019.
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3.3.20. La sangre es transportada por el cuerpo mediante el tejido vascular, que consta de
vasos capilares, venas, arteriolas y arterias que llevan la sangre desde el corazén
a los organos y de vuelta al corazén. Una consideracion para optimizar la energia
utilizada para mover la sangre consiste en encontrar un angulo @ para la ramificacion
vascular de modo que sea minima la resistencia total de la sangre a lo largo de una
trayectoria de un vaso capilar mas grande a uno mas pequeno.

La Ley de Poiseuille, establece que la resistencia R de un vaso capilar de longitud

L y su radio r son tales que
L

R = ]‘CF,
donde k > 0 es una constante determinada por la viscosidad de la sangre. En la
figura se muestra un vaso sanguineo principal de radio r; que se ramifica con un

angulo 6 en un vaso mas pequeno de radio 7.

a) Expresar la resistencia total R de la sangre a lo largo de la trayectoria ABC
en funcién del angulo de ramificacion.
b) Verificar que R toma su valor minimo cuando
4
T
cos(f) = =

1
T

¢) Determinar el dngulo éptimo cuando el radio del vaso sanguineo més pequeno
es dos tercios del radio del vaso méas grande.
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Solucion:

a) De la figura se observa que

L BOI = beseld) vy cos(8) = % — [BC| = (a - [AB|) sec(0),

de donde besc(f) = (a — |AB|) sec(f) y entonces

AB = a — beot(6),

por lo tanto, de la Ley de Poiseuille,

R(0) = k'AB| +k

|BC)| (a —bceot(f)  besc(h)
1 k

v 1 + 7] >,0<9<7T

1 T2 1 T2
b) Dado que R'(6) = bk csc(6) (csci@) - COt§0>), se tiene que
1 T2
6 t(6 3
R(0) =0« CSCE ) _ i ) & cos(f) = r—i;
1 T2 &

ademds como sin(f) > 0 para 0 < § < 7 y arccos es funcién decreciente,

4 4
R'(0) < 0 & 0 < arccos (:—i) y R'(0) >0« 6> arccos (T—i)

1 Ty

4

r .
y se concluye que cuando cos(f) = —Z, R alcanza su minimo absoluto.
r
1

2
c) Sirg= 57“1, se obtiene que

9\ 4
6 = arccos [<§> ] ~ 79°.

Fuente: D. Zill, W. Wright, Cdlculo de una variable. Cuarta Edicion, McGraw-Hill,
2011.
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3.3.21. Considerar un cilindro circular recto de volumen igual a 1 litro.

a) Cuédles son las dimensiones que minimizan su area?

b) (Existiran dimensiones que maximizan su area?
Soluciodn:

a) Sila altura h y el radio r estédn en centimetros, entonces su area estd dada por

2000

A(r) = 2mr? + ;7 >0

,[500

y por lo tanto, como el tnico punto critico es 7 = {/— y dado que A”(r)
T

toma siempre valores positivos, en dicho punto se alcanza el minimo absoluto

500
y él es tal que h = 2¢/ —.
T

b) No, pues como

lim A(r) =400 y  lim A(r) = +oo,

r—0t r—+00
el cilindro podria ser muy ancho y bajo, o muy delgado y alto, en ambos casos
con area muy grande.

Observacion: En la respuesta a la primera pregunta se tiene que la relacion entre
la altura y el radio, en general, no depende del volumen del cilindro. Al parecer
algunas empresas conocen este problema y (al disefiar sus envases consideran) su
solucién; por ejemplo, en los tarros del lujoso Nescafé Tradicion

NEScAFE

TRADICION.

se observa que h & 2r.

Fuente: G. Thomas, Calculus. Fifteenth Edition, Pearson, 2024.
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3.4. Regla de L’Hopital

3.4.1. Calcular lim Los(x)'

x—0 _732

a) Sin utilizar L'Hopital.
b) Utilizando L'Hoépital.

Solucién:

)

1 — cos ()

1—cos(z) 1+ cos(x))
x? 1 + cos(z)

z—0 132 z—0

= 12

1

2
b) lim 1- C(;S (x) (L | sin () _ llim sin () 1
z—0 T z—0 2x 2 z—0 T 2
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3.4.2. Utilizar la Regla de L’Hopital para determinar el valor de los siguientes limites:

in(4
2) Tim sin(4x)
z—0 x
1—
b) lim L5
x—0 €x
et — o
1
)
1— 1
d) lim 1-z+n(@)
a1 13 — 3z + 2
. et
¢) Mm 3
£) lim —

T—r+00 ln(x)

g) lim zlIn(x)

z—0t
In (e* + 2
h) lim In (e” +2)
x——+00 €T

) i 1 1
i) lm | - — ——
a—0 \ 22 x?sec(x)
"(3)
sin | —
. , X
7 Mm (1)
arctan | —
x

Pagina 122 de [222

http://www.udec.cl/~egavilan


http://www.udec.cl/~egavilan

Solucion:

in(4 ’ 4 4
a) lim sin(4a) LR 4cos(dz) =4limcos(4z) =4-1=14
=0 T z—0 1 z—0

1 —cos(z) (m) lm sin(z) 0

o) = M —1 Y
e* —e * wn ,, e*4e”
c) lim 5 =" lim = —00
z—0~ T z—0~ 2x
1-— 1 ) 1l/z—1 1 1
4) 1o Lo B@ ey Yol 1 ]
=1 1% — 3x + 2 z—1 322 — 3 v—1 3z(z + 1) 6
e) lm & pm & o
r—+00 1'2 x—+00 20 x—+oo 2
L wH) o
1) xgrlloo In(z) N xEToo 1/z N xggloox =t
In(z) @wn) 1/x )
g) mlir(r)l Qfln(x) N :zsligl‘F l N :J:LISI‘F —1/%2 B :pli%l‘* T
x
In(e® + 2 z 1
h) lim n (e’ +2) A0 im ¢ = lim =
T—+400 T z—+oo % 4+ 2 z—+oo | + 7%
1 1 1— ) 1
A tim (L — tm cos(x) am_ 1, sen(x) _
2=0 \ 22 a?sec(x) =0 12 2250
1
sin | —
, x wH ., 2+1 1
j) lim =" lim cos|—|=1-1=1
z—400 (1) r—+oo 2 T
arctan | —
x
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3.4.3.

Sea f definida por f(z) =

Solucion:

sin x

+x , ©#0

, calcular f'(0).

e
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3.4.4. Calcular lim 2@

z—0t

Solucién: Dado que z50(@) = @) — csin(@)In(@)

1
lim sin(z)In(z) = lim n(z)
20+ e—0+ csc(x)
’ 1
Y Jim [

2—0t — csc(x) cot(z)

- _k
- cos(x)
= (=1)-1-0

se tiene que lim 2*® = 0 =1.
z—0t
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x—0 x

sin(z)\
3.4.5. Calcular h’m( )

sin(z)\ /*
Solucién: Sea y = , COMO
x

. <sing§g;))

LH) o T cos(m? — sin(z)
z—0 xsin(z)
wH) xsin(z)
B z—0 x cos(z) + sin(x)
(L'H) x cos(z) + sin(z)

=V
o0 1 sin(x) — 2 cos(z)

= 0,

sin(z)\ \/*
se tiene que lim =1.
x—0 €T
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3* =1
x

3.4.6. Calcular lim
x—0

Solucién: El limite es de la forma indeterminada 0/0, aplicando la Regla de L‘Hopital,
se tiene que

d
lim = lim )
=0 z—0 1

Para calcular la derivada de y = 3%, se puede aplicar logaritmo y luego derivacion

implicita,
Iny = In(3%)
Iny = zlIn(3)
1dy
-—— =1
J n(3)
dy
—= = yIn(3
o = yh()
dy
A | @
Y= )
por lo tanto,
3o e
QICILI(I) = In(3) ilgéi% = In(3).
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3.4.7. Hallar los valores de a y b de modo que

lim & cos(bzx) _
z—0 x2

Solucién: Si z — 0, cos(bxz) — 1y 22 — 0, por lo tanto; para que el limite exista
(como el denominador tiende a cero, el numerador debe también tender a cero), a
necesariamente debe ser igual 1.

Ahora, como

_ : 2
i & cos(bx) (L lm b* cos(bx)

x—0 x2 z—0 2,]: x—0 2

bsin(bx) (Lm)

se tiene que el limite es 2, si y sélo si, b* = 4.

De lo anterior, a =1y b = 2.
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3.4.8. Decidir, si

2 , =20

es continua en xg = 0.

. s , 2 . . .
Soluciéon: Como hH(l) (x + e/ 2) e es de la forma indeterminada 17°°, al considerar
T—>

y = f(x), se tiene que

1 x/2
lim (In(y)) = 2t 2

z—0 z—0 €T

1
14 —e/?

= 2 ; TANS
= 221E1E(1) prrRpryoR se ha aplicado L‘Hopital

y por lo tanto, lim f(z) = €.
x—0

De lo anterior, como h’rr(l) f(z) # f(0), f no es continua en xy = 0.
T—r

Péagina 129 de [222

http://www.udec.cl/~egavilan


http://www.udec.cl/~egavilan

3.4.9. Sea f una funcién de clase C? en R tal que f (0) = 0. Verificar que la funcién

F@ 0
gley=9 *
) , z=0

es de clase C! en R.

_af @)= f @)

Solucidén: Para = # 0, ¢ (z) 5
T

Por otra parte, como

_ . / / ol 7 7
L g@)-g0) _ S -af ) f@ -0 f) 0
z—0 X z—0 2 z—0 2x z—0 2 2
2
0
(se utilizé dos veces la regla de L‘Hopital) se tiene que ¢’ (0) = fT()

Para xq # 0, se tiene que

zf' (z) — f () _ zo f' (v0) — f (o)

, / 1z _ /

A g @)= = E g ()
por lo que ¢ es continua en R — {0} y en el origen, se tiene

oy e f @) = f) ) fT0)

. e A

(en el calculo del limite anterior se utilizé la regla de L‘Hopital); luego, como ¢’
también es continua en el origen, entonces ella es continua en todo R, es decir, g es
de clase C'! en dicho conjunto.
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4. La integral

4.1. Teorema Fundamental del Calculo

4.1.1. Calcular F'(z) en cada uno de los siguientes casos:

a) F(z) = /; et dt
b)m@:/ﬁﬂHw+w%ﬁ

c) F(z) = /w sin(t?) dt

Solucion:

3

a) F'(x) =e"
b) F'(x) = [(2° + &+ 1) + 5(z® + 2 + 1)%] (32 + 1)

¢) F'(x) = 4a3 sin(z®) — 92? sin(929)
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4.1.2. Si f:R — R es una funcién continua y F : R — R es definida por

. %/_xf(t)dt -
f(0) , =0

Analizar la continuidad de F' en xg = 0.

Solucién: Al tomar limite a F' cuando x se acerca a 0, se tiene que

F(t)dt
N
wayme) | () = f(—a) -1
x—0 2
= f(0),

de donde lir% F(z) = F(0) y por lo tanto F' es continua en xy = 0.
z—>
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“ Int
4.1.3. Sea f(x) = ki dt, definida para x > 0. Calcular f’(z) e indicar los intervalos

T \/E

de crecimiento para f.

Solucién: Utilizando el Teorema fundamental del Calculo para hallar la derivada
de f, se tiene

() = 2 — = In(z) (4—i).

1
Los puntos criticos para f son z = 6 yx=1.

La tabla de signos asociada a f" estd dada por

T 1/16 1
1+ 0 | = +
Gy |/ N\ /

por lo que f es creciente en los intervalos }O, I { y |1, +o0o[.
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sin(z) )

T / e Vdt

4.1.4. Calcular 1im —2% .
=0 1 — cos(z)

Solucion:

sin(x) 2 sin(x) 2 ()
- dt - dt —sm~(x
. x/o e L'Hopital /0 e + e cos(z)

e=0 1 — cos(x) = z—0 sin(x)

L’Hépltal 267 Sln2(33) COS(I’) + IE% (6751112(33) COS($)>

= 20 cos(x)
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4.1.5. Decidir si y = / "~ dt es una solucién de la ecuacién diferencial
0
y = 2zy + 1.

xT
Solucién: Considerando y = f(z) = e** / e~ dt, se tiene que
0

y = fl(z)
= 2xe$2/ e_t2dt—|—e$2_m2
0
= 21‘/ e$2_t2dt+1
0

= 2zy—+1,

de donde es claro que y satisface la ecuacion indicada.
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v 2
4.1.6. Sea f : R — R una funcién continua tal que / Mdt = —ﬁ. Hallar la
Ve r+1
e?—1
expresion para f (x) y luego calcular / f(x) de.
0

d Tft
Solucion: Del TFC se tiene que — </ m dt) = f(z)

dz \J; V't VT

1
y como — | — = 5 , se tiene que

dx z+1 (r+1)
2T — —— (x4 1)
fw VT
Vo (e+1)"
2x — 1 -1
de donde f (z) = 22—t o=l
(x+1) (x+1)
Por otra parte, como
r—1 r+1-2 x-1 2 1 2

Y

@11’ (@+1)? (@+1)? (@+1)? a+l (z+1)

2
/f(x) dx:1n|x+1|+x—+1+C',yporlotanto

e2—1
2 2
/0 f(m)dxz?—k;—lnl—?z;.
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4.1.7. Una curva continua de ecuaciéon y = f(z) pasa del origen al primer cuadrante. El
drea bajo la curva de (0,0) a cada punto (z,y) y sobre el eje x, es un tercio del area
del rectangulo que, con lados paralelos a los ejes, tiene esos puntos como vértices.
., Cual es la ecuacion de la curva?

Solucién: Como el area bajo la curva es / f(t)dt y el érea del rectangulo es zy,

0
ﬁ _ T
: /O F(t)dt.

De la continuidad de f y del Teorema Fundamental del Célculo, al derivar en la
igualdad anterior, se obtiene que

se tiene

dy
A
xdx Y
ldy 2
ydr — x
d 2
g | - =
- (In(y)) -

de donde, al integrar con respecto a z, se llega a In(y) = In(z?) + C' y por lo tanto,
la ecuacién de la curva es y = ka2, con k constante positiva.
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El logaritmo natural como integral

1
Sea f :]0, +oo[— R, definida por f(t) = g,‘v’t > 0. El logaritmo natural In, se define
como la primitiva de f en R*, dada por

In:RtY - R

1
r — In(z) ::/ —dt
1t

4.1.8. Utilizar la definicion de logaritmo natural como integral para demostrar que:

a) In(ab) = In(a) + In(b), Va,b > 0
b) In <%>

¢) In(z") = rin(x),Vx > 0,Vr

In(a) — In(b),Va,b >0

Solucion:

a) Sea g(z) :=In(ax), con z > 0. De la regla de la cadena se tiene que ¢'(x)

y como In y g tienen igual derivada, entonces ellas difieren de una constante

U | =

In(az) = In(x) + C,

de donde al considerar z = 1, se obtiene que In(a) = C'y por lo tanto,

In(az) = In(a) + In(x)
de donde es claro que In(ab) = In(a) + In(b), Va,b > 0.

b) Sia,b> 0 se tiene

a % b = In(a)=In (%) + In(b)

= In (%) = In(a) — In(b).

c¢) Definiendo p(x)

rin(z) y g(x) := In(2"), del Teorema Fundamental del
Calculo y la regla de la cadena, se obtiene que

y dado que p(1) =0 =

= ¢(1), entonces

()

S

q(z) Yx > 0y por lo tanto,

In(z") = rln(x),Vz > 0,Vr.
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4.2. Calculo de integrales indefinidas

/ sin®(z) da.

Solucién: Dado que la integral puede reescribirse como

/ sin®(z) dr = / (1 — cos*(x)) sin(z) dz,

4.2.1. Evaluar la integral

al utilizar el cambio de variable z = cos(x), se tiene

/ sin’(e)dr = / (1) d-

3

= % —2+C
3
= COS?)(JC) — cos(z) + C.
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4.2.2. Utilizar integracién por sustitucién para evaluar las siguiente integrales:
a) /10x sin(52?) dw
b) /:r;e?'mz”dx
c) / sec(x) dx

Solucién:

dz
a) De la sustitucién z = 5z?%, como pr 10z, se tiene
x

/10$ sin(52?) dx = /sin(z) dz = —cos(z) + C = — cos(5z?) + C.

d
b) Del cambio z = 3z + 7, como d_z = 6x, entonces la integral es
x

2 1 1 1 .2
/xe3”” dx = é/ezdz = gez +C = 663”3 T4

sec(z) + tan(x)  sec(z)tan(x) + sec®(z)

- la integral
sec(z) + tan(x) sec(x) + tan(z) a mieeta

¢) Como sec(x) = sec(z) -

se escribe como

/sec(m) dr — / sec(z) tan(x) + sec?(x) I

sec(x) + tan(z)

y al considerar z = sec(x) + tan(z), se obtiene que

/sec(x) dr = /%dz =In|z| + C = Insec(x) + tan(z)| + C.
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4.2.3. Utilizando en cada caso, una sustitucion adecuada, calcular las siguientes integrales:
a) /Qx(x2 +7)°dx
b) /x‘q’\/x2 + Tdx

1
c) / dx
e’ +1

Solucion:

a) Al considerar el cambio z = x? 4 7, se tiene que

6 2 6
/2x(m2+7)5dx:/z5dz:%+C=W+C

3

b) De z = 2? + 7 y considerando que x> = z? - x, se tiene que

N | —

/x3Vx2 +7de = /(z —7)2Y%dz

1
1 5/2 7 3/2

= =257 - C
5z 3z +

1
= 5(:1:2 +7)%% g(:ﬁ + 724+ C

1 1+ e —e” 1+e” e’ 1 e’ i
— = — =1— ——, se tiene que
e +1 er 4+ 1 e2+1 er+41 e +1 q

/ ! dx:/ 1— € dx::c—/ ¢ dz.
et +1 et +1 et +1

x

Para la integral / ¢
e +1

v 1
/ ¢ da::/—dz:ln|z|+0.
e’ +1 z

1
et +1

c¢) Como

dx, del cambio z = e* + 1, se tiene que

De lo anterior, / de=x—In(e"+1)+C.
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4.2.4. Calcular la integral / sin(x) cos(x) dz considerando:

a) La sustitucién z = sin(x),
b) la sustitucién z = cos(z) y

¢) la identidad sin(2z) = 2sin(z) cos(z) y la sustitucién z = 2z.

Solucion:

a) /sin(m) cos(z) dr = %sinz(x) +C

b) /sin(:v) cos(x) dx = —% cos?(x) + C

c) /sin(:v) cos(x) dxr = %/sin(Qx) dx = —;1 cos(2z) + C.
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4.2.5. Calcular las siguientes integrales:
a) /sing(x) cos®(z) dx
b) /cos4(x) dx
Solucién:

a) De la identidad fundamental se tiene que cos?(z) = 1 — sin?(z), por lo que la
integral queda

/sins(x) cos®(z) dr = / (sin®(z) — sin'%(z)) cos(z) dz.

De lo anterior y del cambio de variable u = sin(z), se tiene

/ sin®(z) cos(z) dz = / (e — ') du

_ sin? () B sin'!(z) Lo
9 11

b) De la identidad cos?(z) = = (1 + cos(2z)), la integral puede escribirse como

N —

/0084(95) de = i / (14 cos(2x))* dx = 411 / (1 + 2cos(2z) + cos®(2z)) d.

Nuevamente, al utilizar la misma identidad, se tiene que cos?(2z) = = (1 + cos(4x))

N | —

y por lo tanto,

/0084(:10) dr = i/ldx+%/cos(2x) dx+é/(1+cos(4x)) dx

de donde se obtiene que

3 sin(2z)  sin(42)
4 — —
/cos (a:)dx—gx—i- 1 + 3 +C.
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4.2.6. Utilizando integracion por partes, calcular la integral

/ t2et dt.

Solucién: Al integrar por partes, considerando u = t? y dv = e dt, se tiene que

/t%t dt = t%e! — 2/tet dt.

En la igualdad anterior, al calcular la integral que aparece en el lado derecho, inte-
grando nuevamente por partes con v =t y dv = el dt se tiene que

/tetdt:tet—/etdt:tet—et+C.

De lo anterior, se obtiene

/tht dt =e'(t* — 2t +2) + C.
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4.2.7. Mediante integracion por partes calcular:
a) /xsin(x) dx
b) / In(z) dz
c) /em sin(x) dx
Soluciodn:
a) Al considerar v = x y dv = sin(z) dx , se tiene que

du=dx y v=—cos(r),

de donde
/xsin(m) dr = —xcos(x) —|—/COS(IE) dx

= —xcos(z) +sin(z) + C.

b) Al considerar u = In(z) y dv = dx, se tiene que

1
du=—dxr y v=ux,
x
de donde
/ln(x) dex = xln(x)—/ldx
= zln(z) —x+C.
¢) Con u = e” y dv = sin(z)dz, se tiene que du = €**dx y v = —cos(z) y la

integral queda
I:= /ez sin(x) de = —e” cos(z) + /em cos(x) dx.

Al integrar nuevamente por partes, con u = e* y dv = cos(z) dx, se tiene que
du = e"dx y v = sin(z) y la integral queda

I = —e”cos(x) + €”sin(z) — 1,

y por lo tanto,

/e”‘" sin(x) do = % (sin(z) — cos(x)) + C.
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4.2.8. Calcular la integral /ezx cos(7x) dx.

1
Solucién: Con u = €** y dv = cos(7z) dz, se tiene que du = 2e**dx y v = 7 sin(7z)

y la integral queda

1 2
/6290 cos(7x) dr = ?ezx sin(7x) — = /ezx sin(7x) dx.

Al integrar nuevamente por partes, con u = ¢** y dv = sin(7x)dx, se tiene que

1
du = 2e*dr y v = —= cos(7z) y la integral queda

1 2
/62$ cos(7x) dx = ?e% sin(7z) — =

1 2
- {—?€2$ cos(7x) + ?/62:8 cos(7x) dx] :

de donde se obtiene

2x
/62”3 cos(Tx) dx = 65—3 (2 cos(2x) + Tsin(2x)) + C.
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4.2.9. Utilizando el cambio z = 22 y luego integracién por partes, calcular la integral
/x5 cos(z?) du.
Solucién: Considerando que z° = (IE2)2 -2 y la sustitucion indicada, se tiene que

1
/a:5 cos(z?) dr = 5 / 2 cos(z) dz.

Al integrar por partes considerando u = 2% y dv = cos(z) dz, se tiene que du = 2z dz
y v = sin(z) y la integral queda

1 1

5 /22 cos(z)dz = 522 sin(z) — /zsin(z) dz.

En la igualdad anterior, al calcular la integral que aparece en el lado derecho, inte-
grando nuevamente por partes con u = z y dv = sin(z) dz se tiene que

/zsin(z) dz = —zcos(z) + /cos(z) dz = —zcos(z) +sin(z) + C

1
y por lo tanto, /x5 cos(x?) dr = 5334 sin(z?) + 22 cos(z?) — sin(a?) + C.
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4.2.10. Utilizar descomposicion en suma de fracciones y calcular las siguientes integrales:

8r +4
—d
2 /x2—|—2x—3 o
Ax? + 132 —9
b)/ﬁ—fvdx
3+ 222 — 3x

) 522 — 62 + 3 p
c x
23 —3x2 4+ -3

Solucion:

a) Al descomponer el integrando, se tiene

8xr+4 b —=5+3r+9

24+2r—3 (v +3)(z—1)
B 5(x —1) 3(z + 3)
(@4 3)(r—1)  (z+3)(z—1)
B 5 N 3
43 -1

8r +4
422 + 13z — 2 1 3
b) De vt 1 9: + —, se tiene que

B +222 -3 x—-1 43 =z

4% + 132 — 9 2 1 3
R Bl dr — d °q
/x3—|—2x2—3x . /:L‘—l o /I—i—?) x+/x o

= 2lnjz—1|—In|z+3|+3Injz|+C

3(x —1)2

r+3

= In +C

) C 512 — 6x + 3 2x N 3
¢) Como =
=324+ —-3 2241 2x-—3

/ 522 — 6x + 3 p /2:15 da:—i—/ 3 i
x g
3 — 312 +x—3 2 +1 r—3

= In(*+1)+3njz-3/+C

= In|(z—3)**+1)|+C
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4.2.11. Calcular las siguientes integrales
a) /cos (In(z)) dz
b) / (sec*(z) tan®(z) + tan(z)) dx

Solucion:

a) Con t = In(z), se tiene que dx = €' dt e integrando por partes dos veces,

/ cos (In(x)) dz — / e cos(t)

= ¢e'sin(t) —/et sin(t) dt

e'sin(t) + e cos(t) — /et cos(t) dt

t
Por lo tanto, /et cos(t) dt = % (sin(t) + cos(t)) + C

luego, /cos(ln(x))dx = g (sin(In(x)) + cos(In(x))) + C.

b) / (sec!(z) tan®(z) + tan(z)) dv = / (sec!(z) tan*(z)) dx + /tan(az‘) dx

Para la primera integral, como sec?(z) = tan?(x) + 1, al considerar el cambio
de variable z = tan(z), dado que dz = sec?(x) dx, se tiene

/(sec4(x) tan®(z)) do = /(tan4(x) + tan®(z)) sec’(z) dz

25 23

_ 2.7 ¢
5+3+
1

1
=z tan®(z) + 3 tan®(z) + C

Para la segunda integral, haciendo una sustitucion simple, se tiene

/ tan(z) dz = / Q@) (@) da = In | sec(z)| + C

sec(x)

y entonces

/ (sec!(z) tan*(z) + tan(z)) dv = %tan5(x) + %tang’(x) + In|sec(z)| + C.
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4.2.12. Utilizar sustitucién trigonométrica para calcular las siguientes integrales:

N =r

1
b) /2—dx
x? —6x + 13

Solucion:

1
a) Del cambio t = 23, se tiene que dt = 32% dx < §dt = 2% dx y entonces

/\/16—1:6 /\/16—t2
Para la integral en términos de ¢ se considerara la sustitucion ¢ = 4sin 6, de

donde dt =4cosf0df y v/16 — t? = 4 cosf, luego

/m ;/1d6—§+0:§arcsin(§l)+0.

De 1o ant / ~ Laresi (5”3) e
e 10 an eI'lOI' — arcsin —
V16 — xﬁ 3 4

b) Como 22 — 4z + 13 = (z — 2)° + 9, del cambio

z—2=23tanb

se tiene que dr = 3sec? 0 y 2% — 4z + 13 = 9sec? 0, de donde

1 1 0 1 T —2
————————dr =< [ 1df = = = _arct
/a:2—4x—|—13 x 3/ 3+C’ 3arcan( 5 >+C
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4.2.13. Calcular:

r—1
a)/\/ e dx
b)/eﬂ”ldx

1
¢) /xg—l—a:dx

2
x
d) /xﬁ—ldx

f) /1n(x+m) dz

Solucién:
[r—1 [T [ 1 1 1\
a) Como ? — =\l === (1 — —) , al considerar el cambio de
x x x x
1 1
variable y = 1 — — se tiene que dy = — dx y
x

X
[z —1 9 9 1\°%?
/ - dm:/ymdyz—yf*/%(]:— 1--] +cC
s 3 3 T

b) Al considerar la sustitucién z = v/2x + 1, se tiene que

dz:;dxﬁzdz:dx
20 +1

y entonces

/ o / vt dy M PPeres) vaatT (m _ 1) +C

1 8 1 — 8 1 7
c) | —— dx= H—xdx: — dx — T
20+ z(z®+1) x ¥+ 1

1
Al considerar el cambio t = 28 4 1, se tiene que 3 dt = 27 dx, luego

7 1 /1 1
dr== [ = dt=-In|z®+1
/:v8—|—1 o 8/t gz +1[+C

dx:1n|x|—éln(x8+1)+6’

De lo anterior, /

)+
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1
d) Al considerar el cambio z = 23, se tiene que gdz =22dxy

x? 1 1
/xﬁ—ldx_g/%—ldz'

1 1 1
= — , la integral queda
22—1 2(z—-1) 2(z+1)

Por otra parte, como

x? 1(1 1 1 1
dr = -4{= dz — = d
/x6—1x 32/2—12 Z/z—i—lz}

1

= é{ln|z—1|—ln|z+1|}+0
1, |28 -1

. .
6nx3+1‘+c

e) Como 2z —x% = 1— (z — 1)?, al considerar el cambio z — 1 = sint, se tiene que

dr = costdt, 2* = (sint + 1)2 ,V2r — 2% = cost y entonces

72
——dx = (sin2t+281nt—|—1)dt
V2 — x2 /
1
= 5/(1—COS(Qt))dt—QCOSt+t+O
in (2t
= _smi )—2cost+t+0

1
t— §sintcost— 2cost+ C

N NIWw Do+

1
arcsin (x — 1) — 5(1‘— 1) V2z — 2?2 —2V2x — 22+ C

f) Al integrar por partes, eligiendo u = In (x +Va? + 1) y dv = dx, se tiene que

du r=—=dr, yv==x

1 T
= (14 —— | dx =
x+\/932+1< \/:v2+1) vaz+1

y por lo tanto

/ln<x+m> der = wln<x+m>—/\/x+ﬁdx.

= xln<x+\/x2+1>—\/x2+1+0
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4.2.14. Calcular las integrales:

a) / (222 + 1)e” da

273e%”
b ——d
)/(:v2+1)2 .
Solucion:

a) Al desarrollar y reescribir el integrando, se tiene que

/(2332 +1)e” de = / (29526’32 + 6’32) dx
= /23:265’32 dx + /e””2 dz
= /J:-Za:exzdij/emzd:U

y considerando u = x y dv = 2ze” dz, dado que du = dx y U= e*”, se obtiene

/(2x2 +1)e” de = ze® — /6:62 dx + /6332 dx

= z¢” +C

b) Dado que

2737 2z 12e*”
(932 i 1)2 - (332 + 1)2’

2z 2 1

siu= 2% y dv = (2 g et como du = 2u(a? + e y v =~ 57
- x
integral queda
9360 x2e% 2
2 dr = — 2ze” d
/(:c2+1)2 ! x2+1+/ e
r?%e® 2
= — 4+ C
o +e +
er’
= C
2+ 1 *
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4.2.15. Hallar la ecuacién de la curva y = f(z) que pasa por el punto (1,2) y es tangente a
la recta de ecuacién 4x — y = 2 en dicho punto, sabiendo ademas que

y" = 6x + 2.
Solucién: Dado que f”(z) = 6x + 2, integrando se tiene que
fl(z) =32 + 22+ C.

Como la recta indicada tiene pendiente 4, entonces

f)y=4

y se obtiene que C' = —1.
Integrando nuevamente, se tiene

fl)=a®+2*— 2+ C,

de donde al considerar que f(1) = 2, se llega a que C=1 y por lo tanto, la ecuacion
de la curva es

y=a34+2%—x+1.

https://www.desmos.com/calculator/zisbzonerx
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4.3. Calculo de integrales definidas

4.3.1. Calcular, por definicion, las integrales definidas

a)

b 3 2
/ cdx, b) / zdz, c) / 2* dx.
a 0 0

Solucion:

a)

Aqui como f(z) = ¢, si P = {zy, T, - S Xn}oes una particién de [a, b] entonces
n

m; = ¢ = M;, de donde S(f;P) ZmZAx,—Zchi:cZAaci:c(b—
=1 =1

b
), S(f;P) ZMA:E, Zchi:c(b—a)yportanto,/ cdr = c(b—a).

i=1

En este caso, como f(x) =z, si P = {xg,x1,...,2,} es una particién de [0, 3]
entonces m; = x;_1 y M; = x;, de donde

S(fsP) =) i Aw; = wi(wg — 1) + 2213 — 22) + .. + Ty (T — Tpy)

=1

S(f;P) = inAxi =x1(x1 —x0) + wo(x2 — 1) + ... + Tp(2p — 2 1);
i=1

. . Ti-1+ T4
dado que para cada i € {1,...,n} se tiene que z; 1 < % < x; entonces

S(f:P) < 30 HE T s = i) < S5 P)
i=1

7 K3 1 1 9
Ahora, como Z u(@ — i) = 52(%2 - 951271) = 5@% - Ig) = B) y

=1 =1

3
P es una particién arbitraria de [0, 3] entonces / rdr = -
0

Al considerar una particiéon P de [0, 2] en n subintervalos iguales definidos por
20—1) 2 2 21
{M q cada uno de ellos tiene longitud Az; = — y al escoger t; = s
n n n n
(extremo derecho del subintervalo), se tiene para f(z) = x? que
"2 f20\? 8 = .
> 1t mz—z{g(g) b=y

=1

)(2 1 4 1 1
y como Zz = ( ntl) entoncest VAx; = 3 (1—|——> (2+—).
n n

2
Por lo tanto,/ v’dr = lim S(f;P)= lim Zf VAx; =
0

IPil—0 n—-too
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4.3.2. Calcular:

3
a) / 2z dx
1

4
b)/ (62° + 4z) dx
2
1
1
c)/ 5 dx
0 A +1
? 2
d) / 32° (2° + 1) du
1
Yo6a®
—d
e>/0 (@ + 1)t
Yo —1
N[
4
g)/ |px — 2| dx
-3

Solucion:

3 3
a)/Qxdx:xQ‘ =9-1=38
1

1

4
b) / (622 + 4z) dw = (22 + 247) (2 — 160 — 24 = 136
2

1
1
)/0$2+1d:p:arctan(a7)0:%
2 54112 721
d)/39U2(x3+1)2dx:glj + = —
1 3 3

/1 62° 1 17
e) —dx:——‘:—
o (26 +1)4 326+ 13l 24
4 r -1 2 1\%?
dr=>(1-2
[ e=i00)

4 2/5 4
g)/ |5x—2|d$:/ (2—5$)d:17—|—/ (5 —2z)dr =
-3 -3 2/5

1 V3
4

1
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4.3.3. Determinar el valor de las siguientes integrales definidas:

2
a) / 32° (333+1)2dx

1

b) / e e"dx
1
3

c) / 4xv/6 — 2x dx
1
2

d) / V4 — 2?2 dz
0

Solucion:

dz
a) Siz=x%+1, como = 322, se tiene
x

2
/ 32 (ZL‘3 + 1)2dx =
1

©

wle [\\@
N
2O
QU
I

[\

1
= (-2
21
3
b) Del cambio de variable u = e”, la integral queda
/ e etdr = / e'du = e" C o e —e°
1 e €

c) De y =6 — 2z, se tiene
3 0 96
/ 4:C\/6—2xd:c:/ (y—6)\/§dy:€
1 4

d) Al considerar la sustituciéon = = 2sin(6), se tiene

2 w/2
/\/4—x2dx = / 4 cos?*(6)df
0 0
w/2
_ 2/ (1+ cos(20)) df
0
=7
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4.3.4. Calcular las siguientes integrales definidas:

O x—17
a) / 2$— dx.
4 ¢ +x—12
> sin(z) cos(x)
1+ 3sin®(z)
B Vsinx

c) dx

0o Vsinzx + \/cosz

b) dx

Solucion:

) Dad v 17 5 2 e tiene
a) Dado que = — S
M s 12 244 z-3

-1
/x—7dx:3ln|x+4|—21n]x—3]+0

2?2 +x—12
6 x—17
y por lo tanto, /4 p dr = 31In(10) — 21n(3) — 91In(2).

b) Al considerar z = 1 + 3sin®(z), se tiene que dz = 6sin(x) cos(z) dr y

3 sin(x) cos(x) dr — 1/4 L2 0, — 1
1 + 3sin?(z) 6/1 ’

3 v/sin x
0o Vsinx + \/cosz

. . m ™ . .
ST — Sin <§ — Z) = COSZ Yy COST = COS (5 — Z) = sz, se tiene que

c) Para I := dx, del cambio z = g —x, dado que dz = —dz,

I 0 N J
B z \/COs Yy + +/siny 4

[NIE]

de donde I = v COs T dzx.
Vsinx + y/cosx

\/sm:z: + \/cosx

De lo anterior, 21 =1+ I = _ y por lo tanto

0 \/smx+\/cosa: 2

3 v/sin x d ™
= —.
0 Vsinz + \/cosx 4
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Teorema del valor medio para integrales: Si f : [a,b] — R es continua, entonces
existe ¢ € [a, b] tal que

b
/ f(z)dz = f(e)(b— a).

y =[x

)

f(c) altura promedio

> X

aF——-—

0| a b
— b —a —

4.3.5. Para f : [1,3] — R, definida por f(z) = 2* — 2z + 1, determinar el valor de la
constante ¢ a la cual se refiere el Teorema del valor medio para integrales.

Solucion: De la continuidad de f y dado que

[ sy =,

se tiene que existe ¢ € [1, 3] de modo que

2
de donde se obtiene que ¢ =1+ g\/g
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4.3.6. Utilizar el Teorema del valor medio para integrales para calcular

1 2n _:
lim {—/ wdw}.
notoe |0 ), z+1

Solucién: Sea f (z) = Smf”l ),
Xz

Por Teorema del valor medio para integrales, existe y € [n,2n| tal que

L),

n z+1

Por otra parte cuando n — oo, se tiene que y — oo; ademés como |f (y) | < P
Y

se tiene que f (y) — 0 cuando y — co.

De lo anterior,

2n .
l{m {1/ sin () da:} —0.
n—stoo | M J, T+1
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4.4. Integrales impropias

4.4.1. Determinar si las siguientes integrales convergen.

Solucion:
a) Dado que
+ool bl
20 = 1m [ =2
1 2 botoo J; a2
) In(b) 1

e (L
= 1

Y

se tiene por definicién que la integral converge a 1.

b
b) Dado que / sin(z) dr =1 — cos(b) y que
0

lim (1 — cos(b))

b—~+o00

no existe, entonces la integral diverge.

0 x 400 x
e e T
c) Com las integrales dz dz convergen cada una a —
) s / e+ 1 y/O e+ 1 vers 4

—00

se tiene que

+o0 z 0 T +o0 T
(& (& (& ™
dx = ———dx + dr =
/_oo e +1 /_Oo e +1 /0 e +1

y la integral dada es convergente.

N |
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+oc0 1
4.4.2. Determinar el valor de la integral / ( 5 — e_’”) dx.
1 e +1

Solucion:

+o0o 1 b 1
—e®)dr = lim —e * ) dx
1 x?2+1 b—too J; \ a2+ 1

1
= lim (arctan(b) +e b — % — E)
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4.4.3. Analizar la convergencia de / — dx.
1 x

Solucién: Como Vz > 1 se tiene que In(z) < z, entonces

“+o0o
Por otra parte, como / — dx converge a 1, entonces por criterio de comparacion
.z

+oo
directa / — dx también converge.
1 x
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RS
3

4.4.4. Verificar que la integral impropia dx diverge.
1 T
. : : zt+1 1 :
Solucién: Al definir las funciones f(z) := ——=— y g(z) := — en el intervalo
T T

[1,+00[, dado que ellas son continuas, no negativas y tales que

lfm f@) _ 1>0,
r——+00 g(l‘)

+oo
por criterio de comparacién en el limite, como la integral / g(x) dx diverge,
1

+o0o
entonces (x) dz también diverge.
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+00
x
4.4.5. Mostrar que / ———— dx es convergente.
1 (227 —a)p

Solucion: Utilizando el criterio de comparacién en el limite, con respecto a la

+00 1
integral convergente / — dx, dado que
1z

. [x/(22% — x)® ) x10 1
T LAty o BN TS IR I
xirfoo[ 1/2° et 222 25| 327

+00 T
se tiene que la integral / ( dx es convergente.
1

222 — x)°
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4.4.6. Utilizar la definicion de integral impropia para:

2 2
1 1
a) Verificar que las integrales / ———dr y / —— dx son divergentes.
1 x1n®(x) 1 (z—1)2

2 1 1
b) Determinar el valor de (la integral convergente) /1 (xln2 @ - 1)2) dx.
Solucién:
) Como /—1 dx L + C, se tiene que
a = i u
z1n? () In () ’ q

Ii i ! d Ii L ! +
im ————dr = lim { —— — = +o00
am1t [, 21n® (2) a=1t+ | In(a) In(2) ’
1
por lo tanto, la integral / ———— dx diverge (a +00).
1 xln® (z)

1 1
o1 T T

Por otra parte, como / + C, se tiene que

S| 1
lim/ 5 dr = lim {——1}—+oo,
b—1F Jp (q;—l) b1t | b—1

2
1

por lo tanto, la integral / W dx diverge (a 400).
1\ —

b) Dado que

(R P

de la definicion, se tiene

/12 (xlni(m)_(x—ll)2>dx = Jm a2 (mlni(:v)_(x—ll)Q) da
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5. Aplicaciones de la integral

5.1. Calculo de areas planas

5.1.1. Dibujar cada una de las siguientes regiones y calcular su area.

a) La regién acotada superiormente por la recta y = x + 6, inferiormente por la
pardbola y = 22 y lateralmente por las rectas verticales t =0y z = 2.

b) La regién acotada por la recta y = x + 6 y la pardbola y = x?.
Solucion:
a) La regién es

AY
y=x+6

o
5_
4._
3k y=x
2_
1_
X
| | >
x 2
2
. 34
ysuareaesAa:/ (x—i—6—x2)dx:§.
0
b) La regién es
A Y
11*y:x+6
10
9F 3,9
87
7_
6,
5_
(G R0) y=x
3_
2_
l_
X
1 | | 1 | | 1 >
—-3-2-1 123 4
3 125
ysuéreaesAb:/ (x+6—x2)dx:?.
—2

Péagina 167 de [222

http://www.udec.cl/~egavilan


http://www.udec.cl/~egavilan

5.1.2. Calcular el drea de la regién acotada por las curvas de ecuaciones y = 32° —2? — 10z
e y=—x>+2z.

Solucién: Considerando f(z) := 323 — 22 — 10z y g(z) := —2? + 2z, se tiene que
los puntos de interseccion entre las dos curvas estan determinados por

fx)=g(x)=32° -2 - 100 =—2"+20<32" - 120 =0 (v +2)2(r —2) =0

y por lo tanto dichos puntos son (—2,0), (0,0) y (2,0).

g W) f) < g

~
y

™
e e Y

(2,0)

Ve
1
1
I
I
1
1
1
I
I
1
1
1
I
|
|
I
1
1
I
I
1
1
1
1
[

(-2,-8) -8

-10

Jx) = 3x3 — x2 - 10x

Como g(x) < f(x) para x € [-2,0] y f(z) < g(z) para z € [0,2], el area de la
region es

[ (@ =g de+ [ (ota) = 1) do =24

—2
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5.1.3. Calcular el drea de la regién encerrada por las pardbolas y = 6z — 2% ¢ y = 22 — 2.

Solucién: Los puntos de interseccion entre las curvas se obtiene a partir de la

ecuacion

2

6r — 22 = 2® — 2z,

de donde x = 0 0 z = 4 y por lo tanto, dichos puntos son (0,0) y (4,8). Dado que

para 0 < z < 4, se tiene que la pardbola y = 62 — 22 estd por sobre la parabola
y = 22 — 2z, el 4rea estd dada por

A:/O4[6:1:—x2—(x2—2x)] dxz;.

https://www.desmos.com/calculator/r8vhduktih
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5.1.4. Determinar el valor del drea de la regién encerrada por la pardbola x = 2 y la recta
y = = — 2 de las dos maneras siguientes:

a) Calculando una integral en la variable y.

AY
4,2
L 4,2)
x =y
i y=x=2
A (x=y+2)
| | | i
4
a1k (1, =1)
b) Calculando la suma de dos integrales en la variable z.
AY
4,2
| “4.2)
y=vx
B y=x-2
A I A2 | >
1 I 1 i
-1 F (17 _1)
y==x
Soluciodn:
? 9
a) A:/ (y+2—y2)dy:§
-1
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5.1.5. Calcular el area de las siguientes regiones:

a) La regién R; acotada por el eje y, la pardbola y = 2z — 22 y la recta z +y = 2.

b) La regién R, encerrada por la pardbola y = 2z — 22 y la recta z +y = 2.

Solucién:
1

a) A(Ry) = / [2—2— (22— 27)] dz = -
0

https://www.desmos.com/calculator/zkzluvbzv9

1

b) A(Rg):/1 2z —2° — (2 — )] d:L‘:g.

https://www.desmos.com/calculator/gazdmtfdus
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5.1.6. Calcular el area de la region R del plano que se encuentra sobre el eje x y bajo la

m,entreszyx:1n3.
e$

curva y =
x

e

d
e2r 4+ 9 .

In3
Solucion: El area de la regién esta dada por A = /
0

Del cambio u = e*, se obtiene que

A= % [arctan (g) } j = % (% — arctan (%))

https://www.desmos.com/calculator/stdwvgbcfm
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5.1.7. Calcular el drea de la regién R del plano acotada por y = (x — 1)* e y = 2 — 222

1
2

Solucién: A(R) = / [2—22% — (z—1)%] do = 32
-1/3 27

https://www.desmos.com/calculator/2xavtcbz8l
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1

5.1.8. Calcular el area de la region R acotada por el eje x y la curva y = ] que se

2
x
encuentra a la derecha de la recta x = 3.

dr = Inv?2

+oo
Solucién: A(R) =
olucién: A(R) /3 o

https://www.desmos.com/calculator/nnnytq6vic
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1 T
5.1.9. Calcular el drea de la regién R limitada por las curvas y = — ey = — 1 en el
x x
intervalo [1, +o0.
., ) 1 x
Solucion: Dado que para x > 1, se tiene que — — > (0 y por lo

v 241 z(x? +1)
tanto la primera curva esta siempre por sobre la segunda,

https://www.desmos.com/calculator/zumlmssxa9

luego el area estd dada por
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5.1.10. Mediante integracién y la sustitucién x = 2sinf para calcular el area de la region
del primer cuadrante acotada por la circunferencia de ecuacién x? + y? = 4.

Solucién: De 22 +y? = 4 se tiene que y = f(z) := v/4 — 22 y el drea esta dada por

2 3
A:/ f(x)dx:/ 4cos’Odf =7
0 0
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2 2
5.1.11. Usando integracion, hallar el drea acotada por la elipse de ecuacion — + % =1.
a

AY
b

X

>

a
2y
Solucidn: De la ecuacién — + i 1 al despejar y se obtiene que
a

b
y=+—Vva®— 22,
a

b
de donde al considerar f(x) = —v/a? — 22 con a y b positivos, se tiene que el valor
a

de la integral
a b a
/ f(x)dx = 5/ Vva? — 2?2 dx
0 0

representa un cuarto del area A encerrada por la elipse y de la sustitucion x = a sin 6,
se obtiene

us

4b (2 B
=207 42 cos(0)d6 = 2ab / “ 11+ cos(26)] df = abr.
0

a Jo

A

Fuente: H. Anton, I. Bivens, S. Davis, Calculus. Eleventh Edition, Wiley, 2015.
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5.1.12. Calcular, usando dos integrales definidas, el valor del area acotada por el eje x y la
parabola de ecuacién

x? 4+ y* + 22y — 7o — 6y + 10 = 0.

Solucién: Al despejar y de la ecuacién de la pardbola para obtener dos curvas, se
tiene

y=3—2++(z-32—(22—-Tx+10)=3 -2+ -1
https://www.desmos.com/calculator/dzwlyogvks

y el area es

/15(3—51:—1-\/E)d:c—/12(3—x—\/m)d:c:g
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5.2. Calculo de volimenes por secciones transversales

5.2.1. Calcular el volumen de una piramide con base cuadrada de lado 4 y de altura 12.

Solucion: De la figura

se observa, por tridngulos semejantes, que la relacion entre las longitudes de las
bases y de las alturas de la pirdmide y de las piramides pequenas, si las bases de
estas ultimas son a, estd dada por

2 a/2
12 12—y’
1 S
luego, como las areas de las bases son A = a? = {g (12 — y)} =3 (12 —y)* el

volumen es
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5.2.2. Calcular el volumen del sélido en la figura,

La seccion transversal es
una semicircunferencia

de radio v4 — y
\

cuya base es la regién limitada por la parabola de ecuacién y = 4 — 2% y el eje x,
y cuyas secciones verticales transversales perpendiculares al eje y son semicircunfe-
rencias.

Solucion: En este caso, el area de las secciones transversales, estd definida por

1

A(y)=§7r( 4—?/)2:%(4—@

4
y entonces V = / Aly)dy = 4m
0
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5.2.3. Hallar el volumen del sélido cuya base es el area acotada por la circunferencia
unitaria y con secciones transversales perpendiculares son:

a) Semicirculos.
b) Cuadrados.

c¢) Tridngulos equildteros.

Solucidén: Para los tres casos se tiene que la longitud de la mitad del lado de la
secci6n transversal (en rojo en cada figura) de la base del sélido que es perpendicular

al eje x es
y=v1-—a2
! 2w
a) Para A=my’ =7(1—2%) = A(z), V = / Ax)dz = 3
-1

b) Para A= (2y)? =4(1 — 2?) = A(z), V = /_ A(z)dz = E

c) Para A = ?(23;)2 =V3(1—2?) =A(x),V = /_ A(z)dz = 4—\/§

Fuente: H. Anton, I. Bivens, S. Davis, Calculus. Eleventh Edition, Wiley, 2015.
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5.2.4. Hallar el volumen del cuerpo sélido cuya base es la regién determinada por

x|+ Jy] <1

y para el que las secciones transversales verticales, perpendiculares al eje y, son
semicircunferencias (con didmetro a lo largo de la base).

Solucién: La mitad de la base del volumen es la region
https://www.desmos.com/calculator/ykudig7vio

y como con esta consideracion, se tiene que
1 2
Aly) =5m(1-y)

1
entonces, por simetria, se obtiene que V = 2/ A(y) dy = g
0

Fuente: J. Rogawski, C. Adams, R. Franzosa, Calculus: Farly transcendentals. Fourth
Edition, Macmillan Learning, 2019.
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5.2.5. Desde un cilindro cirucular recto de radio r se extrae una cuna cortando el cilindro
con dos planos, uno perpendicular al ejel del cilindro y el otro formando un angulo
0 con el primero. Calcular el volumen de la cuna.

N
L

Solucion: La longitud de la base en el plano xy de los tridngulos transversales es

b=

Como la altura de los tridngulos es h = /72 — y? tan(f), entonces el drea de la
seccién transversal es

A= 5= tan(0)
r 273
y por lo tanto, el volumen es V = Aly)dy = 5 tan(6)

Fuente: H. Anton, 1. Bivens, S. Davis, Calculus. Eleventh Edition, Wiley, 2015.
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5.2.6. Calcular el volumen de un cilindro inclinado en un angulo # = 30° de altura 10 y
radio en la base igual a 4.

309

Solucidén: En en este caso A(z) = 167 y el volumen es

10
V= / A(z)dz = 160w
0

Fuente: J. Rogawski, C. Adams, R. Franzosa, Calculus: Farly transcendentals. Fourth
Edition, Macmillan Learning, 2019.
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5.2.7. Un sélido S esta acotado por dos cilindros circulares rectos de radio r cuyos ejes
son perpendiculares.

Calcular el volumen de S.

Solucién: Al considerar los dos cilindros con sus ejes, como el eje x y el eje y, se
tiene que sus ecuaciones son

A<
AY
y24 72 =r2

r r,r)

yZX\\ ‘/xzo y:x
y X
r ” >

X

corresponde a 1/16 del sélido y como sus secciones transversales perpendiculares al
eje z son triangulos isosceles de area

A=y = (7~ P = AG),
. " 16
se tiene que V(S) =16 [ A(z)dz = <7
0

Fuente: J. Rogawski, C. Adams, R. Franzosa, Calculus: Farly transcendentals. Fourth
Edition, Macmillan Learning, 2019.
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2 2

5.2.8. Calcular el volumen acotado por el paraboloide z = f—6 + 5—5 y el plano z = 10.

Solucidn: La interseccién del paraboloide con el plano zy (z = 0) estd en (0,0, 0).

Las intersecciones del paraboloide y los planos de ecuacién z = w, con w > 0, estan
determinadas por la curva de ecuacién

2 2
vy _
6 25
la cual puede reescribirse como
2 2
Ll
a b2

donde a = 4y/w y b = 5y/w. Cada una de dichas curvas encierra en los planos
correspondientes un area (secciones transversales al eje z) de valor igual a

A(w) = abm = 20w

10
y por lo tanto, el volumen es V' = / A(w)dw = 10007.
0
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5.3. Calculo de volimenes de sélidos de revolucion

5.3.1. Utilizar integracién para calcular el volumen de un cono de radio r y altura h.
Solucién: Sea y = f(z) := %az la ecuacion de la recta que pasa por el origen y el
punto (h,r). Al rotar en torno al eje x la regién triangular de vértices (0,0), (h,0)

y (h,7) se genera el volumen que se pide calcular.

Al usar el métodos de los discos, se tiene
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5.3.2. Sean r y h dos constantes positivas.

a) Determinar la ecuacién de la recta L que contiene a los puntos (r,0) y (0, k).

b) Utilizando el método de anillos, calcular el volumen obtenido al rotar la regién
que se encuentra en el primer cuadrante acotada por la recta L y los ejes
coordenados, en torno al eje y

Solucion:

a) La ecuacién de la recta es y = ——x + h.
r

T 2
b)VzQW/x(—ﬁ$~l—h>d:E:7Wh.
0 r 3
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5.3.3. Sea R la regiéon del plano acotada por las curvas x +y =4, . =0 e y = 2.

a) Calcular el drea de R.
b) Determinar el volumen del sélido generado al rotar R en torno al eje x.

c¢) Determinar el volumen del sélido generado al rotar R en torno a la recta de
ecuacion r = —1.

d) Escribir las integrales que permiten calcular el volumen obtenido al rotar R en
torno a la recta y = 5 utilizando los dos métodos conocidos y luego, determinar
dicho volumen.

Solucién: https://www.desmos.com/calculator/w8ljed7t96

2
1
a) El drea de la regién R estd dada por A(R) = / {4 —z—V 2:6} dr = 30
0

? 164
¢) Anillos: V= 4 = 27r/ (1+2) <4 —z— 21:) dx = 164m
0

d) El volumen, utilizando anillos, estd dado por

2

2 4
Vy:5=27r/ (5—y)%dy+2ﬂ/ b—y)d—y)dy
0 2

y utilizando discos, se tiene

%zszw/:{(z)—\@)g—(5—(4—1;))2} da.

56
Ademés, V=5 = Tﬂ
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5.3.4. Para r > 0 fijo y h positivo y menor o igual que r también fijo, la grafica de la
ecuacion y = v/r2 —x2 con r — h < x < r, gira en torno al eje x para generar un
casquete esférico de altura h.

a) Utilizando el método de discos, calcular el volumen acotado por el casquete.

b) ;Qué se observa al considerar h = r?

¢) Una copa con forma de semiesfera y de didmetro 8 centimetros contiene una
cereza de diametro 2 centimetros. Si se vierte liquido en la copa hasta una
profundidad A centimetros,

icual es el volumen del liquido?

Solucion:

" 1
a) V_7T/ (r* — %) do = §7Th2<37'—h>.
r—h
b) Si h =r, se obtiene el volumen de la mitad de una esfera.
¢) Si 2 < h <4, la cereza estd totalmente sumergida y de la primera parte
L 5 T 2 3
Vil’quido — Vcasquete — V::ereza - gﬂ—h (12 - h) - ? 1= 5(12h —h® — 4)

Si0 < h <2, lacereza no esta totalmente sumergida y también de la primera
parte, se tiene

‘/h'quido = chasquete grande — ‘/Cereza + ‘/casquete pequeno

= ez - Tt e owpa-eon)

3 3 3
= 37h?
y asi,
3mh? , 0<h<?2
V(h) =

g(12h2—h3—4) L 2<h<A4

Fuente: H. Anton, I. Bivens, S. Davis, Calculus. Eleventh Edition, Wiley, 2015.
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5.3.5. La regién del primer cuadrante que se encuentra acotada por las curvas y = sin(z?),
y = cos(z?) y el eje y, rota en torno al eje y. Determinar el volumen del sélido
resultante.

Solucién: https://www.desmos.com/calculator/hb691zepjk

Vr/2
V= 27r/0 x [cos(2?) — sin(a?)] = (V2 - 1)
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5.3.6. Sea R la regién del plano limitada por la pardbola y = 22 y la recta y = mx
(m > 0). Sabiendo que los voliimenes generados por la rotacién de R en torno al eje
x y en torno al eje y son iguales, calcular el drea de R.

Solucién: Como mz = 2% & (z =0V x = m), se tiene que la pardbola y la recta
se intersectan en el origen y en el punto (m, m2).

El volumen obtenido al rotar R en torno a el eje x estd dado por
Ve = 7T/ [(mm)Q — ($2)2} dzx.
0
El volumen obtenido al rotar R en torno a el eje y estd dado por

Vy:27r/ x(mx—x2) dz.
0

5
De lo anterior, al igualar V, y V,,, se obtiene que m = 17 el area de la region R

estd dada por
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5.3.7. Sea R la regién acotada por las curvas y = 222 y 22 — y + 4 = 0. Esbozar la regién
R y luego, calcular:

a) El area de R.

b) El volumen obtenido al rotar R en torno a la recta x = 4.
c¢) El volumen obtenido al rotar R en torno a la recta xz = —1.
d) El volumen obtenido al rotar R en torno a la recta y = 10.

e) El volumen obtenido al rotar R en torno a la recta y = —1.

Solucién: https://www.desmos.com/calculator/cwjlgclcdh

2
a) / (22 4+4—22%) de =9

1
2
b) 27r/ (4—2) (2 +4—22%) do =63

1

2
c) 277/ (x+1) 2z +4—22%) do =27n
-1

d) w/_ (10 — (22%))® = (10 — (22 + 4)) dz = %

1

2
e) 7r/ (1+2x+4)2—(1+2x2)2 dx:?ﬁ%
-1
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5.3.8. Encontrar el volumen del sélido generado al rotar alrededor de la recta x = —4 la
regién acotada por las curvas x =y —y? y x = y* — 3.

Solucién: https://www.desmos.com/calculator/s48cokcjil

3
Dey—9y>=1y’-3=>y=—-1Vy= 2 se obtiene que los puntos de interseccion
33
entre las dos parabolas son (—2,—1) y (—Z, 5)

Utilizando discos, se tiene que el volumen esta dado por

3/2
V:ﬂ/ [(y—y2+4)2—(y2—3+4)2] dy:%.
-1
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5.3.9. Determinar el volumen del sélido que se obtiene al rotar en torno a la recta x = 2
la regién acotada por el eje x y la curva y = o — 2.

Solucién: https://www.desmos.com/calculator/0i70gx2dmc

Utilizando anillos, se tiene que el volumen esta dado por

V:27r/0 (2—x)(x—x2)dng.
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5.3.10. Determinar el volumen del sélido generado al rotar la regién del plano, limitada por
y = +/z, larecta x =4 y el eje x, en torno a las siguientes rectas

a) y=0,
b) =0,
c) v =4,
d) =75,
e) y=2e
f) y=3;

primero utilizando el método de anillos y luego el de discos.

Solucién: https://www.desmos.com/calculator/tmkuyeuaqq
2
a) Anillos: 27?/ (4y — y*)dy = 87
0

4
Discos: 7T/ rdr = 8m
0

! 12
b) Anillos: 27T/ r/rdr = %
0

2 128
Discos: 7T/ (16 — y4) dy = TW
0

4
2
¢) Anillos: 27r/ (4 — 2)Vxdr = ?
0
2 2567
Di : 4 —q? 2d -
iscos 7T/0 ( y ) y T
* 41
d) Anillos: 27T/ (5 —2)Vrdr = %
0
2 41
Discos: 7T/ [(5 — y2)2 — 1} dy = ﬂ
0 15
2
4
e) Anillos: 2%/ (2—y)4—1y*)dy = %
0
4
4
Discos: 7r/ [4 — (2 — \/5)2] dr = %
0

2
f) Anillos: 2#/ (3—1y)(4 —y*)dy = 247
0

4
Discos: 7T/ [9 — (3 — \/5)2] dr = 247
0
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5.4. Otras aplicaciones
5.4.1. Longitud de arco

5.4.1.1. Sea f : [a,b] — R una funcién de clase C*. La longitud del arco de y = f(x) desde
(a, f(a)) hasta (b, f(b)) esta dada por

/ab J1+ (@) da

3
Calcular la longitud de la curva de ecuacién y = % + — para x € [1, 3].
x

1
Solucién: Para f(x) = T 4+ =
T
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5.4.1.2. La longitud del arco de una curva en el plano parametrizada por c(t) = (z(t), y(t)),
donde x e y son funciones de clase C*, para a < t < b estd dada por

[ ey s wera

Un imén se ha pegado a la llanta de una rueda de radio a. En cada vuelta, mientras
la rueda avanza, la trayectoria recorrida por el iman estda dada por las ecuaciones
paramétricas

z(t) =a(t —sint) e y(t) =a(l — cost),

donde t € [0, 27]. ;Qué distancia recorre el iman cuando la rueda da una vuelta?

N
>

0] 2ma

1—
Indicacion: Puede considerarse la identidad % = sin? <g>

Solucién: La distancia recorrida por el iman cuando la rueda da una vuelta co-
rresponde a la longitud de arco de la curva C(t) = (z(t),y(t)), donde t € [0, 27],
determinada por la integral

e = [TVeorswora
_ :”Mdt
[ an(l)
-

Fuente: H. Anton, I. Bivens, S. Davis, Calculus. Eleventh Edition, Wiley, 2015.
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5.4.1.3. Hallar la longitud del arco que se encuentra en una circunferencia de radio R y que
subtiende un angulo de # radianes.

Solucidén: La circuferencia de radio R y centro en el origen puede parametrizarse
por medio de las ecuaciones

z(t) = Rcos(t) e y(t) = Rsin(t),

donde t € [0, 27].

[/

Utilizando la férmula de la longitud de arco, la longitud del arco que que subtiende
un angulo de 6 radianes es

L= /06 V@ ®) + (y/(0)dt = Ro.

Fuente: H. Anton, I. Bivens, S. Davis, Calculus. Eleventh Edition, Wiley, 2015.
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5.4.1.4. Calcular la longitud de la parte de la astroide de ecuacién

223 4 y2/3 -1

que se encuentra en el primer cuadrante

1
considerando x € {é’ 1] .

Solucién: https://www.desmos.com/calculator/axedalbajw

De las ecuaciones paramétricas

x(t) = cos®(t) e y(t) =sin’(t),

se tiene que

w/3
e [ VEOPT P -3

Fuente: G. Thomas, Calculus. Fifteenth Edition, Pearson, 2024.
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5.4.2. Area de superficie de revoluciéon

5.4.2.1. Sea f : [a,b] — R una funcién de clase C' y no negativa. Al rotar la curva y = f(x)
en torno al eje x se obtiene una superficie de revolucién cuya area esta dada por

27 /abf(ac)\/ 1+ (f/(x))dz.

Utilizar la féormula anterior para calcular el area del toro obtenido al rotar la cir-
cunferencia

2?4 (y—b)?=r?

en torno al eje x.

/
| /
\ /£ y /
4 N

\

M
\\\ /
1

Solucién: De la ecuacion del toro, se tiene que
y=>b+tVr?— a2

de donde si f(x) =b— V12 — 22y g(x) = b+ V1?2 — 22, el drea del toro es

T

A = 2 / Fan/1+ (F(0)de + 2 / g(oW/1+ (¢/(2)de

-r -r
" 1

= dbrw —dx
Y

= 4dbrn’.

Fuente: J. Rogawski, C. Adams, R. Franzosa, Calculus: Farly transcendentals. Fourth
Edition, Macmillan Learning, 2019.
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5.4.2.2. Hallar el area de la superficie de revolucién obtenida al rotar la curva de ecuacion
15
r=2/4—y,con () <y< T en torno al eje y.

Solucién: Considerando f(y) = 2v/4 —y, de la férmula del ejercicio anterior, se
tiene

15/4
A=on /0 P 1+ (f) dy = 2V

Fuente: G. Thomas, Calculus. Fifteenth Edition, Pearson, 2024.
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5.4.2.3. Se llama Cuerno de Gabriel o Trompeta de Torricelli al sélido de revolucion gene-

rado al rotar en torno al eje z el drea comprendida entre la curva f(z) = —, Vo > 1
x

y dicho eje. Verificar que el sélido se puede llenar pero no pintar.

YA

Solucién: Dado que el volumen del sélido es (método de discos)

+001
V:ﬂ'/ —dr =,
1

T2

es claro que él se puede llenar.

Por otra parte como la integral que permite calcular superficie del sélido es

too 1 1 Foo 1 1
27‘(’/ —\/1+—2dx:27r/ \| 5 + = dx,
. x 1 T x
1 /1< /1+1
x Va2~ Va2 g

+oo
y que la integral / —dx diverge a 400, el area superficial del sélido es infinito.
. T

pero dado que

De lo anterior, el sélido se puede llenar pero no pintar.

Fuente: J. Stewart, D. Clegg, s. Watson, Calculus. Ninth Edition, Cengage, 2020.
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5.4.2.4. Sea C una curva simple contenida en el semiplano y > 0 con ecuaciones paramétricas
r = f(t) ey = g(t) parat € [a,b], donde f y g son de clase C', si C gira en torno
al eje x se genera una superficie de area

b
o / o)/ (PO + (g/(0)2dt.

Utilizando esta férmula, calcular el area de la superficie de una esfera de radio R.

Solucién: Una parametrizacién de la semicircunferencia contenida en el semiplano
y > 0, de radio R y centro en el origen estda dada por

x(t) = Rcos(t) e y(t) = Rsin(t),

y

. 0.
-R R

donde ¢ € [0, 7] y al rotar dicha curva en torno al eje x se obtiene una esfera de
radio R, cuya area esta dada por

A = 27?/ Rsin(t) \/R2 sin?(t) + R2 cos?(t) dt
0

= 27TR2/ sin(t) dt
0

= 47R2
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5.4.3. Crecimiento y decrecimiento exponencial

Definicién: Dos cantidades son directamente proporcionales cuando su cuociente es cons-
tante, es decir, y es directamente proporcional con z, si existe k € R tal que

==k
x

Notacidn: Si y es (directamente) proporcional con z, se escribe y o x.

Si la rapidez a la cual crece una poblacion en un cierto instante es proporcional a la
poblacion en ese mismo momento y z(t) representa el nimero de individuos en el tiempo
t, entonces

dx

— = kux,

dt
donde k es una constante.

Cuando k > 0, se habla de crecimiento exponencial y cuando k < 0, de decaimiento
exponencial. Si z(0) = zy es conocido, se tiene un PVI (problema de valor inicial).

5.4.3.1. Una poblacién cuyo nimero de individuos en el tiempo ¢ es x(t), obedece la ecuacion

dx
— =k
dt &

con k constante. Si k < 0, resolver la ecuacion y calcular la semivida (o vida media).

Solucién: Al separar variables e integrar (esto resuelve el problema de manera
informal pero correcta), se tiene que

d
@ _ /kdt
e

Injz| = kt+C
z(t) = xeet,

donde z(0) = z¢ := € es la cantidad inicial de individuos. Si T es el tiempo en que
la cantidad de individuos tarda en reducirse a la mitad, entonces

= T .
5 5~ k

Fuente: J. Stewart, Cdlculo de una variable. Trascendentes tempranas. Octava edi-
cién, Cengage, 2018.
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5.4.3.2. Un cierto tipo de bacteria aumenta continuamente en razén proporcional a su can-
tidad presente. Si inicialmente hay 100 bacterias presentes y cinco horas mas tarde
hay 300 bacterias presentes. ; Cuantas habra diez horas después del momento inicial?

Solucidn: Se considera N = N (t) como la cantidad bacterias en el instante ¢, donde
t es el tiempo medido en horas. Dado que N aumenta de manera proporcional a su
cantidad presente, se tiene

dN
— = kN
dt 7
1 dN .
y como — (In(N)) = N %€ obtiene que
d
— (In(N)) =k
2 (n (V)

e integrando con respecto a t, se llega a que N(t) = Nye*.

N (0) =100 = Ny = 100

In (3)

N (5) = 300 = 100 = 300 = k =

De lo anterior, N (¢) = 100e™5™t y como N (10) = 100e2™® = 900, después de 10
horas se tendran 900 bacterias.

Fuente: J. Rogawski, C. Adams Calculus: Early transcendentals. Third Edition,
Macmillan, 2015.
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5.4.3.3. En un laboratorio el nimero de bacterias Escherichia coli aumenta continuamente
en razon proporcional a su cantidad presente y se replica cada 3 minutos. Si en el
instante inicial habia una sola bacteria. ;Cudntas habra después de 1 hora?

Solucidén: Sea A = A (t) la cantidad bacterias en el minuto ¢.

Dado que A aumenta de manera proporcional a cantidad presente, se tiene que

dA
kA
T

e integrando se obtiene que A(t) = Age*.

In (2)
3

AB)=2=k=
De lo anterior, A (t) = 100e ™5™t y después de 1 hora la cantidad de bacterias serd

A (60) = e = 1048576.

Fuente: J. Rogawski, C. Adams Calculus: Early transcendentals. Third Edition,
Macmillan, 2015.
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5.4.3.4. Los farmacélogos han demostrado que el nivel de penicilina en la sangre de un
persona disminuye a un ritmo proporcional a la cantidad presente.

a) Hallar la constante de decaimiento, si después de 6 horas de una inyeccién
inicial de 450 mg, la cantidad de penicilina presente en sangre es de 90 mg.

b) ;Qué cantidad de penicilina habra después de 18 horas de aplicada la inyeccién?

¢) ;En qué momento la cantidad de penicilina habré sido de 18 mg?

Solucién: Si la cantidad de penicilina (en mg) ¢t horas después de la inyeccién es
x, dado que el nivel de penicilina disminuye a un ritmo proporcional a la cantidad
presente, entonces

dx
Mk
a0

y se obtiene que z(t) = zoett.

a) De z(0) =450 y de z(6) = 90, se obtiene que k = —1In(5)/6

b) z(18) = 3.6 mg

¢) z(t*) = 18 = 450e~ " ()/6 = 18 = t* = 12 horas

Fuente: J. Rogawski, C. Adams Calculus: Early transcendentals. Third Edition,
Macmillan, 2015.
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5.4.4. Ley de enfriamiento de Newton

La Ley de enfriamiento de Newton senala que la razén de cambio de la temperatura
T de un cuerpo es proporcional a la diferencia entre 7" y la temperatura 7™ del medio que
lo rodea, es decir, si T es una funcién derivable que depende del tiempo t entonces

dr
—=k(T-T"
dt ( )7

donde & es una constante.

5.4.4.1. Se ha cometido un asesinato. El cadaver fue encontrado a las 14:00 horas, momento
en que se le tomo la temperatura, siendo ésta de 32°C' y dos horas mas tarde la
temperatura fue de 29°C'. Considerando que la temperatura de la habitacion donde
se encontraba el cadaver era constante y de 28°C' y que la temperatura de un cuerpo
con vida es de 36°C', determinar la hora del asesinato.

Solucién: Sean T = 28°C' la temperatura de la habitacién y T' = T (t) la tempe-
ratura del cadaver después de la primera medicién, donde t es el tiempo en horas.

ar . d o 1 dr _
De E_k(T_T) y el hecho que E1H|T_T|_ (T_T*)E,seobtlene

iln\T—T*\ = k.

dt
Integrando, se tiene que

/(iln|T—T*|) dt:/kdt,
dt

y entonces T'(t) = CeM + T*.

T0)=32=C+28=32=C=4.
T(2)=29=4e*+28=29=k=—1In(2).

De lo anterior, T (t) = 4e7*(?) 428 y si ¢, es la hora del asesinato, entonces

de~t+n(2) 1 28 = 36
de donde t, = —1 y por lo tanto, el asesinato fue a las 13:00 horas.
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5.4.4.2. Un termémetro que marca 70°F se coloca en un horno precalentado a una tem-
peratura constante de 390°F', medio minuto después el termémetro marca 110°F.
Determinar el tiempo que tardoé el termométro en marcar 145°F'.

Solucién: Sean T = 390°F la temperatura del horno y la 7' = T (¢) la tempera-
tura del termémetro en el instante ¢ (en segundos) una vez puesto en el horno. La
variacién de temperatura del termémetro es proporcional a la diferencia entre su
temperatura (variable) y la del horno, luego

dr

— = k(T —T%.
o =k )

Integrando, se tiene que T'(t) = T* — Cekt,
T(0) =70 = 70 =390 — C = C = 320.

In (7/8)

T (30) =110 = 110 = 390 — 320e3% = k = 20

De lo anterior, T'(t) = 390 — 32Oeln(;t)/8)t, luego si t representa el tiempo en que la

temperatura es 145°F', entonces

In(7/8)

390 — 320e 80 = 145.

Al resolver la ecuacién anterior, se tiene que £ = 60 y por lo tanto, el termémetro
tardé un minuto en marcar 145°F'.

Fuente: D. Zill A First Course in Differential Equations With Modeling Applications.
Ninth Edition, Cengage, 2009.
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5.4.5. Area en coordenadas polares

5.4.5.1. Calcular el area de la figura

barrida por la curva r = 62 + 460 y que se encuentra en el primer cuadrante.

7o nt

1 w/2 9
lucién: A = — 02 +40)°df = — + — + —
Solucién 2/0 (6% + 40) 320+16+ ;

Fuente: J. Rogawski, C. Adams Calculus: Early transcendentals. Third Edition,
Macmillan, 2015.
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5.4.5.2. Calcular el area de la region interior a la cardioide r = 4 + 4 cos6 y exterior a la
circunferencia r = 6.

T
Solucién: Como las curvas se intersectan cuando 6 = ig y dada la simetria de los

graficos, el area de la region

esta dada por

w/3
A= / [(4+ 4cos0)? — 6%] df = 18V/3 — 4r.
0
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5.4.5.3. Calcular el drea de la regién acotada interior al cardioide r = 1 — cos () y exterior
a la curva infinito r = 1 4 cos (26).

Solucién: Al resolver la ecuacion
1 —cos(#) =1+ cos(20)

se obtiene que 6 = —g, 0= g y 8 = 7, que son los angulos en donde las curvas se

intersectan.

El area de la regién acotada por el cardioide y fuera de la curva infinito es

A=2. %/ﬂ; [(1 = cos (0))” — (1 + cos (20))*] df = %(15\/5

https://www.desmos.com/calculator/j6gd5y4uwb
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5.4.5.4. Sean Cy y Cy dos curvas de ecuaciones polares r = 2cos (0) + 2sin(0) y r = \/5,
respectivamente.

a) Escribir la ecuacién cartesiana de cada curva.

b) Bosquejar dichas curvas, indicando sus puntos de interseccién en coordenadas
polares.

c¢) Escribir la integral que permite calcular el drea de la regién interior a ambas
curvas.

Soluciodn:
a) Del cambio z = rcos(f) e y = rsin(f), se tiene que z* +y* = r? y por lo tanto,

la segunda ecuacién en coordenadas cartesianas estd dada por % + y? = 2.

De la primera ecuacién, se que tiene 72 = 2rcos() + 2rsin(f), lo cual en
coordenadas cartesianas se escribe como

Pryt=224+2ye (z -1+ (y—1)* =2

b) Un bosquejo de las curvas es

21

https://www.desmos.com/calculator/m13hmg52wu

De la ecuacién

2cos (0) + 2sin (0) = V2 & sin (20) = _%

. T s . .
se obtiene que 0 = TR que 0 = EEL por lo tanto los puntos de interseccion
m I
2, ——) 2.7,
son (f 12) 7 (\/_ 12)

c¢) Utilizando simetria con respecto a la recta 6 = 7/4, el drea de la regién interior
a ambas curvas puede calcularse por medio de la integral

A(R) = /:ﬂ/u [\/5]20[9 + /737r/4 [2 cos (6) + 2sin ()]* db.

/4 7/12
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5.4.5.5. Calcular el area de la regién barrida por el espiral » = 6, durante su tercera revolu-

cién que no fue barrida durante las dos revoluciones anteriores.

Solucién:

-20

-20+

1 61 1 47
A:—/ 92d9——/ 0% do = 1673
4 2 2

2

T e

https://www.desmos.com/calculator/nzr28qyso?2

20

Fuente: L. Leithold, The Calculus 7 of a Single Variable. HarperCollins College

Publishers, 1996.
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5.4.5.6. Calcular el area de la region interior a la circunferencia » = 5cosf y exterior al
limagon r = 2 + cos 6.

Ny

T
Solucién: Como las curvas se intersectan cuando 6 = ig y dada la simetria de los

graficos, el area de la region

e Y
\V

esta dada por

A = /w/B [(5cos6)? — (2 + cos6)?] df

w/3
= / [12 cos(26) — 4 cos 0 + 8] db
0

8
= §+\/§.
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5.4.5.7. Calcular el area dentro del lazo mayor de la curva r = 1 + 2 cos 6 que es exterior a
su lazo menor.

Solucién:

27

A:/3 (1+200$9)2d9—/ (14+2cos0)*df =7 +3V3
0 2

a7

https://www.desmos.com/calculator/dfazmeyhpj
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5.4.5.8. Calcular el drea encerrada por la curva r = 3 cos(30).

Solucién:

i

A= 27/6 cos®(30)df = o
0 4

https://www.desmos.com/calculator/emsggjubOe
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5.4.5.9. Calcular el drea encerrada por las curvas r = —6cos(f) y r = 2 — 2 cos(0).

Solucién:

27

A= 36/ ’ cos?(0)do +/ (2 — 2cos(6))*df = 57

s

https://www.desmos.com/calculator/bs8mpnezjh
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5.4.5.10. Calcular el area achurada en la figura

y
A r=2+sin20

r=2+cos 26

considerando la simetria de ella.
5m/8

Solucion: A = 2/

(2 + cos (20))* = 7 — 412
w/8

Fuente: J. Rogawski, C. Adams Calculus: Early transcendentals. Third Edition,
Macmillan, 2015.

Péagina 220 de [222

http://www.udec.cl/~egavilan


http://www.udec.cl/~egavilan

©

Pagina 221 de [222

http://www.udec.cl/~egavilan


http://www.udec.cl/~egavilan

Ultima actualizacién: 3 de marzo de 2025

©) Prof. Elvis Gavilan

Pagina 222 de [222

http://www.udec.cl/~egavilan


http://www.udec.cl/~egavilan

	Límite y continuidad
	La derivada
	Aplicaciones de la derivada
	Variaciones relacionadas
	Gráficos
	Optimización (Problemas de máximos y mínimos)
	Regla de L'Hôpital

	La integral
	Teorema Fundamental del Cálculo
	Cálculo de integrales indefinidas
	Cálculo de integrales definidas
	Integrales impropias

	Aplicaciones de la integral
	Cálculo de áreas planas
	Cálculo de volúmenes por secciones transversales
	Cálculo de volúmenes de sólidos de revolución
	Otras aplicaciones
	Longitud de arco
	Área de superficie de revolución
	Crecimiento y decrecimiento exponencial
	Ley de enfriamiento de Newton
	Área en coordenadas polares



