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¡Bien! Seguramente ya terminaron las vacaciones e intentando estudiar Cálculo III hay
que recordar un poco lo visto en primer año. Si alguien está decidido a estudiar Cálculo
III, repasar un poco lo de antes y revisar esta colección de problemas resueltos podŕıa
ayudarle un poco; podŕıa, porque si un estudiante no asiste a clases y no estudia, no hay
mucho qué hacer con este documento y quizás sea mejor pasar el tiempo haciendo alguna
otra cosa en lugar de estudiar.

El Cálculo en varias variables entrega las bases necesarias para estudiar muchas apli-
caciones, por ejemplo, en f́ısica e ingenieŕıa los conceptos de densidad, trabajo y voltaje
están definidos formalmente mediante la integral múltiple, integral de ĺınea e integral de
ĺınea sobre campos vectoriales conservativos, respectivamente. En varias otras áreas re-
lacionadas con la Matemática Aplicada resulta de vital importancia estar familiarizado
con el Cálculo en varias variables; por ejemplo en Electromagnetismo son fundamentales
el Teorema de Gauss y el Teorema de Stokes, en Probabilidades y Estad́ıstica el valor de
la famosa ∫ +∞

−∞
e−x2

dx

cuyo valor exacto se puede obtener mediante el uso de las coordenadas polares y el
Teorema del cambio de variables, está asociado a la distribución normal estándar; y en
Métodos de Optimización o Investigación Operativa es conveniente como punto de partida
conocer el Teorema de los valores extremos y los multiplicadores de Lagrange.

Este documento puede ser encontrado en http://www.udec.cl/~egavilan y corres-
ponde, en gran parte, a una recopilación de problemas resueltos hace un rato por exestu-
diantes de Ingenieŕıa Civil en la Universidad de Concepción. Los ejercicios están separados
en tres grupos, el primero para complementar lo visto en clases, el segundo a aquellos que
podŕıan aparecer en algún test y el tercero a esos que se preguntan en los certámenes. A
continuación hay una especie de ı́ndice:

1. Nociones de topoloǵıa: Página 5, problema 1; 9, 1; 65, 1; 66, 1; 67, 1; 68, 1; 69,
1; 70, 2; 72, 1; 74, 1; 76, 1.

2. Funciones de varias variables, curvas de nivel, ĺımite y continuidad: 5,
problemas 2, 3 y 4; 9, problemas 2, 3 y 4; 65, 2; 66, 2; 67, 2; 68, problemas 2 y 3;
69, 2; 70, problemas 1 y 3; 72, 2; 74, problemas 2 y 3; 82, 1; 98, 1; 133, 1.

3. Derivadas parciales

i) Definición de derivada parcial y diferenciabilidad: 12, problemas 1, 2 y 4; 15,
1 y 2; 76, 2; 79, 1; 82, 2; 91, 1; 98, problemas 2 y 3; 104, 1; 125, 1; 129, 1; 141,
1; 146, 1; 150, 1; 161, 1; 168, 1.

ii) Matriz jacobiana, buena aproximación, espacio tangente y funciones de clase Ck:
12, 3; 18, 1; 21, 1; 77, problemas 1 y 3; 84, 2; 86; 99, 2; 158, 1; 171, 1; 176, 1.

iii) Derivada direccional: 15, 3; 77, 2; 79, 2; 84, 1; 93, 2; 99, 1; 129, 3; 137, 1; 168,
2.

http://www.udec.cl/~egavilan


4. Regla de la cadena: 18, problemas 2, 3, 4 y 5; 21, problemas 2, 3 y 4; 88; 89, 2;
91, 2; 93, 1; 96, 1; 125, 2; 129, 2; 133, 2; 137, 2; 141, 2; 161, 2; 165, 1; 168, 2; 173,
1; 178, 1.

5. Teorema de la función inversa, Teorema de la función impĺıcita: 24; 88, 2;
89, 1; 91, 2; 93, 2; 94, 1; 96, problemas 2 y 3; 99, 2; 129, 4; 133, 3; 137, 3; 146, 2;
178, 2.

6. Extremos libres, extremos condicionados, multiplicadores de Lagrange:
28; 94, 2; 101, 1; 104, problemas 3 y 4; 125, problemas 3 y 4; 129, 5; 133, 4; 137,
4; 144, 1; 146, 4; 154, 1; 158, 1; 161, 3; 165, 2; 171, 2; 173, 2; 176, 3; 180, 1; 182,
problemas 1 y 2.

7. Funciones definidas por integrales: 35, 101, 2; 103; 104, 2; 108, problemas 1 y
2; 109; 150, 2; 182, 5.

8. Integración

i) Integración sin cambio de variables: 39, 3; 41, 3; 45, problemas 3 y 4; 107; 108,
3; páginas 110 y 111; 114, 1; 115, 1; 116, 1; 117, problemas 1 y 3; 118, 1; 120,
1; 137, 5; 144, 2; 146, 3; 154, 2; 158, 3; 165, problemas 3 y 4; 168, 5; 171, 3;
176, 2; 178, problemas 3 y 4; 180, problemas 2 y 3.

ii) Integración con cambio de variables: 39, problemas 1 y 2; 41, problemas 1 y 2;
45, problemas 6 y 7; 113, 1; 117, 2; 118, 2; 144, problemas 3 y 4; 146, 5; 158,
2; 168, 3; 173, 3; 176, 3.

iii) Coordenadas polares: 39, 4; 41, 6; 49, problemas 1 y 3; 114, 2; 115, 2; 123, 1;
141, problemas 3 y 4; 171, 5; 176, 4; 180, problemas 3 y 4.

iv) Coordenadas ciĺındricas: 39, problemas 5 y 6; 41, problemas 4, 5, 7, 8 y 9; 45,
problemas 1 y 5; 116, 2; 117, 1; 118, 3; 119, 1; 125, 5; 133, 5; 137, 5; 144, 5;
150, 3; 154, 2; 165, 5; 168, 4; 173, problemas 4 y 5; 178, 5.

v) Coordenadas esféricas: 39, problemas 5 y 6; 41, problemas 5, 7, 8 y 9; 45, 2;
49, 2; 124, 1; 137, 5; 165, 5; 168, 4; 171, 4; 173, 5.

9. Cálculo vectorial

i) Integral de ĺınea: 51, problemas 1, 5, 6 y 7; 141, 5.

ii) Teorema de Green: 55, problemas 1 y 2; 60, 1; 112, 1; 113, 2; 120, 3; 121; 150,
4; 154, 3; 182, problemas 3 y 5.

iii) Campo conservativo: 49, 4; 51, 7; 55, 5; 60, 3; 112, 2; 116, 3; 120, 2; 124, 2;
154, 4; 158, 4.

iv) Integral de superficie: 51, problemas 2, 3 y 4; 119, 2.

v) Teorema de Stokes: 51, 6; 55, problemas 3, 4 y 7; 60, problemas 3, 5, 7 y 9;
123, 2; 154, 5; 161, 5; 176, 5; 180, 5.

vi) Teorema de Gauss: 55, problemas 3 y 6; 60, problemas 2, 4, 5, 6, 8 y 10; 123,
3; 150, 5; 154, 5; 158, 5; 161, 4; 182, 4.
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EJEMPLOS 
 
1. Para los siguientes conjuntos determinar la adherencia; el interior; el conjunto de los 

puntos de acumulación y la frontera. 
 

     2 3, : , 0 0,1A x y x y x x      , 

  3 2 2, ,1 : 1B x y x y    , 

         4 2 2 2 2, , , :1 4 0,0,0,0 ; 1,0,0,0 ; 1,1,1,2C x y z t x y z t        , 

  3 2 2, , : 4 0D x y z z x y      . 

 
2. Calcular, si es posible, los siguientes límites: 
 

a) 
   

2

2, 0,0

1
sin

lim
x y

x
x y

x x y

 
  

 
, 

 

b) 
   

4

6 2, 0,0
lim

x y

x y

x y 
, 

 

c) 
   

 
 

 

 

2

2 2

12

1

2 2, 1,0

1
lim

1

x

x y

x y

x
e

x y



 





 
, 

 

d) 
   

 2 2

, 0,0

sin
lim

x y

x y

x y




. 

 
3. Sean f  y  g  las funciones definidas, para    0,0,0,, zyx , como sigue 

 

   4 3 3

1
, , cos

xyz
f x y z

x z x y

 
 
   

  y     
2 2

, , , ,
x z

g x y z f x y z
x y


 


. 

 
¿Cómo habría que definirlas en  0,0,0  para que resulten continuas en dicho punto? 

 

4. Sea 2:f   ,  
2

2

2

,
,

0 ,

x
x y

x yf x y

x y




 
 

. Analizar la continuidad de  f . 
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Idea de la Solución: 
 

1. A :  

 
 

     1,00,:, 3
__

 xxyxyxA ,   3, :A x y x y x  


,8 puntos 

A   0,:, 3  xxyxyx       8 puntos 

          3, : ,  0 1 , : ,  0 1 0,1Fr A x y y x x x y y x x          

 

  'B B Fr B B   ,  B 


. 

 

  2 2 2 2, , , :1 4C x y z t x y z t     


 

       
__

2 2 2 2, , , :1 4 0,0,0,0 ; 1,1,1, 2C x y z t x y z t        

  2 2 2 2' , , , :1 4C x y z t x y z t       

         2 2 2 2 2 2 2 2, , , :1 4 0,0,0,0 ; 1,1,1,2Fr C x y z t x y z t x y z t            

 
D : 

 
 
 

    2 2, , : 4 0 'D x y z z x y D Fr D       ,  D 
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2.  

a) Para    , 0,0x y  , 

2

2 2

2 2

1
sinx

x y x x
x

x x y x x y x

 
     

   
 y como 

   , 0,0
lim 0

x y
x


 ; entonces, 

por Teorema del sandwich se tiene que 
   

2

2, 0,0

1
sin

lim 0
x y

x
x y

x x y

 
   

 
. 

 

b) Para    , 0,0x y  , 
 

 

 

2
334

2 26 2
3 3

,

, ,

x x yx x yx y
x

x y x y x y


  


; luego 

   

4

6 2, 0,0
lim 0

x y

x y

x y



. 

 

c) Si     2, , : 1x y x y x    entonces 
   

 
 

 

 

2

2 2

12

1

2 2, 1,0

1
lim 0

1

x

x y

x y

x
e

x y



 






 
. 

 

 Si     2, , : 0x y x y y    entonces 
   

 
 

 

 

2

2 2

12

1

2 2, 1,0

1
lim

1

x

x y

x y

x
e e

x y



 






 
. 

 
 De lo anterior, no existe límite. 
 

d) 
   

 
   

 
 

   
 

 2 2 2 2

2 2, 0,0 , 0,0 , 0,0 0

sin sin sin
lim lim lim lim 0 1 0

x y x y x y t

x y x y t
x y x y

x y x y t   

 
      

 
. 

 
    

3. Para f :  Como    zyxhxyzyxf ,,,,  ,      0,0,0,,  zyx   y 
   

 
, , 0,0,0

lim , , 0
x y z

h x y z


 , 

 

 entonces 
   

 
, , 0,0,0

lim , , 0
x y z

f x y z


 . Debe definirse  0,0,0 0f  . 

  

Para g :  Como 
   

 
, , 0,0,0

lim , , 0
x y z

f x y z


 , debe analizarse 
    2 2, , 0,0,0

lim
x y z

x z

x y




. Si  , ,x y z  está 

 

en   3, , : 0x y z y z   , se tiene 
    2 2, , 0,0,0 0

lim lim
x y z x

x z x

xx y 





 y como este límite no existe, 

 

   
 

, , 0,0,0
lim , ,

x y z
g x y z


 no existe y g  no puede definirse de modo que sea continua en  0,0,0 . 
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4.   2 2, :A x y x y    , si    Ayx 00 ,   se tiene que 
   

   
0 0

0 0
, ,

lim , ,
x y x y

f x y f x y


  

 
 (cuociente de polinomios con denominador no nulo), por tanto f  es  continua en A . 

  
 

 Ahora si     , 0,0Cx y A  , 
   

 
2
0 0, ,

lim ,
x y y y

f x y
 

 no  existe. 

  

 En el origen, al tomar la trayectoria   2 2, :x y x y  , se tiene que 

 

 
   

   
, 0,0

1
lim , 0,0 0

2x y
f x y f


   , luego f  no es continua  0,0 . 

 

 Así, f  es continua A  y es discontinua en CA . 
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1. Para el conjunto   2, : 0 1A x y x y      determinar la adherencia 
__

A , la 

frontera  Fr A , el conjunto de los puntos de acumulación A  y el interior 


A . 

 

2. Para  
yx

yx
yxf






33

, , calcular 
   

 
, 0,0
lim ,

x y
f x y


. 

 
3. Estudiar la continuidad en el origen para las siguientes funciones:  
 

a) 2:f   ,  
 

   

   

22 2

2 2

sin
, , 0,0,

0 , , 0,0

x y
x yf x y x y

x y

        




, 

 

b)  2:g   ,  
 

 

3 2

2 2 2

sin ,
,

cos ,

x y y x
g x y

x xy y y y x

  
 

   

. 

 

4. Analizar la continuidad de  f  en todo 2  si  

















1,0

1,
1),(

22

22

22

22

yx

yx
yx

yx

yxf . 

Idea de la Solución: 
 

1.  
 

 
 

 


__

A   2, : 0 1x y x y A     ,  AA 


,  

 

       2, : 1 0,0Fr A x y x y     . 
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2.  
3 3 3 3 3 3 3 3 3

2 22 2 2
,

x y x y y x y y y
f x y x xy y

x y x y x y x y x y

   
       

    
. 

Como 
   

 2 2

, 0,0
lim 0

x y
x xy y


   , debe analizarse la existencia de 

   

3

, 0,0
lim

x y

y

x y 
. 

 

k
yx

y




3

     y
k

y
x 

3

, 0k  . 

 

Sea  
3

2, : , 0
y

T x y x y k
k

 
     

 
 .  

 

Si   Tyx ,  entonces 
   

3

, 0,0
lim

x y

y
k

x y



 y por lo tanto 

   

3

, 0,0
lim

x y

y

x y 
 no existe. 

 

Luego, 
   

 
, 0,0
lim ,

x y
f x y


 no existe. 

 
3.  
 

a) 
   

 
   

 
 

 

22 2

2 2

22 2, 0,0 , 0,0

sin
lim , lim

x y x y

x y
f x y x y

x y 

 
   


 

 

      
   

 
   

 

 

22 2

2 2

22 2, 0,0 , 0,0

sin
lim lim

x y x y

x y
x y

x y 

    


 

 
      10   
  
      0 . 
 

Como 
   

   
, 0,0
lim , 0 0,0

x y
f x y f


  , f  es continua en  0,0 . 

20 puntos 

b) Si     2, , : 0, 0x y T x y x y     , se tiene 
   

 
, 0,0
lim , 1

x y
g x y


 . Si el límite existiera su 

 

 valor debería ser 1, como  1 0 0,0f  , g  no es  continua en  0,0 . 
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4. Sea   2 2 2, : 1B x y x y    . 

 

 Si    CByx 00 ,   se tiene que  f   es el cuociente de polinomios con denominador no nulo, 

 

 luego 
   

   
0 0

0 0
, ,

lim , ,
x y x y

f x y f x y


 , por tanto f  es  función continua en el conjunto CB . 

 Ahora si   Byx ,   el denominador de la expresión  
122

22





yx

yx
 es siempre cero, luego 

 
cuando el numerador es no nulo el límite no existe. Deber analizarse entonces el caso en  

 
que el numerador sea cero, 

 

122  yx  (1)     xyyx  022  (2) 

 
Al reemplazar la ecuación (2) en la (1), se llega a las siguientes soluciones: 

 

1

1 1
,

2 2
P

 
  
 

  2

1 1
,

2 2
P

 
  
 

 

 

3 2P P     4 1P P   

 
  

Para 
 

 
 1 1

2 2

2 2, ,
lim , lim

1x y P x y P

x y
f x y

x y 




 
,  al tomar la trayectoria   2 1

, :
2

x y y
 

  
 

  

 

se tiene que 
 

   
1

1
,
lim , 1 0

x y P
f x y f P


   .  

 

Luego f  no es continua en 1

1 1
,

2 2
P

 
  
 

. 

 
De manera similar se llega a que f  no es continua en los otros tres puntos. 

 

 De lo anterior, f  es continua en todo 2  excepto en   2 2 2, : 1x y x y   . 
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1. Sea   
     

   











0,0,0,,,0

0,0,0,,,
sin

,, 22

zyx

zyx
zyx

xyz

zyxf . 

 
Mostrar que f  es diferenciable en el origen. 

 

2. Sea 2:f   , definida por        

   























0,0,,0

0,0,,
1

sin
, 22

22

yx

yx
yx

yx
yxf . 

 

a) Mostrar que f  es diferenciable en  todo 2 . 

b) Hallar la ecuación del plano tangente al gráfico de f  en 
1

1,2, 5sin
5

  
  
  

. 

 

3. Sea 2:f    definida por      

   











0,0,,0

0,0,,
, 22

32

yx

yx
yx

yx
yxf . 

 

 Probar que f  es de clase 1C  en todo 2 . 

 

4. Sea : nf    una norma en n . ¿Es f  diferenciable en el origen? 

 
 
Idea de la solución: 

 
1.   00,0,0 f , 

 

 
   

   
0 0

,0,0 0,0,0 0 0
0,0,0 0 0,0,0 0,0,0

h h

f h ff f f
lím lím

x h h y z 

   
    

  
 

 

En este caso se tiene que f  es diferenciable en el origen ssi 
   

 
 , , 0,0,0

, ,
lim 0

, ,x y z

f x y z

x y z
 . 

  

 Como 
 

 
 

   
 

, , sin
, ,

, , , , , ,

f x y z xyz xy
x y z

x y z x y z z x y z
   ,     0,0,0,,  zyx  y 

 

 
   

 
, , 0,0,0

lim , , 0
x y z

x y z


 , se tiene que efectivamente 
   

 
 , , 0,0,0

, ,
lim 0

, ,x y z

f x y z

x y z
 ; luego, f  es 

 diferenciable en  0,0,0 .  
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2.  
 

a)   

























222222

1
cos

21
sin2,

yxyx

x

yx
xyx

x

f
,    0,0,  yx ; 

 

   

























222222

1
cos

21
sin2,

yxyx

y

yx
yyx

x

f
,    0,0,  yx . 

 
 Las dos derivadas parciales son funciones continuas    0,0,  yx , es decir, f  es de clase 

   

 1C     0,0,  yx . Luego, f  es diferenciable en    2 0,0 . 

 

 En el origen,       00,00,00,0 










y

f

x

f
f . Luego, f  es diferenciable en  0,0  ssi 

 

 
   

 
 , 0,0

,
lim 0

,x y

f x y

x y
 . Como 

 
 

 
,

,
,

f x y
x y

x y
 ,    0,0,  yx   y 

   
 

, 0,0
lim , 0

x y
x y


  

 

 se tiene por Teorema del sandwich que 
   

 
 , 0,0

,
lim 0

,x y

f x y

x y
 ; luego f  es diferenciable 

   

 en  0,0 . Por tanto, f  es diferenciable en  todo 2 . 

 
b) La ecuación del plano tangente en el punto  0,0,0  está dada por 0z  . 

 

La ecuación del plano tangente en el punto 
1

1,2, 5sin
5

  
  
  

 está dada por 

 

8 1 1 1 2 1 1 4 1
cos 3sin 2sin cos 4sin cos

5 5 5 5 5 5 5 5 5
z x y

              
                   

              
. 

 

3. Como  
 

5

22 2

2
,

f xy
x y

x x y




 
 y  

 

4 2 2 4

22 2

3
,

f x y x y
x y

x x y

 


 
, se tiene que 

f

x




 y 

f

y




 son 

 

funciones continuas    , 0,0x y   ya que ellas son cuocientes de polinomios con 

 

denominador no nulo. Luego,    0,0,  yx , f  es función de clase 1C . 
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    00,00,0 









y

f

x

f
.   

 

 Como    
2

, 2 ,
f

x y x y
x





,    0,0,  yx  y    

2
, 4 ,

f
x y x y

y





,    0,0,  yx  y 

 

 
   

 
, 0,0
lim , 0

x y
x y


 , entonces 

   
   

, 0,0
lim , 0 0,0

x y

f f
x y

x x

 
 

 
 y 

 

 
   

   
, 0,0
lim , 0 0,0

x y

f f
x y

y y

 
 

 
. Por tanto, f  es de clase 1C  en todo 2IR . 

 
 

4. 
   

 
0 0

,0,...,0 0,...,0
lim 1,0,...,0 lim
h h

hf h f
f

h h 


 , como  1,0,...,0 0f   y  

0
lim
h

h

h
 no existe, 

 
 la derivada parcial de f  con respecto a la primera variable no existe en el origen, luego f  no 

 
 es diferenciable en dicho punto. 
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1. Sea       

   











0,0,,0

0,0,,
, 42

22

yx

yx
yx

yx
yxf . 

a) Calcular 
x

f




  en cada punto donde exista. 

b) Decidir si 
x

f




 es continua en el punto  0,0  y si f  es diferenciable en  0,0 . 

 

2. Sea 2:pf    definida por  
   

   
















0,0,0

0,0,,
,

23

yx

yx
yx

yxx

yxf pp
p . 

 
¿Para qué valores de p  la función pf  es diferenciable en el origen? 

 

3. Sea : nf    definida por  
pn

i

p

ixXf

1

1









 



, con 1p . 

 
a) Analizar la diferenciabilidad de f  en el origen. 

b) ¿Para qué direcciones f  admite derivada direccional en el origen? 

c) ¿Qué ocurre en a) y b) si    max if X x ? 

 
Idea de la solución: 
 

1.  
 

a)  
 242

62
,

yx

xy
yx

x

f







     0,0,  yx  

 

 
   

0

,0 0,0
0,0 lim 0

h

f h ff

x h


 


. 

 

b) 
x

f




 es continua en el punto  0,0    

   
   

, 0,0
lim , 0 0,0

x y

f f
x y

x x

 
 

 
. 

 

Como     2 2, , :x y T x y x y       
   

 
, 0,0
lim , 0

x y

f
x y

x





, luego 

x

f




 no es  

 
continua en el origen. 
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En este caso se tiene que       00,00,00,0  yx fff , luego f  es diferenciable en  0,0  ssi 

   

 
 , 0,0

,
lim 0

,x y

f x y

x y
 .  

 

Como 
 

     
 

2 2

22 4

,
,

,,

f x y x y
x y

x x yx y x y
 


,    , 0,0x y   y 

   
 

, 0,0
lim , 0

x y
x y


 , 

 

entonces 
   

 
 , 0,0

,
lim 0

,x y

f x y

x y
 . 

 
 f  es diferenciable en  0,0 . 

   
 

2.  
    2

0 0

,0 0,0
0,0 lim limp p p

ph h

f f h f h

x h h 

 
 


,  

   
0

0, 0,0
0,0 lim 0p p p

h

f f h f

y h

 
 


. 

 

 Si  2p , pf  no es diferenciable en el origen ya que  0,0
x

f p




 no está definida. 

 

 Si 2p  se tiene que  2 0,0 1
f

x





 y 2f  es diferenciable en  0,0  si y sólo si 

 

   

       

 

2 2
2 2

, 0,0

, 0,0 0,0 0,0
lim 0

,x y

f f
f x y f x y

x x
x y

 
  

   . 

 

En este caso el límite queda 
   

 
     

 

 
2

3
, 0,0 , 0,0

,
lim lim

, ,x y x y

f x y x xy x y

x y x y 

 
 ; al tomar la  

 

trayectoria    2, :x y y x    se tiene que 
   

 

 
3

, 0,0

1
lim 0

2,x y

xy x y

x y


   ; luego  

 

2f  no es diferenciable en  0,0 . 

 

 Si 2p  se tiene que   00,0 




x

f p
, pf  es diferenciable en  0,0     

   

 
 , 0,0

,
lim 0

,
p

x y

f x y

x y
 , 

 
como 
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3 23 2

2,
2 , ,  , 0,0

, ,

p p
pp

p

x x yf x y x x y
x y x y

x y x, yx y x

 
 

      

 

y 
   

 
2

, 0,0
lim , 0

p

x y
x y




  entonces por Teorema del sandwich 

   

 
 , 0,0

,
lim 0

,
p

x y

f x y

x y
 , luego, pf  

es diferenciable en  0,0 . 

 

 Finalmente  pf  es diferenciable en  0,0     2p . 

 
3.  
 

a) Como 
   

0 0

,...,0 0,...,0
lim lim
h h

hf h f

h h 


  no existe, no existe la derivada de f  con respecto a 

la variable 1x  en el origen; por tanto, f  no es diferenciable en ese punto. 

 
 

b) Sea  1
ˆ ,..., nv v v  un vector unitario. Al considerar 

   
 

0 0

ˆ 0,...,0
ˆlim lim

t t

tf tv f
f v

t t 


 , se 

 

tiene que este límite existe y vale cero solamente cuando  ˆ 0f v  , o sea si v̂  , lo cual es  

 

una (contradicción). Por lo tanto,  
ˆ

f

v





 no existe. 

 
  

c) Lo mismo. 
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1. Sea   z
y

x
xzyxf 








 sin,,  definida para 0y   y sea     3, , : , , 0S x y z f x y z   . 

Encontrar la ecuación del plano tangente a S  en el punto   Szyx 000 ,,  y mostrar que 

él contiene al origen. 
 

2. Sea 













yx

yx
fz , con :f    de clase 1C . Probar que    , , 0

z z
x x y y x y

x y

 
 

 
. 

 

3. Si f  es real de variable real, si  ,
x y

u x y xy f
xy

 
  

 
, determinar una expresión para la 

función escalar  ,g x y  de modo que se verifique la relación 

 

       2 2, , , ,
u u

x x y y x y g x y u x y
x y

 
 

 
. 

 

4. Calcular  fg
dt

d
  en 2t , donde 3:f    está definida por    22 ,4,  tetttf  

 y g  es una función a valores reales con dominio 3  tal que 

 

    40 



P

x

g
,        20 




P

y

g
,        20 




P

z

g
      y       1,0,20 P . 

 

5. Sea 2:f   ,    , ,x y f x y  una función de clase 2C  y el cambio de variables 

dado por vux   e  uvy  . Sea 2:g   ,      , , ,u v g u v f u v uv   . Obtener 

una expresión para    
2 2

2 2
, ,

g g
u v u v

u v

 


 
 en términos de las variables x  e  y . 

 
Idea de la solución: 

 

1. La ecuación del plano pedido es    0 0 0 0 0 0, , , , 0f x y z x x y y z z      , de donde se tiene 

 

      
2

0 0 0 0 0
0 0 02

0 0 0 0 0

sin cos , cos , 1 , , 0
x x x x x

x x y y z z
y y y y y

      
              

      
 

 

 y como 









0

0
00 sin

y

x
xz , dicha ecuación queda 
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 0coscossin
0

0

2
0

2
0

0

0

0

0

0

0 






































z

y

x

y

x
y

y

x

y

x

y

x
x ,  

 
de donde se ve claramente que el origen está contenido en el plano tangente. 

 
  

2.  
 

2

2
,

z y x y
x y f

x x yx y

  
   

   
,  

 
2

2
,

z x x y
x y f

y x yx y

  
  

   
 

 

   
   

2 2

2 2
, , 0

z z xy x y xy x y
x x y y x y f f

x y x y x yx y x y

      
        

       
. 

 

3.  ,  '  '
u x y x y x y x y y x y

x y y f xy f y f f
x xy xy x xy xy x xy

               
            

          
, 

 

 ,  '  '
u x y x y x y x y x x y

x y x f xy f x f f
y xy xy y xy xy y xy

               
                      

, 

 
reemplazando lo anterior en la relación dada se tiene, 

  

   2 2 , ,
x y x y

x y f xy f g x y u x y
xy xy

    
    

   
. 

 

  Luego, una fórmula para 2:g   , es  ,g x y x y  . 

 

4. Sean  x t t ,   2 4y t t  ,   2tz t e  ;               , ,g f t g f t g x t y t z t   

 

                          , ,
d d g x g y g z

g f t g x t y t z t f t t f t t f t t
dt dt x t y t z t

     
   

     
; 

 

como   02f P , se tiene 

 

        02 Pg
dt

d
fg

dt

d            222 000
t

z
P

z

g

t

y
P

y

g

t

x
P

x

g


























 

   

     141242142 fg
dt

d
. 
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5.              , , , , , , ,
g f x f y f f

u v x y u v x y u v x y v x y
u x u y u x y

      
   

      
 

 

                 
2 2 2 2 2

2 2 2
, , , , , , , , ,

g f x f y f x f y
u v x y u v x y u v v x y u v x y u v

u x u y x u x y u y u

         
               

  

         
2 2 2 2 2

2

2 2 2
, , , , ,

g f f f f
u v x y v x y v x y v x y

u x y x x y y

    
   

      
 

 

             , , , , , , ,
g f x f y f f

u v x y u v x y u v x y u x y
v x v y v x y

      
   

      
 

 

                 
2 2 2 2 2

2 2 2
, , , , , , , , ,

g f x f y f x f y
u v x y u v x y u v u x y u v x y u v

v x v y x v x y v y v

         
               

 

         
2 2 2 2 2

2

2 2 2
, , , , ,

g f f f f
u v x y u x y u x y u x y

v x y x x y y

    
   

      
. 

 

Aquí, 
2 2f f

y x x y

 


   
 (Schwarz),  xvu    y   yxuvvuvu 22 2222  ; luego, 

 

           
2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2
, 2 , 2 , ,

g g f f f
u v x y u v x y u v x y

u v x x y y

     
      

      
 

 

      
2 2 2 2 2

2

2 2 2 2
, 2 , 2 2

g g f f f
u v x y x x y

u v x y x y

     
     

      
. 
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1. Suponer que una partícula se lanza desde la superficie 1222  zyx   en el punto 

 3,1,1  en una dirección normal hacia el plano xy  en el tiempo 0t  con una rapidez 

inicial de 10  unidades por segundo. Despreciando los efectos de gravedad, ¿Dónde y 
cuándo cruza la partícula el plano xy ? 

 

2. Si f  es una función real de variable real de clase 2C , mostrar que 2:w   , definida 

por  ,
r s

w r s f
s

 
  

 
, es una solución de la ecuación diferencial parcial   

   
2 2

2 2

1 1 1
, ,

w w r s
r s r s f

s r r s r rs s

       
    

. 

 

3. Si 2:f   ,    , ,u v f u v  es una función de clase 1C  y tal que la ecuación 

  0, 2222  zyyxf  define implícitamente una función  yxzz , . Suponiendo que 

0




v

f
, calcular la expresión      , , , , , ,

z z
E x y z yz x y z zx x y z

x y

 
 

 
 y verificar que ella 

no depende de f . 

 

4. Sea g :    una función de clase 2C  y sea además : nf   , con 3n  ,  la función 

definida por    f X g X . 

a) Probar que        
2

2
1

1
' ' '

n

i i

f n
f X X g r g r

x r

 
   


 , donde r X , X  . 

b) Probar que si   0f X  , entonces   1
22n

C
f X C

X


  , X  , con 1C  y 2C  constantes. 

 
Idea de la solución: 
 

1. Sean la superficie S 1  : 222  zyx , el punto  0 1,1, 3X   y 3:f    la función 

definida por   1,, 222  zyxzyxf .  

 
 La superficie S  tiene ecuación   0,, zyxf  y como el vector normal al plano tangente a S  

 en el punto 0X  está dado por    0 2, 2, 2 3n f X   


, se tiene que, 10v v v n 
 

  y la 

ecuación de itinerario de la partícula está dada por 
 

         0

10 10 3
, , 1 ,1 , 3 10

55 5

t t
X t x t y t z t X v t t

 
       

 


; 

  01 tz 
10

5
1 t  (segundos), la partícula cruza a 0z   en  0,2,2  en el tiempo 1t . 
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2.  
1

,
w r s

r s f
r s s

    
  

,    
2

2 2

1
,

w r s
r s f

r s s

    
  

 

 

 
2 1

,  
w r s

r s f
s r s s s

             
3 2

1
 

r r s r s
f f

s s s s

          
   

 

 

   
2 2

2 3 3 2 2

1 1 1 1 1 1
, ,

w w r s r s r s r s
r s r s f f f f

s r r s r s s s s rs s rs s

                           
          

. 

 

3. Al considerar   2 2, ,u x y z x y    y     2 2, ,v x y z y z   y derivar implícitamente la ecuación 

 

  0, 2222  zyyxf , con respecto a x  e y  para obtener 
z

x




 y 

z

y




, se tiene 

 

            , , , , , , 0
f u f v

u v x y z u v x y z
u x v x

   
 

   
 

 

                       2 , 2 , , , 0
f z f

x u v z x y z u v
u x v

  
 

  
 

 

                                                  
 

 

,
, ,

,

f
u v

z x ux y z
fx z u v
v


 




 

 

            , , , , , , 0
f u f v

u v x y z u v x y z
u y v y

   
 

   
 

 

     2 , 2 2 , , , 0
f z f

y u v y z x y z u v
u y v

   
    

   
 

 

                  
   

 

, ,
, ,

,

f f
u v u v

z y v ux y z
fy z u v
v

 


  



. 

 

Luego,        , , , , , ,
z z

E x y z yz x y z zx x y z xy
x y

 
  

 
. 
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4.  

a)   i

i

xr
X

x r





,  

2

2 22

2 2 3

i

i i

i i

x
rx r xr rX

x x r r r


   

      
,      ' ' i

i i

xf r
X g r g r

x x r

 
 

 
,  

 

        
2 2 22

2 2 3
' ' ' 'i i i

i i

x x r xf
X g r g r g r

x x r r r

   
   

   
  

   

            
2 2 22

2 2 3
1 1

1
' ' ' ' ' '

n n
i i

i ii

x r xf n
f X X g r g r g r g r

x r r r 

  
      

  
  . 

 

b) Se tiene entonces que   0f X   equivale a    
1

' ' ' 0
n

g r g r
r


  . Si 'h g  la ecuación 

 

 queda  
 

 
1

' 0
n

h r h r
r


   y puede ser escrita como   1 0nd

r h r
dr

  .  

 

De esta última se tiene que   1n

C
h r

r 
 , donde C  es una constante; luego,   1

22n

C
g r C

r 
  , 

 

donde 1
2

C
C

n



 y 2C  es otra constante. 

 

  0f X           1
22n

C
g r C

r 
           1

22n

C
f X C

X


  . 
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1. Probar que cerca del punto    0,2,0,1,1,,,, 00000
vuzyx  se puede resolver el sistema                   

                

                 2 2cos 0x y uv z    

     2 2 2sin 2 2 0x y uv z      

              sin cos 0xy u v z    

de manera única para yx,  y z  como funciones de u  y  v . Calcular  











0,

2



v

x
. 

 

2. Sea :f    una función de clase 1C  y sean  xfu  ,  xfxyv   . Si   00  xf , 

probar que la transformación     vuyxT ,,   es invertible cerca de  00 , yx  y que su 

inversa tiene la forma  ufx 1 ,  1y v u f u   . 

 

3. Sea 3:f D     definida por  , , ,
z z

f x y z g x y
y x

 
   

 
, con g  función real de 

clase 1C  en 2  y  , , 0
f

x y z
z





,     3, , , , , 0, 0x y z D x y z x y      . 

 

a) Expresar f  como la compuesta de dos funciones de clase 1C . 

b) Verificar que la ecuación  , , 0f x y z   define implícitamente a z  como función de 

clase 1C  de las variables x  e y . 

c) Comprobar que 
z z

x y z xy
x y

 
  

 
. 

 

4. Dada la función 2 2:F   , definida por       , cos , sinx xF x y e y e y . 

a) Probar que todo punto   2
0 0,x y   admite una vecindad abierta V  tal que la 

función  :F V F V  admite una inversa G  de clase 1C  sobre  F V . 

b) ¿Es 2 2:f    inyectiva? 

c) Para cada par    ,u v F V  encontrar la matriz jacobiana  ,dG u v   . 

 
 

Idea de la solución: 
 

1. Sea   5 3:F   , 

                   1 2 3, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,x y z u v F x y z u v f x y z u v f x y z u v f x y z u v  

 

donde     22
1 cos,,,, zuvyxvuzyxf  ,     22sin,,,, 222

2  zuvyxvuzyxf , 
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y      3 , , , , sin cosf x y z u v xy u v z   . Sea el punto  0 0 0 0 0 0, , , , 1,1,0, ,0
2

P x y z u v
 

   
 

. 

 

i) F  es de clase 1C  en vecindades de 0P , 

 
ii)    0,0,00 PF , 

 

iii) 
 
 

 

0

0

1 2 3

2 cos 2
, ,

2 2 4 6 0
, ,

1P
P

x uv z
f f f

x y z
x y z

y x




  


                                        

 
Por  i), ii)  y  iii), según el Teorema de la función implícita, el sistema dado define de manera 

única a x , y   y  z  como funciones de clase 1C  en las variables u  y v . Además, se tiene que    

  

 
 

 
 

 
 

0 0

1

1 2 3 1 2 3

,0
2

0
12

, , , , , ,
0

, , , , 6

0
4

P P

x y z f f f f f f

u v x y z u v









 
 
 

 
 

 
                          

 
 
 

 y 
12

0,
2
















v

x
. 

   

2. Como 

   

   
 

0 0 0 0

0

0 0 0 0

 , ,

0

, ,

u u
x y x y

x y
f x

v v
x y x y

x y

 

 
  

 

 

 y 1CT   en vecindades de  00 , yx , por 

 

el Teorema de la función inversa, T  es inversible cerca del punto  00 , yx . 

 

   vuTyx ,, 1       vuyxT ,,   

             

                                  vxfxyuxf        

 

                         vufuyufx   11       

 

                            vufuufyx   11   ,, . 
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3.   

a) Sea 3:h   , definida por       , , , , , , ,h x y z u x y z v x y z , donde  , ,
z

u x y z x
y

   y 

 

 , ,
z

v x y z y
x

  , dado que u  y v  son funciones de clase 1C  sobre D , entonces h  es función 

 

de clase 1C  en el conjunto D . Además como g  es de clase 1C  sobre D , se tiene que f g h   

 

es la compuestas de dos funciones 1C  . 
 

b) Al considerar la ecuación  , , 0f x y z  , como sobre el conjunto D , f  es de clase 1C  y 

 

 , , 0
f

x y z
z





, por del Teorema de la función implícita se tiene que dicha ecuación define a z  

 

función de clase 1C  de las variables x  e y . 

 

c) Al considerar la ecuación     , , , , , 0g u x y z v x y z   y derivar implícitamente con respecto 

 

a x  e y  para obtener 
z

x




 y 

z

y




, se tiene 

 

                                , , , , , , 0
g u g v

u v x y z u v x y z
u x v x

   
 

   
 

 

       2

1 1
, 1 , , , , , 0

g z g z z
u v x y z u v x y z

u y x v x x x

     
       

     
, 

 

de donde  
   

   

2
, ,

, ,
1 1

, ,

z g g
u v u v

z x v ux y z
g gx u v u v

y u x v

 


  
  
 

.           

 

Además, de        , , , , , , 0
g u g v

u v x y z u v x y z
u y v y

   
 

   
 

 

       2

1 1
, , , , 1 , , 0

g z z g z
u v x y z u v x y z

u y y y v x y

      
       

      
, 
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se obtiene  
   

   

2
, ,

, ,
1 1

, ,

z g g
u v u v

z y u v
x y z

g gy u v u v
y u x v

 


  


  
 

. 

Luego, 
 

   
       

   

2 2
, , , ,

, , , ,
1 1

, ,

z g g z g g
x u v u v y u v u v

x v u y u vz z
x x y z y x y z

g gx y u v u v
y u x v

     
              

   
 

           

                      
z z

x y z xy
x y

 
  

 
. 

 
4.  
 

a)  
   
   

cos sin
,

sin cos

x x

x x

e y e y
dF x y

e y e y

 
    

 
. Como   02

0 0det , 0xdF x y e     y F   es de clase 

 
1C , por el Teorema de la función inversa, existe una vecindad V  del punto  0 0,x y , tal que 

 

 :F V F V  posee inversa local de clase 1C  sobre  F V . 

 

b) No, pues    0,0 0,2F F  . 

 

c) Aquí    
1

, ,dG u v dF x y


       , donde  ,x y V  es tal que       , , , ,F x y u x y v x y , es 

 

 decir,    , cosxu x y e y   y     , sinxv x y e y . Así, 

  

  
   
   

1 1
2 2 2 2

2 2 2 2

cos sin
,

sin cos

x x

x x

u v
u ve y e y u v u v

dG u v
v u v ue y e y

u v u v

 
 
       

         
     

   

. 
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1. Hallar los puntos críticos y clasificarlos como máximos relativos, mínimos relativos o 

puntos de silla para   2 2 32
, , 4 4 10

3
f x y z x z y z z x y z      . 

 

2. Sea 2:f A     de clase 2C  y A  un conjunto abierto; f  se dice armónica en A , si 

   
2 2

2 2
, , 0

f f
x y x y

x y

 
 

 
 en todo punto  ,x y  de A . Demostrar que si f  es armónica y 

tiene un máximo o un mínimo local en  0 0,x y  en A  entonces todas las 

derivadasparciales de segundo orden de f  en  0 0,x y  son nulas. 

 
3. Analizar la naturaleza de los puntos críticos para las siguientes funciones: 

 

a)     , sin 1xf x y e y  , 

 

b)   xyzyxzyxf  222,, . 

 
4. La temperatura en un punto  zyx ,,  está dada por   zyxzyxT 22,,  .  

 

a) Determinar si existen extremos locales para T  en 3 . 
 

b) Encontrar los puntos sobre   3 2 2 2, , : 1D x y z x y z      para los cuales se alcanza 

la mayor y la menor temperatura. 
 

5. Hallar los valores extremos   22, yxyxf   sobre   2 2 2, : 1A x y x y    . 

 

6. Sea 2:f    definida por   2 3 4, 6 2 3f x y xy x y   . 

 
a) Determinar y clasificar los puntos críticos de la función f . 

b) Mostrar que f  alcanza valores extremos sobre   2 2 2, : 16A x y x y    . Indicar 

cómo encontrar dichos valores. 

c) Mostrar que la función f  no tiene mínimo absoluto sobre 2 . 

 
7. Aplicando el método de los multiplicadores de Lagrange encontrar el punto de la elipse 

de ecuación 44 22  yx  que se encuentra a la mayor distancia, así como el punto que se 

encuentra a la menor distancia, de la recta de ecuación 4 yx . 

 
8. Hallar los extremos absolutos para   zyxzyxf  22,,  sobre la curva C  intersección 

del plano  1 yxz  y el cilindro 122  zx . 
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Idea de la solución: 
 

1.   042,, 



xzzyx

x

f
      zx 2     (1) 

 

   042,, 



yzzyx

y

f
      zy 2     (2) 

 

   0102,, 222 



zyxzyx

x

f
    102 222  zyx   (3) 

 

 De (1), (2) y (3) se tiene,    041 22  zz ; hay 4 puntos críticos, ellos son   21 2,1,1 PP  , 

  43 1,2,2 PP  .  

 

  
2 0 2

, , 0 2 2

2 2 4

z x

Hf x y z z y

x y z

 
 
 
 
 

 

 

Punto 1  2  3  Naturaleza 

1P  positivo positivo positivo Mínimo local estricto 

2P  negativo positivo negativo Máximo local estricto 

3P  positivo positivo negativo Silla 

4P  negativo positivo positivo Silla 
 
 

2. Como f  es armónica y 2C  en A , entonces para cualquier punto  ,x y  en A , se tiene que 

   
2 2

, ,
f f

x y x y
y x x y

 


   
 y    

2 2

2 2
, ,

f f
x y x y

x y

 
 

 
. El determinante de la matriz hessiana en 

el punto  0 0,x y  es 

 
   

   
   

2 2

2 20 0 0 02 2 2

0 0 0 0 0 022 2

0 0 0 02

, ,

, , ,

, ,

f f
x y x y

x y x f f
Hf x y x y x y

x y xf f
x y x y

x y y

 
         

                
  

. 

 

Luego, si alguna derivada parcial de segundo orden de f  en  0 0,x y  fuese no nula, se tendría 

que  0 0, 0Hf x y   y  0 0,x y  sería un punto de silla, lo cual no puede ocurrir, por tanto, 

todas la derivadas parciales de segundo orden de f  en  0 0,x y  son nulas. 
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3.  
 

a)      0,, 



yxfyx

x

f
    sin 1y     


ky 2

2
 , k  entero. 

 

   0, 



yx

y

f
   cos 0y     


ky 2

2
    


ky 2

2

3
 , k  entero. 

 

Como 0xe   y  2 sin 1 0y    , entonces es claro que  , , 2 0
2

f x y f x k



 

   
 

, por 

lo tanto 







 


kx 2

2
, , x   corresponden a puntos de máximos absolutos. 

 

b)  , , 2
f

x y z x y
x


 


,   , , 2

f
x y z y x

y


 


,  , , 2

f
x y z z

x





. El único punto crítico es el 

 
  origen y corresponde un mínimo absoluto, pues 

 

   
2 2

23
, , 0 0,0,0

2 4

y y
f x y z x z f

 
      

 
,   3, ,x y z  . 

4.  
 

a) 
x

T




 no se anula en ningún punto de 3 , luego T  no posee extremos relativos. 

 

b)   3 2 2 2, , : 1D x y z x y z     . Por Teorema de los valores extremos, T  alcanza 

 
extremos absolutos sobre D . 
 

 Las derivadas parciales no son nulas en 
 

D . No hay puntos críticos en 
 

D . 
 

 Par     3 2 2 2, , : 1Fr D x y z x y z     , al definir   1,, 222  zyxzyxg  y utilizar 

 
multiplicadores de Lagrange, se tiene    zyxgzyxf ,, ,,    y                    0,, zyxg .  

 
 Hay 4 ecuaciones,    
 

   x21   (1)            y22    (2) 

              z22   (3)       1222  zyx    (4) 
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Despejando   de (1), (2) y (3) e igualando se tiene que zyx 2 . Reemplazando en la 

 

ecuación (4) en función de x  se llega 
3

1
x  y hay dos puntos  1 2

1 2 2
, ,

3 3 3
P P

 
    

 
. 

 
   Como    21 3 PTPT  ; se tiene que 1P   es el punto de mayor temperatura y 2P  es el punto 

 
de menor temperatura. 

 
5. Por el Teorema de los valores extremos, f  alcanza extremos absolutos sobre A . 

 

 En   2 2 2, : 1A x y x y   


 , el único punto crítico es  0,00 P . 

 

 En     2 2 2, : 1Fr A x y x y    :  

 

   xgxyxyxf  12, 222 ,  1,1x  

 
  0 xg    0x    1y ; g  también alcanza extremos para 1x , y como 

 

1x    0y , se tienen los puntos  1,01 P ,  1,02 P ,  0,13 P  y  0,14 P . 

 
     121  PfPf , 1  es el valor mínimo absoluto para f  en A , 

 

    143  PfPf , 1 es el valor máximo absoluto para f  en A . 

 
6.  
 

a) Puntos críticos:  0,0  ,  1,1  y  1, 1 ;   2

12 12
,

12 12 36

x y
Hf x y

y x y

 
   

. 

   

Punto 1  2  Naturaleza 

 1,1  negativo positivo Máximo local estricto 

 1, 1  negativo positivo Máximo local estricto 
   
 

Para el origen, si se consideran el número 0   y  los valores de f  sobre el eje x , se tiene 

 

que      3 3,0 2 0,0 0 ,0 2f f f           y el origen no es punto de máximo ni de 

 
mínimo, es punto de silla. 
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b) Como f  es continua sobre A  (que es compacto), entonces ella posee valores extremos sobre 

 
 dicho conjunto. Para hallar los valores extremos se puede proceder como sigue: 

 

 Se encuentran, si existen, puntos críticos en A


. 
 

 Se encuentran candidatos a extremos en  Fr A , para lo cual se resuelve el sistema 

 

     2 26 6 2y x x   

             312 12 2xy y y   

         2 2 16x y  . 

 
 La función f  se evalúa en todos los puntos antes obtenidos, se comparan los valores de 

 
las imágenes para obtener así los extremos (máximo y mínimo absolutos) de f  en A . 

 

Observación: Para los hallar puntos candidatos a extremos en  Fr A , alternativamente a 

utilizar multiplicadores de Lagrange es parametrizar la circunferencia o despejar una variable en 
función de otra y expresar a f  como una función de una sola variable. 

 

c) Un punto de mínimo absoluto, en un conjunto abierto, como lo es 2 , es también un punto de 
 
 mínimo relativo. Ninguno de los puntos críticos es un mínimo relativo, por tanto la función no 
 
 posee mínimo absoluto. 

 

Observación:  lim ,0
x

f x


   también asegura que f  no alcanza mínimo absoluto. 

 
 

7. Sea   44, 22  yxyxg . La distancia desde un punto  yxP ,  de la elipse hasta la recta de 

 

ecuación  4 yx  está dada por 
4

2

x y 
. La elipse está bajo la recta, por tanto 4 yx  

 

o sea  yxyx  44 . Encontrar los puntos sobre la elipse más alejados y los más 

 
cercanos a la recta equivale a encontrar los extremos de la función   yxyxf  4,   dada la 

 

condición   0, yxg . 
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 Usando multiplicadores de Lagrange, se tiene que    yxgyxf ,,     y    0, yxg , 

 de donde 
   x21   (1) 
 
   y81   (2) 

 

            44 22  yx  .  (3)  

   3.5 puntos 

De (1)  y (2)  se tiene que yx 4  ; y al reemplazar en (3) se obtiene 
5

1
y . Se ha llegado 

a dos puntos: el más cercano a la recta es  









5

1
,

5

4
1P  y el más alejado, 12 PP  . 

 

Otra solución:  Sean   44,,, 22  yxwzyxg ;    4,,,  wzwzyxh . Sean además, 

 yxP ,   y  wzQ ,   dos puntos en el plano. La distancia entre estos dos puntos está dada por 

   22
wyzx  . Si      22

,,, wyzxwzyxf  , utilizando Lagrange, se tiene: 

 

      wzyxhwzyxgwzyxf ,,,,,,,,, 21    

         0,,, wzyxg  

         0,,, wzyxh  

  
 Hay 6 ecuaciones: 
 

    xzx 122   (1) 

   

          ywy 182   (2) 

   

        22  zx  (3) 

 

       22  wy  (4)  

 

       44 22  yx  (5)  

 
             4 wz . (6) 2.5 puntos 
 

Se piden los puntos sobre la elipse, así que interesan los valores para  x   e  y . De (3) y (4)  se 

tiene wyzx  ; así, de (1) y (2) se tiene que yx 4  y al reemplazar en (5) se obtiene que 

5

1
y . Hay dos puntos, el más cercano 










5

1
,

5

4
1P  y el más alejado 12 PP  . 
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8. Sean 3:g    y  3:h   , donde   1,,  zyxzyxg   y   1,, 22  zxzyxh . 

  

 
 

Usando multiplicadores Lagrange, se tiene el siguiente sistema definido por 
 

     zyxhzyxgzyxf ,, ,, ,,   ,   0,, zyxg  y   0,, zyxh . 

 
Hay 5 ecuaciones, 

 
      x 22     (1) 

 
                       2     (2) 

 
                          x 21      (3) 

 
           1 zyx      (4) 

 

               122  zx     (5) 
 

2   en  (1)     0   o   0x . 

 
 Si 0  no se cumple la ecuación  (3), por tanto necesariamente debe cumplirse que 

 
 0x   y  reemplazando este valor en la ecuación (5) se llega a que 1z   o  1z , luego 
 
 con estos valores de  z  y  x  en la ecuación (4)  se tiene  que 0y   o  2y . 

 
 Se ha llegado entonces a dos puntos  1,0,01P   y    1,2,02 P ;   11 Pf   máximo absoluto, 

 
  52 Pf  mínimo absoluto. 
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1. Calcular    
1

0
0

lim 3 1 cos  
t

x tx dx


 . 

2.  

a) Probar que   2

0

1
cos  

1
te xt dt

x


 

  y que la convergencia es uniforme. 

 

b)  Deducir que 
 

0

3
 

t 3
t

sen t
e dt


  . 

 

3. Para x 0  sean 

2 

0

2

)( 









 


x

t dtexF    y  
 

dt
t

e
xG

tx

 


1 

0

2

1

1
)(

22

. 

a) Probar que F  es derivable sobre  ,0  y que
2

 )(2)( xexFxF  ,   ,0x . 

 
b) Probar que G  es derivable y que )()( xFxG  ,   ,0x . 

 

c) Probar que la  función  : 0,H    ,      :H x F x G x   es constante y además 

 
encontrar su valor. 
 

d) Calcular 
2

0

te dt




 . 

 

4. Dada la función )( 
2

0

cos( )xe x dx




 ,   . 

 
a) Probar que )(  es derivable sobre  . 

b) Mostrar que   satisface la ecuación diferencial:  



2

)(  . 

c) Calcular   . 

 

5. Sea 
2

0

( )  
1

xte
F x dt

t

 


  , 0x . 

 
a)   Justificar el hecho que F  es 2 veces derivable. 
 

b)  Mostrar que F  satisface la ecuación diferencial 
x

xFxF
1

)()(  . 
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Idea de la solución: 
 

1.      txxtxf cos13,    es continua sobre   0,1   , luego    
1

0

, dxtxftF  también es 

 

continua y por lo tanto    
0

lim 0
t

F t F


  y      
1 1

0
0 0

1
lim 3 1 cos  3 1  

2t
x xt dx x dx


     . 

  
2.  
 

a)      2
cos   sin cos

1

t
t e

e xt dt x xt xt
x


      

 

      2 2 2

0

1 1
cos  lim  sin cos

1 1 1

a
t

a

e
e xt dt x xa xa

x x x

 




 
         

  

 

 cost te xt e  ,   0,x t     ;  
0

1te dt


  . 

 

b) La integral  
0

cos  te xt dt




   es uniformemente convergente x  . 

De la convergencia uniforme, se tiene el intercambio 
 

               
0 0 0 0

cos   cos  
b b

t te xt dx dt e xt  dt dx Arctg b
 

      . 

 

Por otra parte, como  
 

0

sin
cos  

b t
t e bt

e xt dx
t


  , entonces 

 
0

sin 3
 

t 3
t

t
e dt


  . 

 
3.    

a) Sea   


x

t dtexf
0

2

, por T.F.C. se tiene que  
2xexf  , 

2

 )(2)( xexFxF  . 

 

b)  
 2 21

2
,

1

x t
e

g x t
t

 




 y    2 21
, 2

x t

xg x t x e
 

   son continuas   0 0,x t      . 
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c) Leibniz:  
2 2 2

1 1

0 0

( ) , 2 x x t
xG x g x t dt xe e dt       (puede considerarse aquí xty  ); 

                xFxFedyeexG x

x

yx  

 )(22)(
222

0

. 

 
d)      xGxFxH  ,       0 xFxFxH ,    kxH  , con k  constante. 

 

     
1

2

0

1
0 0 0

1 4
H F G dt

t


   

 ,   
4


 xH , 0x  . 

 

e)      
2 2 2

2 2

0 0 0

lim lim lim lim
4 2

0

x

t t t

x x x x
H x F x G x e dt e dt e dt

 
 

  

   

   
            

   
  


. 

 

4. )( 
2

0

cos( )xe x dx




 ,   . 

a)  

i)  
2

0


   (problema anterior), hay convergencia puntual. 

ii)    
2

, cosxf x e x   y    
2

, sinxf x xe x     son funciones continuas 

  0, x     . 

iii) Como  
2

 , xexxf  ,    0, x      y 
2

0

1

2
xx e dx


   entonces 

 
0

 ,  f x dx 


  converge uniformemente con respecto a    en  . 

 
Por  i),  ii) y  iii), según regla de Leibniz, se tiene que   es derivable    . 

 

b)    
2 2 2

0
0 0

1
sin( ) lim sin cos( )

2

a
x x x

a
x e x dx e x xe x dx     

 
  



 
       

 
   

 

 xu sin ,  cosu x   ; 
2xexv  , 

2

2xe
v



   

 

   
2

0

( ) cos
2 2

xe x dx
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c)  



2

)(  ,   





d

d

2
,  

2

ln
4

C


    , de aquí se tiene  
2

4Ke


 


 , 

donde CK e . De la condición inicial,  0
2

K


   ; luego,   4

2

2







 e . 

5.  
  
a) 

i)   1F
2

0
1

te
dt

t

 


  ; como t

t

e
t

e 



 21

  y  
0

1te dt


   entonces  1F  converge. 

ii)  
21

,
t

e
txf

xt






  y    
21

,
t

et
txf

xt

x





 son funciones continuas  ,x t      . 

iii) Si    , 0,x a b    se tiene que atxt ee   , luego   at
x ettxf    ,   y  como 

0

 att e dt




  

converge,  
0

 ,  xf x t dt


  converge uniformemente con respecto a x . 

De i), ii) y iii), se tiene que F  es derivable  x    y  
2

0

( )  
1

xtte
F x dt

t

 

  
 . 

 

iv)  1F  
 




0
21

dt
t

et t

; como t
t

et
t

et 



 21

  y  


 
0

1dtet t  entonces  1F   converge. 

v)  
21

,
t

et
txf

xt

x





  y    
2

2

1
,

t

et
txf

xt

xx





 son funciones continuas  ,x t      . 

 

vi) Si x  pertenece al intervalo compacto     ,0, ba  se tiene que atxt ee   , luego 

  at
xx etxf   ,  y dad que como 

0

ate dt




  converge entonces  
0

 ,  xxf x t dt


  también 

converge uniformemente con respecto a x . 
 

b) De iv), v) y vi) se tiene que F   es derivable x    y  
2

2

0

( )  
1

xtt e
F x dt

t

 

 
 ; luego,  

 

 
2

2 2

0 0 0

1
( )   

1 1

xt xt
xtt e e

F x F x dt dt e dt
t t x

   
     

    . 
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1. Calcular la integral     
A

yxdyx , , sabiendo que A  es la región del plano acotada por 

el paralelógramo de vértices en  1,0 ,  0,1 ,  4,3   y   3,4 . 

 
2. Si  D  es la región interior al paralelógramo cuyos vértices son  0,0 ,  1,2 ,  4,3   y  3,1 , 

hallar  ( , )
D

xy d x y . 

 

3. Calcular el volumen acotado por 0z , 1 zx  y 2yx   usando integrales triples en 

todos los órdenes de integración posibles. 
 

4. Evaluar    
3

2 2 21  ,
S

x y d x y   donde S  es el disco unitario. 

 

5. Usando integrales triples determinar el volumen dentro del cilindro 922  yx  y fuera 

del cono de ecuación 222 yxz  . 

 
6. Un sólido se encuentra acotado inferiormente por 0z   y superiormente por la esfera 

2 2 2 4x y z    y por el cono 2 23 3z x y  ,  calcular el volumen de dicho sólido. 

 
Idea de la solución: 

 
1. A  está encerrada por 1 yx , 1 yx , 1 yx  y  7 yx ; al considerar yxs   y 

 

yxt  , se tiene que 
 
  2

1

,

,






ts

yx
 y     24  

2

1
, 

7

1

1

1

 


dttdsyxdyx
A

. 

 

2.                 , 1,0 0,1 1,0 0,1 2,1 1,3 2 , 3T u v T u v uT vT u v u v u v         , 

 

 
 

,
5

,

x y

u v





,    

1 1

0 0

205
 ( , ) 5 2 3

12
D

xy d x y u v u v dv du      . 

 

3. Volumen dxdydz
x

x

x

   1 
1

0

1

0
  





 dydxdz
y

x

   1 
1

1

1 1

02
  




 dxdzdy
x x

x

   1 
1

0

1

0
  





  

                 dzdxdy
z x

x

   1 
1

0

1

0
  





 dzdydx
z

z

z

y

   1 
1

0

1

1

1

2
  







 dydzdx
y z

y

   1 
1

1

1

0

1
2

2
  


 


15

8
 . 
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4.        
1 23 3

2 2 22 2

0 0

2
1  , 1   4 2 1

5
S

x y d x y r r d dr
 

        . 

 

5.   
 3csc3 /2 /2 /2

2

0 0 0 0 /4 0

8    8 sin    36
r

V r dz d dr d d d

  



              . 

 

6. 0
2

z


   , 2 2 4 2x y z      , 2 23 3
6

z x y


    . 

 
 En el primer octante, se tiene 
 

 
 

y  
2 2 /2

2

0 0 /6

8 3
sin

3
V d d d

 




        . 

 

Observación: En coordenadas cilíndricas, 

22 1 3 2 2 4

0 0 0 0 1 0

r r

V r dz dr d r dz dr d
 

 


       . 
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1. Calcular la integral    


R

yx yxdeyx ,
2

 donde R  es la región acotada por 1x y  , 

4x y  , 1x y     y  1x y  . 

 

2. Encontrar    2 2  ,
S

x y d x y , donde S  es la región del primer cuadrante limitada 

 por las curvas 4xy , 7xy , 222  yx  y  1022  yx . 

3. Mediante un cambio en el orden de integración evaluar 
2

4 2

0

2

 y

x

e dy dx   y  
1

0 3

2

 
y

y

x dydxe . 

4. Hallar el volumen encerrado por 16222  zyx   y     42 22
 yx . 

 

5. Calcular el volumen del sólido acotado superiormente por la esfera zzyx 4222   

 

 e inferiormente por el cono de ecuación 22 yxz  . 

6. Evaluar la integral 
 

 
R

yxd
yx

,
1

1
222

, donde la región R  está determinada por 

las condiciones 122  yx   y   1 yx . 

 
7. Sea R  la región sólida encerrada por la esfera con centro en el origen y radio 2  y sobre 

el cono  22 33 yxz  . Expresar la integral triple  
R

zyxdzI ,,2 , como integrales 

iteradas, usando coordenadas rectangulares, cilíndricas y esféricas. 
 
8. Usar integrales triples y un cambio de variables adecuado para calcular el volumen del 

sólido limitado superiormente por la esfera de ecuación 2 2 2 4x y z    e inferiormente 

por la hoja superior del cono de ecuación 2 2 23z x y  . 

 
9. Un sólido está acotado inferiormente por el plano 1z  , lateralmente por el cono 

2 2 2z x y   y superiormente por la esfera 2 2 2 18x y z   . ¿Cuál es el volumen del 

sólido? 
 

Idea de la solución: 
 

1. 11  yxs  ; 41  yxt  ; 
 
 

 
 

1

, , 1

, , 2

x y x y

s t s t


  

     
 

 

   
1 4 1 4

2 2 2

1 1 1 1

1 1 21 1
,

2 2 2
x y s s

R

x y e d x y t e dt ds e ds t dt e
e



 

 
     

 
     . 
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2. Considerando 2 24 7u x y     y 2 10v xy   , se tiene que 

 

 
 

 
   

1

2 2

, , 1

, , 2

x y u v

u v x y x y


  

  
   

 y    
 

2 2 , 1

, 2

x y
x y

u v


 


; de donde,  

 

   
7 10 7 10

2 2

4 2 4 2

1 1
, 1  1 1 12

2 2
S

x y d x y dv du du dv        .                                                                              

 

3. 
2 2

  24 2 2
4

0 0 0

2

 1
y

y y

x

e dy dx e dxdy e      , 

3

2 2 2

33

1 1 1

0 0 0

   1
2

yy x
x x x

yy x

e
e dx dy e dx dy e dy dx           . 

4.  

 
 

Cilíndricas, 
 
 

r
zr

zyx






,,

,,


; Volumen

 

 
24cos 162

0 0 0

128
4    3 4

9

r

r dz dr d





 



     . 

5.  

 
 

Cilíndricas, 
 
 

r
zr

zyx






,,

,,


; 

2/2 2 4 2

0 0

4    8
r

Barquillo

r

V r dz dr d


 
 

    . 
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Esféricas, 
 
 

 2, ,
sin

, ,

x y z
 

  


 


,  

 4cos/2 /4
2

0 0 0

4 sin 8BarquilloV d d d

 

         . 

 

6. Polares, 
 
 

r
r

yx






,

,
, 

 
 

    

/2 1

2 22 2 2
0 1/(cos sin )

1 1 3
 ,  

2 4 91 1R

r
d x y dr d

x y r



 






 
   

    
   . 

 
7. Gráficos de las superficies en el primer octante: 

 
 

 
 

La proyección del volumen en el plano xy  es un círculo de centro en el origen y radio 1. 

 

   
2 22 2

2 2 2

41 1 2 1 4 2 /6 2
2 2 4 2

1 0 0 0 0 031 3 3

     sin  cos   

esféricascilíndricasrectangulares

x yx r

rx x y

I z dz dy dx r z dz dr d d d d
  

      
  

   

          


. 

 

8. Al reemplazar 2 2 23z x y   en 2 2 2 4x y z   , se tiene que 2 1z  , de donde 1z   . 

 
Como la región está sobre la hoja superior del cono, la curva de intersección que está sobre el 
 

plano xy  corresponde a la circunferencia de intersección entre el cilindro 2 2 3x y   y el  

 

plano 1z  ; luego, la proyección del volumen sobre el plano 0z   es 2 2 3x y  . 

 
 

 Al considerar el cambio a coordenadas cilíndricas  cosx r  ,  siny r   y z z ; se tiene 

 

Que la ecuación de la esfera es 2 2 4r z   y la del cono por 
3

r
z   . La integral triple 
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 que calcula el volumen es 

22 3 4

0 0 / 3

8

3

r

Barquillo

r

V r dz dr d
 




    . 

 

 Al utilizar coordenadas esféricas    sin cosx    ,    sin siny     y  cosz    

 

 se tiene que la ecuación de la esfera está dada por 2   y la del cono por 
3


  . La integral 

 

 triple que calcula el volumen es  
2 2 /3

2

0 0 0

8
sin

3
BarquilloV d d d

  
        . 

 
9. Utilizando coordenadas cilíndricas, se tiene que 
 

 22 3/ 2 9

0 0

57 23 2

3 3

r

Mankeke Barquillo Cono pequeño
r

V V V rdz dr d
 


 

       . 

 
Observaciones: 

 
i) Lo anterior, en coordenadas esféricas, queda escrito como 
 

  
2 /4 3

2

0 0 0
sin

3
MankekeV d d d

  
        . 

 
ii) En coordenadas esféricas, sin restar el volumen (conocido) del cono pequeño, se tiene 

 

 
 

2 /4 3
2

0 0 sec
sinMankekeV d d d

 


        .  

 
iii) En coordenadas cilíndricas, sin restar el volumen (conocido) del cono pequeño, se tiene 
 

Mankeke Mankeke perforado buzón cilíndricoV V V   

 
2 22 1 9 2 3/ 2 9

0 0 1 0 1

r r

Mankeke
r

V rdz dr d rdz dr d
 

 
 

       . 
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1. Calcular el volumen de la región de 3  interior a 1222  zyx  y a yyx  22 . 

 

2. Determinar el valor de  zyxdz
S

,,  , donde S  es el sólido en el primer octante 

limitado por la esfera 16222  zyx   y  los planos yx 3   y  yx  . 

 

3. Calcular el volumen acotado por las superficies  2, , 0z x z x y     y 0x y z   . 

 
4. Sea D  la región del primer octante acotada por los planos coordenados, el plano de 

ecuación 4 yx  y el cilindro 164 22  zy . Escribir las integrales que calculan el 

volumen de D  considerando los órdenes de integración dxdydz    y  dzdxdy   . 

 

5. Sea D  la región del espacio interior yyx 222  , fuera del cilindro yyx  22 , 

 sobre el plano xy   y bajo el plano yz  3 ; calcular su volumen. 

 

6. Evaluar   












D

yxd
yx

yx
,cos , donde   2, : 0 1,0 1D x y x y x       . 

 

7. Si   2, : 0 2 0 2S x y x y x        , encontrar ( , )
y x

y x

S

e d x y




 . 

Idea de la solución: 

1.   

 
 

La proyección en el plano xy  corresponde al círculo 
2

2 1 1

2 4
x y

 
   
 

, este en coordenadas 

 

cilíndricas se describe  sinr   y como él está en el semiplano superior tiene que  0 . 
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  2

2

    sin    1

0 0 1

2 8
   

3 9

r

r

V r dz dr d

 




 

     . 

 

2. Esféricas, 
 
 

 2, ,
sin

, ,

x y z
 

  


 


;  

 
 

 zyxdz
D

,,     
  

 44 2
2

0 0
6

128
 cos  sin

63
d d d

 



           . 

 
3.   

 
 
 

2

1

0 0

3
1

10

x x z

x

V dy dz dx


    . 

 
 
 



 

                    

47 

4.  

 
 

2

2 2

2

16
 

4    4 2    4 16 4       16 4 2 4 42

0 0 0 0 0 0 0 0   4 16 4

1 1 1

y

x z z x

z

V dz dy dx dy dx dz dy dx dz



    

 

           . 

 
5.   

 
  


 





8

11
   

0

sin2   

sin

sin3      

0

   
r

ddrdzrV . 

 

6. Sea  , cos
x y

f x y
x y

 
  

 
; f  no cambia de signo en D  y 

   
 

, 0,0
lim ,

x y
f x y


 no existe. Sea 

 

  2 1
, : 1, 0, 0nD x y x y x y

n

 
       

 
 , 1n  , se tiene que 1n nD D   y 

1
n

n
D D




 

 

. 

 

  Para integrar sobre nD  se considera el cambio      , , ,T x y x y x y z w    . 
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1

2
1

1 1 sin1 1
, , , , cos 1

2 2 2
n n

w

D T D w

n

z
f x y d x y f z w d z w dz dw

w n


   
      

   
     

 

       
sin1

, , lim , ,
2

n

n
D D

f x y d x y f x y d x y


   . 

 

7. Si  ,
y x

y xf x y e


 , se tiene que f  no cambia de signo en S   y 
   

 
, 0,0
lim ,

x y
f x y


 no existe. Al 

considerar   2 1
, : 2 , 0, 0nS x y x y x x y

n


        


 , con 1n  , se tiene que 1n nS S   

 y  
1

i
i

S S



 

 

. Para integrar, se considera      , , ,T x y y x y x u v    . 

 

  
 

   
2

2
1

11 1
, , 1

2 4
n

v u

v
n

S v
n

f x y d x y e d u d v e I
e n




        

   
   , 

  

 
1

, ( , ) lim n
n

S

f x y d x y I e
e

   . 
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1. Evaluar 
   

 
S

yxd
yxyx

y
,

1 2
1

22222
, si   2 2 2, : 1,  0S x y x y y     . 

 

2. Sea   3 2 2 2, , : 1D x y z x y z     . Calcular 
 

 
D

zyxd
zyx

,,
1

2222
. 

 

3. Hallar ),()ln( 22 yxdyx
S

  , si   2 2 2, : 0 1S x y x y     . 

4. Calcular la integral de línea  
C

xy2 2xdx  dy , cuando C  es la curva que une el 

origen  0,0   con el punto  2,1A   en los siguientes casos: 

 
a) C  es el segmento orientado que va desde   hasta A . 
 
b) C  es el arco de parábola simétrico con respecto al eje y . 

 
c) C  es el arco de parábola simétrico con respecto al eje x . 

 

d) C  es la línea quebrada BA , siendo  2,0B  . 

 

e) C  es la línea quebrada DA , siendo  0,1D  . 

 
Idea de la Solución: 
 

1. Sea  
    2

1
222221

,
yxyx

y
yxf


 . La función f   no cambia de signo en S . 

 

El conjunto S  no es acotado 2 . Sea   2 2 2 2, :1 , 0nT x y x y n y       con 

*n , puede verse que:  1 nn TT     
1

n

n

T S





 

, usando coordenadas polares, 

 

   
 

 

2

2 22
0 1

sin 1 1
,  ,   

2 11
n

n

T

r n
f x y d x y dr d

nr

 



 


   , 

 

    
S

yxdyxf , ,
2

2

1 1
lim

2 1n

n

n



 2

1
 .  

 

2. El conjunto D  es no acotado en 3 . 
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Sea   3 2 2 2 2, , :1nT x y z x y z n      , con *n . 

 

Puede verse que 1 nn TT      
1

n

n

T S





 

, usando esféricas se tiene, 

  

   
 2

2

1 0 0

 sin 1
, ,  , ,   4 1

n

n

T

f x y z d x y z d d d
n

  
   


 

   
 

     y 

  

    
D

zyxdzyxf ,, ,,
1

4 lim 1 4
n n

 


 
  

 
. 

 

3. Sea    22ln, yxyxf  ; S  es acotado en 2 , f  es no acotada y no cambia de signo. 

Sea   2 2 2

2

1
, : 1nS x y x y

n

 
     

 
  con *n , como 1n nS S      

1

n

n

S S





 

.      

Usando coordenadas polares, se tiene 
 

       
2 1 1

2 2

0 1/ 1/

, , ln 2 ln
nS n n

f x y d x y r r drd r r dr


       
 









 1

ln1
2

2

2 n

n

n
 y   

   , ,
S

f x y d x y  
 2

2 2

ln1
lim 1
n

n

n n

 
  

 
 

 . 

 
4.      

a) 








ty

tx
C

2
: ,  1,0t , 

1
2 2

0

2 12 4
C

xy dx x dy t dt     

b)  
2

: , 0, 2
4

x
C y x   o  











4

: 2t
y

tx
C  2,0, t , 

2
2 3

0

2 4
C

xy dx x dy t dt      

c)  2: 2 , 0,1C x y x    o  








ty

tx
C

22
:  , 0,1t  , 

1
2 4

0

2 20 4
C

xy dx x dy t dt      

d) 21 CCC  , donde 








0
:1

y

tx
C ,  2,0t   y  









ty

x
C

2
:2 ,  1,0t  


C

xy2 2xdx  
2

0

0dy 
1

0

4dt 4dt     

e) 21 CCC  , donde 








ty

x
C

0
:1 ,  1,0t   y  









1
:2

y

tx
C ,  2,0t  


C

xy2 2xdx  
1

0

0dy 
2

0

2tdt 4dt . 
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1. Integrar   xyzzyxf ,,  a lo largo de las siguientes trayectorias: 

 

a)       cos , sin ,3t tC t e t e t ,  2,0t , 

 

b)       cos ,sin ,C t t t t ,  2,0t , 

 

c)   2 23
,2 ,

2
C t t t t

 
  
 

,  1,0t . 

 

2. El cilindro xyx 222   encierra una porción de superficie S  sobre la hoja superior 

del  cono cuya  ecuación está dada por 222 yxz  . Evaluar la integral 

  
S

dSxzzyyx  1222244 . 

 

3. Evaluar la integral  dSyzx
S

 22

  , si  S  es la parte del plano 622  zyx  que se 

encuentra en el primer octante. 
 

4. Calcular  
S

dSyx 22 441 , sabiendo que S  es la parte del paraboloide circular  

228 yxz   acotada por el paraboloide elíptico 22 3yxz  . 

 

5. Mostrar que la integral     2 22  sin cos 3
C

x y dx x y y dy   es independiente de la 

trayectoria. Evaluar la integral sobre alguna línea orientada desde  1,0A    hasta 

 5,1B  , directamente parametrizando esa línea, para luego usar una función potencial 

y comprobar el resultado obtenido. 
 

6. Calcular      
C

y z dx z x dy x y dz     , si C  es la intersección de las superficies 

222 ayx    y  1
h

z

a

x
,  con  a  y  h  positivos. 

 

7. Sean   zyxF ,,   2 2

2 2 2 2

2 2 ˆˆ ˆ1  2 ln 3
xz yz

y i x j x y k
x y x y

   
          

    
 y C  la 

curva de intersección entre el plano z y  con la porción del cilindro 2 2 1x y   

donde 0 1z  , calcular 
C

F dr . 
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Idea de la Solución: 
 

1.  
 

a)           cos sin , sin cos ,0t t t tC t e t e t e t e t    ,  2,0t  

  tetC 2  ,      
2

3 6

0

3 2
2 3 sin cos 1

13
t

C

f dr e t t dt e


    ;  

 

b)       sin ,cos ,1C t t t   ,  2,0t  

   2 tC ,    
2

0

2
2 sin cos

2
C

f dr t t t dt
 

    ; 

 

c)    1,4,3 tttC  ,  1,0t ,   125 2  ttC  

 
1

5 2

0

235158 26 8
3 25 1

546875
C

f dr t t dt


     

 

2.   1,, 222244  xzzyyxzyxf ,    22,,, yxyxyx   

 

  2 2 2, : 2D x y x y x    , 2n 


,    1,  yxf  

 

      2 Área 2, 1 2 ,,   DyxddSzyxf
DS

 

 

3.   yzxzyxf 2,, 2  ,   









2
3,,,

y
xyxyx ,   2, : 0 3,  0 6 2D x y x y x       , 

 
3

2
n 


,     2, 6 2f x y x y x y     ; 

 

      23 243
, ,   6 2  ,

2 4
S D

f x y z dS x y x y d x y         

 

4. La proyección de S  sobre el plano xy  es  
2 2

2, : 1
4 2

x y
D x y

 
   

 
 . 

  

 Si    228,,, yxyxyx  , se tiene que   2 2, 1 4 4n x y x y  


. Luego, 
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DS

yxdAyx 2222 441441  yxd , , para evaluar la integral doble se considera el 

cambio  2 cosx r   e  2 siny r  , de donde 214441 22 
S

dAyx . 

 

 
 

5. Sea el campo vectorial            2 2, , , , 2  sin , cos 3F x y p x y q x y x y x y y   , 

como 
y

p

x

q









 F   es conservativo y la integral de línea dada es independiente de la 

trayectoria. Sea  21 CCC   donde 
 
 

 1 : , 1,5
0

x t t
C t

y t


 


 y 

 
 

 2

5
: , 0,1

x t
C t

y t t





; 

 

    
5  1

2

1 0

0 25cos 3  25sin 1 1
   

C

F dr  dt t t dt


        . Como F f  , se tiene 

 

  yxf x ,  2 sinx y  

 

     2, sinf x y x y g y   

 

          2 2 2, cos cos 3yf x y x y g y x y y      

 

     kyyg  3 , k   

 

      2 3, sinf x y x y y k   ; 

 

     25sin 1 1
C

F dr f B f A     . 
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6. Si la curva está en sentido antihorario vista desde la parte superior del eje z , se 
 

tiene que una parametrización es 

   
   

    

cos

: sin

 1 cos

x t a t

C y t a t

z t h t

 



  

 , donde  2,0t , 

 

       ahadzyxdyxzdxzy
C


22    . 

 
 
 Otra solución: Sea    zxxzzyzyxF  ,,,,  y sea S   la porción del plano acotada 

por el cilindro 222 ayx  ; S  se puede parametrizar por como   

















a

x
hyxyx 1,,, , 

donde el dominio es el conjunto   2 2 2 2, :D x y x y a     y el vector normal a S  es  

,0,1
h

n
a

 
  

 


. Considerando la curva en sentido antihorario vista desde la parte superior del 

eje z , por Teorema de Stokes, se tiene 
 

ˆ
C S

F dr F n dS          22, 2, 2 ,0,1  , 2
D

h
d x y ah a

a
 

        
 

 . 

       
                                       

7. Considerando la curva orientada desde el punto  1,0,0  hasta el punto  1,0,0  y teniendo 

 

en cuenta que un potencial    2 2, , ln 2 3f x y z z x y xy x y z      , se tiene que el valor 

 
de la integral de línea es 

     

       1,0,0 1,0,0 2F dr f dr f f
 

          . 

 
Observación: Para calcular la integral de línea por definición, se puede considerar la  
 

parametrización         cos , sin ,sinC t t t t , con  0,t  .   
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1. Dadas   y
yx

x
yxp 2,

22



   y    x

yx

y
yxq 




22
, . Calcular 

C

pdx qdy , donde C  

es la elipse 3649 22  yx  recorrida en sentido positivo. 

 

2. Sea  2 2
1 2 :F F F    , con 1F   y  2F  definidos por   














22221 ,,
yx

x

yx

y
yxF  y  

 
    





















22222
1

1
,

1
,

yx

x

yx

y
yxF . Evaluar la integral de línea 

C

F dr , donde C  es la 

elipse 44 22  yx  recorrida en sentido antihorario. 

 

3. Sea F  el campo vectorial    2,,,, yzxzyzzyxF    y la superficie 21 SSS   con 

  3 2 2
1 , , : 2 0S x y z z x y        y     3 2 2

2 , , : 2,  0  8S x y z x y z      . 

Hallar el valor de ˆ
S

F n dS  , donde n̂  es la normal exterior a S . 

a) Directamente, parametrizando la superficie S . 
 
b) Usando el Teorema de Gauss y el Teorema de Stokes. 
 

4. Calcular 
C

F dr , con    yzyzyxF 3,,2,,   y  C  es la intersección de entre la esfera 

zzyx 6222   y plano 3 xz , orientada en sentido antihorario vista desde el 

origen, directamente, parametrizando C  y luego, usando el Teorema de Stokes. 
 
5. Considerar las funciones p  y q  del problema 1. Determinar el valor de la integral de 

línea  
C

dyqdxp   , sabiendo que C  es el arco de la elipse cuya ecuación está dada por 

3694 22  yx  en el primer cuadrante que une  0,3  con  2,0 . 

 

6. Utilizar el Teorema de Gauss para evaluar ˆ
S

F n dA , donde    zxyzyxF 3,2,,,    y 

  3 2 2, , : 2 0,   2S x y z x y z z      . 

 

7. Considerar      
C

I y z dx z x dy x y dz      , donde C  es la intersección entre las 

superficies 2 4 4x z   e 2 4 4y z   , recorrida de modo que su proyección en el plano 

0z  , está orientada en sentido antihorario. Transformarla en una integral de superficie 
para calcular su valor. 
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Idea de la solución: 
 

1. Sean la función vectorial       yxqyxpyxF ,,,,  , la curva 
 
 1

 cos
:

 sin

x t
C

y t









 , donde 

 20     y   2,0t  , y D  la región encerrada por la curva C  que no está encerrada 

 por 1C . Por el Teorema de Green (segunda versión), se tiene que 

  

          
1

2, ,  , 6
C C D

q p
F dr F dr x y x y d x y Área D

x y
 

  
         

  
    . 

 

Al calcular directamente la integral sobre 1C , se tiene 
1

2

C

F dr    ; luego, 6
C

drF . 

 

2. Sean 
 
 1

cos
:

sin

x t
C

y t









  y  

 
 2

 cos 1
:

 sin

x t
C

y t





 



, con 

1
0

2
  , 

1
0

2
   y   2,0t . 

 Sean 21 ppp    y  21 qqq  , donde  
221 ,

yx

y
yxp


 ,    

221 ,
yx

x
yxq


 ,  

  
  222

1
,

yx

y
yxp


   y    

  222
1

1
,

yx

x
yxq




 . Si D  es la región del plano que es 

 exterior a 1C  y 2C  e interior a C , entonces por el Teorema de Green (segunda versión), 

  

      
1 2

, ,  , 0
C C C D

q p
F dr F dr F dr x y x y d x y

x y

  
        

  
      , pues 0

q p

x y

 
 

 
. 

  

 Además, 
1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

C C C C C

F dr p dx q dy p dx q dy p dx q dy p dx q dy                 ; 

 
 en el lado derecho de la última igualdad, la segunda y la tercera integral valen cero (Green, 

 primera versión), la primera y la última valen (directas) 2 . Luego, 4
C

F dr   . 

3.    2, , , , 2F x y z z x y z     

 

a)    22
1 2,,, yxyxyx  ,   2 2 2

1 , : 2D x y x y    , 

 

       1 1 1, , , 2 , 2 ,1y xn x y x y x y x y    


 

 

      
1 1

22 2 2 2ˆ  2 2 4 1
S D

F n dS x y x x y  d x, y              
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1

2 2
22 2 2

0 0

 2 2 cos 4 1  
S

F n dS r r r r drd


              

 

1

 0
S

F n dS   ; 

 

      2 , 2 cos , 2 sin ,z z    ,   2
2 , : 0 2 ,  0 z 8D z         

           2 2 2, , , 2 cos , 2 sin ,0zn z z z       


, 
2

ˆ  32
S

F n dS    . 

 

 
1 2

ˆ ˆ ˆ   32
S S S

F n dS F n dS F n dS            . 

 

b)  Sean    3 2 2
3 , , : 2,  8S x y z x y z     , la superficie orientada con vector normal 

apuntando hacia arriba y 3SSST    tal que TSV  . Por Teorema de Gauss, se tiene que 

   ˆ  , , 0
TS V

F n dS F d x y z        . Luego, 
3

ˆ ˆ
S S

F n dS F n dS       . 

 

 Por Stokes, 
3

ˆ
S C

F n dS F dr     . 3SC   tiene sentido antihorario y parametrización 

      2 cos , 2 sin ,8C t t t ,  2,0t ; luego, 32
C

drF  y ˆ  32
S

F n dS    . 

 
Observación: En b) puede usarse solamente el Teorema de Stokes, pues 3S S C     . 

 
4.    yzyzyxF 3,,2,,   

 

 
 

1
323

2

2

2

2


yx

 corresponde a la proyección de C  en el plano 0z . Una parametrización 
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es        
3 3

cos ,3sin , cos 3
2 2

C t t t t
 

   
 

,  2,0t ; luego, 

 

          
2

0

3 3 3 36
6sin , cos 3,9sin sin , cos , sin

2 2 2 2C

F dr t t t t t t dt



   

        
   

  . 

 

 Sea S  la porción del plano 3 xz  encerrada por C , aquí  1,0, 1n  


. La proyección de S  

sobre 0z   es  
 

2 2
2

2 2
, : 1

33 2

x y
D x y

 
 

    
 
 

 , luego por Stokes, se tiene 

     
36

 4 , 4 
2C S D

F dr F n dS d x y Área D          . 

 

5. Sea el campo vectorial    xyxG ,0,  , al definir la función GFH   se tiene que un 

potencial para ella es la función escalar h  definida por   2 2, 2h x y x y xy   . Si el arco C  

está orientado de  0,3  a  2,0 , se tiene     10,32,0  ffdrH
C

; por otra parte  si 

      3cos ,2sinC t t t , con 0,
4

t
 

   
, se tiene 

 

        
2

0

3
0,3cos 3sin ,2cos

2
C

G dr t t t dt


      ; por lo tanto, 
2

3
1C drF . 

 
6.  

 
 

Sean   3 2 2
0 , , : 4,   2S x y z x y z       y  01 SSS   orientada exteriormente. Si  

1SV  , por Gauss, se tiene que 
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    2

1

2 2 2

0 0
2

ˆ , , , , 3    12r

S V

F n dA F x y z d x y z r dz dr d


          . 

 

0S  tiene parametrización   0
ˆˆ ˆ,  2x y xi yj k    , con vector normal  k̂  y dominio 

 

  2 2 2
0 , : 4D x y x y    , luego 

 

        
0

ˆ , 2 ,6 , 6  24
S D

F n dA y x k d x y Área D        y por tanto ˆ 12
S

F n dA    . 

 
 

7.    , , , ,F x y z y z z x x y    . La proyección de C  en el plano 0z  es 2 2 8x y  . Sea S  

 la porción del cilindro parabólico 
24

4

x
z


  encerrada por la curva C , el vector normal a  S  

 es ,0,1
2

x
n

 
  
 


. La región    2 2 2, : 8D x y x y     es el dominio de la parametrización 

 de la superficie S . Por Stokes, se tiene 
 

    ˆ 2, 2, 2 ,0,1  , 8
2

C S D

x
F dr F n dS d x y 

 
           

 
   . 

 

 
  
Observación: Para la ecuación de la superficie S  puede considerarse también la del otro 

cilindro parabólico o la del paraboloide hiperbólico dado por 
2 2

8

x y
z


 . 
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1. Hallar    2 2 33 2x

C

e x y dx x x y dy   , donde    es la curva simple y cerrada cuya traza 

es el cuadrilátero de vértices  1,1A  ,  3,0B  ,  2, 2C    y   0,3D  . 

 

2. Calcular ˆ
S

F n dS , para    xyxzyzzyxF ,,,,    y  S  es la superficie del tetratedro 

limitado por los planos 0x , 0y , 0z   y  el plano azyx  , con 0a . 

 

3. Encontrar      2 2 2x yz dx y xz dy z xy dz


     , donde   es la curva cuya traza es la 

intersección de 2222 azyx   y 0 zyx . 

 

4. Un campo escalar   de clase 2C  es tal que  4
2

 y     10 . Calcular 


S

dS
n




 , donde S  es una esfera unitaria y 

n̂




 es la derivada direccional de   en la 

dirección del vector unitario normal exterior a S . 
 

5. Hallar ˆ 
S

F n dS   con    xzyzzyzyxF   , ,,, , si S  corresponde a las caras del 

cubo      2,02,02,0   que no están en el plano xy   y  n̂  es la normal exterior. 

 

6. Sea S  la superficie del cubo V  de centro en  0,0,0  con aristas paralelas a los ejes 

coordenados y longitud 2 , orientada exteriormente. Dadas      2, , cos 9u x y z x z   y 

  2, , 3v x y z x y  , calcular 
ˆ

S

v
u dS

n



  si es la normal exterior a S . 

 

7. Sea   
2 2 2 2

ˆ ˆ, ,   
y x

F x y z i j zk
x y x y

   
 

, usar el Teorema de Stokes para calcular el 

trabajo a lo largo de          ˆ ˆ2cos  sin  3 sinC t t i t j t k    , donde  2,0t . 

 
8. Determinar el flujo de    zyxzyxF 3 ,2 ,,,   a través de la frontera de la región 

acotada por  2yx    y   xz  42  orientada exteriormente. 

 

9. Determinar el valor de 
C

y dx z dy x dz  , si  C  es la intersección de las superficies 

2222 azyx   y  0 zyx , recorrida en sentido antihorario. 
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10. Sea   


 
3 22 2 2

ˆ ˆ  
, ,

xi yj zk
F x y z

x y z

 


 
, con    , , 0,0,0x y z  . 

a) Calcular el flujo ˆ
S

F n dS  a través de una esfera de radio a  centrada en el origen. 

b) Hallar la divergencia del campo, F . 
c) En la teoría electromagnética, el campo eléctrico creado por una carga puntual q , 

ubicada en el origen es 
04

q
E F


 , donde 0  es una constante. Usar las partes a), b) y el 

Teorema de Gauss para calcular ˆ
S

E n dS  en los siguientes casos: 

 
S  es una esfera centrada en el origen y orientada exteriormente. 

S  es la esfera unitaria de centro en el punto  2,0,0 . 

 S  es el elipsoide 
2 2 2

1
2 4 9

x y z
    orientado exteriormente. 

 
Idea de la Solución:   

   
1. Sea C D   orientada en sentido antihorario, por el Teorema de Green, se tiene  

 

       2 2 33 2 1 , 3x

C D

e x y dx x x y dy d x y Área D       . 

 

2. Sea V  el volumen encerrado por ,S   como 1CF   3   y  S   es seccionalmente suave y 

cerrada, por el Teorema de Gauss se tiene que    ˆ , , , , 0
S V

F n dS F x y z d x y z      . 

 

3. El campo vectorial 3 3:F    definido por    2 2 2, , , ,F x y z x yz y xz z xy     es de clase 

1C  en todo 3  y F   , por lo que él es conservativo y  como   es cerrada, 0F dr


  . 

  

4. 3:   ,    , ,x y z       

 

    10222
zzzyyyxxx   (1) 

 

 42222

zyx       (2) 

 

 De (1)  y  (2), se tiene 6 zzyyxx , por tanto   6   . Como   es diferenciable 
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(pues 2C ) entonces 


n̂
n


  


, luego ˆ

ˆ
S S

dS n dS
n


  

   . Por el Teorema de 

Gauss  (considerando a V  como el volumen encerrado por S ), se tiene 
 

    ˆ , , , , 6 8
S V

n dS x y z d x y z V         . 

 

5. Sea 1S  el cuadrado del plano 0z   de centro en  1,1,0 , con lados paralelos a los ejes y 

 

de lado 2 , es decir,   3
1 , ,0 : 0 2, 0 2S x y x y      . Una parametrización para 

 

1S  es    1 , , ,0x y x y  , con   2
1 , : 0 2,0 2D x y x y       y   1 ,n x y k


, 

 

luego        
1 1

1
ˆ ...,..., 1 0,0,1 ,  4

S D

F n dS d x y Área D          . 

 

Como 1S S    por Teorema de Stokes, se tiene que 
1

ˆ ˆ  4
S S

F n dS F n dS        . 

6. v  es 2C , por tanto, ˆ
ˆ

v
v n

n


  


 y se tiene ˆ

ˆ
S S

v
u dS u v n dS

n


  

   . 

 

Sea 3 3:F u v    ,         2 2, , , , 3cos 27 , 2 cos 18 ,0x y z F x y z x z y x yz    , 

por Teorema de Gauss, se tiene que    ˆ , , , ,
S V

F n dS F x y z d x y z     ; luego, 

     
1 1 1

2

1 1 1

ˆ 2cos 3 sin 18 48
S

u v n dS x x z dz dy dx  
  

         . 

7. C  es la intersección del cilindro elíptico 
2

2 1
4

x
y   y el plano 3z y  . Sea 1C  la 

circunferencia unitaria en el plano 0z   orientada en sentido antihorario, una 

parametrización es       1 cos ,sin ,0C t t t , con  2,0t .Sea S  la superficie que tiene 

como borde a 1C C , por la segunda versión del Teorema de Stokes, se tiene que 

1

ˆ  
C C S

F dr F dr F n dS         . Como  , ,F x y z   , se tiene que 

 

         
1

2

0

sin ,cos ,0 sin ,cos ,0 2
C

F dr t t t t dt


        y por lo tanto, 2
C

F dr   . 
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8. Sea   3 2 2, , : 4V x y z y x z      el volumen encerrado por las dos superficies y sea 

S V  . Sean 1S  la parte del cilindro parabólico 2x y  sobre S  y 2S  la parte del cilindro 

parabólico 24x z   sobre S  , es decir, 1 2S S S  .  

 

 

La proyección de V  sobre el plano 0x   es   2 2 2, : 4D y z y z     y coincide con la 

proyección de 1S  y también con la proyección de 2S  sobre el mismo plano. 

    2
1 , , ,y z y y z  ; 1D D ;        1 1 1, , , 1, 2 ,0z yn y z y z y z y    


 

 

    2
2 , 4 , ,y z z y z   ; 2D D ;        2 2 2, , , 1,0, 2y zn y z y z y z z   


 

 

     
1 2

2 2
3 3 3

0 0

ˆ ˆ ˆ   5 sin cos 4 16
S S S

F n dS F n dS F n dS r r drd


                  . 

 
 Otra solución: Usando el Teorema de Gauss, se tiene 
 

    
 

 2 2

2 2

4 sin2 2

0 0 cos

ˆ  , , 2 , , 16

r

S V V r

F n dS F x y z dV d x y z r dx dr d





 


            . 

 

9. La proyección de la curva C  sobre el plano 0z   está dada por 
2

2 2

2

a
x xy y   . Sea S  la 

 
parte del plano encerrada por la esfera. Una parametrización para S  es 
 

    , , ,x y x y x y    , aquí el dominio es  
2

2 2 2, :
2

a
D x y x xy y

 
     

 
  y 
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        , , , 1,1,1x yn x y x y x y    


 es el vector normal. Si    , , , ,F x y z y z x , por el 

 

 Teorema de Stokes, se tiene  ˆ 3
C S

F dr F n dS Área D       . 

 Para calcular el área de D  se considera el cambio de variables T  dado por 
1 1

2 2
x u v   e 

 
1 1

2 2
y u v  , se tiene  

      
2 2

2 2 2 2 2

2 2
, : 3 , : 1

3

u v
T D u v u v a u v

aa

 
 
 

        
  
    

  ; luego, 

     
 

  
2

1 , 1 ,
3D T D

a
Área D d x y d u v Área T D


       y  2 3

C

F dr a    . 

10.  
 
a) El vector normal unitario a la superficie una esfera de radio a  y centro en el origen está dado 

por  
   
2 2 2

, , , ,
ˆ , ,

x y z x y z
n x y z

ax y z
 

 
. Luego,   2 2

1 1
4

S S

F n dS dS Área S
a a

     . 

 

b)  , , 0F x y z  . 

 
c)  

 Si S  está  orientada exteriormente, por la parte a a) se tiene 
0

ˆ
S

q
E n dS


  . 

 Si S  es la esfera unitaria de centro en  2,0,0 , por Gauss y parte b) se tiene, ˆ 0
S

E n dS  . 

 Si S  es el elipsoide 
2 2 2

1
2 4 9

x y z
    orientado exteriormente, se considera una esfera de 

radio 0 2   centrada en el origen orientada exteriormente, por Gauss se deduce que  
 

   
1

ˆ ˆ , , , ,
S S V

E n dS E n dS F x y z d x y z        . 

 

Como  , , 0F x y z   y el valor de la integral de superficie del campo E  sobre cualquier 

esfera centrada en el origen es 
0

q


, se tiene que 

0

ˆ
S

q
E n dS


  . 
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PROBLEMAS TIPO TEST 
 

1. Hallar A , A


, 'A  y  Fr A , si 

  

a)         2 2, : 3 , : 0 1, 0 0,2A x y y x y x y          , 

 

b)   3 2 2, , : ,1 4A x y z z x y z      . 

 
2. Sean f   y  g  las funciones definidas, para    0,0,0,, zyx , por 

 

 
zyx

xyz
zyxzyxf




24
2832,,  y    2 2 2

1
, , sing x y z x

x y z

 
  

  
. 

 
¿Cómo habría que definirlas en el punto  0,0,0  para que ellas resulten continuas en 

dicho punto? Si eso es posible, ¿Qué valor debe darse a cada función en ese punto? 
 

Solución: 
 

1.  
 

a)         2, : 3 ,0 : 0 1 0,2A x y y x x        

   2, : 3A x y y  


  

      2 2' , : 3 , : 0 1, 0A x y y x y x y          

           2 2, : 3 , : 0 1, 0 0,2Fr A x y y x y x y           

      

b)      3 2 2, , : z ,1 4 'A x y z x y z A Fr A        , A 


 

 

2. Como    , , 28 2 3 : , ,f x y z x y z xy h x y z      ,      0,0,0,,  zyx  y 

   
 

, ,z 0,0,0
lim , ,

x y
h x y z


0 , se tiene entonces que 

   
 

, ,z 0,0,0
lim , , 28

x y
f x y z


 . 

 
 Luego, para que f  sea continua en  0,0,0  debe definirse   280,0,0 f . 

 
  

 Como    xzyxg ,, ,    0,0,0,,  zyx    y   
   , ,z 0,0,0

lim
x y

x


0 , se tiene que 

   
 

, ,z 0,0,0
lim , , 0

x y
g x y z


 . Para que g  sea continua en  0,0,0  debe definirse   00,0,0 g . 
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1. Hallar A , A , A


 y  Fr A    3 2 2, , : 1, 4A x y z x y x     . Además, indicar 

justificadamente si A  es abierto, cerrado, acotado y/o compacto. 
 

2. Sean   4 4
, ,

xyz
f x y z

x y z


 
 y    4 4

4 4 4
, , sin

xyz
g x y z x z

x y z
 

 
. Determinar si 

existen los límites para  f  y para g  en  0,0,0 . 

 
Solución: 
 

1. 

   3 2 2, , : 1, 4A x y z x y x    


  

 

  3 2 2, , : 1, 4 'A x y z x y x A       

 

  3 2 2( ) , , : 1 4Fr A x y z x y x      . 

 
Como el interior de A  no es igual a A , el conjunto no es abierto. 
 
Como la adherencia de A  no es igual a A , el conjunto no es cerrado. 
 
A  no es acotado, pues para cualquier bola de centro en el origen y radio r , se tiene que el 

punto  2,0, 1r A   no pertence a dicha bola.   

 

2. Para    , , 0,0,0x y z   se tiene que   4 4
, ,

xyz
f x y z xy

x y z
 

 
, de aquí resulta que el 

 

límite de f  en  0,0,0  es cero. 

 
 

 

Para    , , 0,0,0x y z  , se tiene que 

  

     
     

 
 

1 1 1
2 2 2 12 2 2

4 4 4 2 2 2 2
4 4 4 2 2 2 2 2 2

, , sin , ,
, , , ,

x y zxyzxyz
g x y z x y z x y z

x y z x y z x y z
     

 
. 

 

De aquí, también se tiene que el límite de g  en  0,0,0  es cero. 
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1. Graficar   2 2, : 0 2 1 0A x y x xy y xy        y determinar A , A


, 'A  y  Fr A . 

 

2. Sabiendo que  
3

33

,
yx

yx
yxf




  , estudiar la existencia de 

   
 

, 0,0
lim ,

x y
f x y


. 

 
Solución: 

 
1. A :  

 
       

  , : 1 0 'A x y x y xy A      ,     , : 1 0A x y x y xy    


    

  

          , : 1 0 ,0 : 1 0, : 1, 0Fr A x y x y xy x x y y y            

 
 

2.   Si  yx,   0:,  yyxTx , se tiene que 
   

 
, 0,0
lim , 0

x y
f x y


 , 

  

 si  yx,   0:,  xyxTy , se tiene que 
   

 
, 0,0
lim , 1

x y
f x y


  ;  

 

 por lo tanto, 
   

 
, 0,0
lim ,

x y
f x y


 no existe.       
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1. Graficar   xyxyxA  2:,  y hallar A , A


, 'A  y  Fr A . 

 

2. Sea 2:f   , tal que 2 2,
y

f x y x y
x

 
   

 
, hallar la expresión para  ,f x y .  

 
3. Analizar la continuidad de  
 

  
 

   

   
   

   

2 22

sin 2 1
1 , , 2,1

: , , 2 1

0 , , 2,1

x y
y x y

f f x y x y

x y

     
    




  . 

 
Solución: 

 
1. A :  

   
   

  2, :A x y x y x   ,   2, :A x y x y x  


, 
__

'A A  

 

       2, : , 1 , : ,0 1Fr A x y y x x x y y x x       . 

 

2. Si x y u   e 
y

v
x
 , se tiene que 

1

u
x

v



 e 

1

uv
y

v



; por lo tanto, 

  

  
 2 2 2 1

,
1 1 1

u vu uv
f u v

v v v

   
     

     
 y entonces  

 2 1
,

1

x y
f x y

y





. 

 

3.   Si    0 0, 2,1x y  , 
   

   
0 0

0 0
, ,

lim , ,
x y x y

f x y f x y


 , luego f  es continua en  0 0,x y . 

 

 Como  , 2f x y x  ,    , 2,1x y   y 
   , 2,1

lim 2 0
x y

x


  ; 
   

 
, 2,1
lim , 0

x y
f x y


 . 

 

 De lo anterior, f  es función continua en todo 2 . 
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1. Dado       2 2 2, : 1 0A x y x y x     , hallar los conjuntos A , A


, 'A ,  Fr A  e 

indicar si A  es abierto, cerrado, acotado o compacto.  
 
2. Dadas las funciones f  y  g  definidas para    0,0,0,, zyx , por 

 

  4 2

1 1 1
, , cos

xyz
f x y z

x y z x y z

 
   

   
  y     

2 2 2
, , , ,

x y z
g x y z f x y z

x y z

 
 

 
. 

 
¿Cómo habría que definirlas en el punto  0,0,0  para que ellas resulten continuas en dicho 

punto? Si eso es posible, ¿Qué valor debe darse a cada función en ese punto? 
  

Solución: 
 

1.       2 2 2, : 1 0A x y x y x    


 ,       2 2 2, : 1 0 'A x y x y x A      , 

 

     2, : 1Fr A x y y x x     . 

 

 A  es abierto, pues A A


; no es cerrado pues A A , por ejemplo    0,0 0,0A A   ; no es 

acotado, ya que por ejemplo 2n  ,  ,0n A ; A  no es compacto por no ser acotado. 

      

2.    0,0,0,,  zyx ,  , ,f x y z xy  y 
   , , 0,0,0

lim 0
x y z

xy


 , por Teorema del sandwich, se tiene 

entonces que 
   

 
, , 0,0,0

lim , , 0
x y z

f x y z


 ; luego, para que f  sea continua en  0,0,0  debe 

definirse  0,0,0 0f  . 

  

Como
   

 
, , 0,0,0

lim , , 0
x y z

f x y z


 , debe analizarse la existencia de 
    2 2 2, , 0,0,0

lim
x y z

x y z

x y z

 

 
. 

Si     3, , , , : 0x y z T x y z y z     , se tiene que 
    2 2 2, ,z 0,0,0 0

lim lim
x y x

x y z x

xx y z 

 


 
 

y como este límite no existe, 
   

 
, , 0,0,0

lim , ,
x y z

g x y z


 no existe y g  no puede definirse en el origen 

de modo que sea continua ahí.  
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1. Sea 2:f   , tal que   2 2, 5 5 6f x y x y x y xy     . 

 

a) Calcular  0,0f  y  1,1f  . 

b) Hallar la expresión para  ,f x y .  

     

2. Si           2 2 2 2 3, : 2 4 , : ,3 4 0,0 , 3,9A x y x y x y y x x            . 

Hallar A


, A ,  Fr A , 'A  e indicar si A  es abierto, cerrado, acotado o compacto. 

 
3. Estudiar la continuidad de f  en  0,0  para los siguientes casos: 

 

a)  
   

   

2 2

2 2 2

1 1
, , 0,0

: , ,

0 , , 0,0

x y
x y

f f x y x y

x y

  


  
 

  , 

 

b)  

4 4

2 2 6
,

: , ,

0 ,

xy x
y x

f f x y x y x y

y x


 

   
 

  , 

 

c)      

   

2 2

1

2
2 2

, , 0,0: , ,

0 , , 0,0,

x ye
x yf f x y x y

x y





    




  . 

 
Solución: 
 

1.       
 

a) De 0x y   y 0x y   se obtiene que 0x y  ; luego,  0,0 0f  . 

 

 De 1x y    y 1x y   se obtiene que 0x   e 1y   ; luego,  1,1 5f   . 

     

b) Si x y u   y x u v   se tiene que 
2

u v
x


  e 

2

u v
y


 ; por lo tanto, 

  

      
   2 2 2 235 5

, 4
4 4 2

u v u v
f u v u v u v u v

 
        y entonces   2 2, 4f x y x y  . 
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2.   2 2 2, : 2 4A x y x y    


 , 

 

           
__

2 2 2 2 3, : 2 4 , : ,3 4 0,0 , 3,9A x y x y x y y x x            , 

 

            2 2 2 2 2 2 3, : 2 4 , : ,3 4 0,0 , 3,9Fr A x y x y x y x y y x x              , 

 

     2 2 2 2 3, : 2 4 , : ,3 4A x y x y x y y x x            . 

 

A  no es abierto pues A A


, por ejemplo    0,0 0,0A A  


; A  no es cerrado pues A A , 

por ejemplo,    4,64 4,64A A   ; A  es acotado, por ejemplo   0,0 ,666A B ; A  no es 

compacto por no ser cerrado.     
 
3. 

a) Para    , 0,0x y  ,  
   

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
,

1 1 1 1

x y x y x y
f x y

x y x y x y x y

   
  

     
; luego, 

   2, : ,f x y x g x y  . Como 
   

 
, 0,0
lim , 0

x y
g x y


 , se tiene 

   
   

, 0,0
lim , 0 0,0

x y
f x y g


   

por lo que f  es continua en el origen. 

 

b) 
   

 
   

4 4

2 6, 0,0 , 0,0
lim , lim

x y x y

xy x
f x y

x y x y 

 
  

  
. 

 

Si    , 0,0x y  , 
 

 

 

2
334

2 22 6
3 3

,

, ,

x yxy yxy
y y

x y x y x y
  


 y por Teorema del sandwich se 

tiene que 
   

4

2 6, 0,0
lim 0

x y

xy

x y



.  

 

Si    
4

2, , : , 0k

x
x y T x y y x k

k

 
      

 
 , dado que 

   

4

, 0,0
lim

x y

x
k

x y



, se tiene que 

   

4

, 0,0
lim

x y

x

x y 
 no existe; 

   
 

, 0,0
lim ,

x y
f x y


 tampoco existe y f  no es continua en  0,0 .  

 

c)  Considerando 
2 2

1
t

x y



, 

   
   

, 0,0

1
lim , lim lim lim 0 0,0t

t tx y t t t

t
f x y te f

e e


   
     ; 

de donde,  f  es continua en  0,0 .        
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1. Sea    *1
,0 : 0 1 , : ,0 1A x x y n y

n

  
        

  
 . 

 
a) Bosquejar el conjunto A . 
b) Determinar el interior y la clausura de A . 
c) Decidir si el conjunto A  es abierto o cerrado. 
 

2. Estudiar la existencia de 
   

 
, 0,0
lim ,

x y
f x y


 para 

a)  
64

32

,
yx

yx
yxf


 , 

b)  
24

32

,
yx

yx
yxf


 , 

c)  
2

4 2
,

x
f x y

x x x y


  
, 

d)  
2

4 2
,

x
f x y

x x x y


  
. 

 

Indicar en qué caso(s) es posible definir  0,0f , de manera que f  sea una función 

continua en el origen. 
 
Solución: 
 

1.  
 
a) A :  
 

   
      

b)  A 


,   10:,0
__

 yyAA . 
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c) A A


, por tanto, A  no es un conjunto abierto. 
__

AA  , por tanto, A  no es un conjunto 
cerrado. 

 
2.  
 

a) Si  yx,   0:,  xyxTy , se tiene que 
   

 
, 0,0
lim , 0

x y
f x y


 . 

 

Si  yx,   23:, xyyxT  , se tiene que 
   

 
, 0,0

1
lim ,

2x y
f x y


 . 

 

Por lo tanto, 
   

 
, 0,0
lim ,

x y
f x y


 no existe y f  no puede definirse en el origen de modo que 

resulte continua en ese punto.       
 

b) Como   2,f x y x y ,    0,0,  yx  y 
   

2

, 0,0
lim 0

x y
x y


 , por acotamiento, se tiene que 

   
 

, 0,0
lim , 0

x y
f x y


 . Para que f  sea continua en  0,0  debe definirse   00,0 f . 

 

c) Como  ,f x y x ,    0,0,  yx  y 
   , 0,0

lim 0
x y

x


 ; por acotamiento, 
   

 
, 0,0
lim , 0

x y
f x y


 . 

Para que f  sea continua en  0,0  debe definirse   00,0 f . 

 

d) Si  yx,   0:,  xyxTy , se tiene que 
   

 
, 0,0
lim , 0

x y
f x y


 . 

 

Si  yx,   4, :T x y y x x    , se tiene que 
   

 
, 0,0
lim , 1

x y
f x y


 . 

 

Por lo tanto, 
   

 
, 0,0
lim ,

x y
f x y


 no existe y f  no puede definirse en el origen de modo que 

resulte continua ahí.          
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1. Sabiendo que nA   es un conjunto abierto o cerrado, utilizar la caracterización dada 

por   cFr A A A A A   


 para demostrar que   int Fr A  . 

 

2. Sea 

2 2

2 2

2 2

, si 1
1( , )

, si 1

x
x y

x yf x y

x y x y


 

  
    

. 

 
a) Hallar el dominio de f  y representarlo gráficamente. 

b) Calcular, si es posible,  0,0f , 
1 3

,
2 2

f
 
  
 

 y  3,1f . 

c) Obtener y representar gráficamente los conjuntos de nivel k , para 0k   y 1k   . 
 

3. Analizar la continuidad de  
   

   

3

2 4
, , 0,0

,

0 , , 0,0

xy
x y

x yf x y

x y




 
 

 en  0,0 . 

Solución: 
 

1. Primer caso: A   abierto. Si   0 intX Fr A , entonces (por definición de punto interior), 

existe 0r   tal que    0 ,B X r Fr A A A A A    


; esto es una contradicción pues (por 

definición de punto adherente) x A  implica que  0 ,B X r A  . Es claro entonces que si 

A   es abierto, no pueden haber elementos en   int Fr A , es decir,   int Fr A  . 

 

Segundo caso: A  cerrado. En este caso, como : cB A  es abierto, del primer caso se tiene que 

         int int int intc cFr B A A A A Fr A       .         

2.  
 

a)   2 2 2, : 1 1fD x y x y x y              
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b)  0,0 0f  ; 
1 3

,
2 2

f
 
  
 

 no existe, pues 
1 3

,
2 2

fD
 

  
 

;  3,1 1f  . 

 

c)          2 2
0 2 2

, : 0 0 0, : 1 0,0
1

f f

x
N f x y D x y y D y

x y

  
           

   

 

 

       
 

     2 2
1 2 2

, : 1 1
1

f

x
N f x y D x y

x y


  
         

   

 

                             , : 0, 1 1,0 , 1,0fx y D x y        

    

            
 

3. Como  
   

 
3/4 3/43 2 4 4 2 4 2 4

1/42 4

2 4 2 4 2 4
,

x y y x y x yx y
f x y x y

x y x y x y

  
    

  
, 

   0,0,  yx  y 
   

 
1/42 4

, 0,0
lim 0

x y
x y


  , se tiene que 

   
 

, 0,0
lim , 0

x y
f x y


  y por lo tanto f  es 

continua en  0,0 . 
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1. Sea :nx    una sucesión convergente y sea  0 1, , , ,nA x x x   . Determinar A


, A , 

 Fr A  y 'A , distinguiendo si A  es finito o no. 

 

2. Sea 2:f    definida por  
 2 2 1

sin ,
,

0 ,

x y x y
f x y x y

x y

  
      

 

. 

a) Hallar, si existe,  ,
f

a a
x




. 

b)   Calcular, si existe,  
2

0,0
f

y x



 
. 

c)  ¿Es f  diferenciable en  1,1 ? 

d) ¿Es f  diferenciable en  0,0 ? Si lo es, hallar la aproximación afín correspondiente. 

 
Solución: 
 

1. Sea lim n
n

l x


 . Si A  es finito,  0 1, , , NA x x x l  ; se tiene A 


,  A A Fr A  , y 

'A  . Si A  es infinito A 


,    A A l Fr A    y  'A l . 

 
2.  

a)   
   

 
0 0

, , 1
, lim lim 2 sin

h h

f a h a f a af
a a a h

x h h 

   
    

  
, este límite existe (y vale 0 ) si y 

sólo si 0a  , por tanto, se tiene que  0,0 0
f

x





 y que  ,

f
a a

x




 no existe si 0a  . 

  

b)  Como 
   

0 0

1
cos0, 0,0

lim lim
h h

f f
h

hx x
h h 

  
  

     no existe,  
2

0,0
f

y x



 
 no existe. 

 

c) No, pues de la parte a), se tiene que  1,1
f

x




 no existe. 

 

d) Dado que  0,0 0
f

y





, 

       
 

 
 

 
, 0,0 0,0 , ,

,
, ,

f x y f f x y f x y
x y

x y x y

  
   y como 

 

 
   

 
, 0,0
lim , 0

x y
x y


 , f  es diferenciable en  0,0  y la aproximación afín es la nula. 
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1. Sea 2:f   , 
2 ,

( , )
6 ,

x y y x
f x y

y x

 
 


. 

  
Analizar la diferenciabilidad y encontrar la ecuación del plano tangente (cuando 
corresponda) al gráfico de f  en el punto   0000 ,,, yxfyx  para: 

 
a)    0,0, 00 yx , 

b)    2,2, 00 yx , 

c)    2,0, 00 yx . 

 

2.  Sea : nf   , una función diferenciable en 0 fX D . Demostrar que la derivada 

direccional es máxima en la dirección de  0f X  e indicar dicho valor máximo. 

 
3. Determinar la ecuación del plano tangente y la recta normal a la superficie S  definida 

por  3 sin 1xz e y z    en el punto  0, / 2,0 .   

 
Solución: 

 
1. 
 

a) Si     2, , :x y x y y x   , se tiene que 
   

 
, 0,0
lim , 6

x y
f x y


 . 

 

 Si     2, , : 2x y x y y x   , se tiene que 
   

 
, 0,0
lim , 0

x y
f x y


 . 

 

Luego, 
   

 
, 0,0
lim ,

x y
f x y


 no existe y f  no es continua ni diferenciable en el origen.     

 

b)  
   

0

2 , 2 2, 2
2, 2 lim 2

h

f h ff

x h

 
 


,  

   
0

2,2 2, 2
2, 2 lim 1

h

f h ff

y h

 
 


  

 

f  es diferenciable en  2, 2  ssi 

 

   

           

 , 2,2

, 2,2 2,2 2 2,2 2

: lim 0
2, 2x y

f f
f x y f x y

x y
L

x y

 
    

 
 

 
 

 

considerando   2, :x y y x  , se tiene que 
2

3 2
lim

22x

x
L

x





 y como este 
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límite no existe; se tiene que f  no es diferenciable en el punto  2,2 .         

      

iii) En vecindades del punto  0, 2 , se tiene que  , 2
f

x y
x





 y  , 1

f
x y

y





, las derivadas 

parciales además de existir en  0, 2 , son continuas en dicho punto por lo que f  es de clase 
1C  y por tanto diferenciable en ese punto. La ecuación del tangente es 2z x y  . 

  
            

2. Como f  es diferenciable en 0X , entonces por teorema, si v̂  es una dirección en n  se sabe 

que la derivada direccional de f  en 0X  en la dirección v̂  está dada por 

 

   0 0
ˆ

ˆ

f
X f X v

v


  


;  

 

y de la desigualdad de Cauchy - Schwarz,      0 0 0ˆ
ˆ

f
X f X v f X

v


   


. Por lo tanto, 

el valor máximo para  0ˆ

f
X

v




 es  0f X . Al considerar la dirección dada por 

 
 

0

0

ˆ
f X

v
f X





, se tiene que  

   
 

 
 

 
2

00 0
0 0

0 0

.
ˆ

f Xf X f Xf
X f X

v f X f X

 
   

  
 

 
De lo anterior, se tiene que la derivada direccional es máxima en la dirección del vector 
gradiente y dicho valor máximo corresponde a la norma de ese vector. 
 
 

3. La superficie S  está determinada por la ecuación  , , 0f x y z  , donde 3:f    es la 

función definida por    , , 3 sin 1xf x y z z e y z    . Como    , , sinxf
x y z e y z

x


 


, 

   , , cosxf
x y z e y z

y


 


 y    , , 3 cosxf

x y z e y z
z


  


 la ecuación del plano tangente 

pedida es 

    0, ,0 , , 0 3 0
2 2

f x y z x z
    

         
   

. 

 

 La ecuación de la recta pedida es 
2

3

x t

y

z t











, t .     

 
        



 

79 

1. Sea 
   

   

2 2 2
3 2 5 , , , 0,0,0

( , , )

5 , , , 0,0,0

xyz
x y z x y z

x y zf x y z

x y z


       

 

. 

 
a) Analizar la continuidad de f  en el origen. 

b) Hallar  , ,
f

x y z
x




,  , ,

f
x y z

y




 y  , ,

f
x y z

z




,   3, ,x y z  . 

c) Analizar la continuidad de las derivadas parciales en todo 3 . 

d) Analizar la diferenciabilidad de f  en todo 3 . 

 

2. Sea 
   

   











0,0,,0

0,0,,
2

),( 24

2

yx

yx
yx

yx
yxf . 

 
Probar que  0,0  la derivada direccional existe en cualquier dirección y que f  no es 

diferenciable en  0,0 . 

 
Solución: 
 

1.  
 

a) Como    , , 5 7 , ,f x y z x y z  ,    0,0,0,,  zyx  y 
   

 
, , 0,0,0

lim , ,
x y z

x y z


0 , se tiene que 

   
   

, , 0,0,0
lim , , 5 0,0,0

x y z
f x y z f


  . Luego f  es continua en  0,0,0 . 

 

b)    
  3

2
,,

2222

2222











zyx

yzxzyxyz
zyx

x

f
,    0,0,0,,  zyx  

 

   
  2

2
,,

2222

2222











zyx

zxyzyxxz
zyx

y

f
,    0,0,0,,  zyx  

 

   
  1

2
,,

2222

2222











zyx

xyzzyxxy
zyx

z

f
,    0,0,0,,  zyx  

 

 
   

0

,0,0 0,0,0
0,0,0 lim 3

h

f h ff

x h


 


 

 

 
   

0

0, ,0 0,0,0
0,0,0 lim 2

h

f h ff

y h
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0

0,0, 0,0,0
0,0,0 lim 1

h

f h ff

z h


 


.   

     

c) Si    0 0 0, , 0,0,0x y z  , se tiene que  

 

   
   

0 0 0
0 0 0

, , , ,
lim , , , ,

x y z x y z

f f
x y z x y z

x x

 


 
, 

 

   
   

0 0 0
0 0 0

, , , ,
lim , , , ,

x y z x y z

f f
x y z x y z

y y

 


 
, 

 

   
   

0 0 0
0 0 0

, , , ,
lim , , , ,

x y z x y z

f f
x y z x y z

z z

 


 
; 

 

así, las derivadas parciales son funciones continuas    , , 0,0,0x y z  . 

 
Al analizar los límites de la derivadas parciales en el origen, tomando la trayectoria 
 

  3, , :x y z x y z   , se tiene que 

 

   
   

, , 0,0,0

1
lim , , 3 3 0,0,0

9x y z

f f
x y z

x x

 
   

 
, 

 

   
   

, , 0,0,0

1
lim , , 2 2 0,0,0

9x y z

f f
x y z

y y

 
    

 
, 

 

   
   

, , 0,0,0

1
lim , , 1 1 0,0,0

9x y z

f f
x y z

z z

 
   

 
, 

 
por tanto, las derivadas parciales no son continuas en el origen. 

 

d) De la parte anterior se tiene que f  es de clase 1C  en  todo 3  excepto en el origen. 

 

Luego,    , , 0,0,0x y z  , f  es diferenciable. 

 

f  es diferenciable en  0,0,0  ssi el límite siguiente es cero, 

 

   

         
 , , 0,0,0

, , 0,0,0 0,0,0 0,0,0 0,0,0
lim

, ,

x y z

x y z

f x y z f f x f y f z

x y z

   
, 
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si     3, , , , :x y z x y z x y z    , este límite vale 

 
3

1

3
; por lo tanto, f  no es 

diferenciable en  0,0,0 . 

 

De lo anterior se tiene que f  es diferenciable en todo 3  excepto en el origen. 

 
  

2. Si     2 2, , :x y x y y x   , se tiene que 
   

   
, 0,0
lim , 1 0 0,0

x y
f x y f


   ; como f  no 

 
es continua en  0,0  entonces ella no es diferenciable en dicho punto. 

 

Sea  ˆ ,v a b  un vector unitario y arbitrario, se tiene  

 

 
     2

0

( , ) 0,0 0,0 2
0,0 lim

ˆ t

f t a b ff a

v h b

 
 


, 0b ; 

 

Si 0b , se tiene que   
   

0

,0 0,0
0,0 lim 0

ˆ t

f t ff

v h

 
 


. 

 

Luego,  0,0
ˆ

f

v




 existe en cualquier dirección. 
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1. Sea 2:f   , donde    
22, 1f x y x y   . Determinar los conjuntos de nivel 1 , 0 , 

4  y 9 ; además graficar la superficie corresponde a la ecuación  ,z f x y .        

 
2. Sean f  y g   las funciones definidas por 

 

   

   

3

2 2
3 2 , , 0,0

( , )

0 , , 0,0

x y
x y x y

x yf x y

x y

 
  

 
 

 y 
   

   

2 2

2 2
, , 0,0

( , )

0 , , 0,0

x y
x y

x yg x y

x y




 
 

. 

 
Determinar: 

 
a) El límite de f en  0,0 . 

b) El límite de g en  0,0 . 

c) Las derivadas parciales de f en  0,0 . 

d) Las derivadas parciales de g en  0,0 . 

e) Si f  es diferenciable en  0,0 . 

f) Si g  es diferenciable en  0,0 . 

g) Si g  es  de clase 1C  en 2 . 

 
Solución: 
 

1.       2
1 , : , 1N x y f x y      ,        2

0 , : , 0 0,1N x y f x y     

 

     22 2 2
4 , : 1 2N x y x y     ,      22 2 2

9 , : 1 3N x y x y      

 

Como las curvas de nivel kN  para 0k   corresponden a circunferencias de radio k  todas  

centradas en  0,1  y las intersecciones entre la superficie  ,z f x y  y los planos yz  y xz  son 

parábolas, entonces dicha superficie corresponde a un paraboloide circular. 
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2.  
 

a) Sean   0:,1  xyxT  y   2
2 :, yxyxT  . Si   1, Tyx  , 

   
 

, 0,0
lim , 0

x y
f x y


 ; si 

 

  2, Tyx  , 
   

 
, 0,0
lim , 1

x y
f x y


 . Se tiene entonces que 

   
 

, 0,0
lim ,

x y
f x y


 no existe. 

        

b) Como   2,g x y x ,    0,0,  yx  y 
   

2

, 0,0
lim 0

x y
x


  , se tiene que 

   
 

, 0,0
lim , 0

x y
g x y


 . 

 

c) Como 
   

20 0

,0 0,0 1
lim lim 3
h h

f h f

h h 


  ,  0,0

f

x




 no existe. 

 

 
   

0

0, 0,0
0,0 lim 1

h

f h ff

y h


  


.       

 

d)  
   

 
0

,0 0,0
0,0 lim 0 0,0

h

g h gg g

x h y

 
  

 
.     

 

e) Como  f  no es continua en  0,0 , entonces ella no es diferenciable dicho punto. 

 

g) Si    0,0, yx  entonces    
 222

42
,

yx

xy
yx

x

g







   y    

 222

42
,

yx

yx
yx

y

g







. 

 

De aquí se ve que    1 2 0,0g C  . 

 

Como  , 2
g

x y x
x





,    0,0,  yx  y  , 2

g
x y y

y





,    0,0,  yx  y  

 

 
       , 0,0 , 0,0

lim 0 lim
x y x y

x y
 

  , se tiene que 
   

   
, 0,0
lim , 0 0,0

x y

g g
x y

x x

 
 

 
 y 

 

 que 
   

   
, 0,0
lim , 0 0,0

x y

g g
x y

y y

 
 

 
. 

 

 De lo anterior,  1 2g C  . 

 

f) Como   1 2g C   y en particular es de clase 1C  en el origen, se tiene entonces que g  es 

diferenciable en dicho punto.  
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1. Sean 
   

   












0,0,,0

0,0,,
),( 24

2

yx

yx
yyx

yx

yxf  y    
   

   











0,0,,0

0,0,,
),( 24

2

yx

yx
yx

yx
yxg , 

determinar: 
 
a) Si f  es diferenciable en  0,0 . 

b) Si g  es diferenciable en  0,0 . 

c) La buena aproximación de f  en las vecindades del punto  1,1  

d) La derivada direccional de f  en  0,0  en la dirección del vector ˆ ˆû ai bj  . 

e) La derivada direccional de g  en  0,0  en la dirección del vector ˆ ˆû ai bj  . 

 

2. Sea 2:f   , con 

 
   

   

2 2

2 2
, , 0,0

( , )

0 , , 0,0

x y
xy x y

f x y x y

x y

 
 

 
 

. 

a) Calcular )0,(x
y

f




 y    y

x

f
,0




  para x , y  . 

b) Mostrar que f  no es de clase 2C  en el origen. 

c) Estudiar la diferenciabilidad de f en  0,0 . 

d) Hallar la ecuación del plano tangente a la gráfica de f en el punto  0,1,1 . 

 
Solución: 
 

1.  
 

a)   00,0 f ;   



0,0

x

f    
0

,0 0,0
lim 0
h

f h f

h


 ;   




0,0

y

f    
0

0, 0,0
lim 0
h

f h f

h


 . 

 

f  es diferenciable en  0,0     
   

 
 , 0,0

,
lim 0

,x y

f x y

x y
 ; como 

 
 

,

,

f x y
x

x y
 ,   0,  yx  y 

   , 0,0
lim 0

x y
x


 , se tiene 

   

 
 , 0,0

,
lim 0

,x y

f x y

x y
 . Luego, f  es diferenciable en  0,0 . 

   

b) Sea    2 2, :T x y y x   ,   Tyx ,    
   

 
, 0,0

1
lim ,

2x y
g x y


 0 , 

 

por lo tanto, g  no es continua en  0,0  y g  no es diferenciable en  0,0 .  2 puntos 
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c)  
 

 

4

24 2

2 1
,

xy y xf
x y

x x y y

 


  
 y  

 
 

2 4 2

24 2

2
,

x x y yf
x y

y x y y

 


  
  son funciones continuas si 0y . 

 

De lo anterior, f  es de clase si 1C  si 0y , por lo tanto, en particular f   es diferenciable en 

 

el punto  1,1  y la aproximación está dada por    
1

, 2 1
9

A x y x   . 

puntos 

d) Como  f  es diferenciable en  0,0  entonces     ˆ0,0 0,0 0
ˆ

f
f u

u


   


. 

1.2 puntos 

e)  0,0
ˆ

f

u






     2

0

( , ) 0,0 0,0
lim
h

f h a b f a

h b

 
 , 0b , 

 

0b   0,0
ˆ

f

v


 



   
0

,0 0,0
lim 0
h

f h f

h

 
 . 

 
2.  
 

a)    
   

0

, ,0
,0 lim

t

f x t f xf
x x

y t


 


, x  , 

 
   

0

, 0,
0, lim ,

t

f t y f yf
y y y

x t


    


 .  

b)   
   2

0

,0 0,0
0,0 lim 1y y

h

f h ff

x y h


 

 
;    




0,0

2

xy

f    
0

0, 0,0
lim 1x x

h

f h f

h


  . 

Como    
2 2

0,0 0,0
f f

x y y x

 


   
, entonces por Lema de Schwarz f  no es 2C  en el origen. 

c)    f  es diferenciable en  0,0  ssi 
   

 
     

 
 

2 2

3 2, 0,0 , 0,0 2 2

,
lim lim 0

,x y x y

xy x yf x y

x y x y 


 


. Como, 

 
 

2 2

3 22 2
0

xy x y
x

x y


 


,    0,0,  yx  y 

   , 0,0
lim 0

x y
x


 , entonces 

   

 
 , 0,0

,
lim 0

,x y

f x y

x y
 , 

por tanto, f  es diferenciable en  0,0 . 

 

d) La ecuación del plano pedido es z x y  . 
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1. Sea : m nF A    , donde A  es abierto en m   y  0X A . 

 
a) ¿Qué significa que F  sea diferenciable en 0X ? 

b) ¿Qué significa que F  sea de clase 1C  en  el abierto 0X ? 

c) ¿Cómo se define la matriz jacobiana de F  en 0X ? 

d) ¿Cómo se define la buena aproximación afín a F  en el punto 0X ? 

e) ¿Cómo se define la derivada direccional de F  en 0X  en dirección û  en m ? 

 

2. Sea 2 2:F    la función definida por 
 

 
3 5

2 4

2 5
, , 2 5 7

x y
F x y x y

x y

 
   

 
, para    0,0, yx   y     0,0 0,7F  . 

 
Determinar: 

 
a) Si F  es continua en  0,0 . 

b) Si F  es diferenciable  0,0 . 

c) Si F  es de clase 1C  en algún abierto de 2 . 

d) La buena aproximación afín de F  en las vecindades de  1,1 . 

e) La matriz jacobiana de F  en  1,1 . 

 
Solución: 

1.  

a) Significa que 
     0 0 0lim 0j j j

H

f X H f X f X H

H

   
 , nj ,...,1 . 

 

b) Si  1, , nF f f  , significa que las funciones :j m

i

f
A

x


 


   son continuas en cada 

punto de A ,      nmji ...,,1...,,1,  . 

 

c) Como la matriz  0

j

i

f
X

x

 
 
 

del tipo mn , donde njmi  1,1 . 

d) A : m n  ,        0 0 0

Tj

i

f
A X X X X F X

x

 
   

 
. 

 
e) La derivada direccional en el punto 0X  con respecto al vector û , está definida cuando 1m  

y ella está dada por  
   0 0

0

ˆ
lim

ˆ t

f X tu f Xf
a

u t

 



, cuando este límite existe. 
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2.       , , , ,F x y f x y g x y ,  
   

   

3 5

2 4

2 5
, , 0,0

,

0 , , 0,0

x y
x y

x yf x y

x y

 


 
 

, 

 

  , 2 5 7g x y x y    (función de clase 1C  en 2 ). 

 

a) Como  , 2 5f x y x y  ,    0,0,  yx    y   
   

 
, 0,0
lim 2 5 0

x y
x y


   se prueba, por 

Teorema del sandwich, que 
   

 
, 0,0
lim , 0

x y
f x y


 . 

 

f  y g  son funciones continuas en  0,0 ; por tanto, F  es continua en  0,0 . 

 

b)  0,0 2
f

x





,  0,0 5

f

y


 


; f  es diferenciable en   0,0  ssi 

  

   

       

 , 0,0

, 0,0 0,0 0,0

lim 0
,x y

f f
f x y f x y

x y

x y

 
  

 
 . 

 

En este caso, 

       

   

2 4

2 2 2 4

, 0,0 0,0 0,0
5 2

,

f f
f x y f x y

x y xyx y

x y x y x y

 
  

 


 
 y 

 

    2, , :x y T x y y x    
     

2 4

2 2 2 4, 0,0

5 2
lim 0

x y

x y xy

x y x y




 
; luego, 

 
f  no es diferenciable  0,0 ; por lo tanto, F  no es diferenciable  0,0 . 

 
 

c) f  y g  son funciones de clase 1C  en   2 0,0 . F  es función de clase 1C  en 

  2 0,0 . 

 

e) 
 
 

 1, 1

1 2 11 2,g

2 5,

f

x y


     
      

. 

d)   yxA ,  
 
 

 1, 1

1,g 3 11
1, 1 ,7 2 5

1, 2 2 2

xf x
F y x y

yx y


      
               

. 
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1. Considerar  ,w f x y  una función de clase 2C  en las variables x  e y  y sean 

x u v   e y u v  . Mostrar que 
2 2 2

2 2

w f f

u v x y

  
 

   
. 

 
2. Considerar el sistema de ecuaciones  
 

 

3

3 3

1

2 1 0

xz yu x

xy u z y





  

   
 

 

a) En una vecindad del punto    0 0 0 0 0, , , 0,1,0,1P x y z u  , determinar qué valor(es) de 

   son tales que el sistema define       , , , ,x y g z u h z u . 

b) Para 0  , calcular 
w

z




 en el punto    0 0, 0,1z u  , donde  , 1w x y xy  .     

 
Solución: 

1. De la regla de la cadena se tiene que, 
w f x f y f f

v x v y v x y

      
   

      
 y  

 
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

w f x f y f x f y f f f f

u v x u y x u x y u y u x y x x y y

            
       

                 
; 

 

aquí, como f  es 2C , por Lema de Schwarz se tiene que 
2 2f f

y x x y

 


   
 y por lo tanto, 

2 2 2

2 2

w f f

u v x y

  
 

   
. 

2.  
 

a) Si          3 3 3
1 2, , , , , , , , , , 1,2 1F x y u v f x y u v f x y u v xz yu x xy u z y         , F  

es de clase 1C  cerca de 0P ,    0,00 PF  y 
 
 

21 2,
2

,

f f
a

x y


 


; luego por el Teorema de la 

función implícita, el sistema define a  ,x g u v  y a  ,y h z u  si 2a   . 

 

b) Del corolario del teorema, 
 
 

 

 
 

 
 

0 0

1

1 2 1 2

0,1

1 / 2 0, , ,

0 1, , ,
P P

x y f f f f

u v x y z u


          

                  
; 

 

así que,      0 0

1
0,1

2

w w x w y x y
P y x P

z x z y z z z

        
               

. 
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1. Mostrar que el sistema 
2 2 2 2

2 2 2 2

2 5

4

x y u v

x y u v

   

    
 define a ),( yxuu  , ),( yxvv  , con 

  21,0 u  y  1)1,0( v . Encontrar, además las diferenciales )1,0(Du  y  1,0Dv  y la 

derivada parcial de segundo orden  1,0
2

2

x

v




. 

 

2. Sea : nf   . Se dice que f  es homogénea de grado m  si    mf tX t f X , para 

todo 0t   y nX  . Si f  es diferenciable, probar que f  es homogénea de grado m  si 

y sólo si    
1

n

i
i i

f
mf X X x

x





 . 

 
Solución: 

 

1. Sea 4 2:F   , con  ,F f g , donde   2 2 2 2, , , 2 5f x y u v x y u v       y 

   2 2 2 2, , , 4g x y u v x y u v      y sea el punto )1,2,1,0(0 P . F  es de clase 1C  en 

 cerca de 0P ,    0,00 PF  y 
 
 

 1 2
0

,
8 0

,

f f
P

u v


  


; luego por el Teorema de la función 

 implícita, el sistema define implícitamente a u  y v  como funciones de x  e y . 

  

Además, 
 
 

 

 
 

 
 

0 0

1

0,1

0 1 2, , ,

0 0, , ,
P P

u v f g f g

x y u v x y


         

                  
. 

 

Las aplicaciones lineales definidas por )1,0(Du  y  1,0Dv  están dadas por 

 
2(0,1) :Du    

               , (0,1) , 0,1 0,1
2

u u k
h k Du h k h k

x y

 
  
 

 , 

 
2(0,1) :Dv    

               , (0,1) , 0,1 0,1 0
v v

h k Dv h k h k
x y

 
  
 

 . 

 
Al derivar las dos ecuaciones con respecto a x  y luego sumar se obtiene 

 

 
2

, , ,x

x
v x y u v

v
  , luego  

2

2

4
2

, , ,xx

x v
v

vv x y u v
v


    y así  0,1 2xxv  . 
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2. : nf      : ng      :h     

        X f X           t g t tX               t h t f g t  

 

De la regla de la cadena, se tiene que    'h t f tX X   , con X  arbitrario y fijo. 

 
 

Primero debe probarse que si f  es homogénea de grado m ,    mf X f X X   . 

  

 Si f  es homogénea de grado m , se tiene que      mh t f tX t f X  , para todo 0t   y 
nX  , luego      1' mh t f tX X mt f X     y de aquí, al evaluar 'h  en 1, se obtiene que 

   
1

n

i
i i

f
X x mf X

x





 . 

 

Así, es claro que si f  es homogénea de grado m , entonces    mf X f X X   . 

 
 

Ahora debe probarse que si    
1

n

i
i i

f
mf X X x

x





 , f  es homogénea de grado m . 

 

 Si   0f X  , se tiene          
1 1

'
m

h t f X X f tX tX mf tX h t
t t t

         y 
 
 
'h t m

h t t
  

de donde  ln ln mh t t C  , aquí si 1t   se obtiene que  ln f X C  y por lo tanto 

   mh t t f X . Si   0f X  , del mismo modo se llega a    mh t t f X . 

 

Si   0f X   y existiera algún 0 0t   tal que  0 0f t X  , de lo anterior se tendría que 

 

      0 0

0 0

1 1
0

m

f X f t X f t X
t t

   
     

   
, 

 

lo cual es una contradicción; por tanto, si   0f X  , entonces para todo 0t   se tiene que 

  0f tX  . 

 

Así, si f  verifica    
1

n

i
i i

f
mf X X x

x





  entonces ella es homogénea de grado m . 
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1. Sea 2:f   , definida por 
     

   














0,0,     ,        0

0,0,,
22

),( 22

23

yx

yx
yx

xyyx
yxf . 

 

a) Calcular  0,0
x

f




  y   0,0

y

f




. 

b) Determinar si f  es diferenciable en  0,0 . 

c) Decidir si la gráfica de f  posee plano tangente en el punto 
12

1,2,
5

 
 
 

 y en caso afirmativo 

escribir la ecuación de dicho plano. 
 

2. Sean  ,z z x y  una función de clase 2C  y  2 2:T   ,    yxvuT ,,   la  

transformación con componentes ux  , uvy  . 

 

a) Si       , , ,w u v z x u y u v  transformar      
2 2

2
, , ,

w w v w
E u u v v u v u v

u u v u v

  
  

   
 en 

términos de las variables x  e y . 

 
b) Mostrar que la transformación T  no posee inversa. 
 

c) Mostrar que T  es localmente invertible cerca de  1,1 , con inversa 1T  diferenciable y 

que en cualquier vecindad del punto  1,0  la aplicación T  no es inyectiva. 

 
Solución: 
 

1.  
 

a)   



0,0

x

f    
0

,0 0,0
lim 2
h

f h f

h


 ,  0,0

f

y






   
0

0, 0,0
lim 0
h

f h f

h


 . puntos 

 
b) f  es diferenciable en  0,0  ssi  

 

   

       
       

3

3
, 0,0 , 0,0

, 0,0 0,0 ,
lim lim 0

, ,x y x y

f x y f f x y x y

x y x y 

  
  , como 

 
 yx

yx

yx
,

,
3

3

 , 

 

   0,0,  yx   y  
   

 
, 0,0
lim , 0

x y
x y


 , se tiene que 

     

3

3, 0,0
lim 0

,x y

x y

x y
  y por tanto, f  es 

 
diferenciable en  0,0 .  

 1.5 puntos 
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c)    0,0,  yx :  
 

4 2 2 2 3 4 4

22 2

4 3 2 2
,

f x y x y x y x y
x y

x x y

    


 
,  

 
 

3 2 2

22 2
,

x x yf
x y

y x y




 
. 

 

Claramente estas funciones son continuas    0,0,  yx , por lo tanto, f  es de clase 1C  y 

además diferenciable    0,0,  yx . fG  posee plano tangente en el punto 
12

1,2,
5

 
 
 

 pues f  

es diferenciable en el punto  2,1 ; la ecuación de dicho plano es 1025376  zyx . 

 
2.  

a)              , , , , , , ,
w z x z y z z

u v x y u v x y u v x y v x y
u x u y u x y

      
   

      
 

 

                 
2 2 2 2 2

2 2 2
, , , , , , , , ,

w z x z y z x z y
u v x y u v x y u v v x y u v x y u v

u x u y x u x y u y u

         
    

           
 

       
2 2 2 2

2

2 2 2
, , 2 , ,

w z z z
u v x y v x y v x y

u x y x y

   
  

    
 

 

           , , , , , ,
w z x z y z

u v x y u v x y u v u x y
v x v y v y

     
  

     
 

 

           
2 2 2

2
, , , , , ,

w z x z y z
u v u x y u v x y u v x y

u v x y u y u y

      
   

        
 

 

       
2 2 2

2
, , , ,

w z z z
u v u x y uv x y x y

u v x y y y

   
  

     
; 

 

se tiene,    
2 2

2
, ,

z z
E x x y y x y

x x y

 
 

  
. 

 
b)    0,0,0 vT , v  , por lo tanto T  no es inyectiva ni invertible. 

 

c) Como 
 
   1,1

,
1 0

,

x y

u v


 


 y T  es clase 1C  cerca del punto  1,1 ; entonces T  es localmente 

invertible en vecindades de dicho punto, con inversa 1T  diferenciable ya que por el Teorema 

de la función inversa 1T  es clase 1C  cerca de  1,1 . Además, de b), si 1v  puede verse que 

cerca del punto  1,0 , T  no es inyectiva. 
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1. Sea      ctxgctxftxu , , donde f  y g  son funciones de una variable dos veces 

derivables y  c  una constante. Probar que u  satisface la ecuación de onda 2
tt xxu c u . 

 

2. Considerar la función     









y

x
yxyxF

2
2
,, , 0y . 

 
a) Probar que F  admite inversa local en vecindades 0U  de  1,1 . 

 

b) Sea 1 2 2
0:F V    ,       vuhvugyx ,,,,   la inversa local de F , calcular la 

 razón de cambio de h  en  1,4  en la dirección del vector ˆ ˆ2i j . 

 
Solución: 

  
1.      ctxgctxftxux ,  

 

      ctxgctxftxu xx ,  

 
      ctxgcctxfctxut ,  

 

        txucctxgcctxfctxu xxtt ,, 222  . 

 
2.  

a) Como   
4 4

, 1,1 12 0
2 1

J F


   
 

 y F  es de clase 1C  en vecindades 0U  de  1,10 X  

 y por Teorema de la función inversa se tiene que F  posee inversa de clase 1C  cerca de  1,1 .

   
 

b) Como 1F  es diferenciable en      0 0 1,1 4,1Y F X F    , h  es diferenciable en  1,4 , por 

lo que    0 0
ˆ

ˆ

h
Y h Y v

v


  


, donde ˆ ˆˆ 2v i j  . 

 

Además como    













3161

31121
, 0

1 YFJ ,  

 

se tiene que   









3

1
,

6

1
0Yh  y por lo tanto    0 0

2
ˆ

ˆ 3 5

h
Y h Y v

v


   


. 
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1. Dado el sistema 
0

0
22

22





uyvy

vxux
 

 
a) Determinar que condición debe cumplir una solución  0000 ,,, vuyx  para que este defina 

implícitamente a funciones ),( yxuu  , ),( yxvv   de clase 1C  cerca de  00 , yx . 

 
b) Aplicando el Teorema de la función implícita para la solución 1x , 1y , 1u , 0v , 

decidir si     yxvyxuyxT ,,,),(   admite inversa de clase 1C  cerca de  1,1 . 

 
2. Encontrar los puntos críticos para f  y determinar la naturaleza de cada uno de 

ellos, cuando: 
 

a)    
2 22 2, x yf x y x y e   , 

 
b)      xyyyxf ln2,  , 

 

c)   zzxyyxzyxf 2,, 232  . 

 
Solución: 

1. 
 

a) Sea 4 2:F    con       , , , , , , , , , ,F x y u v f x y u v g x y u v , donde 

  2 2, , ,f x y u v x xu v    y   2 2, , ,g x y u v y yv u   ; claramente F  es  1 4C   pues f  y 

g  lo son; además   )0,0(,,, 0000 vuyxF .  

 

Como 
 
 

2,
4

2,

x vf g
xy uv

u yu v

 
  
 

, se tiene entonces que para que el sistema dado defina 

implicítamente dos funciones ),( yxuu  , ),( yxvv   de clase 1C , cerca de  00 , yx  debe 

cumplirse que  04 0000  vuyx . 

 
b)   El punto )0,1,1,1(0 P  cumple la condición de la parte a) y por el corolario del Teorema de la 

función implícita, se tiene    
  

 
 
 

 

 
 

 
 

0 0

1

1,1

1 0, ,g ,

2 2, , ,
P P

u v f f g

x y u v x y


         

                        
. 

 

Así 02))1,1(,( TJ  y como T  es 1C  cerca de  1,1 , entonces existe 1T  de clase 1C  en 

vecindades del punto  1,0 . 
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2.  
 

a) Los puntos críticos son  0,0 ,  0,1  y  1,0              

 

   132, 22

2

2





yxyx

x

f  xxxyxe yx  234
22 22 yxe   

 

    xyyx
xy

f
yx

yx

f
4,,

22









  yxxyxe yx  234
22 22 yxe   

 

   22

2

2

312, yxyx
y

f




  yyyxye yx 324
22

 22 yxe   

 

Punto 1  2  Naturaleza 

 0,0  positivo positivo Mínimo local estricto 

 0,1  positivo negativo Silla 

 0,1  positivo negativo Silla 
 

El origen, es además un mínimo absoluto, pues   2,x y  ,    0,0 0 ,f f x y  . 

 

b)   2, : 0fD x y xy   ;   0, 



yx

x

f
 2y ,   0, 




yx

y

f


 
0

2ln




y

yxyy
, 

hay un único punto crítico,   







 2,

2

1
, 00 yx . Como  

22

2 2
,

x

y
yx

x

f 





,  

22

2 2
,

y

y
yx

y

f 





, 

   
x

yx
xy

f
yx

yx

f 1
,,

22










; se tiene que 01   y 42   y el punto es de silla. 

  
c)  

De  , , 0
f

x y z
x





 2yx  ,  , , 0

f
x y z

y





 xy 23 ,  , , 0

f
x y z

z





 1z , se tiene 

que 02  xy  o 
6

1
2  xy  y los puntos críticos son  1,0,0  y 








1,

6

1
,

12

1
. 

 
Para  1,0,0 , 21  ,  12  y   23  ;  1,0,0  es punto de silla. 

   

Para 







1,

6

1
,

12

1
, 21  ,  12  y   23  ; 








1,

6

1
,

12

1
 es mínimo relativo. 
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1. Sean 2:f   ,    , ,x y f x y  de clase 2C , el cambio x u av   e  y u av   y a  

una constante. Sea 2:g   ,      , , ,u v g u v f u av u av    . Aplicar la regla de la 

cadena para escribir    
2 2

2

2 2
, ,

g g
u v a u v

v u

 


 
 en términos de las variables x  e y . Deducir 

luego en qué se transforma la ecuación diferencial parcial    
2 2

2

2 2
, ,

g g
u v a u v

v u

 


 
 en 

términos de las variables x  e y . 

   

2. Sea            , , , , cos ,sinF x y f x y g x y x y x y   . Demostrar que F  tiene inversa 

cerca de ,
2 2

  
 
 

 y obtener la matriz jacobiana de dicha inversa en el punto  0,0 . 

 

3. Mostrar que la ecuación    sin 1 2 0y zxe z x y xyz x       , define  ,z g x y  de 

manera única y como una función de clase 1C  en un entorno del punto  1, 1,1 . 

Además, verificar que  1, 1  es un punto crítico para g . 

     
Solución: 

 

1.          , , , , ,
g f x f y

u v x y u v x y u v
u x u y u

    
 

    
 

 

     , , ,
g f f

u v x y x y
u x y

  
 

  
 

 

                  
2 2 2 2 2

2 2 2
, , , , , , , , ,

g f x f y f x f y
u v x y u v x y u v x y u v x y u v

u y x u y x u uu x y

        
   

         

  

        
2 2 2 2

2 2 2
, , 2 , ,

g f f f
u v x y x y x y

y xu x y

   
  

   
 

 

         , , , , ,
g f x f y

u v x y u v x y u v
v x v y v

    
 

    
 

 

     , , ,
g f f

u v a x y x y
v x y

   
  

   
 

 

                  
2 2 2 2 2

2 2 2
, , , , , , , , ,

g f x f y f x f y
u v a x y u v x y u v x y u v x y u v

v x v y x v x y v y v
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2 2 2 2

2 2 2

2 2 2
, , 2 , ,

g f f f
u v a x y a x y a x y

v x y x y

   
  

    
 

 

     
2 2 2

2 2

2 2
, , 4 ,

g g f
u v a u v a x y

v u y x

  
  

   
 

 

 La ecuación    
2 2

2

2 2
, ,

g g
u v a u v

v u

 


 
 se transforma en  

2

, 0
f

x y
y x




 
. 

 

2. 
 
 

 

   
   

,

cos sin,

cos cos,
x y

y x yf g

x y x yx y

   
   

     
 

 

Como 
 
 

1 2

,
2 2

0 2,
0

1 1, 2

f f

x y  

 

 
 
 


  


 y f  es 1C  cerca de ,

2 2

  
 
 

, f  posee inversa en 

vecindades de dicho punto. Por el Teorema de la función inversa, la matriz pedida es 
 

     
 

1

1 1 2

,
2 2

1
, 2, 0,0
,

0
2

f f
J f

x y  









 
 
 

 
  

    
     

 

. 

 

3. Sea 3:f   , con      , , sin 1 2y zf x y z xe z x y xyz x      ; claramente f  es de 

clase 1C  en el punto  1, 1,1 ; como  1, 1,1 0f    y  1, 1,1 2 0
f

z


  


, se tiene entonces 

que la ecuación define implícitamente de manera única a  ,z g x y  como una función de 

clase 1C  cerca de  1, 1 . Además, por el corolario del Teorema de la función implícita, se 

tiene     

 

 
 

 
1

1,1 1, 1

1, 1,1 0 0
g g f f f

x y z x y





        
               

; 

 

 luego,    1, 1 1, 1 0
g g

x y

 
   

 
 por lo que  1, 1  un punto crítico para g . 

 

 Observación: Para obtener las derivadas parciales en el punto  1, 1 , sin utilizar el corolario 

del teorema, basta derivar la ecuación implícitamente con respecto a x , luego despejar 
g

x




 y 

evaluar en  1, 1,1  (la otra derivada parcial se obtiene análogamente). 
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1. Sea : nL    una aplicación lineal, utilizando el Teorema del sandwich mostrar 

 que ella es continua en todo n . 

2. Sea : nf   , una función diferenciable en 0 fX D  , demostrar que la diferencial 

 0Df X  está definida de manera única. 

3. ¿Qué relación hay entre una aplicación lineal y su diferencial?  
 
Solución: 
 

1. Sean 
1

ˆ
n

i i
i

X x e


   e 
1

ˆ
n

i i
i

Y y e


   en n , considerando   : sup : 1,iK L e i n  , se tiene 

        
1 1 1 1 1 1

ˆ ˆ
n n n

i i i i i i i iL X Y x y L e x y L e K x y nK X Y
  

           , de aquí; es claro 

que    0 0L X L X C X X   , con 0C nK  . 

 

Luego, como 
0

0lim 0
X X

X X


  , por Teorema del sandwich, se tiene    
0

0lim
X X

L X L X


 . 

        

2. Al suponer que existen dos aplicaciones, 1L  y 2L  en  L ,m   tales que 

 

     0 0 1lim 0
H

f X H f X L H

H

  
  y 

     0 0 2lim 0
H

f X H f X L H

H

  
 , se tiene que 

 

   1 2lim 0
H

L H L H

H


 , lo cual a su vez implica que 

   1 2
lim 0
H

L H L H

H


 .  

 
el valor de este último límite considerando la trayectoria H tY , donde Y  es un vector no 
nulo arbitrario y fijo, está dado por 

 

           1 2 1 2 1 2

0 0
lim lim
t t

L tY L tY t L Y L Y L Y L Y

tY t Y Y 

  
  , 

 
y como dicho valor es cero, dado que Y  , entonces necesariamente debe tenerse que 

   1 2L Y L Y  y por lo tanto 1 2L L , lo cual prueba la unicidad de la diferencial. 

 

3. Si : nf    es lineal entonces      0 0f X H f X f H   , por lo que el límite que define 

la diferenciabilidad queda 
   

lim 0
H

f H L H

H


 ; luego, de la parte 2., se deduce que la 

diferencial de una aplicación lineal y la aplicación lineal coinciden, es decir,  0Df X f . 
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1. Sea  
   

   

3

2 2
3 7 15 , , 0,0

,

15 , , 0,0

xy
x y x y

f x y x y

x y


   

 
 

 

 

a) Calcular  ,
f

x y
x




 y  ,

f
x y

y




 en cada punto   2,x y  . 

b) Probar que f  es de clase 1C  sobre 2 . 

c) Decidir si f  es diferenciable en el origen. 

d) ¿Cuál es el valor máximo de la derivada direccional de f  en el punto  1,1  y 

cuál  es  su dirección? 

e) ¿Cuál es el valor de las derivadas direccionales  0,0
ˆ

f

u




 y   0,0

ˆ

f

v




 si u


 y  v


 

tienen la dirección de los vectores ˆ2i  y ˆ2 j  respectivamente? 

 

2. Demostrar que en una vecindad del punto  3,2,3  la ecuación 

 

    4 2 9 72z x z y    

  

 define una función  ,z f x y  tal que  3,2 3f   . Además, encontrar la ecuación de la 

recta tangente a la curva de nivel  , 3f x y   en el punto  3,2 .       

 
Solución: 

1.  

a)    , 0,0x y  ,  
 

5

3 22 2
, 3

f y
x y

x x y


 

 
,  

 
 

2 2 2

3 22 2

3 2
, 7

xy x yf
x y

y x y


 

 
, 

  

  
   

0 0

,0 0,0 3 15 15
0,0 lim lim 3

h h

f h ff h

x h h 

  
  


, 

 

  
   

0 0

0, 0,0 7 15 15
0,0 lim lim 7

h h

f h ff h

y h h 

   
   


. 

  

b) Si    0 0, 0,0x y  , 
   

   
0 0

0 0
, ,

lim , ,
x y x y

f f
x y x y

x x

 


 
  y  

   
   

0 0
0 0

, ,
lim , ,

x y x y

f f
x y x y

y y

 


 
.  

 

En  0,0 ,    
   , 0,0

2, 0,0 0
x yf f

x y y
x x

 
  

 
 y    

   , 0,0
2, 0,0 3 2 0

x yf f
x y y xy

y y

 
   

 
; 
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aquí, por lo anterior y haciendo uso del Teorema de sandwich, se tiene que 
 

   
   

, 0,0
lim , 0,0

x y

f f
x y

x x

 


 
  y   

   
   

, 0,0
lim , 0,0

x y

f f
x y

y y

 


 
.   

 

 Se tiene entonces que para cualquier punto   2
0 0,x y  , se cumple que 

 

 
   

   
0 0

0 0
, ,

lim , ,
x y x y

f f
x y x y

x x

 


 
  y  

   
   

0 0
0 0

, ,
lim , ,

x y x y

f f
x y x y

y y

 


 
. 

 

Luego, f  es de clase 1C  en todo 2 . 

 

c)  1 2f C  , luego f  es diferenciable en todo 2  y en particular en  0,0 . 

 

d) El valor máximo de la derivada direccional de f  en el punto  1,1  es 
245

16 2
4

  y está 

dado en la dirección de  
1 5

1,1 3, 7
2 2 2 2

f
 

    
 

. 

 

e)    0,0 0,0 3
ˆ

f f

u x

 
 

 
,    0,0 0,0 7

ˆ

f f

v y

 
  

 
. 

 
 

 

2. Sea 3g :   , con   4 2, , 9 72g x y z z x z y    ; claramente g  es de clase 1C  en el punto 

 3,2,3 ; como  3,2,3 0g    y  3,2,3 0
g

z


 


, se tiene entonces que la ecuación define a 

 ,z f x y  como una función de clase 1C  cerca de  3,2 . 

 

La curva de nivel  , 3f x y   está dada por 2 3 3 0x y   ; si 2:h   , se define por 

  2, 3 3h x y x y    se tiene que la curva anterior puede reescribirse como  , 0h x y   y por 

lo tanto la ecuación de la recta tangente en el punto  3,2  está dada por 

 

        3,2 3, 2 0h x y      ; 

 
es decir, la ecuación pedida es 2 4 0x y   . 
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1. Hallar los puntos de la curva de intersección entre las superficies 
 

1: 222
1  zyxzxS    y   1: 22

2  zxS   

 
que están más próximos y los que están más alejados del origen. Justificar antes la 
existencia de los puntos buscados. 
 

2. Probar que la función   
 +

3

1
1

xte
x dt

t


 


 , definida 0x   es derivable. 

 
Solución: 
 

1. Como 2S  es un cilindro de radio 1 cuyo eje es el y , entonces se tiene que 1x  y 1z ; 

restando las ecuaciones se tiene que xzy 2 , por lo tanto 1y  . Por tanto, 1 2:C S S   es 

conjunto compacto, pues corresponde a una curva acotada. 
 

Sean    222,, zyxzyxf  ,  , ,g x y z  1222  zyxzx  y 2 2( , , ) 1h x y z x z   . 

 
La continuidad de f  y la compacidad de C , por el Teorema de los valores extremos 

aseguran la existencia de puntos en donde f  alcanza extremos absolutos. 

 
Lagrange, 
 
     21 222  xzxx  , _ _ _ _ _ _ _    1  

   122 yy  , _ _ _ _ _ _ _ _ _ _   _ _   2  

        21 222  zxzz  ,_ _ _ _ _ _ _    3  

   1222  zyxzx ,     _ _ _ _ _ __ _   4  

                      122  zx . _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _    5  

 

Restando las ecuaciones  5  y  4 , se tiene 02  yxz   6  

 

 1    
 
x

xzx

2

22 1
2





 ,  3    

 
z

zxz

2

22 1
2





  

 

De 
 




x

xzx

2

22 1  
z

zxz

2

22 1  
, se tiene que xz  . 

 
 De la ecuación  2  considerando 0y , se tienen dos posibilidades 

 

i) xz   en  6    022  yx  ( ) .  
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ii) xz   en  6    xy  ; xz   en  5    
2

1
z . Se ha llegado entonces a los 

 puntos  1,1,1
2

1
1 P ,  1,1,1

2

1
2 P ,  1,1,1

2

1
3 P  y  1,1,1

2

1
4 P . 

 

 De la ecuación  2  considerando 0y , se tiene  6  que 0xz  o sea, 0x    0z . 

 

0x  en la ecuación  5    1z , 0z  en la ecuación  5    1x . 

 
Se ha llegado ahora a los puntos 
 

 1,0,05 P ,  1,0,06 P ,  0,0,17 P ,  0,0,18 P . 

  

Evaluando en f ,        
2

3
4321  PfPfPfPf  y         18765  PfPfPfPf . 

 

1P , 2P , 3P , y 4P , puntos de la curva más alejados del origen. 

 

5P , 6P , 7P , y 8P , puntos de la curva más cercanos al origen. 

 
 

2.  
 +

3

1
1

xte
x dt

t


 


 , 0x  . 

 

i) Como 
33

1

1

1

tt



, 1t  y 

3

1

1 1

2
dt

t



 ; entonces   3

1

1
0

1
dt

t





  converge.  

 

ii) 2:f    y 2:
f

x





  , definidas por  

31
,

t

e
txf

xt






 y  
31

 
,

t

et
yxf

xt

x





 son 

continuas    0, 1,x t     . 

 

iii) Como  
2

1
 , 

t
txf x  ,     0, 1,x t      y  

2

1

1
1dt

t



  entonces  
1

 ,  xf x t dt


  converge 

uniformemente con respecto a x  en 0
 . 

 
Por i), ii) y iii) según la regla de Leibniz se tiene que   es derivable  0x . 
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1. Siendo  
 sin

, 0
,

, 0

tx
x

g x t x

t x




 
 

. Se define    
2

0

,


dxtxgtG . Calcular )(tG . 

2.  

a) Demostrar que    
0

costF x te tx dt


   converge uniformemente para  ,x a b . 

b) Hallar )(xF  sabiendo que   2

0

sin
1

t x
e tx dt

x


 

 . 

Solución: 
 

1. 0x ,  
 sin

,
tx

g x t
x

  es continua; para 0x , 
   

 
0, 0,

lim ,
x t t

g x t
    

 
0, 0,

sin
lim

x t t

tx
t

tx
 0t  y 

por lo tanto, 
   

   
0 0

0 0
, ,
lim , ,

x t x t
g x t g x t


  y así g  es función continua    , 0, 2x t    . 

 

0x :   )cos(, txtxg t   es continua; para 0x , se tiene 

 

),0( tgt

   
0

0, 0,
lim
h

g t h g t

h

 

0
lim 1
h

h

h
   

 

Por lo tanto, 
   

   
0 0, ,

lim , ,t t o o
x t x t

g x t g x t


  y  tg  es continua    , 0, 2x t    . 

Luego     
2

0

2
cos

t
sen

G t tx dx
t


 

 
    , para 0t  y 

0

sin
2

(0) lim
t

t

G
t





 
 
  

2


 . 

2.   
 

a)    
0

costF x te tx dt


  , como tt tetxte  )cos( ,     0, ,x t a b     y 
0

tte dt




  converge, 

entonces  xF converge uniformemente  bax , .         

 

b)     Sea    
0

sintG x e tx dt


  ; como  0G   converge, sin( )te tx  y  costte tx  son continuas 

  0,x t      y  
0

costte tx dt




  converge uniformente  bax , , se tiene que 

 

     xFdttxtexG t  




0

cos  y por lo tanto,  
 22

2

2
1

1

1 x

x

x

x

dx

d
xF















 . 
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1. Sea 2:f   , donde      , ,f x y u x y ax by   y u  es una función continua en  0,0 , 

con  0,0 3u  . Calcular, si existen,  0,0
f

x




 y  0,0

f

y




.        

 

2. Sea la función :      , donde    
dt

t

tx
yx

yx

 
cos

,

2

2

2




 . Decidir si 









1,

2
4


  es un 

punto crítico para  . 

   

3. Sean  , 1f x y xy x y     y   2 2 2, : 2D x y x y    . El Teorema de los valores 

extremos asegura que f  posee un valor máximo absoluto y un valor mínimo absoluto 

sobre D , hallar dichos valores. 
 

4. Sea :f    una función de clase 1C  sobre   con un único punto crítico 0x  que es un 

mínimo local estricto, probar que 0x  corresponde a un mínimo absoluto. Puede 

considerarse 2:g   , con  
2 24 2, 2x x xg x y y e y e e       para mostrar que lo 

anterior no es válido para funciones de varias variables. 
 

a) Mostrar que  0,0  es el único punto crítico de g . 

 

b) Utilizar el criterio de la matriz hessiana para mostrar que  0,0  corresponde a un punto 

de mínimo relativo. 
 
c) Verificar que g  no posee mínimo absoluto. 

 
 

Solución: 
 

1.  
     

0 0

,0 0,0 ,0
0,0 lim lim 3

h h

f h f u h ahf
a

x h h 

 
  


, 

 

 
     

0 0

0, 0,0 0,
0,0 lim lim 3

h h

f h f u h bhf
b

y h h 

 
  


.  

 

2.  
 2cos

: ,  ,
x t

f f x t
t

       y    2: , , 2 sin
f f

x t x x t
x x

  
   

 
    son 

 
 funciones continuas.  
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 Para y  fijo  1 1: ,
2

u u x
       y   2

2 2: ,u u x x y       son funciones de 

 

 clase 1C ; luego, de la regla general de Leibniz, se tiene que  
 

   
 

 

         xuxfxuxuxfxudttx
x

f
yx

x

xu

xu

1122 ,, ,,
2

1













 

                           
2

2 4

2

2
2 sin  cos

x y

x x t dt x y
x



     

                 






















 24

2
coscos2

2
xyx

x


   

   

Para x  fijo, sea   yH
 

dt
t

tx
y

 
cos

2

2




; por T.F.C. se tiene    yH
 
y

yx 2cos
. 

 Como    yxHyx 2,   se tiene que  ,x y
y




 yxHx 22 

 
y

yx 4cos
 .   

    

Así, 01,
2

1,
2

44 



























 

yx
 y por lo tanto 










1,

2
4


 es punto crítico para  . 

 

3. Sea   2 2, 2g x y x y   , usando multiplicadores de Lagrange, se tiene 

 
   xy 21  (1) 

   yx 21  (2) 

             0, yxg  (3)                

 

Sumando (1) y (2) se tiene que  yxyx  2 , de donde xy   o 
2

1
 . 

 
Si xy   se reemplaza en (3)  se tiene que 1x   ó  1x . 

 

Si 
2

1
  se reemplaza en (2) se tiene que 1 xy , luego al reemplazar esta expresión en la 

ecuación (3) se tiene que 
2

3

2

1
x   ó  

2

3

2

1
x . 
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Se ha llegado entonces a los puntos 
   

  21 1,1 PP  , 











2

3

2

1
,

2

3

2

1
3P  y 













2

3

2

1
,

2

3

2

1
4P . 

 

Evaluando en la función,    1 22f P f P    ,    3 4

5

2
f P f P  . 

 

De aquí se ve que los valores pedidos son 2  y 
5

2
. 

 

4. Si 0x  no fuera un mínimo absoluto, debería existir x  , de modo que    0f x f x . 

Suponiendo que 0x x , si se considera el valor máximo  cf  de  0: ,f x x    (se sabe que 

 dicho valor existe por el Teorema de los valores extremos), se tiene que  0,c x x   y así

   0 cf , luego c  sería un punto crítico de f  distinto de 0x  (contradicción).    

 

a) De  
 2

2

2

2
2

, 2 0

x x

x

x x

e xeg
x y xe y

x e e








  

 
 y  

23, 4 4 0x xg
x y y y e e

y


    


, se tiene 

que 
g

x




 y 

g

y




 se anulan solamente en  0,0 ; luego, él es el único punto crítico de g . 

 

b)   
2 0

0,0
0 4 2

H g
 

  
 

; como 1 0   y 2 0  ;  0,0  es un mínimo relativo. 

 

c)   4 20, 1 2 2g y y y     y como   4

4 2

1 2 2
lim 0, lim 1
y y

g y y
y y 

 
       

 
, se tiene 

 
que g  no posee mínimo absoluto. 
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1. Calcular el volumen del sólido limitado por el cilindro parabólico 24z y   y los planos 

2y x , 0z   y 0x  . 

 

2. Para una función 2: ff D    , el área de la superficie  ,z f x y  está dada por la 

integral doble  
 

     
22

1 , , ,
fD

f f
x y x y d x y

x y

   
        

 . 

 

Calcular el área de la porción del cilindro parabólico 2z y  cuya proyección en el plano 

xy   corresponde al triángulo de vértices  0,0 ,  0,1  y  8,1 . 

  
Solución: 

1.  

    
 

241 2

0 2 0

2 1 4
y

x

V dz dy dx


    . 

 
2. Sea S  la superficie indicada, la proyección de S  sobre el plano xy  es 

 

      2, : 0 1, 0 8D x y y x y      , 

 
y la integral que calcula el área pedida es 
 

       
81

2 2

0 0

2
1 4 , 1 4 5 5 1

3

y

D

A S y d x y y dx dy        .                    
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1. Sabiendo que 





 
0 2 1cos xtx

dt
,   ,1x , calcular 

2

0
(2 cos )

dt
I

t




 . 

 

2. Sea   2

0

dt
F x

t x




 , sin calcular la integral probar que F  es continua sobre  1, . 

 
3. Al calcular el volumen V  limitado por encima por la superficie  yxfz ,  y por la parte 

inferior por una región S  del plano xy , se ha llegado a  

   
22 8 8

1 2

, ,
x

x x

V f x y dydx f x y dydx     .  

Dibujar S  y expresar V  en una integral con el orden de integración invertido. 
 

Solución:  
 

1. Sea  
20 cos 1

dt
F x

x t x

 
 

 
 , como  

1
,

cos
f x t

x t



 y  

 
2

1
,

cos

f
x t

x x t


 

 
 son 

continuas      ,0,1,  tx , por Leibniz, se tiene  
 

2

0

'
cos

dt
F x

x t



 


 . Por otra parte, 

como  
 

32 2 2

'
1 1

d x
F x

dx x x

  
   

  
, se tiene que 

33

2
I . 

 

2. Como 
2 2

1 1

1t x t


 
, 1x   y  

0

 g t dt


  converge, según el criterio Weierstrass se tiene que 

2

0

dt

t x



  converge uniformemente para x  en ,1 ; luego, F  es función continua en  ,1 . 

 
3.  

 
 

   
4 8

1 4 2

,  ,  
y y

y

V f x y dxdy f x y dxdy     . 
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1. Sea   
4

4

0

Arctan
x

t
F x dt

x

 
  

 
 , x   . Calcular   xF  . 

2. Sea    
2

0

sin  tF x e tx dt


  , x  . Mostrar que     
2

0

costF x te tx dt


   , x  . 

 
Solución: 

 

1.  1 1: , 0u u x       y   4
2 2: ,u u x x       son de clase 1C . Las funciones 

 2:f    y 2:
f

x





   definidas por   4

, Arctan
t

f x t
x

 
  

 
 y  

3

8 2

4
,

f x t
x t

x x t


 

 
 son 

continuas   0,x t      . 

 

             
4

' '
2 2 1 1

0

, , ,
x

f
F x x t dt u x f x u x u x f x u x

x


     


 

       
4

3
3 4 3

8 2

0

4  4 , 0 ,0 2ln 2
x

x t
F x dt x f x x f x x

x t
        

 . 

   
2.   
 
i)        0F  converge. 

 

ii) 2:f    y 2:
f

x





   definidas por  

2

, sin( )tf x t e tx  y    
2

, costf
x t te tx

x





 son 

funciones continuas   0,x t     . 

 

 iii) Como  
2

, tf
x t te

x





 y  
2

0

tte dt




 , entonces  
0

,
f

x t dt
x





 converge uniformemente con 

respecto a  x . 

Por i), ii) y iii), según regla de Leibniz se tiene que    
2

0

cos  tF x te tx dt


   . 
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1. Evaluar  
1 1

2

0 0

2  
x

x y y x dy dx


   . 

 

2. Calcular  yxdyxyx
E

,1 3322

   donde E  es la región del primer cuadrante acotada 

por 133  yx   y los ejes coordenados. 

 

3. Para la función  
x

y
yxf ,  y la región R  del plano limitada por las rectas xy  , 0y   

y   1x . Analizar la convergencia de     yxdyxf
R

,, . 

 
Solución:  
   

1. Cambio de variable (simple), yxt  , 
yx

dy
dt




2
, dttdyyx 22  ; 

 

   
1 1 1 1

22 2 2

0 0 0

2
2  2 3  

9

x

x

x y y x dy dx t t x dt dx


         

 

2.   2 33, : 0 1 0 1E x y x y x        , 

 

  
135

4
1,1

1

0

1

0

33223322

3 3

 



x

E

dydxyxyxyxdyxyx .  

  

3.   2, : 0 1 0R x y x y x       , f  es positiva y no acotada en R . Al considerar 

recubrimiento   2 1
, : 1 0nR x y x y x

n

 
       
 

  se tiene 1 nn RR  y 
1

n

n

R R





 

. 

 

   
1 1

2

1/ 0 1/

1 1 1
,  , 1

2 4
n

x

R n n

y
f x y d x y dy dx x dx

x n

 
    

 
     y    

1
lim , ,

4n
R

f x y d x y


 . 
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1. Considerar la función    2, sinf x y x y  . 

 
a) Calcular la integral de f  sobre el rectángulo    1,11,1 R   y sobre la región 1R  

acotada por las rectas xy  , xy  , 1y  e 1y . 

 
b) Integrar f  sobre la región 2R  acotada xy  , xy  , 1x  y  1x . 

 

2. Calcular 

2

2
2

2 20 0 1

y y
dx dy

x y 
  . 

 
3. Calcular el volumen de la región D  del primer octante acotada por el cilindro 

24z y   y el plano 3 4 12x y  . 

 
Solución: 

1.  

a)       
1 1

2

1 1

4
,  , sin   

3
R

f x y d x y x y dy dx
 

     , 

         
1

0 1
2 2

1 0

1
,  , sin   sin   

3

y y

R y y

f x y d x y x y dx dy x y dx dy 


 

         .  

 

b)    
2

, ,
R

yxdyxf     
R

yxdyxf , ,     1, ,
1


R

yxdyxf . 

 

2. 

2

2 2 2
2

2 2 2 20 0 0 2

5
ln 5 1

41 1

y

x

y y
dx dy dydx

x y x y
  

   
    . 

3.  

 
 2 4

2 4 3
3

0 0 0
1 16

y y

V dx dz dy
 

    .    
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1. Si  
2 2

2

2 2
, : 1

x y
D x y

a b

 
    
 

 , calcular la integral doble 4 4( ) ( , )
D

x y d x y  antes 

transformándola en una integral de línea. 
 

2. Sean F  el campo vectorial   zyxF ,,      2 2 2 ˆˆ ˆx yz i y xz j z xy k      y   la curva 

que se encuentra en el primer octante como intersección entre los cilindros 122  zx   

e  122  zy . Fijar una orientación para   y calcularW F dr


  .  

 
Solución:  
 

1. Una parametrización para  Fr D  es       cos , sinC t a t b t ,  0,2t   (recorrida en 

sentido antihorario). Del Teorema de Green, considerando   4,p x y x y   y   4,q x y xy , 

             
 

4 4 , , , , , ,
D D Fr D

q p
x y d x y x y x y d x y p x y dx q x y dy

x y

  
     

  
   . 

    
Evaluando la integral de línea por definición, se tiene que 
 

               
2

4 4 4 4 4 4

0

cos sin , cos sin sin , cos
8

a t b t a t b t a t b t dt ab a b
 
      

 

y por lo tanto,      4 4 4 4,
8D

x y d x y ab a b


   . 

2. Un potencial para F  es el campo escalar   xyz
zyx

zyxf 



3

,,
333

.  

 

 
 

Considerando la curva orientada hacia abajo, se tiene que   0,0,1iP   y  1,1,0fP  ; por 

tanto, el trabajo realizado es    
1

3
f i

C

W f dr f P f P      . 
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1.  Evaluar la integral triple     
T

zyxdyxxyz ,,44 , donde 

 

  3 2 2 2 2, , :1 2,3 4,0 1, 0, 0T x y z x y x y z x y            . 

 

2. Calcular  2
C

x y dx ydy  , si C  es la elipse 14 22  yx . 

 
Solución: 
 

1. 21 22  yxu , 43 22  yxv  , 10  zw , 

 

 
 
 

1

, , 1

, , 8

x y z

x y z

x y z

u u u
x y z

v v v
u v w xy

w w w




 


;    

2 4 1
4 4

1 3 0

1 21
, ,

8 64
T

xyz x y d x y z wu v dwdv du      . 

 
        

2. Considerando  , 2p x y x y   y   ,q x y y  para aplicar el Teorema de Green, se tiene 

 

 2
C

x y dx ydy           , , , 2 , 2
R R

q p
x y x y d x y d x y Área R

x y

  
        
  . 

 

Donde R  es la región encerrada por la elipse 2 24 1x y  . Como el área encerrada por 

 

una elipse de ecuación 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 es ab ; aquí, se tiene  2

C

x y dx ydy     . 

 

Observación: Puede considerarse      
1

cos , sin
2

C t t t
 

  
 

,  0,2t   y no el teorema. 
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1. Calcular     ,
R

x y d x y , donde R  es la región del primer cuadrante interior a la 

circunferencia  422  yx   y está acotada por 0y   e  xy 3 . 

 

2. Si   2 2 2, : 1,0 2S x y x y x y      , evaluar 
   

 22 2 2 2
,

1S

y
d x y

x y x y  
 .  

 
Solución: 

1.  

 
 

  
R

yx  
2

2

43

0

3

y

y

dA x y


   dx
12

19
3

5

7
dy . 

 

2. El conjunto S  no es acotado 2  y f   no cambia de signo en S ; al considerar 

 

  2 2 2 2, :1 ,0 2nS x y x y n x y       , 

 

con *n , se tiene que   1n nS S   y  
1

n

n

S S





 

. Usando coordenadas polares se tiene 

 

   
 

 

 

2

1 2 22 22 2 2 2 2
1 1

Arctan
2

sin 2 1 1
,

2 1511n

n

S

ry
d x y dr d

nrx y x y






 
 
 

 
   

   
   ; 

 

de donde,    
1

,  ,
5S

f x y d x y  .   
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1. Calcular el volumen acotado por 2 2 4x z   e 2 2 4y z   que está sobre el plano xy .   

 

2. Sea   2 2 2, : 1D x y x y    . ¿Para qué valores de 0p  , 
 

 
D

p
yxd

yx
,

1

1
22

 

converge? 
 

Solución: 
 

1. En el primer octante: 

       
 
La proyección del volumen en el primer octante sobre el plano yz  está dada por el conjunto 

  2 2, : 0 2,0 4D y z z y z       ; de donde, 

2 22 4 4

0 0 0

64
4 1

3

z z

V dx dy dz
 

    . 

   

2.  
 

0
1

1
,

22





p
yx

yxf . Para   2 2 2 2, :1nD x y x y n     , con *n  puede 

verse que  1n nD D   y 
1

n

n

D D





 

, usando coordenadas polares;     
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12 1

2
0 1 0

1

1
, , 1 2

2 1 11
n

np
n

p p

p

D

rr
f x y d x y drd n

p pr

  




 


        
    . 

 

 Luego,       
12 1, , lim 1 2

1

p p

n
D

f x y d x y n
p

  



      , 1p . 

 

 De lo anterior, si 1p  la integral diverge y si 1p     
D

yxdyxf ,,  converge. 

 

Si 1p ,       
2

2

1
0

1
, , lim ln 1

2

n

n
D

f x y d x y r d





        (la integral diverge). 
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1. Calcular el volumen del primer octante que se encuentra acotado por el cilindro 

parabólico 24z y   y los planos z y , 0x   y 0z  .    

 

2. Calcular el volumen de la región del espacio interior al cilindro 2 2 4x y   acotada 

superiormente por el cono 2 216z x y    e inferiormente por el plano xy  . 

 

3. Evaluar      cos cos
C

z xz y dx x dy x xz dz   , donde C  es la intersección de las 

superficies 224 yxz    y  2222 yxz  . 

 
Solución: 
 

1. 
22 4

0 0 0
1 4

y y

V dz dy dx


    . 

2.  Al utilizar coordenadas cilíndricas, se tiene que 
2 2 16

0 0 0

176

3

r

LápizV r dz dr d
 




    . 

  

3. Sea       xzxxyxzzzyxF cos,,cos,,  , como    , , 0,0,0F x y z   y F  es clase 1C  en 

 

todo 3  se tiene que F  es un campo conservativo en 3 ; como C  es una curva cerrada se 
 

tiene que 0
C

F dr  . 
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1. Sea R  la región sólida encerrada por la esfera con centro en el origen y radio 2  y 

sobre el paraboloide 2 2z x y  . Considerar la integral triple 2

R
xz dV . Sin evaluar la 

integral, escribirla como integrales iteradas, usando coordenadas rectangulares y luego 
coordenadas cilíndricas. 

 

2. Usar el cambio ,u x y v x y     para calcular      2 2cos ,
D

x y x y d x y  , donde D  

es la región acotada por las rectas , 2, , 1y x y x y x y x        . 

 

3. Si   3, , : 1S x y z x y z     , calcular la integral 
 

 3

1
, ,

1S
d x y z

x y z  
 .    

 
Solución: 

 

1. Al reemplazar 2 2z x y   en  2 2 2 2x y z   , se tiene que 2 2 0z z   , ecuación cuya 

única solución positiva es 1z  . Así la curva de intersección entre ambas superficies es la 

circunferencia de intersección entre el cilindro 2 2 1x y   y el plano 1z  , luego la 

proyección de R  sobre el plano 0z   es 2 2 1x y  . 

 

 
2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 2 2 1 2
2 2 2 2

1 1 0 0
cos

x x y r

R x x y r
xz dV xz dz dy dx r z dz dr d


 

   

   
        . 

 

2. 0
2

u x y


    , 1 0v x y      ; 
 
 

1
, 1

, 2

x y

x y

u ux y

v vu v




 


, 

 

        
0

2 2 2

0 1

1 1
cos , cos

2 2D
x y x y d x y u uv dvdu




      . 

 

3. 
 

 
 

 11 1

3 3

0 0 0

ln 21 1 5
, ,

2 161 1

x yx

S

d x y z dz dy dx
x y z x y z

 

  
     

    . 
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1. Evaluar la integral doble  
1 1

2

0
tan

y
x dx dy  .   

 

2. Calcular  
2 24 9 36 36 ,

D

x y ye d x y  
  donde E  es la región interior a 2 24 9 36x y y  . 

 

3. Calcular el volumen de la región exterior al cilindro 2 2 4x y   que se encuentra acotada 

superiormente por el cono 2 216z x y     e inferiormente por el plano xy .   

 
Solución: 
 

1.    
  1 1 1

2 2

0 0 0

ln cos 1
tan tan

2

x

y
x dx dy x dy dx      . 

 

2. 
 

22
2 2 2

4 9 36 1
9 4

yx
x y y


      

 

Al considerar el cambio dado por  3 sinx r  ,  2 cos 2y r   , cuyo jacobiano está dado 

por 
 
 

,
6

,

x y
r

r 





, la región interior a la elipse se describe como 0 1r   y 0 2   , y por 

lo tanto,    
2 2 2

2 1
36

0 0

4 9 36 36 36, 6 1
6

E

x y y re d x y r e drd e
 

        . 

 
Observación: Una alternativa a utilizar coordenadas elipsoidales trasladadas para calcular 

esta integral es considerar: Primero, la traslación x u  e 2y v  ; luego el cambio 
3

u
z   y 

2

v
w   y a continuación coordenadas polares. 

 
3. La proyección del volumen sobre el plano xy , corresponde al anillo 

 

  2 2 2, : 4 256x y x y    . 

 
Dado que el volumen tiene como base al plano 0z   y como techo al cono, se tiene que 

2 20 16z x y    ; al utilizar coordenadas cilíndricas, se obtiene 

 
2 16 16

0 2 0

r

V r dz dr d





   
3920

3


.     
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1. Si 3:    es la densidad de un objeto ocupa una región D  en el espacio, entonces 
la masa total (o simplemente masa) de D  está dada por la integral triple 
 

        , , , ,
D

M D x y z d x y z  . 

La región R , se encuentra acotada por los cilindros 2 4 4x z   e 2 4 4y z   , tiene 

densidad definida por   2, ,x y z z  , hallar la masa de R . 

 

2. Sea    2,,,, zxyzzyxF    y  S   la superficie definida por 2xy   donde 10  x  y 

40  z . Calcular ˆ
S

F n dS  precisando una orientación para S . 

 
Solución: 
 

1.  
2 2

3, , : 1 1
4 4

x y
R x y z z

 
      
 

  (ver gráfico del problema 7 de la página 54). La 

proyección de R  en el plano xy  corresponde a   2 2 2, : 8x y x y   ; y 

 

   
 

 2 2

2 2

sin
1

2 2 2 4
2

0 0 cos
1

4

( ) , , 2

r

R r

M R z d x y z z r dz dr d






 





      . 

 
2.  

 
     

   zxxzx ,,, 2 , 








40

10
:

z

x
D . Una orientación para S  es    , 2 , 1,0n x y x 


; 

 

y      2 2ˆ , , 2 , 1,0  , 2
S D

F n dS x z x z x d x y       . 
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1. Evaluar la integral doble 
310 3

1 1
3 x

y
e dx dy

  . 

  

2. Sea 3 3:F   , el campo definido por    2 2 ˆˆ ˆ, , 2 1 6F x y z xyi x j z k     y C  la curva 

de ecuación       2cos ,2sin ,C t t t t , con  0,4t  . Calcular 
C

F dr .  

   

3. Calcular la integral de línea del campo vectorial   ,F p q , donde   xyyxp ,   y 

  yxyxq ,  sobre la curva que corresponde a la frontera (orientada en sentido 

antihorario) del dominio    0,1 1,3R   . 

 
Solución:   

 

1. 
2

3 310 3 3 1
27

1 1 0 1
3 3 1

x
x x

y
e dx dy e dy dx e




      . 

 
2.  

 
 
 

 4,0,2fP ,  0,0,2iP ,  1 3F C  . Como  0,0,0 F  y existe f  tal que Ff  . 

 

Un potencial para F  es     32 21,, zyxzyxf  , luego     3128f i
C

F dr f P f P     . 

           
3. Por Teorema de Green, se tiene que  

    

       
1 3

0 1

, , , 1 1
R R

q p
F dr x y x y d x y x dx dy

x y


  
         

    . 
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1. Sea D  un dominio simplemente conexo del plano y  f  un campo escalar clase 2C  en D  

tal que 0
2

2

2

2











y

f

x

f
.  Mostrar que  










C

dx
y

f
dy

x

f
0  a lo largo de toda curva de 

Jordan seccionalmente continua suave contenida en D . 
 

2.  
 

a) Utilizar el Teorema de Green probar que el área de la región R  interior a una curva de 

Jordan C  seccionalmente suave de clase 1C  está dada por 
 

 
1

2
C

Área R ydx xdy
 

   
 
 . 

 
b) Sean  111 , yxP ,  222 , yxP  y C  el segmento orientado  21, PP . Verificar que  

 

 
C

yxyxxdyydx 1221 . 

 
c) Sean  111 , yxP ,  222 , yxP ,…,  nnn yxP ,  los vértices de un polígono simple. Demostrar que 

el área encerrada es por él es 
 

        nnnnnn yxyxyxyxyxyxyxyx 111123321221 ...
2

1
  . 

 

3. Calcular el área encerrada por la astroide de ecuación 2/3 2/3 2/3x y a  .  

 
Solución: 
 

1. Considerando, 
f

p
y


 


 y 

f
q

x





, al aplicar el Teorema de Green se tiene que  

 

         , , , , ,
C D

f f q p
x y dy x y dx x y x y d x y

x y x y

    
       

   

 

         
2 2

2 2
, , , , , 0

C D

f f f f
x y dy x y dx x y x y d x y

x y x y

    
        

   

 

   , , 0
C

f f
x y dy x y dx

x y

 
 

  . 
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2.  
 

a) Considerando  ,p x y y   y  ,q x y x , aplicando el Teorema de Green, se tiene  











C

xdyydx
2

1
 

1
 ,

2 R

q p
d x y

x y

  
    

    ,
R

d x y Área R  . 

    

b) Una parametrización del segmento C  es          121121 ,, yytyxxtxtytx   ,  0,1t   

de donde )( 12 xxdx  dt   y    12 yydy  dt , luego, 

 

 
1

1 2 2 1 1 2 2 1

0C

ydx xdy x y x y dt x y x y       . 

 

c) El polígono puede describirse como i

n

i
T CC

1
  (donde iC  es el segmento orientado desde iP  

hasta 1iP  con 1,...,2,1  ni   y nC  corresponde al segmento orientado desde nP  hasta 1P ). Si 

R  es la región encerrada por el polígono TC , de la parte a), se tiene  

 

 
1

2
TC

Área R ydx xdy
 

   
  
 . 

 

Además, como 
1

T i

n

iC C

ydx xdy ydx xdy


 
     

 
 

  , de la parte  b) se tiene que 

         1 2 2 1 2 3 3 2 1 1 1 1

1
...

2
n n n n n nÁrea R x y x y x y x y x y x y x y x y            . 

 

3. Al considerar la parametrización para la astroide dada por       3 3cos , sinC t a t a t , donde 

 0,2t   y el campo vectorial  , ,
2 2

y x
F x y

 
  
 

 se tiene que 

 

     23

8
C

F dr a   . 

 

 Del resultado de la parte a) del problema 2, el área encerrada por la astroide es 23

8
a  .       
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1. Calcular el volumen acotado por las superficies 1y   , 2 2y x z   y 2 2 2x z   .   

 
2. Calcular, mediante el Teorema de Stokes, la integral curvilínea 

 

     
C

I y z dx z x dy x y dz      , 

donde C  es la intersección entre 1
x y z

a b c
    y los planos coordenados orientada en 

sentido antihorario, aquí a , b  y c  son constantes positivas. 
 

3. Dado el campo vectorial        2 ˆ ˆˆ, , sin  + cos j yF x y z x z i xy z e k    , utilizar el 

Teorema de Gauss para evaluar ˆ
S

F ndA , donde S  limita al sólido acotado por el plano 

xy , el cilindro 422  yx   y el plano 6 zx  y  n̂  es la normal exterior a S . 

 
Solución: 

 

1. Considerando las coordenadas polares dadas por  cosx r   y  sinz r  , se tiene que 

 

   
2

2 2 3

0 0

1
1 2

2
V r r dr d

 
       .  

     

2. S  puede parametrizarse por  , , , 1
x y

x y x y c
a b


  

    
  

, donde el dominio de esta es 

  2, : 0 ,  0 1
x

D x y x a y b
a

  
        

  
  y el vector normal es , ,1

c c
n

a b

 
  
 


.  

 

El campo vectorial 3 3:F   , definido por    yxxzzyzyxF  ,,,,  es de clase 
1C  sobre la superficie suave S  y su borde C  (también suave), por lo cual es aplicable el 

Teorema de Stokes; luego, 
 

  ˆ,
F S

F dr F x yz ndS      2 1  
c c

Área D
a b

 
    

 
 cabcab  .  

    1,5 puntos 

3. S  es cerrada y seccionalmente suave y        2 ˆˆ ˆ, , sin  cos  yF x y z x z i xy z j e k      es 

clase 1C  en S  y en el volumen V  (encerrado por S ); es aplicable el Teorema de Gauss; y 
 

   ˆ , , , ,
S V

F n dA F x y z d x y z      
V

zyxdx ,, 3
 6 cos2 2

2

0 0 0

3

r

r dz dr d






    12 . 
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1. Calcular el volumen acotado superiormente por 2 2 2 16x y z    e inferiormente por 

2 23 3z x y  .  

2. Considerar el campo vectorial    2 2 2 2
, ,

x y y x
F x y

x y x y

  
  

  
. 

 

a) Calcular la integral de línea 
C

F dr , donde C  es la trayectoria: 

i)    2 41 ,1 , 0 1C t t t t     . Indicación: Considerar  
 2 2ln

, Arctan
2

x y x
f x y

y

  
   

 
. 

ii) La circunferencia de radio r  y centro en el origen, recorrida sentido antihorario. 
 

b) ¿Es conservativo el campo F ? 
 

Solución: 
 

1.  0 cos 0
2

z


       , 

 

          2 2 2 2 2 2 2 2 2 216 sin cos sin sin cos 4 4x y z                  , 

 

          2 2 2 2 2 2 2 23 3 cos 3 sin cos 3 sin sin
6

z x y


               , 

  

 
4 2 /2

2

0 0 /6

64 3
sin

3
BarquilloV d d d

 




        . 

  
2.  

 
a)  

 
i) La curva está contenida en el primer cuadrante (región simplemente conexa) y ahí el campo 

F  es conservativo pues f F  ; luego,  

 

     2,2 1,1 ln 2
C

F ds f f    . 

 

ii) Una parametrización de la circunferencia indicada es          , cos , sinx t y t r t r t , 

con  0,2t   y al usarla para evaluar la integral se tiene 
2

0
1 2

C
F ds dt



      . 

 
b) No, pues existe una curva cerrada cuya integral de línea del campo F  es no nula. 
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PROBLEMAS TIPO CERTAMEN 
 

1. Sea 













2

2

2

3

si,

si,
),(

xyx

xy
yx

x

yxf  

 
a) Estudiar la continuidad y diferenciabilidad de f  en  0,0 . 

b) Estudiar la diferenciabilidad y continuidad de f  en el punto  2,1 . 

c) Siendo S  el gráfico de f   y    SP  1,2,10  encontrar la ecuación del plano tangente y 

un vector normal a S  en 0P . 

d) ¿En qué dirección crece más rápidamente f  en  2,1  y cuál es esa tasa de crecimiento? 

 

2. Sea     









y

x
gxyxyfyxz , , definida para 0x , 0y ; con f   y g  funciones con 

segundas derivadas continuas. Decidir si z  satisface la ecuación en derivadas parciales  
 

   
2 2

2 2

2 2
, , 0

z z
x x y y x y

x y

 
 

 
.    

  

3. Sea la función   2 2 32
, , 4 4 10 1

3
f x y z x z y z z x y z       , indicando la temperatura en 

cada punto del espacio. 
 
a) Determinar y clasificar los puntos críticos de f . 

 

b) ¿Cuál es el punto de   3 2 2, ,1 : 9D x y x y     con la mayor temperatura?  

 
4. Considerar todos los triángulos rectángulos de perímetro P . Hallar las dimensiones de 

los lados de manera que se obtenga el triángulo rectángulo de mayor área. 
 
5. Dos esferas de radio se intersectan de modo que cada una contiene al centro de la otra. 

Calcular el volumen de la región acotada por ambas esferas.  
 
Desarrollo: 
        

1.  
 

a)  yx,   2 2 3, :T x y y x x    
   

   
, 0,0
lim , 1 0,0 0

x y
f x y f


   ; 

 
f  no es continua en  0,0  y f  no es diferenciable en  0,0 . 
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b) 

 
 

 
  




























22

3

22

24

,

3
,

yx

x
yx

y

f

yx

yxx
yx

x

f

  funciones continuas     2 2, , :x y A x y y x     . 

 

f  es 1C    Ayx  , .  Como   AP  2,1  entonces f  es diferenciable y continua en  2,1 . 

 
c) Como f  es diferenciabla en el punto P , la ecuación del plano tangente a S  en el punto en 0P   

 

está dada por 25  zyx  y un vector normal a S  en 0P  es   5, 1,1n  


. 

 

d) En la dirección de    ˆ ˆ1,2 5f i j    , la razón es 26 . 

 
 

2.   









x

y
gyxxyfz 2

1
2

1

 

 

  




















 

x

y
gyx

x

y
gyxxyfy

x

z
2

3
2

3
2

1
2

1

2

1
 

 

  






































 

x

y
gyx

x

y
gyx

x

y
gyx

x

y
gyxxyfy

x

z
2

5
2

7
2

3
2

5
2

3
2

5
2

1
2

3
2

2

2

2

3

2

1

4

1
 

 

  

























 

x

y
gyx

x

y
gyx

x

y
gyxxyfyx

x

z
x 2

5
2

3
2

3
2

1
2

1
2

1
22

2

2
2

4

1
 

 

  


















 

x

y
gyx

x

y
gyxxyfx

y

z
2

1
2

1
2

1
2

1

2

1
 

 

  
































 

x

y
gyx

x

y
gyx

x

y
gyx

x

y
gyxxyfx

y

z
2

1
2

3
2

1
2

1
2

1
2

1
2

3
2

1
2

2

2

2

1

2

1

4

1
 

 

  

























 

x

y
gyx

x

y
gyx

x

y
gyxxyfyx

y

z
y 2

5
2

3
2

3
2

1
2

1
2

1
22

2

2
2

4

1
 

 

De aquí puede verse que    
2 2

2 2

2 2
, ,

z z
x x y y x y

x y

 


 
 y por tanto, z  sí satisface la ecuación 

diferencial parcial  dada. 
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3.  
 

a)   042,, 



xzzyx

x

f
     zx 2     (1) 

  042,, 



yzzyx

y

f
     zy 2     (2) 

  0102,, 222 



zyxzyx

x

f
   102 222  zyx   (3) 

 

(1) y (2) en (3)     041 22  zz ; hay  4 puntos   21 2,1,1 PP  ,   43 1,2,2 PP  .  

 

Como,  
2 0 2

, , 0 2 2

2 2 4

z x

Hf x y z z y

x y z

 
 
 
 
 

, se tiene 

 

Punto 1  2  3  Naturaleza 

1P  positivo positivo positivo Mínimo relativo 

2P  negativo positivo negativo Máximo relativo 

3P  positivo positivo negativo Silla 

4P  negativo positivo positivo Silla 
 

b)  
 

   En el conjunto   3 2 2, , : 9, 1x y z x y z     el único punto crítico es el punto 3P . 

 

   Una parametrización de   3 2 2, , : 9, 1x y z x y z     es  cosx t ,  siny t ,  1z , 

 
 donde  2,0t ; la función f  puede ser escrita como una función g  de una variable: 

 

      2
12 cos sin

3
g t t t   ;   0 tg   tan 1t  

4


t  o 

4

5
t . 

 

De 
4

t


 , se tiene 







 1,2

2

3
,2

2

3
5

P , de 
5

4
t


  se tiene 








 1,2

2

3
,2

2

3
6P  y de 

 

0t   se tiene el punto  1,0,37 P . 

 

   Evaluando, se tiene que   212
3

2
5 Pf ,   212

3

2
6 Pf ,  

3

34
7 Pf ,   73 Pf ; así, 
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 la mayor temperatura se alcanza en 6P . 

 

4. Sean x  e y  las longitudes de los catetos. El área está dada por  
2

,
xy

yxA  , esta función 

debe maximizarze dada la condición Pyxyx  22 . 

 

 Sea   Pyxyxyxg  22, . Al usar multiplicadores de Lagrange se tiene el sistema 

 
definido por     yxgyxf , ,    y   0, yxg .  

 

Hay 3 ecuaciones: 

















22
1

2 yx

xy
  (1), 


















22
1

2 yx

yx
  (2) y   0, yxg . (3)

      

Al dividir la ecuación (1) por la (2) se llega a    01
22





















yx

yx
yx , de aquí se tiene que 

yx  ; reemplazando en la ecuación (3) se tiene 
22


P

yx . 

 

5. Pueden considerarse las esferas 2 2 2
1 : 16S x y z    y  

22 2
2 : 4 16S x y z    . Al restar 

 
las ecuaciones se obtiene que 2z  ; luego la proyección del volumen sobre el plano xy  está 

 

dada por 2 2 12x y  ; usando coordinas cilíndricas, se tiene 

 

 
2

2

2 12 16

0 0 4 16

80

3

r

Limón
r

V r dz dr d
 




 
    . 

 

 Observación: En coordenadas esféricas,  
 

2 /3 4
2

0 0 2sec

80
2 sin

3
LimónV d d d

 




        . 
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1. Sea 2:f    la función definida por 
   

   

2

2 2
,si , 0,0

( , )

0 ,si , 0,0

x y
x y

x yf x y

x y




 
 

. 

a) Mostrar que  f  es continua en 2 . 

b) Analizar si f  es diferenciable en  0,0  y en  1,1 .                                      

 

2. Verificar que   2
, n y

w x y x f
x

 
  

 
, con 0x   y :f    diferenciable, satisface la 

ecuación diferencial parcial 2
w w

x y n w
x y

 
 

 
. 

 

3. Hallar a   y  b   tales que la derivada direccional de   22, bxyyaxyxf   en  1,1  tenga 

valor máximo 8  en la dirección del vector que forma un ángulo de 45º con el eje x . 
       

4. Sea 2:F   ,    vuFvu ,,   una función de clase 1C  que satisface 0









v

F
b

u

F
a . 

 
a) Verificar que la ecuación   0,  bzyazxF  define a la variable z  como función de 

clase 1C  de las variables x  e  y . 

b) Mostrar que las derivadas parciales 
x

z




 y 

y

z




 satisfacen 1










y

z
b

x

z
a . 

 

5. La temperatura T  sobre la región   3 2 2 2, , : 49D x y z x y z      está dada por 

  2 2 2, , 8 8 4 1T x y z x y z x y z       .  

 
a) Hallar el único punto crítico en el interior de D  e indicar su naturaleza. 
b) Determinar los puntos en donde se alcanzan los extremos absolutos para T  en D  e 

indicar el valor de dichos extremos. 
 

Desarrollo:   
 

1.  
 

a)    0,0, 00  yx , como 
   

 
   

 
0 0 0 0

22
0 0

0 02 2 2 2, , , ,
0 0

lim , lim ,
x y x y x y x y

x yx y
f x y f x y

x y x y 
  

 
, se tiene 

que f  es continua    0,0, 00  yx . Por otra parte, como  ,f x y y ,    0,0,  yx  y 

   , 0,0
lim 0

x y
y


 , se tiene 

   
   

, 0,0
lim , 0 0,0

x y
f x y f


   y f  es continua en  0,0 . 

 

De lo anterior, f  es continua   2,x y  . 
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b)      0,00,000,0 f
y

f

x

f










, f  es diferenciable en  0,0  cuando 

   

 
 , 0,0

,
lim 0

,x y

f x y

x y
 . 

Si     2, , : 0x y x y y x    , se tiene 
   

 
 , 0,0

, 1
lim 0

, 2 2x y

f x y

x y
   y por tanto f  no es 

diferenciable en  0,0 .  

Para    , 0,0x y  , como  
 222

32
,

yx

xy
yx

x

f







 y  

 222

22
2,

yx

yx
xyx

y

f









 son funciones 

continuas    0,0,  yx , f  es clase 1C  y además diferenciable    0,0,  yx ; en particular lo 

es en el punto  1,1 . 

 

2. Como   1 3

2 2
, 2 'n nw y y

x y nx f x y f
x x x

     
        

 y   2

2
, 'nw y

x y x f
y x

  
    

, se tiene que 

  

      2
, 2 , ,nw w y

x x y y x y nx f n w x y
x y x

   
      

. 

 
3. La derivada direccional es máxima en la dirección de    babaf 2,21,1   y dicho valor 

 máximo es   1,1f , en este caso entonces 64855 22  abba    (1). 

  
 1,1f  forma un ángulo de 45º con el eje x  si y sólo si 0 2 2a b a b       (2). 

  

 De (1) y (2), se obtienen 2
3

4
 ba . 

 
4.  
 

a) Sean    bzyazxFzyx  ,,, ,   , ,u x y z x az   y  , ,v x y z y bz  . Si   0,, zyx , 

 
 se cumplen las tres condiciones del Teorema de la función implícita, 
 

    bzyazxFzyx  ,0,, ,   es 1C  y 0
































v

F
b

u

F
a

z

v

v

F

z

u

u

F

z


. 

 

Luego, z  puede definirse como una función de clase 1C  de las variables x  e  y . 

 

b) Del corolario, se tiene 
1

1z z F F F F F
F Fx y z x y x ya b
u v


            

                     
 

,  
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donde  
u

F

x

u

u

F

x

F


















  y   

v

F

y

v

v

F

y

F


















, 

 

luego, 
u

F

v

F
b

u

F
a

x

z

















 1
 y 

v

F

v

F
b

u

F
a

y

z

















 1
. 

 

De lo anterior, 1
1






































v

F
b

u

F
a

v

F
b

u

F
a

y

z
b

x

z
a . 

 
Observación: En la ecuación   0,  bzyazxF  se puede derivar implíctiametente para 

obtener 
z

x




 y 

z

y




.  

 
5.     
 

a)  , , 2 8 0 4
T

x y z x x
x


    


,   , , 2 8 0 4

T
x y z y y

y


    


 

 

 , , 2 4 0 4
T

x y z z z
z


    


;   0 4,4,2P   

 

Como  0

2 0 0

0 2 0

0 0 2

H T P

 
 

    
 
 

, se tiene que 1 0  , 2 0   y 3 0  ; por lo que, según el 

criterio de la matriz hessiana, 0P  es un punto de mínimo local estricto.   

 
b) El único punto crítico (y posible extremo absoluto) en el interior de D  es 0P .  

 

Para    , ,x y z Fr D , usando Lagrange considerando   2 2 2, , 49g x y z x y z    , el 

sistema de ecuaciones está definido por    , ,  , ,T x y z g x y z    y   0,, zyxg . 

 
Hay 4 ecuaciones:   

   2 8 2x x        (1)                2 8 2y y   (2) 

 

              2 4 2x z        (3)       2 2 2 49x y z     (4) 

 
Despejando x  de (1), y  de (2) y z  de (3), se obtiene 
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4

1
x





,  

4

1
y





     y   

2

1
z





. 

 

De la ecuación (4), se tiene 
     

 
2

2 2 2

16 16 4 36
49 1

491 1 1


  
     

  
, 

 

de donde 
6

1
7

   , es decir, 
1

7
   o 

13

7
  . 

 

Si 
1

7
  ; 

14

3
x  , 

14

3
y  , 

7

3
x   y se tiene el punto 1

14 14 7
, ,

3 3 3
P

 
  
 

. 

 

Si 
1

7
  ; 

14

3
x   , 

14

3
y   , 

7

3
x    y se tiene el punto 2 1P P  . 

 
 

Como  0 35T P   ,  1 34T P    y  2 134T P  , se tiene que el mínimo absoluto es 

 
35  y el máximo absoluto es 134 . 
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1. Sea 2:f   , definida por  
yx

yx
yxf




, . 

 
a) Determinar el dominio fD . 

b) Para cada   , determinar el conjunto de nivel       , : ,fN f x y D f x y     y 

deducir el recorrido de f . 

c) ¿Es posible definir f  en  0,0  de manera que ella resulte continua en ese punto? 

d) Encontrar la ecuación del plano tangente a la gráfica de f  en el punto 
1

2, 1,
3

 
 

 
. 

 

2. Si   3, , ,
y z

w x y z x f
x x

 
  

 
, verificar que 3

w w w
x y z w

x y z

  
  

  
. 

 
3. Suponer que la variables x , y , u  y v , están relacionadas por el sistema 

 

     
3 2 3

3 2

1

2 0

ux v y

uv xy

 

 
 

y considerar el punto  0 0,1,0,1P  .  

 
a) Probar que este sistema define a u  y v  como funciones implícitas diferenciables  de x  e 

y  en una vecindad de 0P . Determinar el valor de  0,1
u

x




 y de  0,1

v

x




. 

 

b) Demostrar que       , , , ,G x y u x y v x y  admite una función inversa diferenciable en 

una vecindad de  0,1 ; además, calcular la matriz jacobiana de 1G  en  0,1 . 

 

4. Sean   2 2, : 8R x y x y     y   xyyxyxf 3, 33  . 

 
a) Encontrar los puntos críticos en el interior de R  y clasificarlos. 
b) ¿Por qué puede asegurarse que f  posee extremos absolutos sobre R ? Encontrarlos. 

 

5. Calcular el volumen de la región encerrada por los cilindros 2 2 2x y   , 2 2 24x y   , 

los planos 0y  , 2 0x y  , 0z   y la superficie  2 2 1x y z  .     

           
Desarrollo: 

1.  
 

a)       2, :fD x y y x y x y x y x           . 
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b) Para 0 , se tiene       , : ,fN f x y D f x y      . 

Para 0 , se tiene   xyyxf 













1

1
,

2

2




 , la curvas de nivel para f  forman una 

familia de rectas que pasan por el origen. Como     0  fN , entonces 0fR   . 

 

c) Si 0x  , 
   

 
, 0,0
lim ,

x y
f x y


 . No es posible definir f  en  0,0  de modo que continua. 

 

d) 1f C  cerca de  1,2   y por tanto es diferenciable ahí; la ecuación del plano pedido es 

 

   
3

1
1

9

32
2

9

3
 zyx . 

 

2. Se considera  , : ,
y z

f f u v
x x

 
 

 
, donde 1u x y  y 1v x z . 

 

 2 3 23 3 ,
w f u f v f f

x x f x x f u v xz xz
x u x v x u v

       
        

       
     

 

3 2w f u f
x x

y u y u

   
  

   
; 3 2w f v f

x x
z v z v

   
  

   
; se tiene, 

 

 3 2 2 2 23 , 3
w w w f f f f

x y z x f u v x z y z x y x z w
x y z u v u v

      
       

      
. 

  
3.  
 

a) Sea 4 2:F    con         3 2 3 3 2
1 2, , , , , , , , , , 1,2F x y u v f x y u v f x y u v ux v y uv xy     . 

 

Como F  es de clase 1C  en 0P ,  0 (0,0)F P   y 
 
 

0

3 3
1 2

3 2

0 2, 2
4

2 0, 2 6
P

f f x vy

u v v uv


   


, 

por Teorema de la función implícita, se tiene que el sistema dado define, en una vecindad de 0P , 

a ),( yxuu   y ),( yxvv   de manera única como funciones de clase 1C . 

             
Además, también por el Teorema de la función implícita, se tiene que 
 

 
 

 
 
 

 
 
 

 
1 1

1 2 1 2
0 0

0 2 0 3, , ,
0,1

2 0 1 0, , ,

u v f f f f
P P

x y u v x y

 
           

                       
, 
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de donde 

   

   

10,1 0,1 0
2

3
0,1 0,1 0

2

u u

x y

v v

x y

    
    

    
          

; por lo que  
1

0,1
2

u

x


 


 y  0,1 0

v

x





.  

          

b) Como G  es de clase 1C  en una vecindad de  0,1  y  
3

0,1 0
4

G

X


 


, por Teorema de la 

 

 función inversa, G  es localmente inversible en una vecindad de  0,1  con inversa única y de 

 

 clase 1C .  Además,     
11 2 0

0,1 0,1
0 2 / 3

G G
G

X X

      
          

. 

 
4.    
 

a) Hay dos puntos críticos,  1 1, 1P     y  2 0,0P  ; como  1 1 0P   y  2 1 0P  , 1P  es un 

 

máximo relativo, como  1 2 0P   y  2 1 0P  , 2P  es silla.       

 
b) f   es continua sobre R  y R   es compacto, por tanto; según el Teorema de los valores 

 
 extremos, f  alcanza extremos absolutos cuando su dominio se restringe a R . 

 

   En 


R  los puntos críticos fueron encontrados en la parte a). 
 

 En R , usando Lagrange considerando   8, 22  yxyxg  se debe resolver el sistema 

 
 determinado por    yxgyxf , ,    y   0, yxg .    

 

Hay 3 ecuaciones: xyx 233 2   (1),  yxy 233 2   (2),  822  yx . (3) 

 
   

 Despejando   de (1) y (2) e igualando se llega a    0 yxyxyx , de aquí se tiene que 

1


x

x
yxy . Reemplazando xy  en (3) se tiene que 22  xx ; reemplazando 

1


x

x
y en (3) se tiene que 3131  xx . 

 Se tienen entonces los puntos        31,31;31,31;2,2;2,2  . 
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 Como   11,1 f ,   00,0 f ,   42,2 f ,    282,2 f ,   2631,31 f  y 

 

  2631,31 f . El punto  2,2  es punto de máximo absoluto y 

 

   31,31;31,31   son puntos de mínimo absoluto. 

 

5. La proyección sobre el plano 0z   es   2 2 2 2 2, : 0 , 4
2

x
D x y y x y 

 
       
 

 ; 

 
usando coordenadas cilíndricas, se tiene 

 

   
  2Arctan 1/2 2 1/

0 0
ln 2 Arctan 2

2

r

V r dz dr d







 
   

 
   . 
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1. Sea 
   

   

3 3

2 2

2
,si , 0,0

( , )

0 ,si , 0,0

x y
x y

x yf x y

x y

 


 
 

. 

 
a) Determinar si f  es continua en  0,0  y si f  es diferenciable en  0,0 . 

 
b) Decir por qué f  es diferenciable en  1,1  y encontrar la ecuación del plano tangente al 

gráfico de f  en el punto 
1

1,1,
2

 
 
 

. 

 
c) Si f  es una función que determina la temperatura en cada punto del plano. ¿En qué 

dirección disminuye más rápidamente la temperatura en el punto  1,1  ? 

  
2. En la ecuación diferencial parcial  
 

023 









y

z

x

z
, 

 
cambiar las variables x  e y  por u  y v , donde  yxu 32  , yxv 23  .  

 

3. Considerar la ecuación   0,, zyxF , con F  de clase 1C . 

 
a) Indicar qué condicion(es) asegura(n) que en una vecindad de un punto  0000 ,, zyxP   

con   00 PF , la ecuación   0,, zyxF  define implícitamente las funciones  yxfz , , 

 zxgy , ,  zyhx , . 

b) En relación a la parte a) deducir la fórmula 1




































z

x

y

z

x

y
.  

 

4. Sea C  la curva de intersección de las superficies 122  yx  y  1 zyx . 

 
a) Dibujar en un sistema de coordenadas las dos superficies y la curva. 
 
b) Encontrar los puntos de máximo y de mínimo absoluto de la función 

  222,, zyxzyxf    sobre la curva C . 

 
c) Deducir cuál es el punto de C  más alejado del origen. 
 
5. Una esfera de radio 2  se corta mediante un plano que pasa a una unidad de su centro. 

Sea D  el casquete esférico más pequeño. Expresar el volumen de D  utilizando 
coordenadas rectangulares, cilíndricas y esféricas; luego, calcular dicho volumen. 

 



 
 

 
 

138 

Desarrollo: 
  

1.  
 

a) Dado que    , 3 ,f x y x y ,    0,0,  yx  y como 
   

 
, 0,0
lim , 0

x y
x y


  entonces se tiene 

que 
   

 
, 0,0
lim , 0

x y
f x y


  y entonces f  es continua en  0,0 . 

Como   20,0 




x

f
,   10,0 




y

f
,   00,0 f  se tiene que f  es diferenciable en el origen 

cuando 
   

 
 , 0,0

, 2
: lim 0

,x y

f x y x y
L

x y

 
  ; si 0y x   se tiene que 0L  , por lo tanto, f  no 

es diferenciable en el origen. 
 

b)     0,0,  yx ,  
 222

3224 3
2,

yx

xyyxx
yx

x

f









,  

 222

4222 34
,

yx

yyxyx
yx

y

f









; estas 

funciones son continuas    0,0,  yx , por tanto f  es 1C   y  además diferenciable 

   0,0,  yx . El gráfico de f  posee plano tangente en 
1

1,1,
2

 
 
 

 pues f  es diferenciable en 

 1,1   y  la ecuación de dicho plano es 
3

2
2

z x y  . 

c) En la dirección de   
5 ˆ ˆ1,1 2
2

f i j    . 

 
 

2. 
yxv

yxu

23

32




; 

v

z

u

z

x

v

v

z

x

u

u

z

x

z
































32  ;  

v

z

u

z

y

v

v

z

y

u

u

z

y

z
































23  

 

Reemplazando en 023 









y

z

x

z
 , la e.d.p. queda  0





v

z
. 

 
3.  
 

a)   00 PF   y   F  es de clase  1C , por tanto, por el Teorema de la función  implícita se define 

como  yxfz ,  si   00 



P

z

F
, se define  zxgy ,   si    00 




P

y

F
 y  se define 

 zyhx ,   si    00 



P

x

F
. 

 

b) Si 0
F

z





, se tiene  yxfz ,  y al derivar   0,, zyxF   con  respecto  a  y  se obtiene 
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0













y

z

z

F

y

F
, luego 

zF

yF

y

z









. Análogamente 

xF

zF

z

x









 y 

yF

xF

x

y









. 

 

 1




































z

x

y

z

x

y
. 

 
4.    
 
a)  

 
 

b) Si   1,, 22  yxzyxg  y   1,,  zyxzyxh ; usando Lagrange, el sistema definido por 

     zyxhzyxgzyxf ,, ,, ,,   ,   0,, zyxg  y   0,, zyxh . 

 
Hay 5 ecuaciones; ellas son 
 

  xx 22  (1),   yy 22  (2),  2 z  (3), 122  yx  (4) y 1 zyx  (5). 

 
 

Restando  (1)  y  (2)  se tiene 1  o  yx  : Si 1  entonces por (1)  y (3), z 0 ; si 

0z se reemplaza  en (5) se tiene que xy 1 ; por otra parte si xy 1  de (4) se llega a 

que 0x  o 1x ; se ha llegado entonces a dos puntos  0,1,01 P  y    0,0,12 P . 

 

Si yx   de (4) se tiene que yx 
2

1
 y de (5) se tiene que 

2

2
1z ; se ha llegado 

entonces a dos puntos más, ellos son 









2

2
1,

2

1
,

2

1
3P  y 










2

2
1,

2

1
,

2

1
4P . 

 

  









2

1
143Pf ;     121  PfPf  mínimo absoluto de f  sobre C ,   










2

1
144Pf     

máximo absoluto de f  sobre C .       
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c) f  representa la distancia al cuadrado desde un punto  zyxP ,,  del espacio al origen; el punto 

de C  más alejado del origen es 









2

2
1,

2

1
,

2

1
. 

 
5.  

    
 

 
 

2 22 2

2

 4   33 3 2   3  4 2  2
2

1 0 0 1 0 0 sec3 3

5
1 sin

3

x yx r

x

V dzdydx r dz dr d d d d
 




     

  

  

            . 
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1. Sea 
   

   

2

52
, si , 0,0

( , )

0 , si , 0,0

x y
x y

x yf x y

x y




 
 

 

 

a) Decidir si f  es continua en  0,0 . 

b) Analizar la diferenciabilidad de f  en el origen. 

c) ¿Es f  de clase 1C  en el origen? 

d) Calcular la derivada direccional de f  en  0,0  en la dirección de ˆ ˆ2v i j 


. 

e) Mostrar que f  es de clase 1C  en el punto  2, 1 . 

f) Indicar, utilizando el item anterior, por qué f  es diferenciable en  2, 1 ; luego, 

determinar la ecuación  del plano tangente al gráfico de f  en el punto 
4

2, 1,
5

 
  

 
. 

g) ¿En qué dirección es máxima la derivada direccional de f  en el punto  2, 1 ? ¿Cuál es 

ese valor máximo? 
 

2. Decidir si   21
,

3

y
u x y f x y

x

 
  

 
, con 0x   y donde  :f    es una función de clase 

1C  es solución de la ecuación en derivadas parciales     2, ,
u u

x x y y x y x y
x y

 
 

 
. 

 

3. Calcular I    yxdyxy
D

,
23

223


  , si   2 2 2 1
, : 1, 1

2
D x y x y y

 
      
 

 . 

 

4. Evaluar la integral 
 

 22 2

1
,

1R

d x y
x y 

 , sabiendo que   2, : 0R x y y x    . 

 

5. Calcular el trabajo  
C

drFW  realizado sobre un cuerpo que se desplaza sobre la curva 

C   desde el punto  0,0,4 P  hasta  4,0,0 Q  en la intersección de las superficies xz  4 , 

xyx 422  , bajo la influencia del campo de fuerza  

 

 
    



















 z

yx

y

yx

x
zyxF ,

2
,

2
,,

2222
. 
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Desarrollo: 
 

1.  
 

a) Como  ,f x y y  y 
   , 0,0

lim 0
x y

y


 , entonces 
   

   
, 0,0
lim , 0 0,0

x y
f x y f


  ; por tanto f  

es continua en  0,0 . 

 

b) Como      0,0 0 0,0 0,0
f f

f
x y

 
  

 
, f  es diferenciable en  0,0  si y sólo si 

     
   

 
 , 0,0

,
: lim 0

,x y

f x y
L

x y
  . 

 

    2, , : 0 0x y T x y y x L       ; por tanto, f  no es diferenciable en  0,0  .

       

c) Como f  no es diferenciable en el origen, entonces ella no es de clase 1C  en  0,0 .  

             

d)  
 

0

2
, 0,0

25 5
0,0 lim

ˆ 5t

t t
f f

f

v t

 
    


. 

 

e) Cerca de  2, 1 , 
2

2 5
( , )

x y
f x y

x y



; así,  

 

6

22 5

2
,

f xy
x y

x x y


 

 
 y  

 

4 2 5

22 5

4
,

f x x y
x y

y x y

 


 
. 

Claramente 
f

x




 y 

f

y




 (cuocientes de polinomios con denominadores no nulos) son funciones 

continuas en V  por lo que f  es de clase 1C  en dicho conjunto y en particular lo es en 

 2, 1 . 

 

f) Como f  es de clase 1C  en  2, 1 , entonces ella es diferenciable en dicho punto. 

 
La ecuación del plano es 

 

         
4

2, 1 2, 1 2, 1 2 0 1 4 25 12
25

z f f x y z x y x z                 . 

  

g) En la dirección de   4 4
2, 1 0

25 25
f i j i         y el valor máximo es  

4
2, 1

25
f   . 
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2. Como    2 1 2
,

3

u
x y x y f x y xy

x
 

  


 y    1 21
,

3

u
x y x f xy x

y


 


, entonces 

                    

   1 1 2 1 2 22 1

3 3

u u
x y x y f x y x y x y f xy x y x y

x y
   

       
 

 y u  satisface la e.d.p. 

 

3.  
 

5 /6 1
3

/6 csc /2

3
sin  

4
I r dr d



 

    . 

 

4. Si  
 

22 2

1
, 0

1
f x y

x y
 

 
 , 0f   en R . 

 

Sea   2 2 2, : 0 ,  0 ,nR x y x y n y x n         , se tiene 1n nR R   y 
0

  n

n

R R





 

. 

 

Como    
 

4

22
0 0

, ,
1

n

n

R

r
f x y d x y dr d

r






   











1

1
1

8 2n


, entonces 

 

   , ,
R

f x y d x y     lim ,  ,
8

n

n
R

f x y d x y



 . 

 
5. 

                        
 

Una parametrización de C  es         , , 2cos 2,  2sin ,  2 2cosx y z t t t   , donde  ,0t ; 

 

   
        

0

2cos 2 2sin
, ,2 2cos 2sin ,  2cos ,  2sin 6

4 4
C

t t
W F dr t t t t dt

   
       

 
  . 

 
 



 
 

 
 

144 

1. Sean  
2 2

, y xf x y e   y   2 2 2, : 4D x y x y    , como f  es continua y D   es un 

conjunto compacto se tiene que f  posee extremos absolutos sobre D , calcularlos. 

 
2.  

a) Intercambiar el orden de integración para  
221

0

,   
y

y

I f x y dx dy


   . 

b) Evaluar  
1 1

3

0

cos
y

J x dxdy   . 

  

3. Calcular  zyxdeK
S

c

z

b

y

a

x

,,
2

2

2

2

2

2




 , donde  
2 2 2

3

2 2 2
, , : 1

x y z
S x y z

a b c

 
     
 

 . 

 

4. Calcular la integral doble  
E

yxdyxM ,22 , si E  es la región del plano situada entre la 

rectas, xy  , xy 4  y las hipérbolas 1xy  y 2xy . 

 
5. Usar integrales triples y un cambio de variables adecuado para calcular el volumen del 

sólido limitado inferiormente 2 2z x y   y superiormente por 4z y . 

 
Desarrollo: 
 

1.  , 0 0
f

x y x
x


  


,  , 0 0

f
x y y

y


  


; el único punto crítico en 

 

D  es  0 0,0P  . 

             

En     2 2 2, : 4Fr D x y x y    , al considerar   2 2, 4g x y x y    y multiplicadores 

de Lagrange, se tiene que    ,  ,g x y g x y    y  , 0g x y  .  

 

Hay 3 ecuaciones, 
2 2

2 2y xxe x   (1), 
2 2

2 2y xye y  , (2) y 2 2 4x y  . (3) 

           

Si x  e y  son no nulos, de la ecuación (1) se tiene que 
2 2y xe    y de la ecuación (2) se 

tiene que 
2 2y xe  (contradicción). Si 0x  , reemplazando en la ecuación (3) se tienen los 

puntos  1 20, 2P P   . Si 0y  , reemplazando en la ecuación (3) se tienen los puntos 

 3 42,0P P   . 

 

Evaluando, como  0 1f P  ,    4
1 2f P e f P  ,    4

3 4f P e f P   se tiene que el 

máximo absoluto es 4e  y el mínimo absoluto es 4e .  
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2.  
 

a)      



2

1

2

0

1

0 0

2

  ,  ,
xx

dxdyyxfdxdyyxfI , 

 

b)    
21    

3

0 0

sin 1
cos

3

x

J x dydx   . 

 

3. Considerando el cambio    sin cosx a   ,    sin siny b   ,  cosz c  , donde 

a , b , c  y   son positivos, se tiene que 
 
 

 2, ,
sin

, ,

x y z
abc 

  





 y 

     
2 1 2 1

2 2

0 0 0 0 0 0

sin    1 sin 4  2K abc e d d d abc d d e d abc e
   

                    . 

 
4. Considerando la parte de la región E  del primer cuadrante, se tiene que 
  

41 
x

y
s , 21  xyt , 

 
  y

x

vu

yx

2,

,





; 

4 2 2

1 1

1 ln128

2 2 3

M t
dsdt

s
    y por lo tanto, 

 

128ln
3

2
M . 

5. En coordenadas cilíndricas, 
  

2

4sin 4 sin

0 0

8

r

r

V r dz dr d

 

     . 
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1. Sea : nf    tal que  
2

f X M X , probar que f  es diferenciable en el origen y 

luego mostrar que  

   

   

2 2

2 3

1 1
cos sin ,si , 0,0

( , )

0 ,si , 0,0

Ax By x y
x yg x y

x y

   
         

 

, 

es diferenciable en  0,0 .  

   
2. Demostrar que el sistema  

02

02 2





zxxz

ytx
 

 

define a x  e y  como funciones de clase 1C  de z  y t  en una vecindad del origen. Si estas 

funciones son  tzgx ,1 ,  tzgy ,2 , demostrar que  1 2,G g g  es invertible en una 

vecindad del punto  0,0 . 

 

3. Evaluar la integral 
4

3

8 2

0

x

y
e dx dy   e indicar qué relación tiene su valor con la región 

acotada inferiormente por   3 3, ,0 : 0 8, 2D x y y y x       y superiormente por 

el gráfico de la superficie 
4xz e . 

 

4. Hallar el máximo para   2 2 2, ,f x y z x y z    sujeta a 
2 2 2

1
4 5 25

x y z
    y 0x y z    e 

interpretar geométricamente este resultado. 
 

5. Calcular el volumen del primer octante acotado por la superficie de ecuación 
 

2 2
2 1

4 25

y z
x    , 

 
utilizando el cambio de variables /u x a , /v y b  y /w z c , donde a , b  y c  son 

constantes reales y positivas que deben ser elegidas de manera conveniente. 
 
Desarrollo: 
 

1. Como   0f   , entonces   0f   . 

  

Además como  
   

0

ˆ
lim 0i

t
i

f te ff

x t







 


, pues 

 îf te
t

t
 ;  
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se tiene que 
       f X f f X f X

M X
X X

   
   y por lo tanto 

 

     
lim 0
X

f X f f X

X

 


  
  y entonces f  es diferenciable en  . 

 

Como      
22 2, max , ,g x y A x B y A B x y   , de lo anterior se tiene que g  es 

diferenciable en  0,0 . 

      

2. Sea 4 2:F   , con       tzyxftzyxftzyxF ,,,,,,,,,, 21 ,   ytxtzyxf  2
1 2,,,   y 

 
   zxxztzyxf  2,,,2  y sea el punto )0,0,0,0(0 P . Se tiene 

 
 

i) F  es de clase 1C  en vecindades de 0P . 

 
ii)    0,00 PF . 

 

iii) 
 
 

 1 2
0

,
1 0

,

f f
P

x y


  


                                                                         

 
Por  i), ii)  y  iii) , según el Teorema de la función implícita, el sistema define a x   e  y  

 

como funciones de clase 1C  las variables z  y  t . 
  
Y además, por el mismo teorema, se tiene que:    

  

 
 

 

 
 

 
 

0 0

1

1 2 1 2 1 2

0,0

1 0, , ,

0 1, , ,
P P

g g f f f f

z t x y z t


         

                  
. 

 
Ahora por el Teorema de la función inversa, como se cumple que el jacobiano es no nulo y G  
 

es de clase 1C ; entonces,  1 2,G g g  es invertible en una  vecindad de  0,0 . 

 
 

3.  
3

4 4

3

8 2 2
16

0 0 0

1
1

4

x
x x

y
e dx dy e dy dx e      : volumen de la región 
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4. Si  
2 2 2

, , z 1
4 5 25

x y z
g x y      y 0x y z   , utilizando multiplicadores de Lagrange se 

 

tiene el sistema definido por      1 2, ,  , , , ,f x y z g x y z h x y z      ,  , , 0g x y z   y 

 

 , , 0h x y z  . 

Hay 5 ecuaciones,   
2

1 22
2

x
x     (1), 

  

    1 2

2
2

5

y
y     (2), 

 

    1 2

2
2

25

z
z     (3), 

 

         
2 2 2

1
4 5 25

x y z
      (4), 

 
     0x y z      (5). 

           
Al multiplicar cada una de las tres primeras ecuaciones por x , y  y z  respectivamente y luego 

sumar se tiene que    
2 2 2

2 2 2
1 22 2 1

4 5 25

x y z
x y z x y z 

 
         

 
; de donde, por la 

ecuación (4) se obtiene que   1, ,f x y z  . 

 

De (1) se tiene que 2

1

2

4
x







; de (2), 2

1

5

10 2
y







; de (3), 2

1

25

2 50
z







. 

 
Reemplazando lo anterior en la ecuación (5), se tiene que 
 

   2 2 2

1 1 1

2 5 25
0

4 10 2 2 50

  

  
  

  
, 

 

de donde    1 110 17 75 0     y entonces 1 10   o 1

75

17
  . 

 
El valor máximo pedido es 10 . Geométricamente esto quiere decir que los puntos más 
alejados de la curva de intersección entre elipsoide definido por (1) y el plano definido por (2) 

están a una distancia de 10  unidades de longitud del origen. 
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5. El volumen corresponde al de la región 
 

 
2 2

3 2, , : 1, 0, 0, 0
4 25

y z
D x y z x x y z

 
        
 

 . 

 
Al considerar el cambio u x , / 2v y , / 5w z  la región D   se transforma en 

  * 3 2 2 2, , : 1, 0, 0, 0D u v w u v w u v w         

 

y dado que 
 
 

, ,
10

, ,

x y z

u v w





, se tiene  

 

     
*

/2 /2 1
2

0 0 0
8

5
1 , , 10 , , 10 sin

3
Sandía

D D

V d x y z d u v w d d d
  

            .         
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1. Considerar el espacio vectorial   , : ,m n m nx y x y        provisto de la norma 

  22
, yxyx  . Sea : m nB      una función bilineal, es decir, existe una 

función lineal : m nL    tal que     yxLyxB ,,  ,  , m nx y    . 

 

a) Probar que existe una constante 0C  tal que   yxCyxB ,    , m nx y    . 

 

b) Probar que             , , , , , ,B x y h k B x y B x k B h y B h k     . 

 

c) ¿Es B  es continua   0 0, m nx y    ? 

 

d) ¿Es B  diferenciable en  0 0, m nx y     si       kxByhBkhyxDB ,,,, 0000  ? 

 

2. Sabiendo que 
2 2

0

1 1
Arctandx

x

 

  

 
    

 , 0  ; calcular justificando adecuadamente, 

la integral 
 

22 2
0

1
dx

x



 
 . 

 
3. Usar una integral múltiple y un sistema de coordenadas conveniente para calcular el 

volumen del sólido que queda tras perforar un orificio cilíndrico de radio b  por el centro 

de una esfera de radio R   b R . 

 

4. Dado el campo vectorial  
    





















2222
2

2
,

2
4,

yx

x

yx

y
yyxF , usar el Teorema de  

Green para evaluar  
C

drF , donde C es la curva de ecuación 922  yx . 

 

5. Para   3 3 3 ˆˆ ˆ, ,  F x y z x i y j z k    y las superficies definidas por 

 

 0 ,: 2222
1  zazyxS  (semiesfera) y 222

2  ,0: ayxzS   (disco). 

 

a) Calcular 
2

ˆ
S

F n dS , indicando una orientación para 2S . 

b) Usar el Teorema de la divergencia para deducir el valor de la integral 
1

ˆ
S

F n dS , 

indicando la orientación considerada. 
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Desarrollo: 
 

1.  
 
a)  De la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el hecho que L  es lineal (ver problema 1 en la página 
 

98), se tiene que       yxCyxLyxLyxB  ,, , con 0C . 

 
b) Teniendo en cuenta la linealidad de L  y la bilinealidad del producto interior 

 
 

     =   kyhxL  ,  

     =     kyhLxL  ,  

     =        , , , ,L x y L x k L h y L y k    

     =        , , , ,B x y B x k B h y B h k   . 

 
 

c)    0000 ,, yyyxxxByxB   

    =        0 0 0 0 0 0 0 0, , , ,B x x y y B x x y B x y y B x y        (por parte b)). 

 

Se tiene,    00 ,, yxByxB        000000 ,,, yyxByxxByyxxB   

 

              000000 yyxyxxyyxxC  . 

 

Como 
   

 
0 0

0 0 0 0 0 0
, ,

lim 0
x y x y

C x x y y x x y x y y


       , entonces por Teorema 

 

del sandwich se tiene 
   

   
0 0

0 0
, ,

lim , ,
x y x y

B x y B x y


  y B es continua en  0 0, m nx y    . 

 

d) B  es diferenciable para todo  0 0,x y   si y sólo si 

 

   

          
 

0 0 0 0 0 0

, ,

, , , , ,
lim

,h k

B x y h k B x y DB x y h k

h k 

  
 vale cero 

 

Teniendo en cuenta la diferencial dada y la parte ii) este límite queda 
   

 
 , ,

,
lim

,h k

B h k
L

h k 
 . 

 
Suponiendo ahora que este límite es cero, acotando (usando parte a)), se tiene que 
 

      kyhxBkhyxB  ,,,
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 khC
kh

khC

kh

khB
,

,,

,
  

 

y como 
   

 
, ,
lim , 0

h k
C h k

 
  entonces 0L   y por tanto B  es diferenciable en  0 0,x y . 

 

2. Sea   2 2

0

1
F dx

x







 , como  1 1: , 0u u    ,  2 2: ,u u      son de clase 

 

1C  y 2:f    y 2:
f







   definidas por   2 2

1
,f x

x






 y   2 2

2
,

f
x

x




 


 

 
 

 

son continuas  , x     , se tiene, por la regla de Leibniz que 

 

   
0

' ,
f

F x dx


 






. 

 

Por otra parte, como   2 2 2

1 1 1
' Arctan Arctan

d
F

d x

  


      

    
            

, se tiene 

que 
 

 
 

2 3 3 2 22 2
0

'1 1 1 1
Arctan

2 2

F
dx

xx

   

    

  
         

 . 

  

3. 2 2 2 2x y z R   : esfera de radio R  y centro en el origen 

 
2 2 2x y b  : cilindro que tiene como eje al y   y de radio b  
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La proyección en el plano 0z   de la región interior a la esfera y exterior al cilindro está dado 

por 2 2 2 2b x y R   ; luego,  
2 2

2 2

2
3 22 2

0

4

3

R R r

b R r

V r dz dr d R b
 




 

     . 

 

4. Para  qpF , , las curvas C  y 
 
 0

 cos 2
:

sin

x t
C

y t





 



,  2,0t   en sentido antihorario y la 

 
región D  encerrada por C  que es exterior a 0C  para aplicar la segunda versión del Teorema 

 
de Green, se tiene  
 

       
0

2, ,  , 4  4 36
C C

D

q p
F dr F dr x y x y d x y Área D

x y
 

  
         

  
   . 

 

Al usar la parametrización de 0C , se tiene que 242
0

 C drF , de donde 

 

34C drF . 

 
5.  

 

a) Usando la parametrización para 2S  dada por    0,,,2 yxyx  , se tiene que ˆn k 


 y el 

 

 campo ectorial queda    3 3
2

ˆ ˆˆ, j 0F x y x i y k    . Luego, 
2

ˆ 0
S

F n dS  . 

 
b) Considerando a la primera superficie con vector normal apuntando hacia arriba y al 
 
 volumen V  tal que  21 SSV  , por Teorema de Gauss se tiene 

 

 
1 2

  22
4 5

0 0 0

6
ˆ ˆ 3 sin

5

a

S S

F n dS F n dS d d d a


              , y por lo tanto se tiene que 

1

6 5ˆ
5

S

F n dS a  . 
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1. Sea   zxzxyyxzyxf 252,, 222  . 

 

a) Determinar, si existen, los puntos de máximo local y de mínimo local para f  en 3 . 

b) Suponer que  zyxf ,,  representa la distribución de temperatura del medio ambiente en 

el cual está sumergida una placa plana, además suponer que dicha placa se encuentra en 

el plano xy  y que su borde es  122  yx . Determinar el punto de mayor temperatura y 

el punto de menor temperatura en dicha placa. 
 

2. El volumen de cierto sólido está dado por la integral dxdydzV
xx yx

yx

  1
2

0

2

0

4

4

2 22

22

  
 



 .  

a) Describir el sólido exhibiendo las ecuaciones de todas las superficies que forman su 
frontera. 

b) Calcular V . 
 

3. Aplicando el Teorema de Green, hallar     22 3sinh 3 8
C

xy x dx x y dy    si C R  , y 

R  es la región por el eje y ,  y g x  e    cosy g x x  , donde  : 0, / 2g     es una 

función continua y positiva.     
 

4. Sea 3 3:F   , tal que          ˆ ˆˆ, , cos sin j +x xF x y z e y yz i xz e y xy z k     . 

 
a) Calcular F . 
b) Calcular el trabajo realizado por F  a lo largo de la curva C  determinada en el primer 

octante por la intersección del cilindro 22 yz    y el plano xy  , recorrida en sentido 

desde abajo hacia arriba. 
 

5. Considerar el campo vectorial en 3  definido por    yzyxyzyxF ,,,, 2  y la región D  

del espacio limitada por los planos de ecuaciones 0x , 0y , 0z  y 4 zyx . Sea 

S  la superficie que encierra a D , orientada con la normal exterior. 
 

a) Calcular, usando el Teorema de la divergencia, el flujo   del campo F  a través de la 

superficie S ; es decir, calcular ˆ
S

F n dA   . 

b) Calcular la integral I F dr


   donde C  es triángulo cuyos vértices son los puntos A , 

B , C  de intersección del plano 2 zyx  con los ejes X , Y , Z  respectivamente. 
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Desarrollo:    
 

1.  
 

a) Se igualan las derivadas parciales a cero para hallar los puntos críticos, y  
 

  0522,, 2  zyxzyxf x     

 

  0522,,  xyzyxf y      

 
  022,,  xzzyxf z      

 

Hay un solo punto crítico 0

1 5
, , 2

2 2
P

 
   
 

 y él es tal que 21   , 162   , 163  , por 

tanto, 0P  es un punto de silla. No existen puntos de máximo local ni de mínimo local. 

 

b) Las derivadas parciales no se anulan en el conjunto   3 2 2, ,0 : 1A x y x y    . 

 
 No hay puntos críticos en A . 

 

 En el conjunto   3 2 2
1 , ,0 : 1A x y x y    , que corresponde a una circunferencia, puede 

 

usarse la parametrización  cosx t ,  siny t , 0z ; donde  2,0t . 

 

f  puede expresarse ahora como una función de la variable t  y   tttf cossin521 . 

 

Si   : 2,0 t          0 tf     tan 1t  
4

7
 ,

4

3
 ,

4

5
 ,

4


t . 

 
Evaluando en f   (considerando también los extremos del intervalo), se tiene 

 

51
4

5

4

















 
ff , 51

4

7

4

3

















 
ff ,     120  ff . 

 

 Los puntos de máximo absoluto sobre la placa son los puntos 1

1 1
,

2 2
P

 
  
 

 y 13 PP  ; los 

de mínimo absoluto son   21 ,212 P   y  24 PP  . 
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2.   
 

a) 20  x  ;  220 xxy       11 22
 yx , donde 0y . 

 
2222 44 yxzyx     4222  zyx . 

 

b) En coordenadas cilíndricas, la expresión   11 22
 yx    xyx 222   se escribe 

 

cos2r  y  2222 44 yxzyx   se escribe 22 44 rzr  . 

 

La parte superior de   11 22
 yx  está en el primer cuadrante, luego 

2
0


  . 

 

 
 

  2

2

2cos2 4

0 0 4

8 32
    

3 9

r

r

V r dz dr d



 


 

     . 

 

3. Sean    , 2 3sinhp x y xy x   y   2, 3 8q x y x y  , si C  está orientada en sentido 

 

antihorario y dado que      cos / 2g x g x x x     , se tiene  

 

     , , ,
C R

q p
pdx qdy x y x y d x y

x y

  
     

   

 

 

   /2 cos

0
4

g x x

g x
C

pdx qdy x dy dx
 

     

 

 2 2
C

pdx qdy         
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4.  
 

a)  0,0,0 F . 

 

b) El punto inicial de la curva es  0,2,2iP   y  el final es  2,0,0fP , un potencial para F   

es   
2

2
cos,,

z
xyzyezyxf x  .  

 

   
 

El trabajo realizado es      
C

if ePfPfdrfW 2 23 . 

 
5.  
 

a) 
44 4

0 0 0

128
ˆ 4   

3

x yx

S

F n dA y dz dy dx
 

        . 

 

b) Considerando   antihorario, dado que  xzF   ,0 , , si    , , ,2x y x y x y    , y 

 

  2, : 0 2,  0 2D x y x y x       , se tiene la normal  1,  1,  1n 


 y por Stokes: 

 

     ˆ 2 , 0, 1,1,1 , 0
S D

I F n dA x y  x    d x y          .  
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1. Sea 
   

   

3

2 2
,si , 0,0

( , )

0 ,si , 0,0

x y
x y

f x y x y

x y




 
 

 

 

a) Calcular las derivadas parciales 
x

f




 y 

y

f




 en todo 2 . 

b) Probar que  f  es de clase 1C  en 2 . 

c) Encontrar la buena aproximación afín para ),( yxf  cerca del punto  1,1 . 

d) Encontrar la dirección de máximo crecimiento de f  en el punto  1,1 . ¿Cuál es la razón 

de cambio de f  en esa dirección? 

e) Verificar que el punto  0,0  es un punto de silla de f . 

 

2. Considerar la transformación 2 2:    definida por      yyxvuyx ,2,,  . 

 
a) Mostrar que   es una biyección. 

b) Encontrar la imagen  RD   en el plano uv , donde R  es la región del plano xy  

limitada por las rectas 42  xy , xy 2 , 0y , 2y . 

c)  Calcular 
 

   
 






2

0

2

24

2

3   2
2

dydxeyxy yx

y

y

. 

 
3. Calcular el volumen de la región del primer octante acotada por el cilindro parabólico 

24 yx   y los planos yz  , 0x , 0z . 

 

4. Sea    222 3 ,26 ,63,, yzxyzxyxzzyxF  . Calcular la integral 


 drFI  donde   

es el arco de la curva intersección de las superficies 122  yx , 1 zyx  que une los 

puntos  0,0,1A  y  0,1,0B  y que está bajo el plano 0z . 

 

5. Sean   ˆˆ ˆ, , 2 3F x y z xi yj zk   , V  la región del primer octante limitada por el cilindro 
24z x   y el plano 4 3 12x y   y sea además S V   orientada exteriomente. Hallar 

utilizando el Teorema de la Divergencia, ˆ
S

F n dA .       

Desarrollo: 
1.  

a)    0,0 0 0,0
f f

x y

 
 

 
, 

  2322

324 32
),(

yx

yxyx
yx

x

f









, 

  2322

5

),(
yx

x
yx

y

f







. 
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b) Si    0 0, 0,0x y  , 
   

   
0 0

0 0
, ,

lim , ,
x y x y

f f
x y x y

x x

 


 
 y 

   
   

0 0
0 0

, ,
lim , ,

x y x y

f f
x y x y

y y

 


 
. 

 
2

( , ) 5 ,
f

x y x y
x





,    , 0,0x y   y entonces 

   
   

, 0,0
lim , 0 0,0

x y

f f
x y

x x

 
 

 
, 

 

 
2

( , ) ,
f

x y x y
y





,    , 0,0x y   y entonces 

   
   

, 0,0
lim , 0 0,0

x y

f f
x y

y y

 
 

 
. 

 

De lo anterior, las derivadas parciales son continuas en todo 2 , o sea  1 2f C  . 

 

c)        
5

, 1,1 1,1 1, 1 2 1
4 4

y
A x y f f x y x

 
        

 
. 

 

d) La dirección es  
5 1ˆ ˆ1,1

2 2 2 2
f i j    y la razón de cambio es  

2

13
1,1 f . 

 

e) Como para 0  , se tiene que      , 0,0 0 ,f f f        ; el punto  0,0  no es de 

máximo relativo ni tampoco de  mínimo relativo; es punto de silla. 
 
2.  
 
a)   es lineal con matriz asociada no singular; luego, ella es invertible y es una biyección. 

 
b) La imagen D  en el plano uv  corresponde al rectángulo    2,04,0  . 

 

c) 
 

            1,
2

1
, 2  2 1632

2

0

32

24

2

3 222

  




evudeuvyxdeyxydydxeyxy
D

uyx

D

yx

y

y

. 

 
3.    
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4   1
2

0

4

0 0

2

   
 y y

dydxdzV . 

 

4. Un potencial  escalar es   zyxyzxzyxf 222 6
2

3
,,  , si se considera el sentido de la línea 

 

 desde A  hasta B  se tiene que     0 


AfBfdrfdrFI
B

A

. 

 
 

     
  

5.  

 
 
 

Claramente F  es de clase 1C  en todo 3  (en particular sobre cualquier abierto acotando a 
 
V ), como S  es seccionalmente suave y orientada exteriormente, por Teorema de Gauss, se  
 

tiene    ˆ , , , ,
S D

F n dA F x y z d x y z    
2

4
4

2 43

0 0 0

4 1 64

x
x

dz dy dx




    .  
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1. Sea la función dada por 2 21
( , ) sin si 0f x y x y x

x

 
   

 
 y   0, 0f y  . 

a) Calcular 
x

f




 en cada punto  yx, , donde exista. 

b) Determinar si  
x

f




 es continua en  0,0  el origen. 

 
c) Determinar si f  es diferenciable en el origen. 

 

2. Verificar que la función 2:u    definida por    ,
y

u x y f xy xg
x

 
   

 
 donde f  y g  

son funciones reales de variable real derivables es solución de la ecuación en derivadas 
parciales 

2 2
2 2

2 2
0

u u
x y

x y

 
 

 
. 

 

3. Sea D  la placa circular   2 2 2, : 4x y x y    y la función 2:f   , definida por 

  3322 223, yxyxyxf  . Encontrar los valores máximos y mínimos de f  sobre D . 

 
4. Sean   la región del primer octante acotada por los planos coordenados, el cilindro 

elíptico 2 24 16x y   y por el plano 4x y  , S  la superficie frontera de   orientada 

exteriormente. Si   2 ˆˆ ˆ, , 2F x y z xzi xyj z k   , calcular ˆ
S

F n dS . 

 

5. Un campo de fuerzas está dado por   2

2 2 2 2

2 2 ˆˆ ˆ, ,
x y x y

F x y z i j z k
x y x y

 
  

 
. 

 

a) Para la trayectoria 1C  correspondiente a la intersección entre el cilindro 2 2 1x z   y el 

plano 1y  , aplicar el Teorema de Stokes para determinar el trabajo 
1C

F dr . 

 

b) Para la trayectoria 2C  correspondiente a la intersección entre el cilindro 2 2 1x y   y el 

plano xy , calcular 
2C

F dr . 

 
c) Si 3C  es una curva suave, simple y cerrada, contenida 3z   y que da una vuelta en 

sentido positivo en torno al eje z ; utilizar el Teorema de Stokes para calcular 
3C

F dr . 
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 Desarrollo: 
 
1.  
 

a)  
1 1

, 2  sin cos
f

x y x
x x x

    
        

 , 0x . 

   
0

, 0,
lim
h

f h y f y

h


2 2

0

1
sin

lim
h

h y
h

h

 
 

  , este límite existe (y vale cero) solo si 0y ;  

 

 y
x

f
,0




, no existe para 0y ;   00,0 





x

f
. 

 

b) 
   

 
   , 0,0 , 0,0

1 1
lim , lim 2 sin cos

x y x y

f
x y x

x x x 

     
          

, como 
0

1
lim sin 0
x

x
x

 
 

 
 y 

0

1
limcos
x x

 
 
 

 

 

no existe, entonces 
x

f




 no es continua en  0,0 . 

 

c)      0,00,000,0 f
y

f

x

f










. 

 

f  es diferenciable en el origen si  y solo si 
   

 
 , 0,0

,
: lim 0

,x y

f x y
L

x y
  . Considerando que 

 

 
 

 
,

,
,

f x y
x y

x y
  y teniendo en cuenta que 

   
 

, 0,0
lim , 0

x y
x y


 , entonces 0L  y f  es 

 
diferenciable en el origen. 

 

2.        1,
y

u x y f xy xg f xy g x y
x

 
    

 
, 

 

    1,
u y y

x y y f xy g x y g
x x x

          
    

,    
2

2 3 2

2
,

u y
x y y f xy x y g

x x
      

  
, 

 

   ,
u y

x y x f xy g
y x

      
  

,  
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2

2 1

2
,

u y
x y x f xy x g

y x
      

  
, 

 

   2 2 1 2 2 2 1 2 0
y y

x y f xy x y g x y f xy x y g
x x

             
   

;  

 

de lo anterior,    
2 2

2 2

2 2
, , 0

u u
x x y y x y

x y

 
 

 
 

 
3.  
 

  Puntos críticos en 
 

D


:   2 2, 0 6 6 0xf x y xy x    ,   2 2, 0 6 6 0yf x y x y y    . 

  

Si las variables x   e  y   son no nulas entonces estas dos ecuaciones quedan 02  xy  y 

 

 02  yx ; luego, los puntos críticos son   0 0,0P   y   1 1,1P   . 

  

   En     2 2 2, : 4Fr D x y x y    : Si   4, 22  yxyxg , utilizando multiplicadores de 

Lagrange se tiene el sistema 
 

    xxxy 266 22   (1), 

     yyyx 266 22   (2), 

                        0, yxg . (3) 

 
Si las variables x  e y  son no nulas: 

 

Despejando   de la primera ecuación se tiene que xy 33 2  , de la segunda ecuación se 

tiene que yx 33 2  ; igualando, se tiene    xyxyxy  . 

 

Si xy  , al reemplazar xy   en la ecuación (3) se tiene que 2x  y esto a su vez 

implica que 2y . 

   

Ahora si se considera que xy  , reemplazando en la ecuación (3) se tiene que 2x  y esto 

a su vez implica que 2y . 

 
 
Si 0x  por la ecuación (3)  se tiene que 2y . 
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Si 0y  por la ecuación (3)  se tiene que 2x  

   

Así, en el conjunto     2 2 2, : 4Fr D x y x y    , se han encontrado los puntos 

 

  32 2,2 PP  ,   54 2,2 PP  ,    76 2,0 PP  ,   98 0,2 PP  . 

 
 

   Evaluando, se tiene   00 Pf ,   11 Pf ,     1232  PfPf ,   24124 Pf ,  

 

   24125 Pf ,     1686  PfPf ,     1697  PfPf .  

 

 Así; el punto 4P   corresponde al punto de máximo absoluto y  7P   y 9P  corresponden a puntos 

de mínimos absolutos. 
 

 

4. Claramente F  es de clase 1C  en todo 3  (en particular sobre cualquier abierto acotando a 
 ), como S  es seccionalmente suave y orientada exteriormente, por Teorema de Gauss, 
 

   ˆ , , , ,
S

F n dA F x y z d x y z


    
2 42 16 4

0 0 0

40

3

yx

x dz dy dx


    .   

 

5.  0,0,0 F . 

 

a) Si   3 2 2
1 , , : 1, 1S x y z x z y     , entonces 

1 1

ˆ 0
C S

F dr F ndA      . 

  

b) Considerando       2 cos ,sin ,0C t t t , con  0,2t  ; se tiene que 
2

2
C

F dr   . 

   
c)  Si S  tiene como borde a 2C   y a 3C , por Teorema de Stokes se tiene que 

 

 
2 3

ˆ 0
C C S

F dr F dr F n dA          ; por lo tanto, 
3

2
C

F dr   . 
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1. Sea 3:f   ,    , , , ,x y z f x y z  una función diferenciable, al introducir las 

coordenadas cilíndricas  , ,r z  definidas por  cosx r  ,  siny r  , z z  se obtiene 

      , , : cos , sin ,g r z f r r z   . Hallar una expresión en coordenadas cartesianas (en 

términos de los vectores î , ĵ , k̂ ) para 

 
1 ˆˆ ˆ

r

g g g
u u k

r r z


  
 

  
, 

 

donde    ˆ ˆˆ cos sinru i j    y    ˆ ˆˆ sin cosu i j     . 

   

2. Una caja rectangular sin tapa debe tener un área superficial de 212m . Determinar las 

dimensiones de la caja de modo que su volumen sea máximo.  
 

3. Sean 2:f   , definida por      ,f x y g x h y , con g  y h  funciones reales de 

variable real continuas y   2, : ,c dR x y a x b y      . 

 

a) Demostrar que        , ,
b d

a c
R

f x y d x y f t dt g t dt   . 

 

b) Calcular la integral doble    
2 3
sin 1 ,x

D
e y d x y 

  , donde    0,2 1,3D    .         

 
4. Calcular el volumen del primer octante limitado por la superficie de  ecuación z xy  y 

por el plano de ecuación 1x y  .    

 

5. Evaluar la integral triple  , ,
S

z d x y z , donde S  es el sólido limitado superiormente 

por la esfera 2 2 2 2x y z az    ( 0a  ) e inferiormente por el cono 2 2z x y  .    

 
Desarrollo: 
 

1. Como    cos sin
g f x f y f f

r x r y r x y
 

      
   

      
, entonces 

 

           2 2ˆ ˆˆ cos sin cos sin cos sinr

g f f f f
u i j

r x y x y
     

       
             

  (1), 

 

como    sin cos
g f x f y f f

r r
x y x y

 
  

      
    

      
, entonces 
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           2 21 ˆ ˆˆ sin sin cos sin cos cos
g f f f f

u i j
r x y x y

      


       
              

 (2), 

 

como 
g f

z z

 


 
, entonces ˆ ˆg f

k k
z z

 


 
 (3). 

 
De (1), (2) y (3), al sumar se obtiene 
 

 
1 ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ , ,r

g g g f f f f f f
u u k i j k f

r r z x y z x y z


         
                 

. 

 

2. Se debe maximizar  , ,V x y z xyz , sujeta a la restricción 2 2 12xy xz yz    donde 0x  , 

0y   y 0z  . Si  , , z 2 2 12g x y xy xz yz    , utilizando multiplicadores de Lagrange se 

tiene el sistema definido por    , , , ,f x y z g x y z    y  , , 0g x y z  . 

 

Hay 4 ecuaciones,    2yz y z   (1),  

     2xz x z   (2), 

                2xy x y   (3), 

      2 2 12xy xz yz     (4). 

           

Al multiplicar en (1) y (2) por x  e y  e igualar se obtiene que  2 0z y x   ; de donde 

y x ; reemplazando y x  en (3), se tiene que 4x  ; reemplazando 4x   en (2), se tiene 

que 2 4z  . 
 
De lo anterior, 2x y z   y de (4) se tiene 2 1x y z    . Por lo tanto, las dimensiones 

son ancho y largo iguales 2m   y alto igual 1m . 

 
3.  
 

a)      , , ,
b d

a c
R

f x y d x y f x y dy dx    

 

       , ,
b d

a c
R

f x y d x y g x h y dy dx    

 

       , ,
b d

a c
R

f x y d x y g x h y dy dx    

 

       , ,
d b

c a
R

f x y d x y h y dy g x dx     
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       , ,
b d

a c
R

f x y d x y g x dx h y dy     

 

       , ,
b d

a c
R

f x y d x y f t dt g t dt    . 

 

b)        
2 2 22 3 2 23 3 3

0 1 0 2
sin 1 , sin 1 sinx t t

D
e y d x y e dt t dt e dt z dz

 

 

        
        , 

 

como    3: sinh y y  es función impar, entonces  
2

3

2
sin 0z dz


  y por lo tanto, 

 

   
2 3
sin 1 , 0x

D
e y d x y  

  .   

 

4. 
1 1

0 0 0

1
1

24

x xy

V dz dy dx


    .  

 

5. Al reemplazar 2 2z x y   en la ecuación la ecuación de la esfera, la cual se reescribe como 

 
22 2 2x y z a a     se tiene 0z   o z a ; por tanto, la intersección antes ambas 

superficies se da en los planos 0z   y z a . 

 

La proyección del sólido sobre el plano xy  es el disco 2 2 2x y a  . Al utilizar coordenadas 

cilíndricas la ecuación de la esfera queda 2 2z a a r    y la del cono z r , se tiene 
 

 
2 22

4

0 0

7
, ,

6

a a r a

r
S

z d x y z rz dz dr d a
 


 

     . 

 
Observación: En coordenadas esféricas, se tiene que 

 

   
 2 /4 2 cos

3

0 0 0
, , sin

a

S

z d x y z d d d
  

        . 
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1. Sea 

 

 
   

   

2 2

2 2

sin
,si , 0,0

( , ) 1 cos

,si , 0,0

x y
x y

f x y x y

x y

 


  




 

 
a) Determinar el valor de   de modo que f  sea continua en el origen. 

 
b) Con el valor de   antes obtenido, calcular las derivadas parciales en el origen. 

 

c) Considerando lo de b), decidir si f  es diferenciable en  0,0 . 

    

2. Si : nf    es diferenciable en 0X , demostrar que    0 0
ˆ

ˆ

f
X f X v

v


  


. 

 
3. Utilizar el cambio de variables dado por x u v   e y u v   para calcular la integral 

   
2 2

,
x xy y

D
e d x y
  

 , donde   2 2 2, : 1D x y x xy y     .  

 
4. Usar integrales triples para calcular el volumen del sólido acotado por las esferas 

2 2 2 1x y z    y 2 2 2 9x y z    que se encuentra sobre la hoja superior del cono 

 2 2 23z x y  . 

5. Hallar la masa del sólido del primer octante que está bajo el plano 1
x y z

a b c
   , con a , 

b  y c  positivos sabiendo que la densidad está dada por  , ,x y z kx  .  

 
Desarrollo: 
 

1.  
 

a) Si  cosx r   e  siny r  , se tiene que 

 

   
 

   

 

 
 
 

2 2 2

, 0,0 , 0,0 02 2

sin sin
lim , lim lim 2

1 cos1 cosx y x y r

x y r
f x y

rx y  


  

 
; 

 
luego, debe tenerse que 2  . 
   

b)    0,0 0 0,0
f f

x y

 
 

 
. 
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c) f  es diferenciable en el origen ssi 
   

 
 , 0,0

, 2
: lim 0

,x y

f x y
L

x y


  . 

 
Si se considera, nuevamente el paso a coordenadas polares, se tiene que 0L   y por lo tanto, 

f  es diferenciable en  0,0 .     

 

2. Por definición, se tiene que  
   0 0

0
0

ˆ
lim

ˆ t

f X tv f Xf
X

v t

 



. 

 

Si    0
ˆ:g t f X tv  , se tiene que  

   
 0

0

0
' 0 lim

ˆt

g t g f
g X

t v

 
 


. 

 

Al considerar   0
ˆ:C t X tv  ; se tiene que   00C X  y que   ˆ'C t v , t  . 

 
De la regla de la cadena, se tiene que  
 

      1 2
0

1 2

ˆ' n

n

d f dx f dx f dx
g t f X tv

dt x dt x dt x dt

  
     

  
 ; 

 

por lo tanto,       ' 0 0 ' 0g f C C    y entonces se deduce que    0 0
ˆ

ˆ

f
X f X v

v


  


. 

        
 

3. Con el cambio de variables indicado, la región D  en las coordenadas u  y v  queda descrita 
 

por la región elíptica   * 2 2 2, : 3 1D u v u v     y como 
 
 

,
2

,

x y

u v


 


, se tiene 

 
       

2 2 2 2

*

3
, 2 ,

x xy y u v

D D
e d x y e d u v
    

  . 

 

Considerando ahora  
1

cos
3

u r   y  sinv r  , se tiene que 
 
 

,

, 3

u v r

r 





 y 

 

   
2 2 22 13

0 0

1 1
, 1

3 3

u v r

D
e d u v re dr d

e

 


    
   

 
   . 

 

De lo anterior, 
   

2 2 2 1
, 1

3

x xy y

D
e d x y

e

    
  

 
 . 
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4. Utilizando coordenadas esféricas, se tiene que  
 

   
2 /6 3

2

0 0 1

26
sin 2 3

3
V d d d

  
         . 

 
Observación: En coordenadas cilíndricas, se tiene 
 

 
2 2

2

2 1/2 9 2 3/2 9

0 0 1 0 1/2 3

26
2 3

3

r r

r r
V r dz dr d r dz dr d

  
 

 


         . 

  

5.    
2

1 1

0 0 0
, , , ,

24

x x y
a b c

a a b
Tetraedro

V

a bck
M x y z d x y z kx dz dy dx

   
     

         .  
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1. Sean   2 2, 1f x y x y    y   2 2,g x y x y  . Determinar todos los valores para a  y b  

de modo que las curvas de nivel  aN f  y  bN g  sean ortogonales. 

 
2. Hallar los puntos más alejados y los puntos más cercanos al origen sobre la elipse de 

ecuación 2 23 4 6 140x xy y   .   

  

3. Calcular el volumen de la región del espacio acotada por las superficies 2 1

4
y x  , 

0x y  , 0x y  , 1x y z    y 2x y z   .     

 

4. Calcular la masa del sólido comprendido entre las esferas de ecuaciones 2 2 2 1x y z    y 
2 2 2 9x y z     sabiendo que    , , , ,x y z x y z  . 

 

5. Determinar el área de la porción del paraboloide hiperbólico de ecuación 2 2z y x   

acotada por los cilindros 2 2 1x y   y 2 2 9x y  . 

 
Desarrollo: 
 

1.  aN f  y  bN g  ortogonales    , , 0f x y g x y   . 

 

Se tiene  
2 2 2 2

, , 0
1 1

x y
x y

x y x y

 
   

     

; luego, 
2 2

2 2 2 2
0

1 1

x y b

x y x y


 

   
 y 

 
por lo tanto 0b   y por la definición de f  debe tenerse que 1a  .     

 

2. Sea   2 2, :f x y x y   (la distancia al cuadrado de un punto cualquiera del plano al origen), al 

 

considerar   2 2, : 3 4 6 140g x y x xy y     y utilizar multiplicadores de Lagrange se tiene el 

 

sistema definido por    , ,f x y g x y    y  , 0g x y  . 

 

Hay 3 ecuaciones,    2 6 4x x y   (1), 

  

     2 4 12y x y   (2), 

 

    2 23 4 6 140x xy y     (3). 

 
Las dos primeras ecuaciones, pueden reescribirse como el sistema lineal y homogéneo (en las 
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variables x  e y ) dado por 
 

 
3 1 2 0

2 6 1 0

x y

x y

 

 

  


  
; como  0,0  no satisface la ecuación de la 

elipse, entonces deben existir infinitas soluciones para el sistema lineal y por lo tanto el 

determinante de la matriz asociada debe ser cero; se tiene entonces que 
1

2
   o 

1

7
  . 

 

Si 
1

2
  , de (1) se tiene 2x y  ; de (3) se obtiene que 14y    y se tienen los puntos 

 1 22 14, 14P P    . 

      

Si 
1

7
  , de (1) se tiene 2y x ; de (3) se obtiene que 2x    y se tienen los puntos 

 3 42,4P P   . 

 

Como    1 2 70f P f P   y    3 4 20f P f P  , se tiene que 1P  y 2P  son los puntos de la 

elipse que están más alejados del origen mientras que 3P  y 4P  son los más cercanos. 

       

3. 
2 2 20 1/4 2 1/2 1/4 2 1/2 1/4

1/2 1 0 1 0

1
1 1 2 1

12

x x y x x y x

x x y x x y x
V dz dy dx dz dy dx dy dx

      

     
           . 

  

4.   2 2 2, ,x y z x y z    ,  
2 3

3

0 0 1
sin 80M k d d d

 

         . 

  
5. Utilizando la fórmula del problema 2 de la página 107, se tiene que el área pedida está dada 

por  

     
22

1 , , ,
D

f f
A x y x y d x y

x y

   
         
 , 

 

donde   2 2,f x y y x   y   2 2 2, :1 4D x y x y     . 

 

Utilizando coordenadas polares, se tiene que  
2 3

2

0 1
4 1 37 37 5 5

6
A r r dr d

 
     .    
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1. Sea 2:f   ,    , ,x y f x y , al considerar  cossx e t  e  sinsy e t  se obtiene 

      , : cos , sins sg s t f e t e t . Probar que  

 
2 2 2 2

2

2 2 2 2

s f f g g
e

x y s t

    
   

    
.  

 
2. Utilizando multiplicadores de Lagrange, determinar la distancia entre el punto 

 0 0 0 0, ,P x y z  y el plano de ecuación 0ax by cz d    .   

 

3. Calcular el volumen de la región R  del primer octante y tal que 1/2 1/3 1x y z   . 

 
4. Utilizar coordenadas cilíndricas para calcular el volumen de la región acotada por el 

cilindro 2 2 4x y  , el paraboloide 2 24z x y   , la esfera  
22 2 8 4x y z     y tal 

que 0x y  .  

 
5. Un plano corta un casquete de altura H  en una esfera de radio R , con 0 H R  . Usar 

coordenadas esféricas para calcular el volumen del casquete.  
 
Desarrollo: 

 
1. De la regla de la cadena, se tiene 

 
g f x f y f f

x y
s x s y s x y

      
   

      
 

 
2 2 2 2 2

2 2 2

g f f x f y f f x f y
x x y y

s x x s y x s y x y s y s

             
        

               
 

 
2 2 2 2 2

2 2

2 2 2

g f f f f f f
x x xy y xy y

s x x y x y x y y

      
     

        
  (1) 

 
g f x f y f f

y x
t x t y t x y

      
    

      
 

 
2 2 2 2 2

2 2 2

g f f x f y f f x f y
x y y x

t x x t y x t y x y t y t

             
         

               
 

 
2 2 2 2 2

2 2

2 2 2

g f f f f f f
x y xy y xy x

t x x y x y x y y

      
      

        
  (2) 
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De (1) y (2), al sumar, se obtiene que 
 

 
2 2 2

2 2

2 2 2

g f f
x y

s x y

   
   

   
; 

  

por lo tanto, 
2 2 2 2

2

2 2 2 2

s f f g g
e

x y s t

    
   

    
.  

 

2. Sea        
2 2 2

0 0 0, ,f x y z x x y y z z      , al considerar  , , :g x y z ax by cz d     y 

usar multiplicadores de Lagrange para minimizar la distancia desde un punto  , ,P x y z  en 

el plano indicado hasta 0P  se tiene que    , , , ,f x y z g x y z    y  , , 0g x y z  . 

 

Hay 4 ecuaciones,    02 x x a   (1), 

  

     02 y y b   (2), 

 

        02 z z c   (3), 

 
      0ax by cz d      (4) 

 
Como al menos una de las componentes del vector normal al plano debe ser no nula, puede 

asumirse que 0a   y en tal caso de (1) se tiene 
 02 x x

a



 , de donde por las ecuaciones 

 

(2) y (3) se obtiene que 
 0

0

b x x
y y

a


   y 

 0
0

c x x
z z

a


  , respectivamente. 

 

De estas últimas dos igualdades y de (4) se deduce que 
 0 0 0

0 2 2 2

a ax by cz d
x x

a b c

  
  

 
, de  

 

donde 
 0 0 0

0 2 2 2

b ax by cz d
y y

a b c

  
  

 
 y 

 0 0 0
0 2 2 2

c ax by cz d
z z

a b c

  
  

 
; 

 

se tiene entonces que el valor mínimo para f  es 
 

2

0 0 0

2 2 2

ax by cz d

a b c

  

 
 por lo que la distancia 

entre 0P  y el plano es 0 0 0

2 2 2

ax by cz d

a b c

  

 
. 
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3. Al considerar el cambio de variables dado por x u , 2y v  y 3z w , R  se transforma en s 

 

  * 3, , : 1R u v w u v w      y como 
 
 

2, ,
6

, ,

x y z
vw

u v w





, se tiene 

 

   
*

1 1 1
2 2

0 0 0

1
1 , , 6 6

60

u u v

R R

V R d x y z vw dwdv du vw dwdv du
  

        .       

 

4. 
2

2

7 /4 2 8 4

3 /4 0 4

28

5

r

r
V r dz dr d








 


    . 

 

5.  
   

 2
2 Arccos

2

0 0 sec

3
sin

3

R H
R

R

R H

H R H
V d d d






    

 
 
 




    . 

 

Observación: En coordenadas cilíndricas, 
2 2 22 2

0 0

HR H R r

R H
V r dz dr d




 


    . 
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1. Si  
 
 

cos
,

cos

x
f x y

y
 , hallar el desarrollo de Taylor de orden 2  para f  en torno a  0,0 . 

 

2. Al calcular el volumen V  situado bajo el paraboloide 22 yxz   y sobre una cierta 

región S  del plano xy , se ha llegado a la suma de integrales 

 

   
21 2

2 2 2 2

0 0 1 0

y y

V x y dx dy x y dx dy


       . 

 
Expresar el volumen V  mediante una integral iterada en la que el orden de integración 
esté invertido y luego calcular V . 
 

3. Si       2 22, : 1D x y x h y k      , hallar los valores de h  y k  de modo que la 

integral    2 22 2 17 ,
D

x xy y x y d x y      sea mínima.      

 

4. Mostrar que la superficie 
2 2

1
z

x y



, con 1z   se puede llenar pero no pintar. 

 

5. Sean S  la superficie definida por 2 2 24 9 36 36x y z   , con 0z   y el campo vectorial 

      3/22 2 4, , , , sin xyzF x y z y x x y e  ; calcular el flujo ˆ
S

F n dS  . 

 
Desarrollo: 
 

1. Como  
 
 

sin
,

cos

xf
x y

x y


 


,  

   
 2

sin cos
,

cos

y xf
x y

y y





,  

 
 

sin
,

cos

xf
x y

x y


 


,  

 

 
   

 

2

2

sin sin
,

cos

x yf
x y

x y y


 

 
 y  

       
 

2 22

2 3

cos cos 2sin cos
,

cos

y x y xf
x y

y y





, se tiene  

 

que      
2

0,0 0 0,0 0,0
f f f

x y y x

  
  

   
,  

2

2
0,0 1

f

x


 


 y  

2

0,0 1
f

y





 y por lo tanto el  

 

desarrollo pedido es        
2 2 2 2

2 2
2 2 2

1
, 0,0 0,0 0,0 1

2 2 2

f f x y
p x y f x y

x y

  
      

  
. 

  

2.  
1

2 2

0 2

4

3

x

x

V x y dy dx


    . 
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3. Considerando   2 2, 2 2 17f x y x xy y x y      ,  cosx r h   e  siny r k  , el 

conjunto D  se transforma en   2* , : 0 1,0 2D r r         y 

 

       
2 1

2 2

0 0

71
, , , 2 2 : ,

4
D

f x y d x y r f r dr d k k h h hk g h k


    
        

 
   . 

 

El único punto crítico para g  es    , 0,1h k    y como para él se tiene que 1 0   y 2 0  , 

entonces por criterio de la matriz hessiana se tiene que él de un mínimo.  
 

4. Sea   2 2 2, : 1D x y x y    . Como  
2 2

1
1 ,

D

d x y
x y


 

  
  

 , el volumen bajo 

2 2

1
z

x y



 y sobre el plano 1z   es   y por lo tanto la superficie se puede llenar. 

 
Utilizando la fórmula del problema 2 de la página 107, se llega a la integral 
 

    
 

 22 2

1
: 1 ,

D

I d x y
x y

 


  

 

y usando coordenadas polares, como 
4

2 1
1r

r r
   se tiene por criterio de comparación directa 

para integrales simples que I  diverge y por lo tanto la superficie no se puede pintar. 
    
 

5. El borde de S  corresponde a la elipse 
2 2

1
9 4

x y
   que se encuentra en el plano 0z  , si ella 

se considera en sentido antihorario una parametrización es       3cos ,2sin ,0C t t t , con 

 0,2t  . Si S  posee vector normal unitario apuntando hacia arriba, entonces por Teorema 

de Stokes, se tiene 
 

    
2

0
ˆ 6

S C

F n dS F dr F C t C t dt


          . 
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1. El cambio de variables dado por sx e  e ty e  transforma a  ,f x y  en  ,g s t  siendo 

   , ,s tg s t f e e . Sabiendo que f  satisface la ecuación en derivadas parciales 

 

   
2 2

2 2

2 2
0

f f f f
x y x y

x y x y

   
   

   
, 

 

utilizar la regla de la cadena para demostrar que 
2 2

2 2
0

g g

s t

 
 

 
. 

     

2. Demostrar que cerca del punto    0 0 0 0, , , 1,2,1, 1x y u v    se puede resolver el sistema 

 

3 0

0

x u

y v

e yv

e xu





  

 
 

 

para u  y v  como funciones de las variables x  e y  y luego calcular  1,2
u

x




. 

 

3. Evaluar la integral 
2 4 2

1 2

sin sin
2 2

x

x x

x x
dy dx dy dx

y y

    
   

   
    . 

 

4. Sean     1,11,0 D   y  2:f    una función de clase 2C  tal que  1,1 6f  , 

 1, 1 3f   ,  0,1 1f   y  0, 1 2f   . Calcular    
2

, ,
D

f
x y d x y

x y



  . 

 

5. Calcular el volumen acotado por 2 2 2x y   y 2 2 2 1z x y   . 

 
Desarrollo: 

 
 

1. Como 
g f x f

x
s x s x

   
 

   
, 

2 2 2
2

2 2 2

g f f x f f
x x x x

s x x s x x

      
    

      
, 

g f y f
y

t y y y

   
 

   
 y 

 
2 2 2

2

2 2 2

g f f y f f
y y y y

t y y t y y

      
    

      
; se tiene que 

 
2 2 2 2

2 2

2 2 2 2
0

g g f f f f
x y x y

s t x y x y

     
     

     
. 
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2. Sea 4 2:F   ,         , , , , , , , , , , , , ,x y u v F x y u v f x y u v g x y u v  donde 

 , , , 3x uf x y u v e yv    y  , , , y vg x y u v e xu  ; sea además,  0 0 0 0 0, , ,P x y u v .  

 

Como F  es de clase 1C  cerca de 0P ,    0 0,0F P   y 
 
 

 0

,
1 0

,

f g
P

x y


 


, por el Teorema 

de la Función Implícita, el sistema define de manera única a u  y v  como funciones de clase 
1C  (y por tanto diferenciables) en las variables x  e y . Derivando las dos ecuaciones del 

sistema con respecto a x , se tiene que  
 

1 0

0

x u

y v

u v
e y

x x

v u
e u x

x x





  
   
  

 
  

 

 

aquí al evaluar en 0P  y resolver el sistema lineal, se llega a que  1, 2 3
u

x


 


. 

 

3. 
 22 4 2 2

31 2 1

4 2
sin sin sin

2 2 2

x y

x x y

x x x
dy dx dy dx dx dy

y y y

  



     
       

     
      . 

 

4.      
2 2

1 1

0 1
, , ,

D

f f
x y d x y x y dy dx

x y x y

 


       

 

       
2

1

0
, , ,1 , 1

D

f f f
x y d x y x x dx

x y x x

   
   

    
   

 

       
2

1 1

0 0
, , ,1 , 1

D

f f f
x y d x y x dx x dx

x y x x

  
  

       

 

            
2

, , 1,1 0,1 1, 1 0, 1
D

f
x y d x y f f f f

x y


     

   

 

   
2

, , 4
D

f
x y d x y

x y




   

 

5. Coordenadas cilíndricas: 
2/2 2 1

0 1 0

4
8

3

r

V rdz dr d
 




    . 
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1. Si 2 4 0b ac  , 0a  , 0b   calcular el área encerrada por la elipse de centro en el origen 

y de ecuación 2 2 1ax bxy cy   . 

 

2. La Transformada de Laplace para una función 0:f    , está dada por 

 

     
0

stL f t e f t dt


   

 
cuando la integral converge, sabiendo que el producto de convolución entre f  y g  está 

dado por        
0

t

f g t f t u g u du   , probar que           L f g t L f t L g t  . 

 
3. La rigidez flexural EI  de una viga uniforme es el producto de su módulo de elasticidad 

de Young E  y el momento de inercia I  de la sección transversal de la la viga en x , con 
respecto a la recta horizontal l  que pasa por el centro de gravedad de esta sección 

transversal. Aquí,    
2

, ,
R

I f x y d x y    ,  ,f x y  es la distancia de  yx,  a l  y R  es la 

sección transversal de la viga considerada. 
 

a) Hallar I  cuando R  es el rectángulo 11  x , 22  y  y l  es el eje x . 

 
b) Hallar I  cuando R  es el círculo de radio 4  y centro en el origen y l  es el eje x . 

 

4. Calcular el volumen de la región limitada por las superficies 2 2 2y z a  , 2 2 2y z b  , 

 2 2 1x y z   y 0x  , con 0 a b  . 

 

5. Hallar 
L

F dr , si    yxyxzzyxF  3,38,2,,  y L  es el borde de la placa triangular 

ABC  orientado positivamente siendo  1,0,0A  ,  0,1,0B   y  0,0,2C  . 

 
Desarrollo: 
 

1. Al considerar   2 2, :f x y x y   y   2 2, : 1g x y ax bxy cy     procediendo de modo 

 
similar a como se hizo con el problema 2 de la página 171 y como el área encerrada por una 
 
elipse es igual al producto de la longitud de sus semiejes multiplicado por  , se obtiene que 
 

el área pedida es 
2

2

4ac b




. 
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2.          0

t

L f g t L f t u g u du    

 

        
0 0

t
stL f g t e f t u g u du dt


     

 

        
0 0

t
stL f g t e f t u g u du dt


     

 

        
0

st

u
L f g t e f t u g u dt du

 
     

 

          
0 0

s w u
L f g t e f w g u dwdu

   
     

 

        
0 0

su swL f g t e g u e f w dwdu
 

      

 

        
0 0

sw suL f g t e f w dw e g u du
 

      

 

          L f g t L f t L g t  . 

 
3.  
 

a) 
1 2

2

1 2

32

3
I y dy dx

 
   , 

 

b)  
2 4

3 2

0 0
sin 64I r dr d



     . 

   

4. Para  cosy r   y  sinz r  , se tiene 
22 1/

0 0
2 ln

b r

a

b
V r dx dr d

a



 
 

   
 

   . 

 
5. El plano que contiene a los 3 puntos es 2 2 2x y z    y una parametrización de él es la dada 

 

por    , , , 2 2 2x y x y x y    , con   2, : 0 1,  0 1D x y x y x         y vector 

 

normal  2,2,1n 


; como  1, 1,8F   , por Teorema de Stokes se tiene que 

 

   ˆ 4 , 4 4
S D

F n dA d x y Área D      . 
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1. ¿Cuáles deben ser las dimensiones de una lata cilíndrica con volumen V  fijo y de modo 
que para su fabricación se utilice la menor cantidad de material? 

 

2. Maximizar : nf   , donde    
2

1 2 1 2, , , n nf x x x x x x   sobre la esfera unitaria de 
n  y luego verificar que la media geométrica es menor o igual que la media aritmética. 

 
3. De todas las curvas de Jordan orientadas en sentido antihorario, encontrar aquella sobre 

la cual el trabajo realizado por el campo   2 31 1
, ,

4 3
F x y x y y x

 
  
 

 es máximo y luego 

determinar dicho valor. 
 

4. Sean 3:f    armónica y R  un sólido tal que S R   es suave, orientable y con 

normal unitaria exterior n̂ . Probar que 0
ˆS

f
dA

n




  y 
2

ˆS R

f
f dA f dV

n


 

  . 

 

5. Sea 2:f    una función armónica. Para cada  0r  considerar la circunferencia 

222: ryxCr   recorrida en sentido antihorario y definir  
1

2
rC

r f dr
r




  . 

 

a) Probar que    
0

lim 0,0
r

r f


 . 

 

b) Verificar que  
1

2
rC

f f
r dx dy

r y x




 
   

  . 

 
c) Deducir que   es constante y que    0,0fr   , 0r . 

 
Desarrollo: 
 

1. Al resolver el problema de minimización de   2,f h r hr r   con la condición 2hr V   

 

utilizando multiplicadores de Lagrange se obtiene que 32 4 /h r V   . 

 
Observación: 
 

 De la condición dada puede despejarse una variable en función de la otra y luego resolver el 
 

problema utilizando una función de una sola variable. 
 

 
 Al parecer algunas empresas conocen este problema y (al diseñar sus envases consideran) la 

solución de este; 
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por ejemplo, en algunos tarros del lujoso Nescafé, se tiene que 2h r . 
    
2. Utilizando Lagrange, se tiene el sistema de (n+1) ecuaciones 
 

2 2
1 2 1nx x x x , 2 2

1 2 2nx x x x ,…, 2 2
1 2 n nx x x x  y 2 2 2

1 2 1nx x x    . 

 
Como la esfera es un conjunto compacto y f  es continua, el Teorema de los valores extremos 

asegura la existencia de un máximo absoluto y de un mínimo absoluto, este último se alcanza 

cuando alguna de las componentes de  1 2, , , nx x x  es cero. 

 

De las n primeras ecuaciones, si 0ix   con 1,i n  se tiene 2 2 2 2 2
2 1 2 1n nx x x x x      ; de 

donde al reemplazar 2 2 2
1 2 nx x x    en la última ecuación se tiene que 

1
ix

n
   y por lo 

tanto el máximo absoluto es 
1 1 1 1

, , ,
n

f
nn n n

 
    

 
 . 

 

De lo anterior, si 0ia   y 

1

i
i n

i
i

a
x

a





 como se verifica la ecuación (n+1), se tiene que 

 

   
2 1 2

1 2 1 2 2

1

1
, , , n

n n nn

i
i

a a a
f x x x x x x

n
a



  
 
 
 



  , de donde 1 2

1 2
nn

n

a a a
a a a

n

  



   lo 

 
cual demuestra que la media geométrica es menor o igual que la media aritmética. 
          

3. Si la curva es C R  , por  Teorema de Green, se tiene  
2

21 ,
4

C R

x
F dr y d x y

 
    

 
  . 

Al considerar el paraboloide elíptico  
2

2, : 1
4

x
z f x y y    , se tiene que el volumen bajo 

él y sobre el plano 0z   será máximo cuando  
2

2 2, : 1
4

f

x
D x y y

 
    
 

 ; basta tomar 
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entonces a la curva C  como la elipse 
2

2 1
4

x
y  . 

 

Utilizando coordenadas elípticas, se tiene que  
2 1

2

0 0
2 1

C

F dr r r drd


       . 

 
4.  

a) Si F f  , entonces 0F   y por Teorema de Gauss, 0
ˆS

f
dA

n




 .  

 

b) Como        
22 2 2

x xx y yy z zzf f f f f f f f f f f f          , por Teorema de 

 

Gauss es claro que 
2

ˆS R

f
f dA f dV

n


 

  . 

  
5.  
 

a) Con       cos , sinrC t r t r t  y  2,0t , se tiene que       
2

0

1
cos , sin t

2
r f r t r dt






   

y  
   

      
2

0 , 0,0
0

1
lim lim cos , sin  0,0

2r x y
r f r t r t dt f




 

  . 

 

b) Si 
1

:
2r

r

C

C

f f
I dx dy

r y x

 
  

   por definición, de integral de línea, se tiene que 

 

              
2

0

1
cos , sin cos cos , sin sin

2rC

f f
I r t r t t r t r t t dt

x y





  
    

 ; de la regla de la 

 

 cadena,                
2

0

1
' cos , sin cos cos , sin sin

2

f f
r r t r t t r t r t t dt

x y






  
    

 ; por lo 

 

 tanto,  '
rCr I  .                    

c) Del Teorema de Green, si C R  , se tiene que  
2 2

2 2

1
 , 0

2rC

D

f f
I d x y

r x y

  
     

  y por 

 
 lo tanto   0 r  y   es constante y dado que el límite de una constante es dicha constante,  

 
 por la parte a), se deduce que    0,0fr  . 



Erratas Recopilación de ejercicios resueltos para Cálculo III (521227)

Texto: Disponible en http://www2.udec.cl/~egavilan

Página 5, problema 4: En la definición de f , en la segunda columna, debe decir
−y2 en lugar de y2.

Página 26, problema 3: Debe decir del Teorema en lugar de por del Teorema.

Página 41: En la solución del problema 1 debe decir
∂(x, y)

∂(s, t)
=

(
∂(s, t)

∂(x, y)

)−1

Página 41, problema 9: En la ecuación de la esfera debe decir 9 en lugar de 18.

Página 44, resultado problema 9: Debe decir 53 y 27 en lugar de 57 y 23.

Página 48, problema 7: En el recubrimiento después del segundo śımbolo ≤ debe
decir 2 en lugar de 2− x.

Página 58: Debe decir h(0, 2)− h(3, 0) en lugar de f(0, 2)− f(3, 0).

Página 60, problema 6: Debe decir si n̂ es la normal en lugar de si es la normal.

Página 63, problema 8: En la segunda solución, última integral, debeŕıa decir 2r
en lugar de r.

Página 116, problema 1: En el enunciado debe decir x = 4 − y2 en lugar de
z = 9− y2 y en la integral triple el orden debe ser dz dx dy.

Página 125, problema 5: Debe decir esferas de radio 4.

Página 148: En la ecuación (1) debe decir λ1x en lugar de λ1x
2.

Página 148: Después de (5) el factor que acompaña a 2λ1 debe ser
x2

4
+

y2

5
+

z2

25
.

Página 172, problema 4: En el integrando hay una letra k demás.

Página 177, problema 4: En el lado izquierdo de la desigualdad debeŕıa decir
1

r
.

Página 178, problema 2: Debeŕıa decir (1, 2, 1,−2) en lugar de (1, 2, 1,−1).
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Universidad de Concepción
Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas
Departamento de Matemática

Pauta Test N◦1
Cálculo III (521227)

1. Hallar la adherencia, el interior, el conjunto de los puntos de acumulación y la
frontera para

A =
{

(x, y, z) ∈ R3 : z >
√

x2 + y2, 4 ≤ z ≤ 9
}
.

Además, indicar justificadamente, si A es cerrado, abierto o acotado.

Solución:

adh(A) =
{

(x, y, z) ∈ R3 : z ≥
√

x2 + y2, 4 ≤ z ≤ 9
}

(4 puntos)

int(A) =
{

(x, y, z) ∈ R3 : z >
√

x2 + y2, 4 < z < 9
}

(4 puntos)

A′ = adh(A) (3 puntos)

Fr(A) =
{

(x, y, z) ∈ R3 : z =
√

x2 + y2, 4 ≤ z ≤ 9
}
∪{(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 < 16, z = 4}∪

{(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 < 81, z = 9} (9 puntos)

A no es cerrado pues A 6= A (3 puntos)

A no es abierto pues int(A) 6= A (3 puntos)

A es acotado pues, por ejemplo, A ⊂ B((0, 0, 0); 9
√

2 + 1) (4 puntos)

1



2. Calcular, si es posible, los siguientes lḿites:

a) ĺım
(x,y)→ (0,0)

x3y2

x6 + y4
,

b) ĺım
(x,y,z)→ (2,0,1)

(x− 2)2y(z − 1)√
(x− 2)2 + y2 + |z − 1|

.

Solución:

a) Si x = 0, se tiene que ĺım
(x,y)→ (0,0)

x3y2

x6 + y4
= 0. (5 puntos)

Si y2 = x3, se tiene que ĺım
(x,y)→ (0,0)

x3y2

x6 + y4
=

1

2
. (5 puntos)

De lo anterior, ĺım
(x,y)→ (0,0)

x3y2

x6 + y4
= 0 no existe. (5 puntos)

b) Para (x, y, z) 6= (2, 0, 1), se tiene que

|(x− 2)2y(z − 1)|√
(x− 2)2 + y2 + |z − 1|

≤ (x− 2)2|z − 1|

y como ĺım
(x,y,z)→ (2,0,1)

(x−2)2|z−1| = 0 (8 puntos), por Teorema del sandwich,

ĺım
(x,y,z)→ (2,0,1)

(x− 2)2y(z − 1)√
(x− 2)2 + y2 + |z − 1|

= 0. (7 puntos)

GAJ/EBC/EGG/egg
22 de Septiembre de 2016

2



Universidad de Concepción
Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas
Departamento de Matemática

Pauta Test N◦1
Cálculo III (521227)

1. Encontrar el interior, el conjunto de los puntos de acumulación y la frontera para
A = {(x, y, 1) ∈ R3 : x2 − y2 ≥ 9,−5 ≤ x ≤ 5}. Además, indicar si A es abierto, ce-
rrado o compacto.

Solución:

int(A) = φ (5 puntos),

A′ = {(x, y, 1) ∈ R3 : x2 − y2 ≥ 9,−5 ≤ x ≤ 5} (5 puntos),

Fr(A) = A (5 puntos),

A no es abierto pues int(A) 6= A (5 puntos), A es cerrado pues A = Ā (5 puntos).
Dado que A ⊆ B((0, 0, 0), 100), se tiene que A es un conjunto acotado; luego, como
A es cerrado entonces él es un conjunto compacto. (5 puntos).

2. Calcular, si es posible, los siguientes ĺımites:

a) ĺım
(x,y)→(0,0)

y2

x2 + y2 + |y|
b) ĺım

(x,y)→(0,0)

y2

x2 + y2 + y

Solución:

a) Para (x, y) 6= (0, 0) se tiene que
y2

x2 + y2 + |y|
≤ |y| (5 puntos) y como

ĺım
(x,y)→(0,0)

|y| = 0 (5 puntos), entonces por Teorema del sandwich, se tiene

que ĺım
(x,y)→(0,0)

y2

x2 + y2 + |y|
= 0. (5 puntos)

b) Si y = 0, entonces ĺım
(x,y)→(0,0)

y2

x2 + y2 + y
= 0 (5 puntos); en cambio, si y = −x2

entonces ĺım
(x,y)→(0,0)

y2

x2 + y2 + y
= 1. (5 puntos)

De lo anterior, ĺım
(x,y)→(0,0)

y2

x2 + y2 + y
no existe. (5 puntos)

EGG/JRC/CFS/JOF/HPV/egg
23 de Marzo de 2017



Universidad de Concepción
Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas
Departamento de Matemática

29/03/2018 JCG/JRC/EGG/JOF/HPV

Pauta Test 1 Cálculo III (521227)

NOMBRE:
MATRÍCULA:
SECCIÓN:

1. Para cada n ∈ N, se define el conjunto Cn =

{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 =

1

n2

}
.

Considerando A =
∞⋃
n=1

Cn , determine el conjunto de puntos interiores int(A), el

conjunto de puntos de acumulación A′, el conjunto de puntos de adherencia A y el
conjunto de puntos frontera Fr(A). ¿Es A un conjunto cerrado?.

Solución:

int(A) = ∅
A′ = A

⋃
{(0, 0)}

A = A
⋃
{(0, 0)}

Fr(A) = A
⋃
{(0, 0)}

(4 pts) cada una

¿Es A un conjunto cerrado?

Resp1 Por definición un conjunto es cerrado si su complemento es abierto. Luego,
si escogemos el punto (0, 0) y lo tomamos como centro de una bola abierta,
digamos B((0, 0); ε), nos damos cuenta que no existe algún valor para ε tal que
dicha bola esté contenida en Ac. Aśı, Ac no es abierto. Por lo tanto A no es
cerrado.

Resp2 Otra forma de probar que no es cerrado es el hecho de que A no contiene a
todos sus puntos de acumulación.((0, 0) 6∈ A)

Resp3 Asimismo se puede probar que A no es cerrado pues no coincide con su
adherencia A.

(4 pts) cualquiera de las respuestas posibles



2. Calcule, si existen, los siguientes ĺımites. Justifique adecuadamente.

a) ĺım
(x,y)→(0,0)

x3 + sen(3y2)

2x2 + y2
b) ĺım

(x,y)→(0,0)

x5 cos(xy3)√
x2 + y4

Solución:

a) Si nos acercamos a (0, 0) por el camino B1 = {(x, y) : x = 0} tenemos que

ĺım
(x,y)∈B1,(x,y)→(0,0)

x3 + sen(3y2)

2x2 + y2
= ĺım

y→0

sen(3y2)

y2
= 3.

(8 pts)

Si escogemos otro camino dado por B2 = {(x, y) : y = 0} obtenemos

ĺım
(x,y)∈B2,(x,y)→(0,0)

x3 + sen(3y2)

2x2 + y2
= ĺım

x→0

x3

2x2
= ĺım

x→0

x

2
= 0

(8 pts)

Por lo tanto, el ĺımite no existe.

(4 pts)

b) Tomando el camino dado por C = {(x, y) : x = 0} tenemos que

ĺım
(x,y)∈C,(x,y)→(0,0)

x5 cos(xy3)√
x2 + y4

= ĺım
y→0

0

y2
= 0

Luego, el candidato a ĺımite es este valor (0).

(6 pts)

OBS 1: El puntaje anterior se asigna sólo si la respuesta del alumno concluye
aqúı.

OBS 2: Si el alumno responde lo que a continuación se detalla, también estaŕıa
correcto. En este caso el desglose de puntos es como sigue:

Entonces,

0 ≤

∣∣∣∣∣x5 cos(xy3)√
x2 + y4

− 0

∣∣∣∣∣ ≤ |x|x4

|x|
≤ x4 → 0 cuando (x, y)→ (0, 0)

(16 pts)

Aśı, por el teorema del encaje, el ĺımite es igual a 0.

(4 pts)



UNIVERSIDAD DE CONCEPCION

FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS Y MATEMATICAS

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Tiempo de desarrollo: 40 min. 06/10/2015

Test n2 - 521227

(Cálculo III)

Problema.- Sea  : R2 → R definida por

 ( ) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2

2 − 
  6= 2

0   = 2

1. Decida la continuidad de  en (0 0) y en (1 1)  (05 ptos c/u)

Respuesta:

i) Continuidad de  en (0 0) 

Como lim
()→(00)

=0

µ
2

2 − 

¶
= 1 y  (0 0) = 0, entonces  no es continua (0 0).

ii) Continuidad de  en (1 1) 

Como lim
()→(11)

¡
2
¢
= 1 y lim

()→(11)
2 −  = 0 entonces lim

()→(11)

µ


− 2

¶
no existe.

Luego  no es continua en (1 1)

2. Calcule, si existe,


̂
(0 0) en la dirección del vector  =

¡√
3 1
¢


Respuesta: Como kk = 2 entonces ̂ =

Ã√
3

2

1

2

!
 (02 ptos)

Asi, si límite existe,



̂
(0 0) = lim

→0



Ã


√
3

2
 
1

2

!
−  (0 0)



= lim
→0

2
3

4

2
3

4
− 
1

2


= lim
→0


3

4µ

3

4
− 1
2

¶


= −3
2

(08 ptos)

1



3. Encuentre



( ) y




( ) en cada punto ( ) ∈ R2 tal que  6= 2 ( 05 pts c/u)

Respuesta:




( ) =

−2
( − 2)

2
,




( ) =

2

( − 2)
2

4. Calcule, si existen,



(0 0) y




(0 0)  (05 ptos c/u)

Respuesta: Si límite existe,

i)



(0 0) = lim

→0
 ( 0)−  (0 0)


= lim

→0
1


=∞ Luego,




(0 0) no existe en R

ii)



(0 0) = lim

→0
 (0 )−  (0 0)


= 0 Luego,




(0 0) = 0

5. Decida la diferenciabilidad de  en (1 1)  ( 05 pts)

Respuesta: Como  no es continua en (1 1)  entonces  no es diferenciable en (1 1)

6. Pruebe que  es diferenciable en (1 2) y exhiba la buena aproximación afin de  en una

vecindad de (1 2) 

Respuesta: Como  es racional en una vecindad de (1 2), entonces es diferenciable en (1 2).

( 05 pts )

La buena aproximación afin de  en una vecindad  de (1 2) esta dada por:

 ( ) =  (1 2) + (12) (− 1  − 2) (( 05 pts ))

=  (1 2) +  (1 2) (− 1) +  (1 2) ( − 2)

en donde:  (1 2) = −1   (1 2) = −4 y  (1 2) = 1

Así,

 ( ) = −1− 4 (− 1) + ( − 2) (( 05 pts))

= −4+  + 1

2



UNIVERSIDAD DE CONCEPCION
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Test No 2 -521227

Nombre : ........................................................................................................
Profesor: ........................................................................................................
Tiempo : 45 minutos
30 puntos cada problema
6/04/2017
JRC

1. Dada f : R2 ! R; f (x; y) =

8<:
x3y4

x6 + y8
; (x; y) 6= (0; 0)

0 ; (x; y) = (0; 0)
.

(a) Estudie la continuidad de f en el punto (0; 0).

(b) ¿f es diferenciable en el punto (0; 0)?.

(c) ¿f es diferenciable en el punto (1; 1)?.

2. Diga si f : R2 ! R; f (x; y) =

8<: sin x3

x
+ 2y ; x 6= 0

y2 ; x = 0
es diferenciable en (0; 0).

Solución.-



UNIVERSIDAD DE CONCEPCION
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Pauta Test No 2 -521227

1. (a) l��m
(x;y)!(0;0)

x3=y4

f (x; y)
(x;y) 6=(0;0)
=
4 pts.

l��m
(x;y)!(0;0)

x3=y4

x3y4

x6 + y8
4 pts.
= l��m

x!0

1

2
=
1

2

3 pts.
6= f (0; 0) = 0

Esto prueba que f no es continua en el punto (0; 0). (3 pts.)

(b) f no es diferenciable en el punto (0; 0) ya que f no es continua en ese punto.(6
pts.)

(c) f es una composición de funciones diferenciables sobre el conjunto abierto A =
R2�f(0; 0)g. Luego f es diferenciable sobre el conjunto A, en particular f es difer-
enciable en el punto (1; 1). (10
pts.)

2.
@f

@x
(0; 0)

2 pts.
= l��m

h!0

f (h; 0)� f (0; 0)
h

h 6=0
=
2 pts.

l��m
h!0

sinh3

h
� 0

h
= l��m

h!0
h
sinh3

h3
= 0 � 1 2 pts.= 0

@f

@y
(0; 0)

2 pts.
= l��m

h!0

f (0; h)� f (0; 0)
h

x=0
=
2 pts.

l��m
h!0

h2 � 0
h

= l��m
h!0

h
2 pts.
= 0

A (x; y)
3pts.
=

f (x; y)� f (0; 0)� @f
@x
(0; 0)x� @f

@y
(0; 0) y

k(x; y)k
3pts.
=

f (x; y)p
x2 + y2

l��m
(x;y)!(0;0)
y=x;x>0

A (x; y)
3pts.
= l��m

(x;y)!(0;0)
y=x;x>0

f (x; y)p
x2 + y2

= l��m
x!0+

f (x; x)p
2x

x 6=0
= l��m

x!0

�
sin x3p
2x2

+
p
2
x

x

�
=

= l��m
x!0

0BBB@
%0z }| {

xp
2

sin x3

x3
+
p
2

1CCCA 4 pts.
=

p
2
2 pts.
6= 0

Esto prueba que f no es diferenciable en (0; 0). (3 pts.)

.
31 de Marzo de 2017
JRC



UNIVERSIDAD DE CONCEPCION
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

12/04/2018. Tiempo: 30 minutos

Nombre: .......................................................................

Profesor: ..........................................

Solución Test N◦ 2.
Cálculo III 521227

Sea f : R2 → R, definida por f (x, y) = x2 + y |y| .

1. Analice si f es diferenciable en:

a) el punto (0, 0) , b) el punto (1, 0)

Solución.-

a)
∂f

∂x
(0, 0) = lim

h→0

f (h, 0)− f (0, 0)

h
= lim

h→0

h2 − 0

h
= lim

h→0
h = 0

∂f

∂y
(0, 0) = lim

h→0

f (0, h)− f (0, 0)

h
= lim

h→0

h |h|

h
= lim

h→0
|h| = 0

A (x, y) =

f (x, y)− f (0, 0)−
∂f

∂x
(0, 0)x−

∂f

∂y
(0, 0) y

�(x, y)�
=

f (x, y)
�
x2 + y2

=
x2 + y |y|
�
x2 + y2

|A (x, y)| =
|x2 + y |y||
�
x2 + y2

D.T.
≤

x2 + y2
�
x2 + y2

=
�
x2 + y2

(x,y)→(0,0)
→ 0

Por lo tanto, lim
(x,y)→(0,0)

A (x, y) = 0 y f es diferenciable en el punto (0, 0).

(20 puntos)

b)
∂f

∂x
(1, 0) = lim

h→0

f (1 + h, 0)− f (1, 0)

h

= lim
h→0

(1 + h)2 − 1

h
= lim

h→0

2h+ h2

h
= lim

h→0
(2 + h) = 2

∂f

∂y
(1, 0) = lim

h→0

f (1, h)− f (1, 0)

h
= lim

h→0

h |h|

h
= lim

h→0
|h| = 0.

A (x, y) =

f (x, y)− f (1, 0)−
∂f

∂x
(1, 0) (x− 1)−

∂f

∂y
(1, 0) y

�(x, y)− (1, 0)�
=

1



=
x2 + y |y| − 1− 2 (x− 1)

�
(x− 1)2 + y2

=
(x− 1)2 + y |y|
�
(x− 1)2 + y2

|A (x, y)| =

������

(x− 1)2 + y |y|
�
(x− 1)2 + y2

������
≤

(x− 1)2 + y2
�
(x− 1)2 + y2

=
�
(x− 1)2 + y2

(x,y)→(1,0)
→ 0

Por lo tanto, lim
(x,y)→(1,0)

A (x, y) = 0 y f es diferenciable en el punto (1, 0).

(20 puntos)

Alternativa.-

Las derivadas parciales parciales de f se calculan de:

h (x) = f (x, y0) = x
2 + y0 |y0| =⇒

∂f

∂x
(x, y) = h′ (x) = 2x

g (y) = f (x0, y) = x0 + y |y| =

�
x0 + y

2 si y ≥ 0
x0 − y

2 si y < 0

para y > 0 :
∂f

∂y
(x, y) = g′ (y) = 2y

para y < 0 :
∂f

∂y
(x, y) = g′ (y) = −2y

para y = 0 :
∂f

∂y
(x, 0) = g′ (0) = 0, se calcula por definición (límites laterales)

Lo que determina:
∂f

∂y
(x, y) = 2 |y| .

Se obtiene así que f es de clase C1 en R2, por tanto es diferenciable en todo
punto de su dominio.

2. Si existe, determine la ecuación del plano tangente a su gráfica en (1, 0, 1) .

Solución.- Como f es diferenciable en (1, 0) , la gráfica de f posee plano tangente
en (1, 0, 1), cuya ecuación es

z = f (1, 0) +
∂f

∂x
(1, 0) (x− 1) +

∂f

∂y
(1, 0) y

z = 1 + 2 (x− 1) (20 puntos)

2



Universidad de Concepción 
Facultad de Ciencias Físicas y Matemáticas 
Departamento de Matemática 
GAJ/EBC/EGG/gaj 20-10-2016 

Test n°3   Cálculo III(521227 

Nombre……………………………………………………………..Matricula……………………….. 

1) Sea  
     

   

2 2

2 2

1
si  , 0,0

,

0 si  , 0,0

x y sen x y
f x y x y

x y

  
        




 

Justificando su respuesta indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o 
falsas. 

a) f  es diferenciable en  0,0 .Es verdadera   porque  

   0,0 0, 0,0 0
f f

x y

 
 

 
, ya que  para x 0,   e  y 0x    se tiene  

    2 21 1
,0    y  ,0   f x x sen f x x sen

x x

   
       

   

 :Por lo tanto 

       , 0,0 0, 0,0
0  cuando 0     y     0  cuando y 0 

f x o f f y f
x

x y

 
   

 
Además  

     

 
 

, 0,0 0,0
,

,

f x y f f
x y

x y

 
 .Luego  

   

       

 , 0,0

, 0,0 0,0 ,
lim 0

,
x y

f x y f f x y

x y


 
  

………………………………………………………………………………………………12 puntos 

b) f es de clase 1C  en 2 . Es falsa  basta notar que 
f

x




 no es continua en  0,0 ,  

Porque  para    , 0,0x y    

 
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
, 2 cos

2

f
x y xsen

x x y x y x y

   
    
         

  no tiende a 0 

cuando    , 0,0x y  . 

 
…………………………………………………………………………………………………………12 puntos 



c) f  es diferenciable en todo abierto no vacío A de 2  tal que  0,0 A . ES 

verdadera   porque f  es de clase 1C  en .A …………………………………6 puntos 

d) La buena aproximación afín de f  en el punto  1,2 , es una función polinómica 

del tipo 2:T      ,T x y ax by c   , donde , ,a b c son constantes reales  

Es verdadera  porque las buenas aproximaciones afines en  2 de las 
funciones  son siempre funciones  polinómicas de grado a lo más uno. 
 
…………………………………………………………………………………………………………..6 puntos 

2)  Sea 2 2:f  , tal que    , ,xy xyf x y y e x e   . 

a) Comprobar que f es diferenciable en 2  y hallar su matriz Jacobiana. 

f  es diferenciable porque f  es de clase 1C  en 2  

 

La matriz jacobiana de f en  ,x y  es  

 
1

,
1

xy xy

xy xy

ye xe
df x y

ye xe

 
    

  
 

…………………………………………………………………………………………………………..6 puntos 
 

b) Comprobar que la función compuesta  g f f es diferenciable y calcular su 

matriz jacobiana en  0,0 . 

  g es diferenciable por ser la compuesta de 2 funciones diferenciables. 

 Y se tiene. 
 

La Matriz jacobiana de g en  0,0  es: 

  

             0,0 0,0 0,0 0,0 1, 1 0,0dg d f f df f df df df                   
 
 

Se obtiene entonces   

 

1 1 | 1
1 1

0 1
0,0

1 1 1 0 1 1
1 1

e e e e
dg

e e e e

   
       

        
       

      

 

……………………………………………………………………………………………………..18 puntos 



Departamento de Matemática
Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas

Universidad de Concepción

Cálculo III (521227)
Test 3.

Semestre1-2017

Nombre:

Sección:

Problema 1. Considerar la función definida por

f(x, y) = x2 + sen (xy).

Determinar todas las direcciones en las que la derivada direccional de f
en el punto (1, 0) es igual a 0.

Problema 2. Sea g = g(x, y) una función dada, de clase C2 y armónica en IR2.
Considerar la función definida por

h(s, t) = g
(
set, 1 + se−t

)
.

Encontrar
∂2h

∂s∂t
(1, 0).

Recordar que el hecho que g sea armónica significa que satisface la
igualdad

∂2g

∂x2
+

∂2g

∂y2
= 0.

Cada problema vale 30 puntos.

TODAS LAS RESPUESTAS DEBEN REDACTARSE CONSISTENTEMENTE Y JUS-
TIFICARSE ADECUADA Y DETALLADAMENTE
Tiempo Máximo: 45 Minutos



2

Pauta

Solución 1.

Como f es de clase C1, en cualquier dirección v = (p, q),

∂f

∂v
= ∇f(1, 0) · v.

(5 pt)

Se tiene, evaluando en cada caso en el punto (1,0), que

∂f

∂x
= 2x+ ycos (xy) = 2,

(5pt)

∂f

∂y
= xcos (xy) = 1.

(5pt)

Luego,
∇f(1, 0) = (2, 1).

y
∂f

∂v
= (2, 1) · (p, q) = 2p+ q.

(5pt)

Por lo tanto, debe cumplirse

2p+ q = 0 =⇒ q = −2p =⇒ v = p(1,−2).

Por lo tanto, las direcciones en que la derivada direccional es 0, son

v1 = (1/
√
5 , −2/

√
5 ) y v2 = (−1/

√
5 , 2/

√
5 ).

(10pt)

Solución 2. Se tiene:
∂h

∂t
=

∂g

∂x
set − ∂g

∂y
se−t = s(

∂g

∂x
et − ∂g

∂y
e−t).

(10pt)

Y, como las derivadas mixtas son iguales al ser g de clase C2,

∂2h

∂s∂t
=

∂g

∂x
et − ∂g

∂y
e−t + s

(
(
∂2g

∂x2
et +

∂2g

∂x∂y
e−t)et − (

∂2g

∂y∂x
et +

∂2g

∂y2
e−t)e−t

)
=

∂g

∂x
et − ∂g

∂y
e−t + s

(
∂2g

∂x2
e2t − ∂2g

∂y2
e−2t

)
(10pt)

En el punto (s, t) = (1, 0), aplicando que g es armónica, se tiene

∂2h

∂s∂t
=

∂g

∂x
− ∂g

∂y
+ 2

∂2g

∂x2



3

=
∂g

∂x
(1, 2)− ∂g

∂y
(1, 2) + 2

∂2g

∂x2
(1, 2),

pues (x, y) = (1, 2).

(10pt)
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Pauta Test N◦3
Cálculo III (521227)

1. Hallar la razón de cambio de f(x, y, z) = xyz en una dirección normal a la superficie
de ecuación x2y + xy2 + yz2 = 3 en el punto (1, 1, 1).

Solución: Al considerar g(x, y, z) = x2y + xy2 + yz2, se tiene que un vector normal
a la superficie en el punto (1, 1, 1) es

~n = ∇g(1, 1, 1) = (3, 4, 2). (10 puntos)

Por otra parte, como f es diferenciable en el punto (1, 1, 1) (5 puntos), la derivada
direccional de f en dicho punto en la dirección de ~n está dada por

∂f

∂n̂
(1, 1, 1) = ∇f(1, 1, 1) · 1√

29
(3, 4, 2) =

9√
29

. (15 puntos)

2. Las longitudes x, y y z (altura) de una caja rectangular sin tapa vaŕıan en el tiempo.
Para la superficie total S de la caja:

a) Utilizar la regla del cadena para expresar la variación
dS

dt
en términos de las

longitudes y de las variaciones
dx

dt
,
dy

dt
y
dz

dt
.

b) En un instante t0 las aristas miden x = 2, y = 3 y z = 5 y además
dx

dt
(t0) = 2,

dy

dt
(t0) = −3 y

dz

dt
(t0) = 4, encontrar la razón de cambio de S en dicho instante.

Solución:

a) Como S(x, y, z) = xy + 2xz + 2yz, se tiene que

dS

dt
=

∂S

∂x

dx

dt
+

∂S

∂y

dy

dt
+

∂S

∂z

dz

dt

= (y + 2z)
dx

dt
+ (x + 2z)

dy

dt
+ 2(x + y)

dz

dt
. (15 puntos)

b) S ′(t0) = 13 · 2 + 12 · −3 + 10 · 4 = 30. (15 puntos)

JCG/JRC/EGG/JOF/HPV/egg
26 de Abril de 2018
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Pauta Test N◦4
Cálculo III (521227)

Sea f : R2 → R definida por f(x, y) = x2 − 4xy + y2 + 20x + 20y. Justificar por qué f
posee extremos absolutos sobre el conjunto compacto

D =
{

(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 + xy ≤ 12
}

y luego hallar dichos valores.

Solución:

Dado que f es continua y D es compacto, entonces por el Teorema de los valores extremos,
está asegurada la existencia del máximo y mı́nimo absolutos. (10 puntos)

En int(D) no hay puntos cŕıticos. (10 puntos)

En Fr(D), utilizando multiplicadores de Lagrange, al considerar g(x, y) = x2+y2+xy−12,
se tiene el sistema determinado por ∇f(x, y) = ∇g(x, y) y g(x, y) = 0 (10 puntos), esto
es,

2x− 4y + 20 = λ(2x+ y) (1)

2y − 4x+ 20 = λ(x+ 2y) (2)

x2 + xy + y2 = 12 (3)

De (1) y (2), restando, se tiene que (x− y)(6− λ) = 0, de donde y = x o λ = 6.

Si y = x, de (3) se tiene que x = ±2 y se obtienen dos puntos P1 = (2, 2) = −P2.

Si λ = 6, de (1) se tiene que y = 2 − x; luego, de (3) se tiene que x = −2 o x = 4 y se
obtienen dos puntos más, P3 = (−2, 4) y P4 = (4,−2). (20 puntos)

Como f(P1) = 72, f(P2) = −88, f(P3) = 92 y f(P4) = 92, se tiene que el mı́nimo absoluto
es −88 y el máximo absoluto es 92. (10 puntos)

GAJ/EBC/EGG/egg
3 de Noviembre de 2016



UNIVERSIDAD DE CONCEPCION
FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS Y MATEMATICAS
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Test 4
Cálculo III (521227)

Nombre:

Matŕıcula: Sección:

1. Calcular, en caso de ser posible, el valor de

∫ 2

0

∫ 2

x

e−y2 dy dx.

Solución.

Notemos primero que f definida por f(x, y) = e−y2 es una función continua sobre
el conjunto medible D = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 2; x ≤ y ≤ 2}. Luego, f es integrable en
D. - - - (3 puntos)

Ahora, puesto que no es posible calcular directamente la integral

∫
e−y2 dy, re-

alizaremos un cambio de orden de integración en la integral doble.

Al cambiar el orden de integración tenemos:∫ 2

0

∫ 2

x

e−y2 dy dx =

∫ 2

0

∫ y

0

e−y2 dx dy −−− (12 puntos)

Luego, como ∫ y

0

e−y2 dx = ye−y2 −−− (7 puntos)

se deduce que ∫ 2

0

∫ y

0

e−y2 dx dy =

∫ 2

0

ye−y2 dy =
1

2
(1− e−4)

Consecuentemente,∫ 2

0

∫ 2

x

e−y2 dy dx =
1

2
(1− e−4)−−− (8 puntos)

1



2. Encontrar el valor del volumen de la región del primer octante acotada por los tres
planos coordenados y el plano x + 2y + 3z = 6.

Solución.

Proyectando la región sobre el plano XY tenemos que:

D =
{

(x, y) : 0 ≤ x ≤ 6; 0 ≤ y ≤ 6− x

2

}
y luego el volumen pedido es

V :=

∫∫
D

(6− x− 2y

3

)
d(x, y).−−− (15 puntos)

De este modo,

V =
1

3

∫ 6

0

∫ 6−x
2

0

(6− x− 2y) dy dx

Ahora, como∫ 6−x
2

0

(6− x− 2y) dy =
(6− x)2

2
− (6− x)2

4
=

(6− x)2

4
−−− (8 puntos)

tenemos que

V =
1

3

∫ 6

0

(6− x)2

4
=

1

12

∫ 6

0

(6− x)2 dx = 6 unid.3 −−− (7 puntos)

* * El volumen de la región pedida puede también ser expresado como: * *

V =

∫ 6

0

∫ 6−x
2

0

∫ 6−x−2y
3

0

1 dz dy dx = 6 unid.3

2



UNIVERSIDAD DE CONCEPCION
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JCG/JRC/EGG/JOF/HPV 10 de mayo 2018

TEST N◦4
Cálculo III (521227)

1. Sea f : R2 → R definida por f(x, y) = x2 + xy2 + 1. Justificar la existencia y hallar
los extremos absolutos de f sobre el conjunto

K = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0, x2 − 2x+ y2 ≤ 3}.

Sol.
Como f es función continua en R2 (f función polinomial) y K es subconjunto com-
pacto de R2 (K conjunto cerrado y acotado en R2), por Teorema de valores extremos,
f alcanza su valor máximo y mı́nimo absoluto sobre el conjunto K. (10 puntos)

a) Ptos cŕıticos en int(K) = {(x, y) ∈ R2 : x > 0, y > 0, x2 − 2x+ y2 < 3}.

Puesto que
∂f

∂x
(x, y) = 2x+ 2xy y

∂f

∂y
(x, y) = 2xy, tenemos que el sistema:

2x+ 2xy = 0
2xy = 0
admite como solución todo punto de la forma (0, y). Como (0, y) /∈ int(K), f no
tiene puntos cŕıticos en int(K). (10 puntos)

b) Valores extremos en Fr(K) = F1 ∪ F2 ∪ F3 donde:
F1 = {(x, 0) ∈ R2 : x ∈ [0, 3]}
F2 = {(0, y) ∈ R2 : y ∈ [0, 2]}
F3 = {(x, y) ∈ R2 : (x− 1)2 + y2 = 4, x ∈ [0, 3]}.

Denotemos por g1 a la función f restringida a F1. Luego

g1 : [0, 3]→ R, g1(x) = x2 + 1

es continua en [0, 3] y alcanza sus extremos absolutos en [0, 3]. Ahora,
g′1(x) = 0⇔ x = 0
Como 0 /∈ (0, 3), g1 no tiene puntos cŕıticos en (0, 3). Aśı, g1(0) = 1 es mı́nimo
absoluto de g1 en [0, 3] y g1(3) = 10 es máximo absoluto de g1 en [0, 3]. (10 puntos)

1



Denotemos por g2 a la función f restringida a F2. Luego

g2 : [0, 2]→ R, g2(y) = 1

es continua en [0, 2] y alcanza sus extremos absolutos en [0, 2]. Como g′2(y) = 0
∀y ∈ (0, 2), todo punto del intervalo (0, 2) es punto cŕıtico de g2 y como g(y) = 1
∀y ∈ [0, 2], todo punto de este intervalo es valor extremo de g2. (10 puntos)

Denotemos por g3 a la función f restringida a F3. Puesto que en F3, y
2 = 3−x2+2x,

podemos definir g3 como sigue:

g3 : [0, 3]→ R, g3(x) = 3x2 + 3x− x3 + 1.

Luego, g3 es continua en [0, 3] y alcanza sus extremos absolutos en [0, 3]. Ahora,
g′3(x) = 0⇔ x = 1±

√
2

Como 1−
√

2 /∈ (0, 3), g3 tiene un único punto cŕıtico en (0, 3), x = 1 +
√

2. Ahora,
como g3(0) = 1, g3(1 +

√
2) = 6 + 4

√
2 y g3(3) = 10, tenemos que g3(0) es mı́nimo

absoluto de g3 en [0, 3] y g3(1+
√

2) es máximo absoluto de g3 en [0, 3]. (10 puntos)

Considerando lo anterior tenemos que:
g1(0) = 1 = g3(0)⇒ f(0, 0) = 1
g1(3) = 10⇒ f(3, 0) = 10
g2(y) = 1∀y ∈ [0, 2]⇒ f(0, y) = 1 ∀y ∈ [0, 2]
g3(1 +

√
2) = 6 + 4

√
2⇒ f(1 +

√
2,
√

2) = 6 + 4
√

2 (8 puntos)

Aśı, f alcanza su mı́nimo absoluto es todo punto del intervalo [0, 2] y su máximo
absoluto en el punto (1 +

√
2,
√

2). (2 puntos)

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

Si se hace uso del método multiplicadores de Lagrange, podemos considerar la
función

F (x, y, λ) = x2 + xy2 + 1− λh(x, y)

para construir el sistema correspondiente.

(a) Para h(x, y) = y tenemos:

2x+ y2 = 0
2xy − λ = 0
y = 0
Luego, la única solución del sistema es (0, 0, 0). (10 puntos)

2



(b) Para h(x, y) = x tenemos:

2x+ y2 − λ = 0
2xy = 0
x = 0
Luego, toda solución del sistema es de la forma (0, y, y2) con y ∈ [0, 2]. (10 puntos)

(c) Para h(x, y) = x2 − 2x+ y2 − 3 tenemos:

2x+ y2 − 2xλ+ 2λ = 0
2xy − 2yλ = 0
x2 − 2x+ y2 − 3 = 0
Luego, considerando las condiciones de frontera de K, si y = 0 entonces el punto
(3, 0, 3

2
) es solución del sistema, y si λ = x entonces el punto (1+

√
2,
√

2) es también
solución del sistema. (10 puntos)

Como f(3, 0) = 10, f(0, y) = 1 ∀y ∈ [0, 2] y f(1 +
√

2,
√

2) = 6 + 4
√

2, se deduce
que f alcanza su mı́nimo absoluto es todo punto del intervalo [0, 2] y su máximo
absoluto en el punto (1 +

√
2,
√

2). (10 puntos)

3
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Tiempo de desarrollo: 40 min. 17/11/2016

Test n5- 521227

(Cálculo III)

1. Problema.- Sean 1 =
©
( )  0 ≤  ≤ 2 − 2

ª
, 2 = {( )  0 ≤  ≤ 2 0 ≤  ≤ 1},

3 =

½
( )  0 ≤  ≤ 2


 1 ≤  ≤ 2

¾
, y sea  la función definida por  ( ) =

2

2
 con

( ) ∈ R×R+

(a) Calcule contenido de la intersección 1 ∩ 2 y el contenido de la intersección 2 ∩ 3
(b) Justificando adecuadamente sus respuestas, decida la veracidad o falsedad de cada una

de las siguientes afirmaciones:

1. Si  = 1 ∪ 2
Z


 ( )  ( ) =

Z
1

 ( )  ( ) +

Z
2

 ( )  ( ) 

2. Si  = 2 ∪ 3,
Z


 ( )  ( ) =

Z
2

 ( )  ( ) +

Z
3

 ( )  ( )

En caso de respuesta afirmativa, calcule

Z


 ( )  ( ) 

2. Sea  : R2 → R una función continua, pruebe que:Z 1

0

Z 2

0

 ( )   +

Z 3

1

Z (3−)2

0

 ( )   =

Z 1

0

Z 3−2
√


 ( )  

Respuestas

Problema 1.

1-a-1. Medida de 1 ∩ 2 :  (1 ∩ 2)
1 ∩ 2 =

©
( )  2 ≤  ≤ 2 − 2 0 ≤  ≤ 32ª

 (1 ∩ 2) =

Z 32

0

Z 2−2

2

  =

Z 32

0

µ
3

2
 − 2

¶
 (15 ptos)

=
9

16

1-a-2. Medida de 2 ∩ 3 :  (2 ∩ 3)
2 ∩ 3 = {( )  0 ≤  ≤ 2  = 1} (segmento de recta en R2)

Como 2 ∩ 3 es un segmento de recta en R2 entonces

 (2 ∩ 3) = 0 (15 ptos)

_________________________________________________

NO EVALUAR 1-b

_________________________________________________

1



Problema 2. Sea  la región acotada del plano tal queZ


 ( )  ( ) =

Z 1

0

Z 2

0

 ( )   +

Z 3

1

Z (3−)2

0

 ( )   (1)

Es claro que la región de integración  es

 = {( )  0 ≤  ≤ 2 0 ≤  ≤ 1} ∪ {( )  0 ≤  ≤ (3− ) 2 1 ≤  ≤ 3 (10 ptos)

Esto es,  es la región del plano limitada por la parábola  :  = 2la recta  :  = (3− ) 2

y el eje 

0 1 2 3
0.0

0.5

1.0

x

y

Así,  tambien puede describirse mediante

 = {( )  √ ≤  ≤ 3− 2 0 ≤  ≤ 1} (10 ptos)

entonces, Z


 ( )  ( ) =

Z 1

0

Z 3−2
√


 ( )  

Luego, de (1) y (2)

Z 1

0

Z 2

0

 ( )   +

Z 3

1

Z (3−)2

0

 ( )   =

Z 1

0

Z 3−2
√


 ( )   (10 ptos)

2



Nombre: ........................................................................................................... 1

UNIVERSIDAD DE CONCEPCION
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

18/05/2017.

Test N◦ 5.
Cálculo III 521227

Sea D la región del primer octante limitada por la superficie: z = 4− x2 − y

1. Representa gráficamente la región D.

z = 4− x2 − y

2

4

1

2

00
0

4
2

3

(12 puntos)

2. Escriba las integrales iteradas que permiten calcular el volumen del sólido,
considerando los órdenes: a) dzdydx y b) dxdzdy

a) La proyección del sólido en el plano xy es y = 4− x2

0 1 2
0

1

2

3

4

x

y

que se describe: 0 ≤ x ≤ 2 , 0 ≤ y ≤ 4− x2.

Por tanto, el sólido D se describe

0 ≤ x ≤ 2

0 ≤ y ≤ 4− x2

0 ≤ z ≤ 4− x2 − y2



Nombre: ........................................................................................................... 2

y su volumen está dado por

�
2

0

�
4−x2

0

�
4−x2−y2

0

dzdydx (16 puntos)

b) La proyección de D en el plano yz es

0 1 2 3 4
0

1

2

3

4

y

z

que se describe 0 ≤ y ≤ 4 , 0 ≤ z ≤ 4− y

Por lo tanto, el sólido se describe

0 ≤ y ≤ 4

0 ≤ z ≤ 4− y

0 ≤ x ≤
�
4− y − z

y su volumen está dado por

�
4

0

�
4−y

0

� √
4−y−z

0

dxdzdy (16 puntos)

3. Calcule el volumen de D
�
2

0

�
4−x2

0

�
4−x2−y
0

dzdydx =

�
2

0

�
4−x2

0

�
4− x2 − y

�
dydx =

�
2

0

1

2

�
x2 − 4

�2
dx =

128

15
(16 puntos)



Nombre: ........................................................................................................... 1

UNIVERSIDAD DE CONCEPCION
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

JCG/JRC/EGG/JOF/HPV. 24/05/2018.

Solución Test N◦ 5.
Cálculo III 521227

Sea D la región del primer octante limitada inferiormente por el plano z = 0,
superiormente por la superficie z =

√
x y el plano x + z = 2, y lateralmente por

los planos y = 0 e y = 3.

1. Representa gráficamente la región D.

2. Mediante integral doble o triple, calcule el volumen de D.

Solución.-

1.

(20 puntos)

2. La proyección en el plano xz es A : 0 ≤ z ≤ 1 ∧ z2 ≤ x ≤ 2− z

Por lo tanto la región se describe por

0 ≤ z ≤ 1
z2 ≤ x ≤ 2− z
0 ≤ y ≤ 3

El volumen de D se puede calcular a partir de la integral triple

V (D) =

� � �

D

1d (x, y, z)



Nombre: ........................................................................................................... 2

o bien de la integral doble

V (D) =

� �

A

3d (x, z)

Para el primer caso la integral triple se calcula a través de las integrales iter-
adas: �

1

0

�
2−z

z2

�
3

0

dydxdz (20 puntos)

lo que determina el valor:

V (D) =

�
1

0

�
2−z

z2

�
3

0

dydxdz =
7

2
(20 puntos)

Obs.- Se debe considerar otro posible orden de integración, tal como

�
3

0

�
1

0

� √
x

0

dzdxdy +

�
3

0

�
2

1

�
2−x

0

dzdxdy
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Facultad de Ciencias Físicas y Matemáticas 
Departamento de Matemática 
GAJ/EBC/EGG/gaj 01-12-2016 
                                                                  Test N°6 (Cálculo III) 
 
Nombre: ________________________________________________ Matrícula: _______________ 
 

Problema 1: Calcular el volumen del cuerpo K  del espacio que se encuentra dentro de la esfera 
2 2 2 100x y z    y  dentro del cono 2 2 2 , 0.x y z z    

Problema 2: Calcular, mediante el cambio de variables dado por x a u , y b v , z c w  

la  integral   , ,
D

I xyzd x y z  , con  
2 2 2

3

2 2 2
, , : 1, 0, 0, 0

x y z
D x y z x y z

a b c

 
        
 

. 

 
Desarrollo: 

Problema 1    

 ( ) 1 , ,
K

Vol K d x y z  …………………………………………………………………………..5 puntos 

 Pasando a coordenadas esféricas  

Se tiene    
*

2( ) , ,

K

Vol K sen d       

 donde  * , , : 0 10,0 2 ,0
4

K


      
 

       
 

............................15 puntos 

Luego     
10 2 4

2

0 0 0

Vol K sen d d d





    

  
  

   
  
  

   ……………………………………5 puntos 

Por lo tanto    1000
2 2

3
Vol K


  ……………………………………………………..5 puntos 

30 puntos  

Problema 2  

 La función * 2:g D   definida por    , , , ,g u v w x y z , donde 

, ,x a u y b v z c w   , de dominio   * , , : 1, 0, 0, 0D u v w u v w u v w        es 



de clase 1C sobre el interior *A   de *D , inyectiva,  con Jacobiano  
8

abc

uvw
  distinto de cero en 

en    * , , : 1, 0, 0, 0A u v w u v w u v w        y  *g D D ……………………………15 puntos 

Luego por el teorema del cambio de variables  aplicado al subconjunto 

 
2 2 2

3

2 2 2
, , : 1, 0, 0, 0

x y z
A x y z x y z

a b c

 
        
 

 de D   y a la función  continua f  

dada por     , ,f x y x xyz  que es integrable sobre D  y sobre A y además  

       , , , , , , , ,
D A

f x y z d x y z f x y z d x y z  . 

Se tiene 

 

     
 

 
* * *

22( )
( 1 , , )

8 88
A D D

abcabc abc
I abc uvw d uvw d uvw d u v w

uvw
      ……15  puntos 

 

 

 
2

48

abc
I  ………………………………………………………………………………………15 puntos 

30 puntos  

 

 



Universidad de Concepción
Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas
Departamento de Matemática

Pauta Test N◦6
Cálculo III (521227)

1. Utilizar coordenadas ciĺındricas para calcular el volumen del sólido acotado por los
cilindros parabólicos de ecuaciones z = x2 y z = 4− y2.

Solución: La proyección del sólido en el plano xy corresponde al disco x2 + y2 ≤ 4
y al usar coordenadas ciĺındricas se tiene que 0 ≤ θ ≤ 2π y 0 ≤ r ≤ 2. (10 puntos)

Como la cota inferior para el sólido está dada por z = x2 y la superior por z = 4−y2,
el volumen es

V =

∫ 2π

0

∫ 2

0

∫ 4−r2 sin2 θ

r2 cos2 θ

r dz dr dθ (10 puntos)

= 8π. (10 puntos)

1



2. Calcular la integral de ĺınea ∫
C

3xy dx+ x2dy,

donde C es la curva frontera del conjuntoD = {(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x ≤ 3, 1 ≤ y ≤ 2x− 1}
recorrida una vez en sentido antihorario.

Solución 1: Al considerar como C1 el segmento orientado desde (1, 1) hasta (3, 1),
él puede parametrizarse por C1(t) = (2t+ 1, 1), donde 0 ≤ t ≤ 1 y por lo tanto∫

C1

3xy dx+ x2dy =

∫ 1

0

6(2t+ 1) dt = 12. (8 puntos)

Al considerar como C2 el segmento desde (3, 1) hasta (3, 5), él puede parametrizarse
por C2(t) = (3, 4t+ 1), donde 0 ≤ t ≤ 1 y por lo tanto∫

C2

3xy dx+ x2dy =

∫ 1

0

36 dt = 36. (8 puntos)

Al considerar como C3 el segmento desde (3, 5) hasta (1, 1), él puede parametrizarse
por C3(t) = (3− 2t, 5− 4t), donde 0 ≤ t ≤ 1 y por lo tanto∫
C3

3xy dx+ x2dy =

∫ 1

0

(
−6(3− 2t)(5− 4t)− 4(3− 2t)2

)
dt = −172

3
. (8 puntos)

De lo anterior, como C = C1 + C2 + C3, se tiene que∫
C

3xy dx+ x2dy = 12 + 36− 172

3
= −28

3
. (6 puntos)

Solución 2: Al considerar el campo vectorial F : R2 → R2, definido por

F (x, y) = (p(x, y), q(x, y)) =
(
3xy, x2

)
,

se tiene que él es de clase C1 en todo R2 y en particular, es de clase C1 sobre un
abierto que contiene a D. Por Teorema de Green, se tiene

∫
C

3xy dx+ x2dy =

∫∫
D

(
∂q

∂x
(x, y)− ∂p

∂y
(x, y)

)
d(x, y) (10 puntos)

=

∫ 3

1

∫ 2x−1

1

−x dy dx (10 puntos)

= −28

3
. (10 puntos)

EGG/JAG/CFS/JOF/HPV/egg
8 de Junio de 2017
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Universidad de Concepción
Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas
Departamento de Matemática

07/06/2018 JCG/JRC/EGG/JOF/HPV

Pauta Test 6 Cálculo III (521227)

NOMBRE:
MATRÍCULA:
SECCIÓN:

Sea la función f : Ω ⊂ R3 → R definida por f(x, y, z) =
z

x2 + y2 + z2
, donde

Ω = {(x, y, z)/x2 + y2 + z2 ≤ 4, z2 ≥ x2 + y2, z ≥ 0} e I =

∫ ∫ ∫
Ω

f(x, y, z)d(x, y, z)

(a) Exprese I como integral iterada, usando coordenadas cartesianas (sin realizar los
cálculos)

(b) Calcule la integral anterior utilizando un adecuado cambio de variable

Solución:

(a) Notar que de x2 +y2 +z2 ≤ 4 y x2 +y2 ≤ z2 tenemos que x2 +y2 ≤ 2 que corresponde
a la proyección sobre el plano XY.

Es decir,
D = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 2} ⊂ XY

(7 pts)

Equivalentemente,

D = {(x, y) : −
√

2 ≤ x ≤
√

2, −
√

2− x2 ≤ y ≤
√

2− x2}

(7 pts)

Por otra parte, de estas mismas expresiones y considerando que z ≥ 0, obtenemos√
x2 + y2 ≤ z ≤

√
4− x2 − y2.

(7 pts)



Luego, la región Ω se puede describir como

Ω = {(x, y, z) : −
√

2 ≤ x ≤
√

2, −
√

2− x2 ≤ y ≤
√

2− x2,
√
x2 + y2 ≤ z ≤

√
4− x2 − y2}

De este modo la integral triple puede adoptar la forma siguiente:

∫ √2

−
√

2

∫ √2−x2

−
√

2−x2

∫ √4−x2−y2

√
x2+y2

z

x2 + y2 + z2
dzdydx

(4 pts)

(b) Consideramos el cambio a coordenadas esféricas dado por


x = ρ cos(θ) sin(φ)
y = ρ sin(θ) sin(φ)
z = ρ cos(φ)

Reemplazando en 0 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 4 obtenemos 0 ≤ ρ ≤ 2.

De x2 + y2 ≤ z2 se obtiene ρ2 sin2(φ) ≤ ρ2 cos2(φ) que equivale a 0 ≤ tan(φ) ≤ 1 y
aśı 0 ≤ φ ≤ π

4
.

Por otra parte, de x2 + y2 ≤ 2 obtenemos 0 ≤ θ ≤ 2π

Luego, la representación de Ω en coordenadas esféricas es

Ω∗ =
{

(ρ, θ, φ) : 0 ≤ ρ ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ φ ≤ π

4

}
(15 pts)

Luego,

I =

∫ π/4

0

∫ 2π

0

∫ 2

0

ρ cos(φ)

ρ2

∣∣∣∣∂(x, y, z)

∂(ρ, θ, φ)

∣∣∣∣ dρdθdφ
donde

∂(x, y, z)

∂(ρ, θ, φ)
= −ρ2 sin(φ)

(10 pts)



I =

∫ π/4

0

∫ 2π

0

∫ 2

0

ρ cos(φ)

ρ2

∣∣∣∣∂(x, y, z)

∂(ρ, θ, φ)

∣∣∣∣ dρdθdφ
=

∫ π/4

0

∫ 2π

0

∫ 2

0

ρ cos(φ)

ρ2
ρ2 sin(φ)dρdθdφ

=

∫ π/4

0

∫ 2π

0

∫ 2

0

ρ cos(φ) sin(φ)dρdθdφ

=

∫ π/4

0

cos(φ) sin(φ)dφ

∫ 2π

0

dθ

∫ 2

0

ρdρ

=
1

2
sin2(φ)|π/40 · 2π · ρ

2

2
|20 = π

(10 pts)

OBS: Si se considera el cambio a coordenadas ciĺındricas la integral queda expresada
por

I =

∫ 2π

0

∫ √2

0

∫ √4−r2

r

z

r2 + z2

∣∣∣∣∂(x, y, z)

∂(r, θ, z)

∣∣∣∣ dzdrdθ
donde

∂(x, y, z)

∂(r, θ, z)
= r



Universidad de Concepción
Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas
Departamento de Matemática

Pauta Test N◦7
Cálculo III (521227)

1. Considerar F (x, y, z) = (3x2y2 + 6xz)̂ı + (2x3y + 2z2)̂ + (3x2 + 4yz)k̂.

a) Indicar justificadamente, si el campo vectorial F es conservativo.

b) Sea C la curva que se encuentra en el primer octante como intersección entre
los cilindros x2 + z2 = 4 e y2 + z2 = 4. Indicando una orientación para C,

calcular el trabajo W =

∫
C

F · dr.

Solución:

a) El campo F es conservativo pues ∇× F = (0, 0, 0). (10 puntos)

b) Al considerar f(x, y, z) = x3y2 + 3x2z + 2yz2, como ∇f = F ; se tiene que f es
un potencial para F . Considerando como punto inicial de C a Pi = (0, 0, 2) y
como punto final a Pf = (2, 2, 0), se tiene

W =

∫
C

F · dr = f(Pf )− f(Pi) = 32. (25 puntos)

Observación: En la parte a) también se puede exhibir un potencial para mostrar
que F es conservativo.

2. Calcular la integral de ĺınea

∮
Γ

(ex + 3x2y2) dx+ (4x+ 2x3y) dy, donde Γ es la curva

simple y cerrada cuya traza es el cuadrilátero de vértices A(1, 1), B(3, 0), C(2, 2) y
D(0, 3) recorrida en sentido antihorario.

Solución: Al considerar p(x, y) = ex + 3x2y2, q(x, y) = 4x + 2x3y y la región
encerrada por Γ como R, aplicando el Teorema de Green (10 puntos), se tiene que∮

Γ

p dx+q dy =

∫∫
R

(
∂q

∂x
(x, y)− ∂p

∂y
(x, y)

)
d(x, y) = 4 Área(R) = 12. (15 puntos)

GAJ/EBC/EGG/egg
15 de Diciembre de 2016
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Universidad de Concepción

Cálculo III (521227)
Test 7.

Semestre1-2017

Nombre:

Sección:

Problema. Sea S la parte de la superficie del cilindro x2 + y2 = 1 que está
limitada por el plano z = 0 y por el paraboloide z = x2 + (y − 1)2.

Parte I. Determinar el área de S.

Parte II. Determinar el valor de∫∫
S
F · dS,

donde F es el campo vectorial

F (x, y, z) = (x , y + 1 , z + 2),

y la orientación de S es la que considera como vector normal al que apunta hacia
el exterior de la región encerrada por el cilindro.

Cada parte vale 30 puntos.

TODAS LAS RESPUESTAS DEBEN REDACTARSE CONSISTENTEMENTE Y JUS-
TIFICARSE ADECUADA Y DETALLADAMENTE
Tiempo Máximo: 45 Minutos



2

Pauta

Parte I.

Una parametrización de S es

β(θ, z) = (cos θ , sen θ , z), 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ z ≤ 2− 2sen θ.

(10pt)

La medida del área de la superficie está dada por

A =

∫∫
S

dS =

∫ 2π

0

∫ 2−2 senθ

0

||∂β
∂θ
× ∂β

∂z
|| dz dθ.

(10pt)

Calculamos
∂β

∂θ
= (−sen θ , cos θ , 0) ,

∂β

∂z
= (0, 0, 1),

∂β

∂θ
× ∂β

∂z
= (cos θ , sen θ , 0).

Luego,

A =

∫ 2π

0

∫ 2−2 senθ

0

dz dθ =

∫ 2π

0

(2− 2senθ) dθ = 4π.

(10pt)

Parte II. Se aplica la definición de integral de superficie de un campo vectorial.
Una parametrización de S es

β(θ, z) = (cos θ , sen θ , z), 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ z ≤ 2− 2sen θ.

(10pt)

El vector normal asociado es
∂β

∂θ
× ∂β

∂z
= (cos θ , sen θ , 0).

el cual apunta en la dirección positiva dada.

(10pt)

Por lo tanto, tenemos que∫∫
S
F · dS =

∫ 2π

0

∫ 2−2 senθ

0

(cos2θ + sen2θ + senθ + 0) dz dθ

=

∫ 2π

0

(2− 2sen2θ) dθ =

∫ 2π

0

(1 + cos2θ) dθ = 2π.

(10pt)
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Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas
Departamento de Matemática

Pauta Test N◦7
Cálculo III (521227)

1. Para F (x, y) = (4x+ 2y, 5x+ y), calcular

�
C

F · dr, donde C es la unión del seg-

mento de recta que va desde (2, 0) a (1, 1) y el arco de parábola de ecuación y = x2

que va desde (1, 1) a (2, 4).

Solución:

Una parametrización del segmento que va desde (0, 2) hasta (1, 1) está dada por
C1(t) = (2− t, t), donde t ∈ [0, 1] y por lo tanto

�
C1

F · dr =

� 1

0

(2− 2t) dt = 1. (10 puntos)

Una parametrización del arco de parábola que va desde (1, 1) hasta (2, 4) está dada
por C2(t) = (t, t2), donde t ∈ [1, 2] y por lo tanto

�
C2

F · dr =

� 2

1

(
2t3 + 12t2 + 4t

)
dt =

83

2
. (10 puntos)

De lo anterior,

�
C

F · dr =

�
C1

F · dr +

�
C2

F · dr =
85

2
. (10 puntos)

1



2. Aplicando el Teorema de Green, calcular la integral de ĺınea

�
C

(2xy + 3 sinh(x)) dx+ (3x2 − 8y) dy

si C = Fr(D) y D es la región acotada por el eje y, y = g(x) e y = g(x) + cos(x),
donde g : [0, π/2]→ R es una función positiva y de clase C1.

Solución:

Al considerar el campo vectorial F : R2 → R2, definido por

F (x, y) = (p(x, y), q(x, y)) =
(
2xy + 3 sinh(x), 3x2 − 8y

)
,

se tiene que él es de clase C1 en todo R2 y en particular, es de clase C1 sobre un
abierto que contiene a D. Por Teorema de Green, se tiene

�
C

p dx+ q dy =

�
D

(
∂q

∂x
(x, y)− ∂p

∂y
(x, y)

)
d(x, y) (10 puntos)

=

� π/2

0

� g(x)+cos(x)

g(x)

4x dy dx (10 puntos)

= 2(π − 2). (10 puntos)

JCG/JRC/EGG/JOF/HPV/egg
21 de Junio de 2018
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Universidad de Concepción
Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas
Departamento de Matemática

Pauta Evaluación 1
Cálculo III (2025)

1. Sea f : R2 → R definida por

f(x, y) =


x3 + y2

x2 + |y|
, (x, y) 6= (0, 0)

0 , (x, y) = (0, 0)

a) ¿Es f continua en el origen?

b) Justificar la diferenciabilidad de f en (2,−4) y luego determinar la ecuación
del plano tangente al gráfico de f en el punto (2,−4, 3).

c) Determinar el valor mı́nimo, si existe, de la derivada direccional de f en el
punto (2,−4).

Solución:

a) Como para (x, y) 6= (0, 0), |f(x, y)| ≤ |x| + |y| y ĺım
(x,y)→(0,0)

(|x|+ |y|) = 0, por

Teorema del sandwich se tiene que ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 y por lo tanto f es

continua en (0, 0) ya que ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = f(0, 0). (4 puntos)

b) En una vecindad abierta de V de (2,−4), se tiene f(x, y) =
x3 + y2

x2 − y
, de donde

∂f

∂x
(x, y) =

x4 − 3x2y − 2xy2

(x2 − y)2
y

∂f

∂y
(x, y) =

x3 + 2x2y − y2

(x2 − y)2
.

Como las derivadas parciales de f son funciones continuas (cuocientes de poli-
nomios con denominador no nulo) en V entonces f es de clase C1 en V y por

tanto ella es diferenciable en (2,−4). (4 puntos). Dado que
∂f

∂x
(2,−4) = 0 y

∂f

∂y
(2,−4) = −5

8
, la ecuación pedida es

z = f(2,−4) +
∂f

∂x
(2,−4)(x− 2) +

∂f

∂y
(2,−4)(y + 4)

y el plano está determinado entonces por 5y + 8z = 4. (4 puntos)

c) De la parte anterior como f es diferenciable en (2,−4), la derivada direccional
de f en el punto (2,−4) existe en cualquier dirección ~v, su valor es

∂f

∂v̂
(2,−4) = ∇f(2,−4) · v̂ (2 puntos)

y en este caso el valor mı́nimo, se alcanza en la dirección de −∇f(2,−4). Dicho

valor mı́nimo es −‖∇f(2,−4)‖ = −5

8
. (4 puntos)

1



2. Sea f : R2 → R definida por

f(x, y) =


xy(x2 − y8)

x2 + y8
, (x, y) 6= (0, 0)

0 , (x, y) = (0, 0)

Aplicando el Teorema de Schwarz, mostrar que f no es de clase C2 en una vecindad
del origen.

Solución: Si f fuese de clase C2 en una vecindad V del origen, entonces por el
Teorema de Schwarz, para cada (x, y) ∈ V , se tendŕıa que

∂2f

∂y∂x
(x, y) =

∂2f

∂x∂y
(x, y).

Dado que para cada y ∈ R, se tiene que

∂f

∂x
(0, y) = ĺım

h→0

f(h, y)− f(0, y)

h
= −y,

entonces
∂2f

∂y∂x
(0, 0) = ĺım

h→0

∂f

∂x
(0, h)− ∂f

∂x
(0, 0)

h
= −1. (4 puntos)

De manera análoga, dado que para cada y ∈ R, se tiene que

∂f

∂y
(x, 0) = ĺım

h→0

f(x, h)− f(x, 0)

h
= x

y entonces
∂2f

∂x∂y
(0, 0) = ĺım

h→0

∂f

∂y
(h, 0)− ∂f

∂y
(0, 0)

h
= 1. (4 puntos)

De lo anterior, como
∂2f

∂y∂x
(0, 0) 6= ∂2f

∂x∂y
(0, 0), se tiene que f no es de clase C2 en

una vecindad del origen. (4 puntos)

2



3. Sea f : R2 → R de clase C1 en todo R2 y sea w(x, y, z) = y3f

(
x

y
,
z

y

)
. Decidir, de

manera justificada, si se satisface la relación

x
∂w

∂x
+ y

∂w

∂y
+ z

∂w

∂z
= 3w.

Solución: De la regla de la cadena, como f es diferenciable, al considerar u =
x

y
y

v =
z

y
se tiene que

∂w

∂x
= y3

∂f

∂u

∂u

∂x
= y2

∂f

∂u
(2 puntos) y

∂w

∂z
= y3

∂f

∂v

∂v

∂z
= y2

∂f

∂v
. (2 puntos)

Por otra parte, de la regla del producto y nuevamente la regla de la cadena

∂w

∂y
= 3y2f(u, v)+y3

(
∂f

∂u

∂u

∂y
+

∂f

∂u

∂u

∂y

)
= 3y2f(u, v)−xy

∂f

∂u
−yz

∂f

∂v
. (4 puntos)

De lo anterior,

x
∂w

∂x
+ y

∂w

∂y
+ z

∂w

∂z
= xy2

∂f

∂u
+ 3y3f(u, v)− xy2

∂f

∂u
− y2z

∂f

∂v
+ y2z

∂f

∂v

= 3y3f(u, v)

= 3w

y por lo tanto, la relación indicada śı se satisface. (4 puntos)

3



4. Sean f : R2 → R definida por f(x, y) = x2 + 2y2 − 2x− 4y y el conjunto

D =
{

(x, y) ∈ R2 : x + y ≤ 5, x ≥ 0, y ≥ 0
}
.

a) Justificar adecuadamente el hecho de que f posee extremos absolutos sobre D.

b) Utilizando el criterio de la matriz hessiana, determinar la naturaleza del único
punto cŕıtico de f en el interior de D.

c) Determinar los valores extremos absolutos de f sobre D.

Solución:

a) Dado que f es continua y D es compacto, entonces por el Teorema de los va-
lores extremos, f posee extremos absolutos sobre D. (4 puntos)

b) El único punto cŕıtico de f en el interior de D es P1 = (1, 1). Dado que

H(f(P1)) =

(
2 0
0 4

)
, se tiene que 41 > 0 y 42 > 0, por lo tanto P1 es un

punto de mı́nimo relativo. (4 puntos)

c) De la parte anterior, el punto P1 = (1, 1) es candidato a extremo absoluto para
f en D.

Para el lado horizontal del triángulo, con x ∈ ]0, 5[, f(x, 0) = x2 − 2x tiene
como único punto cŕıtico a x = 1, por lo que se considera el punto P2 = (1, 0).

Para el lado oblicuo del triángulo, con x ∈ ]0, 5[, f(x, 5−x) = 3x2−18x+30 tie-
ne como único punto cŕıtico a x = 3, por lo que se considera el punto P3 = (3, 2).

Para el lado vertical del triángulo, con y ∈ ]0, 5[, f(0, y) = 2y2− 4y tiene como
único punto cŕıtico a y = 1, por lo que se considera el punto P4 = (0, 1).

Dado que los extremos absolutos podŕıan alcanzarse en los vértices del triángu-
lo, entonces también se consideran los puntos P5 = (0, 0), P6 = (5, 0) y
P7 = (0, 5). (7 puntos)

Evaluando en f , se tiene que f(P1) = −3, f(P2) = −1, f(P3) = 3, f(P4) = −2,
f(P5) = 0, f(P6) = 15 y f(P7) = 30, por lo tanto el mı́nimo absoluto es −3 y
el máximo absoluto es 30. (3 puntos)

14 de Enero de 2019
EGG/egg
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Universidad de Concepción
Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas
Departamento de Matemática

Pauta Evaluación N◦1
Cálculo III (521227)

1. Sea f(x, y) =


xy2

|x|5 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0 , (x, y) = (0, 0)

Determinar:

a) Si f es continua en el origen.

b) Si f es diferenciable en el origen.

c) El valor mı́nimo, si existe, de la derivada direccional de f en el punto (−1, 2).

Solución:

a) Como para (x, y) 6= (0, 0) se tiene que |f(x, y)| ≤ |x| y ĺım
(x,y)→(0,0)

|x| = 0, por

Teorema del sandwich se tiene que ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 y por lo tanto f es

continua en (0, 0), pues ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = f(0, 0). (5 puntos)

b) Como f(0, 0) = 0 =
∂f

∂x
(0, 0) =

∂f

∂y
(0, 0), se tiene que f es diferenciable en el

origen si y sólo si

L := ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y)

‖(x, y)‖
= 0.

Si y = x > 0, se tiene que L =
1√
2
6= 0 y por lo tanto f no es diferenciable en

el origen. (5 puntos)

c) En una vecindad V de (−1, 2), se tiene que f(x, y) =
xy2

y2 − x5
por lo que

∂f

∂x
(x, y) =

4x5y2 + y4

(y2 − x5)2
y

∂f

∂y
(x, y) = − 2x6y

(y2 − x5)2
;

como estas derivadas parciales corresponden a funciones continuas (cuocientes
de polinomios con denominador no nulo) en V entonces f es una función de
clase C1 en V y por lo tanto, f es diferenciable en (−1, 2).

De lo anterior, el valor mı́nimo pedido se da en la dirección de −∇f(−1, 2) y

él está dado por −‖∇f(−1, 2)‖ = − 4

25
. (5 puntos)

1



2. Sea f : R3 → R, (x, y, z) 7→ f(x, y, z) una función diferenciable, al introducir las
coordenadas ciĺındricas (r, θ, z) definidas por x = r cos(θ), y = r sin(θ) y z = z
se obtiene g(r, θ, z) = f(r cos(θ), r sin(θ), z). Hallar una expresión en coordenadas
cartesianas (en términos de los vectores ı̂, ̂ y k̂) para

∂g

∂r
ûr +

1

r

∂g

∂θ
ûθ +

∂g

∂z
k̂,

donde ûr = cos(θ)̂ı+ sin(θ)̂ y ûθ = − sin(θ)̂ı+ cos(θ)̂.

Solución:

De la regla de la cadena,

∂g

∂r
=
∂f

∂x

∂x

∂r
+
∂f

∂y

∂y

∂r
= cos(θ)

∂f

∂x
+ sin(θ)

∂f

∂y
,

∂g

∂θ
=
∂f

∂x

∂x

∂θ
+
∂f

∂y

∂y

∂θ
= −r sin(θ)

∂f

∂x
+ r cos(θ)

∂f

∂y
y

∂g

∂z
=
∂f

∂z
· 1 =

∂f

∂z
; (5 puntos)

de donde,

∂g

∂r
ûr =

(
cos2(θ)

∂f

∂x
+ sin(θ) cos(θ)

∂f

∂y
, sin(θ) cos(θ)

∂f

∂x
+ sin2(θ)

∂f

∂y
, 0

)
,

1

r

∂g

∂θ
ûθ =

(
sin2(θ)

∂f

∂x
− sin(θ) cos(θ)

∂f

∂y
,− sin(θ) cos(θ)

∂f

∂x
+ cos2(θ)

∂f

∂y
, 0

)
y

∂g

∂z
k̂ =

(
0, 0,

∂f

∂z

)
. (5 puntos)

De las últimas tres igualdades, sumando

∂g

∂r
ûr +

1

r

∂g

∂θ
ûθ +

∂g

∂z
k̂ =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
= ∇f. (5 puntos)

2



3. Sea F : R2 → R2 tal que F (x, y) = (u, v) siendo u = −3x+ y3 y v = −3y + x2.

a) Mostrar que F admite una inversa local,G : V → U , (u, v) 7→ (x, y) de clase C1,
donde U y V son vecindades de (x0, y0) = (1, 0) y (u0, v0) = (−3, 1) = F (1, 0).

b) Si G = (g1, g2), encontrar la aproximación af́ın de la primera componente g1
en el punto (−3, 1).

Solución:

a) Como las funciones u y v (polinomiales) son de clase C1 en todo R2, en parti-
cular lo son en U y por lo tanto F es de clase C1 en U ; además, como

∂(u, v)

∂(x, y)
(1, 0) =

∣∣∣∣ −3 3y2

2x −3

∣∣∣∣
(1,0)

=

∣∣∣∣ −3 0
2 −3

∣∣∣∣ = 9 6= 0,

entonces por el Teorema de la función inversa, se tiene que existe G : V → U
de clase C1 en V. (5 puntos)

b) Del Teorema de la función inversa, se tiene que(
∂(g1, g2)

∂(u, v)
(−3, 1)

)
=

(
−3 0
2 −3

)−1
=

(
−1/3 0
−2/9 −1/3

)
(5 puntos)

Como G = (g1, g2) es de clase C1 en V , entonces, su primera componente g1,
es diferenciable en el punto (−3, 1) y la aproximación pedida está dada por

A(u, v) = g1(−3, 1) +∇g1(−3, 1) · (u+ 3, v − 1)

= 1 + (−1/3, 0) · (u+ 3, v − 1)

= −u
3

(5 puntos)

3



4. Hallar todos los puntos cŕıticos para f(x, y, z) = 4x2ey−2x4−e4y−z2 e identificarlos
según su naturaleza. Además, determinar si f posee mı́nimo absoluto.

Solución:

Como
∂f

∂x
(x, y, z) = 8xey − 8x3,

∂f

∂y
(x, y, z) = 4x2ey − 4e4y y

∂f

∂z
(x, y, z) = −2z, se

tiene que los puntos cŕıticos de f son tales que

x(ey − x2) = 0

x2 − e3y = 0

z = 0.

De las dos primeras ecuaciones se tiene que ey = x2 y x2 = e3y, de donde x = ±1 e
y = 0; de la tercera ecuación, se tiene que z = 0. Hay dos puntos cŕıticos, ellos son
P1 = (−1, 0, 0) y P2 = (1, 0, 0). (5 puntos)

Como

Hf(x, y, z) =

 8ey − 24x2 8xey 0
8xey 4x2ey − 16e4y 0

0 0 −2

 ,

para los dos puntos P1 y P2, se tiene que 41 < 0, 42 > 0 y 43 < 0. Luego, del
criterio de la matriz hessiana, P1 y P2 son puntos de máximo relativo. (5 puntos)

Además, como ĺım
z→+∞

f(0, 0, z) = −∞, f no posee mı́nimo absoluto. (5 puntos)

Otra justificación de lo anterior es que como todos los puntos cŕıticos son máximos
relativos y dado que el dominio de f (que es R3) es abierto, si hubiese un punto de
mı́nimo absoluto él debeŕıa ser también de mı́nimo relativo.

24 de Octubre de 2016
GAJ/EBC/EGG/egg
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Universidad de Concepción
Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas
Departamento de Matemática

Pauta Evaluación N◦1
Cálculo III (521227)

1. Sea f(x, y) =


x2 + y3

|x|+ y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0 , (x, y) = (0, 0)

a) ¿Es f continua en el origen?

b) ¿Es f diferenciable en el origen?

c) Justificar la diferenciabilidad de f en (−4, 2) y luego determinar la ecuación
del plano tangente al gráfico de f en el punto (−4, 2, 3).

Solución:

a) Como para (x, y) 6= (0, 0), |f(x, y)| ≤ |x| + |y| y ĺım
(x,y)→(0,0)

(|x|+ |y|) = 0, por

Teorema del sandwich se tiene que ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 y por lo tanto f es

continua en (0, 0) ya que ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = f(0, 0). (6 puntos)

b) Como ĺım
h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
no existe, entonces

∂f

∂x
(0, 0) no está definida y por

lo tanto f no es diferenciable en el origen. (6 puntos)

c) En una vecindad abierta de V de (−4, 2), se tiene f(x, y) =
x2 + y3

y2 − x
, de donde

∂f

∂x
(x, y) =

−x2 + 2xy2 + y3

(y2 − x)2
y

∂f

∂y
(x, y) =

−2x2y − 3xy2 + y4

(y2 − x)2
.

Como las derivadas parciales de f corresponden a funciones continuas (cuo-
cientes de polinomios con denominador no nulo) en V entonces f es de clase
C1 en V y por tanto ella es diferenciable en (−4, 2). (4 puntos)

Como
∂f

∂x
(−4, 2) = −5

8
y
∂f

∂y
(−4, 2) = 0, la ecuación pedida es

z = f(−4, 2) +
∂f

∂x
(−4, 2)(x+ 4) +

∂f

∂y
(−4, 2)(y − 2)

y el plano está determinado por 5x+ 8z = 4. (4 puntos)

1



2. Sea f : R2 → R de clase C2 tal que para t ∈ R se cumple

f(tx, ty) = t5f(x, y), ∀(x, y) ∈ R2.

Considerar el cambio de variables u = tx y v = ty para:

a) Mostrar que f satisface la relación 5f(x, y) = ∇f(x, y) · (x, y).

b) Decidir si es válida la igualdad

20t3f(x, y) = x2
∂2f

∂u2
(u, v) + 2xy

∂2f

∂v∂u
(u, v) + y2

∂2f

∂v2
(u, v).

Solución:

a) Al derivar con respecto a t a ambos lados de la relación indicada se tiene

5t4f(x, y) =
∂f

∂u

∂u

∂t
+
∂f

∂v

∂v

∂t
=
∂f

∂u
x+

∂f

∂v
y = ∇f(tx, ty) · (x, y),

de donde, al evaluar en t = 1 se obtiene que

5f(x, y) = ∇f(x, y) · (x, y). (10 puntos)

b) Dado que

5t4f(x, y) = x
∂f

∂u
+ y

∂f

∂v
,

derivando nuevamente con respecto a t, se tiene que

20t3f(x, y) = x
∂2f

∂u2
∂u

∂t
+ x

∂2f

∂v∂u

∂v

∂t
+ y

∂2f

∂u∂v

∂v

∂t
+ y

∂2f

∂v2
∂v

∂t
,

y como f es de clase C2, entonces

20t3f(x, y) = x2
∂2f

∂u2
(u, v) + 2xy

∂2f

∂v∂u
(u, v) + y2

∂2f

∂v2
(u, v)

por lo que la igualdad indicada śı es válida. (10 puntos)

2



3. Sea f : R2 → R definida por f(x, y) = x2− 4xy+ y2 + 2x+ 2y. Justificar por qué f
posee extremos absolutos sobre el conjunto compacto

D =
{

(x, y) ∈ R2 : x2 + xy + y2 ≤ 12
}

y luego hallar dichos valores.

Solución: Como f es continua y D es compacto, el Teorema de los valores extre-
mos, asegura la existencia del máximo y mı́nimo absolutos. (4 puntos)

Al igualar las derivadas parciales a cero se tiene que

2x− 4y + 2 = 0

2y − 4x+ 2 = 0,

de donde x = 1 e y = 1 y por lo tanto en int(D) hay un único punto cŕıtico,
P0 = (1, 1). (4 puntos)

En Fr(D), utilizando multiplicadores de Lagrange, si g(x, y) = x2 + xy + y2 − 12,
se tiene el sistema determinado por ∇f(x, y) = λ∇g(x, y) y g(x, y) = 0 , esto es,

2x− 4y + 2 = λ(2x+ y) (1)

2y − 4x+ 2 = λ(x+ 2y) (2)

x2 + xy + y2 = 12 (3) (4 puntos)

De (1) y (2), restando, se tiene que (x− y)(λ− 6) = 0, de donde y = x o λ = 6.

Si y = x, de (3) se tiene que x = ±2 y se obtienen dos puntos P1 = (2, 2) = −P2.

Si λ = 6, de (1) se tiene y =
1

5
−x; luego, de (3) se tiene que 25x2−5x−299 = 0, de

donde x =
1± 3

√
133

10
y se obtienen dos puntos más, P3 =

(
1− 3

√
133

10
,
1 + 3

√
133

10

)

y P4 =

(
1 + 3

√
133

10
,
1− 3

√
133

10

)
. (4 puntos)

Dado que f(P0) = 2, f(P1) = 0, f(P2) = −16 y f(P3) = f(P4) =
361

5
, se tiene que

el mı́nimo absoluto es −16 y el máximo absoluto es
361

5
. (4 puntos)

25 de Abril de 2017
EGG/JRC/CFS/JOF/HPV/egg
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Universidad de Concepción
Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas
Departamento de Matemática

Pauta Evaluación N°1
Cálculo III (521227)

1. a) Para (x, y) ̸= (0, 1), como |f(x, y)| ≤ |y−1| y ĺım
(x,y)→(0,1)

|y−1| = 0, por Teorema

del sandwich, se tiene que ĺım
(x,y)→(0,1)

f(x, y) = 0. (3 puntos)

Esto muestra que ĺım
(x,y)→(0,1)

f(x, y) = 0 = f(0, 1) y por lo tanto, f es continua

en (0, 1). (2 puntos)

b) Como ĺım
t→0

f ((0, 1) + t (a, b))− f(0, 1)

t
= ĺım

t→0

f(at, bt+ 1)

t
= ĺım

t→0

a2b

a2 + b4t2
; si

a ̸= 0,
∂f

∂v̂
(0, 1) = b (4 puntos) y si a = 0,

∂f

∂v̂
(0, 1) = 0. (1 punto)

c) De la parte anterior, se tiene que
∂f

∂x
(0, 1) = 0 y

∂f

∂y
(0, 1) = 0. Al considerar

A(x, y) :=
f(x, y)− f(0, 1)−∇f(0, 1) · (x, y − 1)

∥(x, y)− (0, 1)∥
=

f(x, y)√
x2 + (y − 1)2

,

(2 puntos) si y = x + 1 (con x > 0), entonces ĺım
(x,y)→(0,1)

A(x, y) =
1√
2
̸= 0 y

por lo tanto, f no es diferenciable en el punto (0, 1). (3 puntos)

d) Para (x, y) ̸= (0, 1), como las derivadas parciales de f están definidas por

∂f

∂x
(x, y) =

2x(y − 1)5

(x2 + (y − 1)4)2
y

∂f

∂y
(x, y) =

x2
(
x2 − 3 (y − 1)4

)
(x2 + (y − 1)4)2

,

se tiene que ellas son funciones continuas en R2 − {(0, 1)} (cuocientes de poli-
nomios con denominador no nulo), por lo que f es de clase C1 en una vecindad
abierta del origen y entonces, f es diferenciable en (0, 0). (2 puntos)

La diferencial de f en (0, 0), es la aplicación lineal Df(0, 0) : R2 → R, donde

(h, k) → (Df(0, 0)) (h, k) =
∂f

∂x
(0, 0)h+

∂f

∂y
(0, 0) k = 0. (3 puntos)

1



2. a) De la regla de la cadena, se tiene

∂w

∂x
=

∂f

∂u

∂u

∂x
+

∂f

∂v

∂v

∂x
=

∂f

∂u
+

∂f

∂v
. (5 puntos)

Por otra parte, como
∂2w

∂y∂x
=

∂

∂y

(
∂f

∂u
+

∂f

∂v

)
, al aplicar nuevamente la regla

de la cadena, se tiene

∂2w

∂y∂x
=

∂2f

∂u2

∂u

∂y
+

∂2f

∂v∂u

∂v

∂y
+

∂2f

∂u∂v

∂u

∂y
+

∂2f

∂v2
∂v

∂y

∂2w

∂y∂x
=

∂2f

∂u2
− ∂2f

∂v∂u
+

∂2f

∂u∂v
− ∂2f

∂v2

y como f es una función de clase C2, por Teorema de Schwarz, se tiene que

∂2f

∂v∂u
=

∂2f

∂u∂v
, de donde resulta

∂2w

∂y∂x
=

∂2f

∂u2
− ∂2f

∂v2
,

y entonces, la relación indicada śı es válida. (8 puntos)

b) Como f : R2 → R, definida por f(u, v) = v cos(uv)− v, es de clase C1 en una

vecindad del origen (pues lo es en todo R2), f(0, 0) = 0 y
∂f

∂v
(0, 0) = 1 ̸= 0,

entonces por el Teorema de la función impĺıcita, la ecuación f(u, v) = 0 define
impĺıcitamente a v = h(u) en una vecindad de (0, 0). (4 puntos)

Además, por el mismo teorema, h′(0) = −

∂f

∂u
(0, 0)

∂f

∂v
(0, 0)

= 1 (4 puntos) y por lo

tanto, la ecuación de la recta tangente a la gráfica de h en el punto (0, 0) está
dada por

v − 0 = h′(0)(u− 0) ⇔ v = u. (4 puntos)

2



3. Como
∂f

∂x
(x, y, z) = 3x2 + 6x,

∂f

∂y
(x, y, z) = −4y + 4 y

∂f

∂z
(x, y, z) = −4z + 6, se

tiene que los puntos cŕıticos de f son tales que

x(x+ 2) = 0

−4y + 4 = 0

−4z + 6 = 0.

Del sistema de ecuaciones, se obtienen dos puntos cŕıticos, ellos son P1 = (0, 1, 3/2)
y P2 = (−2, 1, 3/2). (5 puntos)

Como

Hf(x, y, z) =

 6x+ 6 0 0
0 −4 0
0 0 −4

 , (4 puntos)

para P1, se tiene que △1 > 0, △2 < 0 y △3 > 0 y por el criterio de la matriz
hessiana, se tiene que él es un punto de silla. (3 puntos)

Para P2, como △1 < 0, △2 > 0 y △3 < 0, también por el criterio de la matriz
hessiana, se tiene que él es un punto de máximo local estricto. (3 puntos)

7 de Mayo de 2018
JCG/JRC/EGG/JOF/HPV/egg
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Universidad de Concepción
Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas
Departamento de Matemática

Pauta Evaluación 2
Cálculo III (2025)

1. Determinar el valor de la integral doble∫ 2

0

∫ 1

x2/4

xey
2

dy dx

mediante un cambio en el orden de integración.

Solución: Dado que la región de integración puede describirse por{
0 ≤ y ≤ 1

0 ≤ x ≤ 2
√
y

se tiene que ∫ 2

0

∫ 1

x2/4

xey
2

dy dx =

∫ 1

0

∫ 2
√
y

0

xey
2

dx dy (6 puntos)

= e− 1. (6 puntos)

2. Calcular el volumen del sólido D que se encuentra acotado superiormente por el
cilindro parabólico de ecuación z = 4 − y2 , inferiormente por el plano xy y que
está entre los planos verticales de ecuaciones x+ y = 2 y x+ y = 6.

Solución: La proyección de D en el plano xy está determinada por{
−2 ≤ y ≤ 2

2− y ≤ x ≤ 6− y

y por lo tanto, el volumen es

V (D) =

∫ 2

−2

∫ 6−y

2−y
(4− y2) dx dy (8 puntos)

=
128

3
. (8 puntos)

1



3. Determinar el valor de la integral triple∫∫∫
R

xyz d(x, y, z),

donde R es la región del primer octante acotada por los cilindros hiperbólicos de
ecuaciones xy = 1, xy = 3, xz = 2, xz = 6, yz = 3 e yz = 12.

Solución: Considerando 1 ≤ u := xy ≤ 3, 2 ≤ v := xz ≤ 6 y 3 ≤ w := yz ≤ 12,

como
∂(x, y, z)

∂(u, v, w)
= − 1

2xyz
(3 puntos), del Teorema del cambio de variables,

∫∫∫
R

xyz d(x, y, z) =
1

2

∫ 3

1

∫ 6

2

∫ 12

3

1 dw dv du (6 puntos)

= 36. (3 puntos)

4. Calcular, por medio de una integral triple y un cambio de variables adecuado, el
volumen del sólido S acotado superiormente por el cono de ecuación z2 = x2 + y2

e inferiormente por la esfera de ecuación x2 + y2 + z2 = 6z.

Solución: De las ecuaciones del cono y de la esfera se tiene que z = 3 y que
x2 + y2 = 9, de donde, la proyección de S en el plano xy corresponde al ćırculo
determinado por x2 + y2 ≤ 9. (5 puntos)

Utilizando coordenadas ciĺındricas, dado que la ecuación del cono es z = r y la de
la parte inferior de la esfera es z = 3−

√
9− r2, se tiene que el volumen de S está

dado por

V (S) =

∫∫∫
S

1 d(x, y, z)

=

∫ 2π

0

∫ 3

0

∫ r

3−
√
9−r2

r dz dr dθ (10 puntos)

= 9π. (5 puntos)

Observación: Utilizando coordenadas esféricas, dado que la ecuación del cono es
φ = π/4 y la de la esfera es ρ = 6 cos (φ), se tiene que el volumen es

V (S) =

∫∫∫
S

1 d(x, y, z) =

∫ 2π

0

∫ π/2

π/4

∫ 6 cos(φ)

0

ρ2 sin (φ) dρ dφ dθ = 9π.

21 de Enero de 2019
EGG/egg
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Universidad de Concepción
Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas
Departamento de Matemática

Pauta Evaluación N◦2
Cálculo III (521227)

1. a) Calcular la integral

∫∫
D

e
y−x
y+xd(x, y), donde

D =
{

(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0, 2 ≤ x+ y ≤ 4
}
.

b) Calcular el volumen del sólido S acotado superiormente por el cono z2 = x2+y2

e inferiormente por la esfera x2 + y2 + z2 = 4z.

Solución:

a) Al considerar u = x+ y y v = y − x, la región de integración se transforma en

R = {(u, v) ∈ R2 : 2 ≤ u ≤ 4,−u ≤ v ≤ u} y como
∂(x, y)

∂(u, v)
=

1

2
, (6 puntos)

se tiene que∫∫
D

e
y−x
y+xd(x, y) =

1

2

∫∫
R

ev/u d(u, v) = 3(e− e−1). (6 puntos)

b) Utilizando coordenadas esféricas, la ecuación de la hoja superior de cono queda
φ = π/4 y la de la esfera queda ρ = 4 cos (φ) (6 puntos); el volumen es∫∫∫

S

1 d(x, y, z) =

∫ 2π

0

∫ π/2

π/4

∫ 4 cos(φ)

0

ρ2 sin (φ) dρ dφ dθ =
8π

3
. (7 puntos)

Observación: Utilizando coordenadas ciĺındricas, la ecuación de la hoja superior
del cono queda z = r, la de la esfera queda z = 2±

√
4− r2 y

V (S) =

∫∫∫
S

1 d(x, y, z) =

∫ 2π

0

∫ 2

0

∫ r

2−
√
4−r2

r dz dr dθ =
8π

3
.

1



2. Un campo de fuerzas F se define por

F (x, y, z) = yı̂+ ẑ− yzk̂, con (x, y, z) ∈ R3.

a) Decidir si F es o no conservativo en R3.

b) Calcular el trabajo W =

∫
F · dr efectuado al mover una part́ıcula desde el

punto (2, 0,
√

5) hasta el punto (−
√

3, 1,
√

5), con y ≥ 0, a lo largo de la curva
de intersección C entre la esfera x2 + y2 + z2 = 9 y el plano z =

√
5 bajo la

influencia del campo F .

Solución:

a) Como ∇× F 6= θ en R3, F no es un campo conservativo. (5 puntos)

b) La curva C corresponde al arco de circunferencia x2 + y2 = 4 en el plano
z =

√
5 desde (2, 0,

√
5) hasta (−

√
3, 1,
√

5) (con y ≥ 0) y una parametriza-
ción para ella es C(t) =

(
2 cos(t), 2 sin(t),

√
5
)
, donde t ∈ [0, 5π/6]. (6 puntos)

De lo anterior, como∫
F · dr =

∫ 5π/6

0

(
2 sin(t),

√
5,−2

√
5 sin(t)

)
· (−2 sin(t), 2 cos(t), 0) dt

se tiene que W =
√

5−
√

3

2
− 5π

3
. (6 puntos)

2



3. Sea S la parte de paraboloide z = x2 + y2 − 1 por debajo del plano z = 8, con
orientación n̂ tal que n̂ · k̂ > 0 y sea F el campo el campo vectorial definido por
F (x, y, z) = (x2 − y − 4, xy, 2x+ z2).

a) Calcular el área de S.

b) Utilizando el Teorema de Stokes, calcular

∮
∂S

F · dr.

Solución:

a) Una parametrización para S es φ(x, y) = (x, y, x2 + y2 − 1), cuyo dominio es
D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x2 + y2 ≤ 9} (3 puntos), luego

A(S) =

∫∫
S

1 dS =

∫∫
D

√
1 + 4x2 + 4y2 d(x, y). (2 puntos)

Utilizando coordenadas polares, se tiene que

A(S) =

∫ 2π

0

∫ 3

0

r
√

4r2 + 1 dr dθ =
π

6

(
37
√

37− 1
)
. (3 puntos)

b) Como S es suave y orientable, con borde ∂S una curva cerrada simple y F es
de clase C1 en un abierto que contiene a S, entonces por Teorema de Stokes se
tiene que ∮

∂S

F · dr =

∫∫
S

∇× F · n̂ dS, (3 puntos)

donde n̂ orienta a S de modo que n̂ · k̂ > 0.

Utilizando la parametrización de a), se tiene,∮
∂S

F · dr =

∫∫
D

(0,−2, y + 1) · (−2x,−2y, 1) d(x, y) = 9π. (7 puntos)

19 de Diciembre de 2016
GAJ/EBC/EGG/egg
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Universidad de Concepción
Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas
Departamento de Matemática

Pauta Evaluación N°2
Cálculo III (521227)

1. Calcular la integral de ĺınea

I1 =

∫
C

(y + ex) dx+
(
2x+ cos y2

)
dy,

donde C es la curva que limita la región encerrada por las parábolas x = y2 e y = x2,
orientada en el sentido contrario a las agujas del reloj.

Solución: El campo vectorial F : R2 → R2, definido por

F (x, y) = (p(x, y), q(x, y)) =
(
y + ex, 2x+ cos y2

)
,

es de clase C1 sobre un abierto que contiene aD := {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, x2 ≤ y ≤
√
x}.

Como C = Fr(D) es una curva cerrada, simple, seccionalmente suave y tiene orien-
tación positiva, por Teorema de Green (10 puntos), se tiene que

I1 =

∫∫
D

(
∂q

∂x
(x, y)− ∂p

∂y
(x, y)

)
d(x, y) =

∫ 1

0

∫ √
x

x2

1 dy dx =
1

3
. (10 puntos)

2. Sea Ω el sólido limitado por el cilindro x2 + y2 = 2y, el cono z =
√
x2 + y2 y el

plano z = 0. Determinar el volumen de Ω.

Solución: Utilizando coordenadas ciĺındricas, el sólido Ω se describe por 0 ≤ θ ≤ π,
0 ≤ r ≤ 2 sin θ y 0 ≤ z ≤ r.

Luego, el volumen pedido es

V (Ω) =

∫ π

0

∫ 2 sin θ

0

∫ r

0

r dz dr dθ (10 puntos)

=
8

3

∫ π

0

sin3 θ dθ

=
32

9
. (10 puntos)

1



3. Calcular la integral de superficie

I2 =

∫∫
S

(
xy2 +

1

4 + z2
, yz2 +

1

4 + x2
, zx2 +

1

4 + y2

)
· n̂ dS,

donde S = S1∪S2 es la unión de las superficies esféricas S1 = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 1}
y S2 = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 4}. La orientación de S1 considera el vector nor-
mal que apunta hacia el origen y la orientación de S2 considera el vector normal que
apunta en la dirección contraria al origen.

Solución: El campo vectorial F : R3 → R3, definido por

F (x, y, z) =

(
xy2 +

1

4 + z2
, yz2 +

1

4 + x2
, zx2 +

1

4 + y2

)
es de clase C1 sobre un abierto que contiene a V := {(x, y, z) : 1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 4}.

Como la superficie S correspondiente a la frontera del sólido V es suave, cerrada y
está orientada exteriormente, dado que

∇ · F (x, y, z) = y2 + z2 + x2,

por Teorema de Gauss, se tiene que

I2 =

∫∫∫
V

(
x2 + y2 + z2

)
d(x, y, z). (10 puntos)

Utilizando coordenadas esféricas, el sólido V se describe por 0 ≤ ϕ ≤ π, 0 ≤ θ ≤ 2π
y 1 ≤ ρ ≤ 2, por lo tanto

I2 =

∫ π

0

∫ 2π

0

∫ 2

1

ρ4 sinϕ dρ dθ dϕ =
124π

5
. (10 puntos)

23 de Junio de 2017
EGG/JRC/CFS/JOF/HPV/egg
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Universidad de Concepción
Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas
Departamento de Matemática

Pauta Evaluación N◦2
Cálculo III (521227)

1. Calcular el volumen de la región R, en el primer octante, acotada por el cilindro
parabólico de ecuación z = 9− y2 y el plano de ecuación y = 3x.

Solución: Una descripción de la proyección del volumen en el plano xy es

{
(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ 3, 0 ≤ x ≤ y/3

}
,

de donde, el volumen de R está dado por

V (R) =

∫ 3

0

∫ y/3

0

∫ 9−y2

0

1 dz dx dy (10 puntos)

=
27

4
. (5 puntos)

2. Determinar el valor de la integral doble∫∫
D

√
x2 + y2 d(x, y)

donde D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 4y}.

Solución: Utilizando coordenadas polares, el conjunto D, se describe como

0 ≤ θ ≤ π y 0 ≤ r ≤ 4 sin θ.

Luego, la integral doble es∫∫
D

√
x2 + y2 d(x, y) =

∫ π

0

∫ 4 sin θ

0

r2 dr dθ (7 puntos)

=
64

3

∫ π

0

sin3 θ dθ

=
256

9
. (5 puntos)

1



3. Sea F el campo vectorial en R2, definido por

F (x, y) =

(
x+

y

x2 + y2
, y − x

x2 + y2

)
a) Usando la definición, calcular la integral de ĺınea de F a lo largo de la circun-

ferencia C de ecuación x2 + y2 = a2 orientada en sentido antihorario.

b) Usando el Teorema de Green, calcular la integral de ĺınea de F a lo largo de la
curva correspondiente a la unión de los segmentos de recta C1 y C2, donde C1

va desde (−1,−1) a (0, 1) y C2 va desde (0, 1) a (1,−1).

Solución:

a) Al considerar C(t) = (a cos t, a sin t), donde t ∈ [0, 2π], se tiene∫
C

F · dr = −
∫ 2π

0

1 dt = −2π. (6 puntos)

b) Sea C3 el segmento orientado desde (1,−1) a (−1,−1) y con parametrización
C3(t) = (−t,−1), donde t ∈ [−1, 1], por definición de integral de ĺınea, se tiene∫

C3

F · dr =

∫ 1

−1

(
1

t2 + 1
+ t

)
dt =

π

2
. (4 puntos)

Sean p(x, y) = x +
y

x2 + y2
, q(x, y) = y − x

x2 + y2
y CT el triángulo orientado

en sentido horario correspondiente a la unión de los segmentos C1, C2 y C3.

Sea además D la región encerrada por la curva C del ı́tem anterior (con a >
√

2)
y exterior a CT , como p y q son de clase C1 sobre un conjunto abierto que
contiene a D, por Teorema de Green (segunda versión) se tiene que∫

C

F · dr +

∫
CT

F · dr =

∫∫
D

(
∂q

∂x
(x, y)− ∂p

∂y
(x, y)

)
d(x, y). (6 puntos)

Como
∂q

∂x
(x, y) =

∂p

∂y
(x, y), de la igualdad anterior y del hecho que

∫
CT

F · dr =

∫
C1

F · dr +

∫
C2

F · dr +

∫
C3

F · dr,

se obtiene que∫
C1+C2

F · dr = −
∫
C

F · dr −
∫
C3

F · dr = 2π − π

2
=

3π

2
. (4 puntos)

2



4. Sean F el campo vectorial definido por F (x, y, z) = x3ı̂+ y3̂+ z3k̂ y S el tronco de
cono de ecuación z2 = x2 + y2, con 1 ≤ z ≤ 4; orientado según el vector n̂ tal que
n̂ · k̂ < 0 (S orientada hacia abajo).

a) Parametrizar la superficie S.

b) Usar la parametrización anterior para expresar la integral de superficie∫∫
S

F · n̂ dA

como una integral doble.

Solución 1:

a) Una parametrización para S, es

Φ : D → R3

(x, y) 7→ Φ(x, y) =
(
x, y,

√
x2 + y2

)
,

donde D = {(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 16}. (6 puntos)

b) Del ı́tem anterior, dado que Φx(x, y)×Φy(x, y) =

(
− x√

x2 + y2
,− y√

x2 + y2
, 1

)
,

se tiene que la orientación para S está dada por

~n (x, y) =

(
x√

x2 + y2
,

y√
x2 + y2

,−1

)

Como F (Φ(x, y))·~n (x, y) =
x4 + y4√
x2 + y2

−(x2 + y2)
3/2

, por definición de integral

de superficie, se tiene que∫∫
S

F · n̂ dA =

∫∫
D

(
x4 + y4√
x2 + y2

−
(
x2 + y2

)3/2)
d(x, y),

donde D = {(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 16}. (7 puntos)

3



Solución 2:

a) Una parametrización para S, es

Φ : D → R3

(r, θ) 7→ Φ(r, θ) = (r cos θ, r sin θ, r) ,

donde D = {(r, θ) ∈ R2 : 1 ≤ r ≤ 4, 0 ≤ θ ≤ 2π}. (6 puntos)

b) Del ı́tem anterior, dado que

Φr(r, θ)× Φθ(r, θ) = (−r cos θ,−r sin θ, r) ,

se tiene que la orientación para S está dada por

~n (r, θ) = (r cos θ, r sin θ,−r)

Como F (Φ(r, θ)) · ~n (r, θ) = r4
(
cos4 θ + sin4 θ − 1

)
, por definición de integral

de superficie, se tiene que∫∫
S

F · n̂ dA =

∫ 2π

0

∫ 4

1

r4
(
cos4 θ + sin4 θ − 1

)
drdθ. (7 puntos)

25 de Junio de 2018
JCG/JRC/EGG/JOF/HPV/egg
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Universidad de Concepción
Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas
Departamento de Matemática

Pauta Evaluación 3
Cálculo III (2025)

1. Sean F : R3 → R3, definido por F (x, y, z) = (3x2yz−3y)̂ı+(x3z−3x)̂+(x3y+2z)k̂

y la curva Γ de ecuaciones paramétricas x(t) = t, y(t) = t3 + t2 − 1, z(t) = t + 3,

donde t ∈ [−1, 1]. Determinar el valor de la integral de ĺınea

�
Γ

F · dr.

Solución: Un potencial escalar para F es f(x, y, z) = x3yz−3xy+z2 (5 puntos) y
como F es de clase C1 en todo R3, entonces F es un campo conservativo. (5 puntos)

Por otra parte, como el punto extremo inicial de Γ es A := (−1,−1, 2) y el punto
extremo final es B := (1, 1, 4), (5 puntos) se tiene que

�
Γ

F · dr = f(B)− f(A) = 14. (5 puntos)

1



2. Calcular la integral

�
C

F · dr, donde F (x, y) =

(
2y − y

(x+ 1)2 + y2
,

x+ 1

(x+ 1)2 + y2

)
y C es la elipse de ecuación 4x2 +9y2 = 36 recorrida una vez en sentido antihorario.

Solución: Sean p(x, y) := 2y − y

(x+ 1)2 + y2
, q(x, y) :=

x+ 1

(x+ 1)2 + y2
y C0 la cir-

cunferencia de radio 1 con centro en (−1, 0) orientada en sentido antihorario.

Sea D la región entre las curvas C y C0, como F = (p, q) es de clase C1 sobre un
abierto A tal que D ⊂ A y las curvas C y C0 son suaves, simples y cerradas, entonces
por la segunda versión del Teorema de Green, se tiene que

�
C

p dx+ q dy −
�
C0

p dx+ q dy =

�

D

(
∂q

∂x
− ∂p

∂y

)
(x, y) d(x, y). (6 puntos)

Como
∂q

∂x
(x, y)− ∂p

∂y
(x, y) = −2, entonces

�

D

(
∂q

∂x
− ∂p

∂y

)
(x, y) d(x, y) = −2 Área(D) = −10π. (6 puntos)

Por otra parte, dado que una representación de C0 es la dada por las ecuaciones
paramétricas x = cos(t)−1 e y = sin(t), donde t ∈ [0, 2π], por definición de integral
de ĺınea, se tiene que

�
C0

F · dr =

� 2π

0

(sin(t), cos(t)) · (− sin(t), cos(t)) dt = 0 (6 puntos)

y por lo tanto, de lo anterior,

�
C

F · dr = −10π. (2 puntos)

2



3. Sea R la región acotada por el cilindro parabólico z = 1 − x2 y los planos z = 0 ,
y = 0 e y + z = 2. Sean S la frontera de R orientada exteriormente y F : R3 → R3,
el campo definido por F (x, y, z) = 2xzı̂+3yẑ+z2k̂. Indicar, de manera justificada,
si puede aplicarse el Teorema de Gauss para calcular

�

S

F · n̂ dA

y luego determinar el valor de dicha integral.

Solución: Como S es seccionalmente suave, cerrada y orientada exteriomente y F
es de clase C1 en todo R3, entonces es aplicable el Teorema de Gauss (6 puntos) y

�

S

F · n̂ dA =

�

R

∇ · F (x, y, z) d(x, y, z)

= 7

�

R

z d(x, y, z) (7 puntos)

= 7

� 1

−1

� 1−x2

0

� 2−z
z dy dz dx

=
16

3
. (7 puntos)

3



4. Sean F (x, y, z) = x2yı̂+(x+y2)̂+y2zk̂ y C el borde de la superficie que se muestra
en la figura

Utilizar el Teorema de Stokes para calcular

�
C

F · dr.

Solución: Como F es de clase C1 en todo R3, del Teorema de Stokes, la integral
de ĺınea puede calcularse como sigue

�
C

F · dr =

�

S

∇× F · n̂ dA,

donde S es la parte del cilindro parabólico que tiene como borde a la curva seccio-
nalmente suave C y cuya proyección en el plano xy es el conjunto

D =
{

(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 3/2, 2x ≤ y ≤ 3
}
. (6 puntos)

Una parametrización para S, es

Φ : D → R3

(x, y) 7→ Φ(x, y) =
(
x, y, 9− y2

)
,

de donde ~n(x, y) = Φx(x, y)× Φy(x, y) = (0, 2y, 1). (7 puntos)

De lo anterior,�
C

F · dr =

�

D

(
18y − 2y3, 0, 1− x2

)
· (0, 2y, 1) d(x, y)

=

� 3/2

0

� 3

2x

(1− x2) dy dx

=
45

32
. (7 puntos)

30 de Enero de 2019
EGG/egg
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Universidad de Concepción
Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas
Departamento de Matemática

Pauta Evaluación de Recuperación
Cálculo III (521227)

1. Sea f : R2 → R definida por f(x, y) =


xy(x2 − y2)
x2 + y2

, (x, y) 6= (0, 0)

0 , (x, y) = (0, 0)

.

a) Calcular
∂f

∂x
(x, y) y

∂f

∂y
(x, y) para todo (x, y) ∈ R2.

b) Mostrar que
∂2f

∂x∂y
(0, 0) 6= ∂2f

∂y∂x
(0, 0).

c) ¿Es f de clase C2 en una vecindad abierta del origen? Justificar.

Solución:

a) Para (x, y) 6= (0, 0), se tiene que

∂f

∂x
(x, y) =

y(x4 + 4x2y2 − y4)
(x2 + y2)2

y
∂f

∂y
(x, y) =

x(x4 − 4x2y2 − y4)
(x2 + y2)2

.

Además,
∂f

∂x
(0, 0) = ĺım

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= 0 y

∂f

∂y
(0, 0) = 0. (7 puntos)

b)
∂2f

∂x∂y
(0, 0) = ĺım

h→0

∂f

∂y
(h, 0)− f(0, 0)

h
= ĺım

h→0

h

h
= 1,

∂2f

∂y∂x
(0, 0) = ĺım

h→0

∂f

∂x
(0, h)− f(0, 0)

h
= ĺım

h→0

−h
h

= −1,

de lo anterior,
∂2f

∂x∂y
(0, 0) 6= ∂2f

∂y∂x
(0, 0). (7 puntos)

c) Si f fuese de clase C2 en una vecindad abierta del origen, por Teorema de

Schwarz, se tendŕıa que
∂2f

∂x∂y
(0, 0) =

∂2f

∂y∂x
(0, 0); por lo tanto, de la parte

anterior, f no es de clase C2 cerca de (0, 0). (6 puntos)

1



2. Sea C la curva de intersección de la esfera x2 + y2 + z2 = 1 con el plano y + z = 1,
orientada de manera que la curva C1, proyección de C sobre el plano xy, esté en
sentido antihorario.

a) Encontrar una representación paramétrica de C.

b) Calcular la integral

∮
C

y dx+ z dy + 4 dz.

Solución:

a) De la ecuación del plano se tiene que z = 1− y y reemplazando en la ecuación
de la esfera se tiene que

x2(
1/
√

2
)2 +

(
y − 1

2

)2

(1/2)2
= 1,

de donde x =
1√
2

cos(t) e y =
1

2
sin(t) +

1

2
; luego, una representación pa-

ramétrica para C está dada por

C(t) =

(
1√
2

cos(t),
1

2
sin(t) +

1

2
,
1

2
− 1

2
sin(t)

)
,

donde t ∈ [0, 2π]. (10 puntos)

b) Al considerar F (x, y, z) = (y, z, 4) y la parte anterior, se tiene que la integral
pedida está dada por∮

C

F · dr =

∫ 2π

0

F (C(t)) · C ′(t) = − 1

2
√

2
π. (10 puntos)

2



3. Sean g : [a, b] → R una función positiva de clase C1 y S la superficie del espacio
xyz que se obtiene al rotar en torno al eje x la curva y = g(x) con x ∈ [a, b]. Notar
que S admite por representación paramétrica suave φ : [0, 2π] × [a, b] → R3, dada
por φ(θ, x) = (x, y, z), donde x = x, y = g(x) cos(θ) y z = g(x) sin(θ).

a) Calcular el vector normal principal n(θ, x) a S en el punto φ(θ, x).

b) Encontrar el borde ∂S de la superficie S.

c) Para F (x, y, z) = (y, z, x) y S orientada exteriormente, determinar el valor de

la integral

∫∫
S

∇× F · n̂ dA:

i) Usando el Teorema de Stokes.

ii) Usando el Teorema de Gauss.

Solución:

a) n(θ, x) = (−g′(x)g(x), g(x) cos(θ), g(x) sin(θ)). (5 puntos)

b) El borde de la superficie S está definido por ∂S = C1 ∪ C2, donde C1 es la
circunferencia en el plano x = a de centro en (a, 0, 0) y radio g(a) y C2 es la
circunferencia en el plano x = b de centro en (b, 0, 0) y radio g(b). (5 puntos)

c) i) Del Teorema de Stokes, como S es una superficie orientada suave y F es
de clase C1 en un abierto que contiene a S, se tiene que∫∫

S

∇× F · n̂ dA =

∮
C1

F · dr −
∮
C2

F · dr.

Como una parametrización para C1 es

C1(t) = (a, g(a) cos(t), g(a) sin(t))

y una para C2 es

C2(t) = (b, g(b) cos(t), g(b) sin(t))

donde t ∈ [0, 2π] en ambos casos, al calcular las integrales de ĺınea por
definición, se obtiene que∫∫

S

∇× F · n̂ dA = π(g2(b)− g2(a)). (5 puntos)

3



ii) Sean S1 y S2 los discos en los planos x = a y x = b cuyos bordes son C1 y
C2 respectivamente, S1 orientada según el vector −ı̂ y S2 orientada según
el vector ı̂.

Sean además St = S + S1 + S2 y R el volumen acotado por St.

Como St es suave y está orientada exteriormente y ∇× F = (−1,−1,−1)
es de clase C1 en un abierto que contiene a R; del Teorema de Gauss, dado
que ∇ · (∇× F ) = 0, se tiene que∫∫

S

∇× F · n̂ dA+

∫∫
S1

∇× F · n̂ dA+

∫∫
S2

∇× F · n̂ dA = 0,

de donde∫∫
S

∇× F · n̂ dA = −
∫∫

S1

∇× F · n̂ dA−
∫∫

S2

∇× F · n̂ dA.

Del Teorema de Stokes, se tiene∫∫
S

∇× F · n̂ dA =

∮
C1

F · dr −
∮
C2

F · dr

y de lo obtenido en la parte i), se obtiene que∫∫
S

∇× F · n̂ dA = π(g2(b)− g2(a)). (5 puntos)

3 de Enero de 2017
GAJ/EBC/EGG/egg
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UNIVERSIDAD DE CONCEPCION
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DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

EGG/JAG/CFS/JOF/HPV

Solución Evaluación Recuperación.
Cálculo III.

1. Determine el volumen máximo de una caja rectangular inscrita en una esfera
de radio r. (20 puntos)

Solución.- Una esfera de radio r se representa por S : x2 + y2 + z2 = r2.

Tomando un vértice (x, y, z) ∈ S, el volumen de la caja inscrita, con ese vértice,
está dado por V = 8xyz.

Por lo tanto el problema se resuelve determinando el máximo absoluto de

V (x, y, z) = 8xyz

sujeto a g (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − r2 = 0 (6 puntos)

Este máximo absoluto existe porque V es una función continua sobre el com-
pacto S. Además, por simetría podemos considerar que este punto está en el
primer octante (x > 0, y > 0, z > 0) y como V y g son de clase C1 y ∇g �= θ
en S, se puede usar el método de multiplicadores de Lagrange y se resuelve el
sistema

8yz = λ2x

8xz = λ2y

8xy = λ2z

x2 + y2 + z2 = r2 (7 puntos)

Considerando que todas las variables son positivas, se divide la primera por
la segunda y la segunda por la tercera, para obtener

y

x
=
x

y
∧ z
y
=
y

z

Así, x2 = y2 = z2 y por tanto, x = y = z y reemplazando en la cuarta

3x2 = r2 y x =
r√
3

Por tanto, x = y = z = r√
3
y λ = 4r√

3
.

El volumen máximo es V = 8
�
r√
3

�3
= 8

9

√
3r3

(7 puntos)



2. Haciendo uso del Teorema de Green, determine el área de la región limitada
por la curva C parametrizada por �r : [0, 2π]→ R

2 con �r (t) = cos3 t · ı̂+sin t · ̂

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

x

y

(15 puntos)

Solución.- La curva es simple y cerrada, suave por tramos. Por tanto, para un
campo F (x, y) = P (x, y) ı̂+Q (x, y) ̂ de clase C1 en un abierto que contenga
a C ∪D

�

C

Pdx+Qdy =

� �

D

�
∂Q

∂x
− ∂P
∂y

�
d (x, y) (5 puntos)

Si se toma el campo �F (x, y) = 0ı̂ + x̂ se obtiene ∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= 1

A (D) =

� �

D

1d (x, y)

=

�

C

xdy

=

�
2π

0

cos3 t cos tdt (5 puntos)

=
3

4
π (5 puntos)

3. Sea S la porción del cilindro x2 + y2 = 1 comprendida entre los planos z = 0
y z = y + 3, y sean C1 y C2 las dos curvas que conforman el borde de S.

a) Haga la representación geométrica (gráfico) de S y de su borde.

b) Encuentre representaciones paramétricas de la superficie S y de las curvas
C1 y C2.

c) Para el campo �F (x, y, z) = z · ı̂+x · j+ y · k̂, calcule su rotacional y escriba

claramente la fórmula integral entregada por el Teorema de Stokes para �F y la
superficie con borde considerada, indicando las orientaciones correspondientes.

d) Calcule la integral de superficie
� �

S

�
∇× �F

�
· n̂ dS.

(25 puntos)



Solución.-

a)

. (4 puntos)

b) Parametrización de S.- De las coordenadas cilíndricas:

Φ (θ, z) = (cos θ, sin θ, z) , definida en

D : 0 ≤ θ ≤ 2π , 0 ≤ z ≤ 3 + sin θ

Parametrización de C1: curva en el plano xy

x (t) = cos t , y (t) = sin t , z (t) = 0 con 0 ≤ t ≤ 2π

Parametrización de C2: curva en el plano z = 3 + y

x (t) = cos t , y (t) = sin t , z (t) = 3 + sin t con 0 ≤ t ≤ 2π (8 puntos)

c) ∇× [z, x, y] = ı̂+ ̂+ k̂ (constante)

Para aplicar el teorema de Stokes, se orienta la superficie S por el campo �n
que apunta hacia afuera del cilindro y las curvas C1 y C2 como se indica en
las parametrizaciones anteriores, para tener

�

C1

�F · d�r −
�

C2

�F · d�r =
�

S

�
∇× �F

�
· n̂ dS (6 puntos)

d) Para calcular
�
S

�
∇× �F

�
· n̂ dS usamos la parametrización indicada obte-

niendo
�

S

∇× �F dS =

� 2π

0

� 3+sin θ

0

�
ı̂+ ̂+ k̂

�
·
�
cos θ · ı̂+ sin θ · ̂+ 0 · k̂

�
dzdθ

=

� 2π

0

� 3+sin θ

0

(cos θ + sin θ) dzdθ

= π (7 puntos)
� 3+sin θ
0

(cos θ + sin θ) dz = (sin θ + 3) (cos θ + sin θ)
�
2π

0
(sin θ + 3) (cos θ + sin θ) dθ = π

07/07/17



Universidad de Concepción
Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas
Departamento de Matemática

Pauta Evaluación de Recuperación
Cálculo III (521227)

1. La función f : R3 → R, de clase C2, determina la relación w = f(x, y, z). La
transformación T : R3 → R3, definida por

x = ρ sinφ cos θ

y = ρ sinφ sin θ

z = ρ cosφ

permite expresar w en términos de las coordenadas esféricas ρ, θ y φ. Aplicar la

regla de la cadena para obtener las derivadas parciales
∂w

∂ρ
y
∂2w

∂θ∂ρ
.

Solución: De la regla de la cadena, se tiene

∂w

∂ρ
=

∂f

∂x

∂x

∂ρ
+
∂f

∂y

∂y

∂ρ
+
∂f

∂z

∂z

∂ρ

= sinφ cos θ
∂f

∂x
+ sinφ sin θ

∂f

∂y
+ cosφ

∂f

∂z
(5 puntos)

Nuevamente, de la regla de la cadena

∂2w

∂θ∂ρ
= − sinφ sin θ

∂f

∂x
+ sinφ cos θ

(
∂2f

∂x2
∂x

∂θ
+

∂2f

∂x∂y

∂y

∂θ

)
+ sinφ cos θ

∂f

∂y
+

sinφ sin θ

(
∂2f

∂y∂x

∂x

∂θ
+
∂2f

∂y2
∂y

∂θ

)
+ cosφ

(
∂2f

∂z∂x

∂x

∂θ
+

∂2f

∂z∂y

∂y

∂θ

)
,

donde
∂x

∂θ
= −ρ sinφ sin θ y

∂y

∂θ
= ρ sinφ cos θ. (10 puntos)
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2. Sean f : R2 → R la función definida por f(x, y) = xy + x− y y el conjunto

K =
{

(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 2
}
,

calcular los valores extremos de f sobre K.

Solución: Los valores extremos para f podŕıan alcanzarse en int(K) o en Fr(K).

En int(K) no hay puntos cŕıticos. (3 puntos)

En Fr(K), usando multiplicadores de Lagrange, al considerar g(x, y) = x2 + y2− 2,
se tiene el sistema determinado por ∇f(x, y) = ∇g(x, y) y g(x, y) = 0, esto es,

y + 1 = 2λx (1)

x− 1 = 2λy (2)

x2 + y2 = 2 (3) (4 puntos)

De (1) y (2), sumando, se tiene que

x+ y = 2λ(x+ y) = 0,

de donde y = −x o λ = 1/2.

Si y = −x, se obtienen dos puntos P1 = (−1, 1) y P2 = (1,−1).

Si λ = 1/2, de (2) se tiene que y = x− 1; luego, de (3) se tiene que

x =
1±
√

3

2

y se obtienen dos puntos más, P3 =

(
1−
√

3

2
,−1 +

√
3

2

)
y P4 =

(
1 +
√

3

2
,−1−

√
3

2

)
.

Como f(P1) = −3, f(P2) = 1 y f(P3) = 3/2 = f(P4), se tiene que el mı́nimo
absoluto es −3 y el máximo absoluto es 3/2. (8 puntos)
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3. Calcular la integral doble ∫∫
D

e
y−x
y+x d(x, y),

donde D = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0, 2 ≤ x+ y ≤ 4}.

Solución: Al considerar el cambio de variables dado por

u = x+ y y v = y − x,

la región de integración se transforma en

R =
{

(u, v) ∈ R2 : 2 ≤ u ≤ 4,−u ≤ v ≤ u
}

(6 puntos)

y como
∂(x, y)

∂(u, v)
=

1

2
, (3 puntos) la integral doble es∫∫

D

e
y−x
y+x d(x, y) =

1

2

∫∫
R

ev/u d(u, v) = 3(e− e−1). (6 puntos)
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4. Sea C la curva de intersección de la esfera x2 + y2 + z2 = 1 con el plano y + z = 1,
orientada de manera que la curva C1, proyección de C sobre el plano xy, esté en
sentido antihorario. Utilizar el Teorema de Stokes para calcular∮

C

y dx+ z dy + 4 dz.

Solución: De la ecuación del plano se tiene que z = 1 − y y reemplazando en la
ecuación de la esfera se obtiene que

x2(
1/
√

2
)2 +

(y − 1/2)2

(1/2)2
= 1. (5 puntos)

Sea S la parte del plano que está encerrada por C. Una parametrización para S es

Φ : D → R3

(x, y) 7→ Φ(x, y) = (x, y, 1− y) ,

donde D =

{
(x, y) ∈ R2 :

x2(
1/
√

2
)2 +

(y − 1/2)2

(1/2)2
≤ 1

}
y ~n = (0, 1, 1).

Definiendo F (x, y, z) = (y, z, 4), como S es suave y F es de clase C1, entonces por
el Teorema de Stokes ∮

C

F · dr
∫∫

S

∇× F · n̂ dA. (5 puntos)

De la igualdad anterior, como ∇× F = (−1, 0,−1), se tiene que

∮
C

F · dr =

∫∫
D

(−1, 0,−1) · (0, 1, 1) d(x, y)

= − Área(D)

= − π

2
√

2
. (5 puntos)

9 de Julio de 2018
JCG/JRC/EGG/JOF/HPV/egg
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