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iBien! Seguramente ya terminaron las vacaciones e intentando estudiar Calculo I hay
que recordar un poco lo visto en primer ano. Si alguien estd decidido a estudiar Célculo
ITI, repasar un poco lo de antes y revisar esta colecciéon de problemas resueltos podria
ayudarle un poco; podria, porque si un estudiante no asiste a clases y no estudia, no hay
mucho qué hacer con este documento y quizas sea mejor pasar el tiempo haciendo alguna
otra cosa en lugar de estudiar.

El Célculo en varias variables entrega las bases necesarias para estudiar muchas apli-
caciones, por ejemplo, en fisica e ingenieria los conceptos de densidad, trabajo y voltaje
estan definidos formalmente mediante la integral multiple, integral de linea e integral de
linea sobre campos vectoriales conservativos, respectivamente. En varias otras areas re-
lacionadas con la Matematica Aplicada resulta de vital importancia estar familiarizado
con el Célculo en varias variables; por ejemplo en Electromagnetismo son fundamentales
el Teorema de Gauss y el Teorema de Stokes, en Probabilidades y Estadistica el valor de

la famosa
+oo )
/ e Tdx
—0o0

cuyo valor exacto se puede obtener mediante el uso de las coordenadas polares y el
Teorema del cambio de variables, estd asociado a la distribuciéon normal estandar; y en
Métodos de Optimizacion o Investigacién Operativa es conveniente como punto de partida
conocer el Teorema de los valores extremos y los multiplicadores de Lagrange.

Este documento puede ser encontrado en http://www.udec.cl/~egavilan y corres-
ponde, en gran parte, a una recopilacion de problemas resueltos hace un rato por exestu-
diantes de Ingenieria Civil en la Universidad de Concepcién. Los ejercicios estan separados
en tres grupos, el primero para complementar lo visto en clases, el segundo a aquellos que
podrian aparecer en algun test y el tercero a esos que se preguntan en los certamenes. A
continuacién hay una especie de indice:

1. Nociones de topologia: Pagina 5, problema 1; 9, 1; 65, 1; 66, 1; 67, 1; 68, 1; 69,
1,70, 2; 72, 1; 74, 1; 76, 1.

2. Funciones de varias variables, curvas de nivel, limite y continuidad: 5,
problemas 2, 3 y 4; 9, problemas 2, 3 y 4; 65, 2; 66, 2; 67, 2; 68, problemas 2 y 3;
69, 2; 70, problemas 1y 3; 72, 2; 74, problemas 2 y 3; 82, 1; 98, 1; 133, 1.

3. Derivadas parciales

i) Definicién de derivada parcial y diferenciabilidad: 12, problemas 1, 2 y 4; 15,
1y 2,76, 2,79, 1; 82, 2; 91, 1; 98, problemas 2 y 3; 104, 1; 125, 1; 129, 1; 141,
1; 146, 1; 150, 1; 161, 1; 168, 1.

ii) Matriz jacobiana, buena aproximacién, espacio tangente y funciones de clase C*:
12, 3; 18, 1; 21, 1; 77, problemas 1 y 3; 84, 2; 86; 99, 2; 158, 1; 171, 1; 176, 1.

iii) Derivada direccional: 15, 3; 77, 2; 79, 2; 84, 1; 93, 2; 99, 1; 129, 3; 137, 1; 168,
2.
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4. Regla de la cadena: 18, problemas 2, 3, 4 y 5; 21, problemas 2, 3 y 4; 88; 89, 2;
91, 2; 93, 1; 96, 1; 125, 2; 129, 2; 133, 2; 137, 2; 141, 2; 161, 2; 165, 1; 168, 2; 173,
1; 178, 1.

5. Teorema de la funcién inversa, Teorema de la funcién implicita: 24; 88, 2;
89, 1; 91, 2; 93, 2; 94, 1; 96, problemas 2 y 3; 99, 2; 129, 4; 133, 3; 137, 3; 146, 2;
178, 2.

6. Extremos libres, extremos condicionados, multiplicadores de Lagrange:
28; 94, 2: 101, 1; 104, problemas 3 y 4; 125, problemas 3 y 4; 129, 5; 133, 4; 137,
4; 144, 1; 146, 4; 154, 1; 158, 1; 161, 3; 165, 2; 171, 2; 173, 2; 176, 3; 180, 1; 182,
problemas 1 y 2.

7. Funciones definidas por integrales: 35, 101, 2; 103; 104, 2; 108, problemas 1 y
2; 109; 150, 2; 182, 5.

8. Integracion

i) Integracion sin cambio de variables: 39, 3; 41, 3; 45, problemas 3 y 4; 107; 108,
3; paginas 110 y 111; 114, 1; 115, 1; 116, 1; 117, problemas 1 y 3; 118, 1; 120,
1; 137, 5; 144, 2; 146, 3; 154, 2; 158, 3; 165, problemas 3 y 4; 168, 5; 171, 3;
176, 2; 178, problemas 3 y 4; 180, problemas 2 y 3.

ii) Integracién con cambio de variables: 39, problemas 1y 2; 41, problemas 1 y 2;
45, problemas 6 y 7; 113, 1; 117, 2; 118, 2; 144, problemas 3 y 4; 146, 5; 158,
2: 168, 3; 173, 3; 176, 3.

iii) Coordenadas polares: 39, 4; 41, 6; 49, problemas 1 y 3; 114, 2; 115, 2; 123, 1;
141, problemas 3 y 4; 171, 5; 176, 4; 180, problemas 3 y 4.

iv) Coordenadas cilindricas: 39, problemas 5 y 6; 41, problemas 4, 5, 7, 8 y 9; 45,
problemas 1 y 5; 116, 2; 117, 1; 118, 3; 119, 1; 125, 5; 133, 5; 137, 5; 144, 5;
150, 3; 154, 2; 165, 5; 168, 4; 173, problemas 4 y 5; 178, 5.

v) Coordenadas esféricas: 39, problemas 5 y 6; 41, problemas 5, 7, 8 y 9; 45, 2;
49, 2; 124, 1; 137, 5; 165, 5; 168, 4; 171, 4; 173, 5.

9. Calculo vectorial

i) Integral de linea: 51, problemas 1, 5, 6 y 7; 141, 5.

ii) Teorema de Green: 55, problemas 1y 2; 60, 1; 112, 1; 113, 2; 120, 3; 121; 150,
4; 154, 3; 182, problemas 3 y 5.

iii) Campo conservativo: 49, 4; 51, 7; 55, 5; 60, 3; 112, 2; 116, 3; 120, 2; 124, 2;
154, 4; 158, 4.

iv) Integral de superficie: 51, problemas 2, 3 y 4; 119, 2.

v) Teorema de Stokes: 51, 6; 55, problemas 3, 4 y 7; 60, problemas 3, 5, 7 y 9;
123, 2; 154, 5; 161, 5; 176, 5; 180, 5.

vi) Teorema de Gauss: 55, problemas 3 y 6; 60, problemas 2, 4, 5, 6, 8 y 10; 123,
3; 150, 5; 154, 5; 158, 5; 161, 4; 182, 4.
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b)

d)

EJEMPLOS

Para los siguientes conjuntos determinar la adherencia; el interior; el conjunto de los
puntos de acumulacion y la frontera.

A= {xy E]R x<y<xx>0} {(0,1)},

B{xy, ER3x+y<l}

C={(x.y.zt)eR*:1<x* + ) + 27 +1° <4}0{(0,0,0,0):(1,0,0,0);(1,1,1,2)},
D= {xy, ER3ZZ=4—)C2—)/220}.

Calcular, si es posible, los siguientes limites:

2 ! [ 1 j
x” sin
lim #

(x.9)>(0,0)  x +|x|+|y|

4
lim Ay
(r.2)(0.0) x° +y

2 (x-1)?
im —(x _21) el
(x,y)—)(l,O) (x _ 1) + y2

. 2 2
sy x —
L osin(x’—y?)
(x2)=(00) x4y

Sean f y g las funciones definidas, para (x, y,z) # (0,0,0), como sigue

xXyz 1 xX+z

x4—+|Z|COS W y g(x,y,z)zf(x,y,z)vtﬁ.

. Como habria que definirlas en (0,0,0) para que resulten continuas en dicho punto?

f(x.y.2)=

X 2
X
Sea f:R’ >R, f(x,y)=4x+)’ ¥ Analizar Ia continuidad de f.
0 ,x=y"
5
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Idea de la Solucion:

A:

Zz{(x,y):x3 Syéx,xZO}u{(O,l)}, A(l)z{(x,y):x3 <y<x},

(;z{(x,y,z,z‘):l<x2ererzerz‘2 <4}

C={(x.y.z.t):1<x” +y” +2° + <4} 0{(0,0,0,0);(1,1,1,2)}
C':{(x,y,z,z‘):léxz+yz+zz+z‘2 34}

Fr(C)={(x.y,z.t):1=x"+y* + 27 +£ v X"+ y* + 27 +1 =4 0L{(0,0,0,0);(1,1,1,2)}
D:

AN
N

D={(x.0,2):2=4-x" 1?20} =D'= Fr(D), D={ }
6
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b)

d)

2 ! [ 1 j
X Sin
X—=y <

2 2
X X _

Para (x,y)#(0,0),

|x| ycomo lim |x| =0; entonces,

Pl D %
xzsin[ ! J
por Teorema del sandwich se tiene que  lim 2—x—y =0.
(x.9)>(0,0)  x +|x|+|y|
4 .3 3 AP .
Para (x,7) = (0,0), L _ -’y <|X|H(’“’y)2 _|x: luego Xy __,.

x°+y° H(x3,y) (x.2)-(00) x° + 37 B

e

()c—l)2
| ' =1V =
Si (x,y) IS {(x,y) eR?:x= 1} entonces (X’}I’)IE%LO)()C(—I)—ziyze =

(e
('x - 1)2 (x—l)eryz

Si (x,y) € {(x,y) eR*:y= 0} entonces (X,yl)iil%m) (- 1)2 .y e =e.
De lo anterior, no existe limite.
. 2.2 : 2.2 :
) (x—y)M= lim () lim S .1 .
(x.7)-(0.0) x+y (x.7)-(0,0) X =y (x.7)-(0,0) =0 f

Para f: Como |f(x,y,zj < |xy| =h(x,y,z), Y(x,y,z)#(0,00) y lim h(x,y,z)=0,

(x,»,2)>(0,0,0)

entonces  lim £ (x,y,z)=0. Debe definirse 1(0,0,0)=0.

(x,»,2)>(0,0,0)

Para g: Como  lim  f(x,,z)=0, debe analizarse  lim Xtz

(x,7,2)-(0,0,0) (x%,7,2)-(0,0,0) /xz +y2

.Si (x,,z) esta

) . X+z X , . .
en {(x,y,z) eR’: y=z= 0} , Se tiene lim ———=I1lim— ycomo este limite no existe,

(x,,2)=(0,0,0) /x2+y2 x—>0|x|

( l)in(l0 00) g(x, y,z) no existe y g no puede definirse de modo que sea continua en (0,0,0).
x,y,z)—>0,0,

7
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A={(x,y)e]R2:x¢—y2},si (x,,7,)€ A setiene que  lim )f(x,y):f(xo,yo)

(X>}’)—>(Xo sYo

(cuociente de polinomios con denominador no nulo), por tanto f es continuaen 4.

Ahora si (x,y)e A —{(0,0)}, lim  f(x,y) no existe.

(x.)=(-5.30)

En el origen, al tomar la trayectoria {(x, y) eR :x=y" } , e tiene que

(x,yl)ig(lo,o)f(x’y) =% # £(0,0)=0, luego /" no es continua (0,0).

Asi, f escontinua 4 y es discontinua en 4.

8
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b)

Para el conjunto 4 = {(x,y) eR’:0< |x| +|y| < 1} determinar la adherencia A4, la
frontera Fr(A) , el conjunto de los puntos de acumulacion A4’ y el interior 4.

3 3

x’+y .
calcular lim x,v).
xX—y ’ (x,y)—>(0,0)f( y)

Para f(x, y) =

Estudiar la continuidad en el origen para las siguientes funciones:

sin[(x2 +y° )2}

RS R, f(xy)= 4y (x.) #(0,0) ,
0 , (x,y)z(0,0)
x3+sin(y2) ,y<x

g:R* >R, g(x,y)= .
&) xz—xy+y2+cos(y2) , P> X

i xP+yt £l
Analizar la continuidad de f en todo R’ si f(x,y)=1 2 + yi -1 Y .
0, x*+y° =1

Idea de la Solucion:

A={(x,y)eR:0<|+]y <1} =4, A=4,

Fr(A)= {(x,y) eR*:|x|+]y]= l}u{(0,0)}.

9
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b)

3 3 3

3+ 3 3 _ 3+2 3 3 _ 2 2
XAy Xy Xy W eyt 2
X—Yy X—y X—y X—y X—y

f(x,y)=

3

Como lim (x2 + xy + yz) =0, debe analizarse la existencia de lim .
(x.9)-(0,0) (x.)=(0.0) x — y

3 3

J =k & x:y?+y,k¢0.

3
Sea T:{(x,y)eR2:x=%+y,k¢0}.

3 3

. . . b%
Silx,y)eT entonces lim =k or lo tanto lim
( y) (x2)-(0.0) x — y yP (x2)=(0.0) x — y

no existe.

Luego, lim X,)) no existe.
g (x,y)—>(0,0)f( y)

sin[(x2 +y’ )2}

(x2 + yz)2

sin [(x2 +y° )2}

lim 5
(x,»)—(0,0) (xz + yz)

yl)irr(lo,o) f(xy)= lim (x*+)%)

(x,y)~> (x,)—(0,0)

= lim (x2+y2)

(x.7)=(0,0)

=0-1
=0.

Como lim O)f(x,y) =0=/(0,0), f es continua en (0,0).

(x,y)—(0,

Si (x,y)eT = {(x,y) eR*:x=0,y> 0} ,setiene lim g(x,y)=1. Siel limite existiera su

(x,y)—)(0,0)

valor deberia ser 1, como 1#0= /(0,0), g no es continua en (0,0).

10
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Sea B={(x,y)e]R2 (X =1}.
Si (xo Vo ) € B¢ setiene que f es el cuociente de polinomios con denominador no nulo,

luego ( )hr(n )f(x,y) = f(%,,7,), por tanto f es funcion continua en el conjunto B€.
X,Y ) %0,)0

xt—y?

2 2

es siempre cero, luego
x“+y —1

Ahora si (x, y) € B el denominador de la expresion

cuando el numerador es no nulo el limite no existe. Deber analizarse entonces el caso en

que el numerador sea cero,

2

x> +y*=1 (1) x'-y’=0 & y=+x (2)

Al reemplazar la ecuacion (2) en la (1), se llega a las siguientes soluciones:

p_(L Lj p_(_i Lj
W22 L V27V2
P, =-PF, P, =-R
=P . , 1
Para (x,li?la f(xy)= (x,lyl?lpl Pt al tomar la trayectoria {(x,y) eR’:y= ﬁ}

se tiene que ( li?lpf(x,y)zlsf&O:f(Pl).

X, y)>h
LLJ
V2'\2)

Luego f no es continuaen P, :(

De manera similar se llega a que f no es continua en los otros tres puntos.

De lo anterior, / es continua en todo R” excepto en {(x,y) eR*:x*+y° =1 }

11
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Sin(xyz)
s 5 5 s Vs 07070

Sea f(x,y,z)z x2+y2+|z| (x y Z)¢( )
0 , (x,7,2)=(0,0,0)

Mostrar que f es diferenciable en el origen.

2 2\ 1
Sea f:R’ >R, definida por f(x,y)= (x Ty )Sm(x2+y2j ,(x,y);t(0,0).

Mostrar que f es diferenciable en todo R’.

(1
Hallar la ecuacion del plano tangente al grifico de / en [ 1,2, 5sin (ED .

2.3
Xy
Sea f:R> —> R definida por f(x,y)—{xz 2 ,(x,y):t(0,0).

0 ,(xy)=(0,0)
Probar que / es de clase C' en todo R*.

Sea f:R" — R unanormaen R". ;Es f diferenciable en el origen?

Idea de la solucion:

£(0,00)=0,
g(O,O,O)=lz'mf(h’0’0)_f(0’0’0)=lz'mﬂ=0 af(o 0,0)= af(o,o,o)
ox h—0 h—0 ] ay Oz

: : : : . X, Y,
En este caso se tiene que f es diferenciable en el origen ssi . 1)1m0 00) H Sy ﬁ
(x,,z

[/ Geroz) | sin(oz) | o

Como < < H(x,y,z) , V(x,y,2)#(0,0,0) y

[E) I (E) = e
o ) 000 H X, ¥,z H =0, se tiene que efectivamente " }y,zl)iil(lo,o,o)m:o; luego, f es
diferenciable en (0,0,0). .

http:// www.udec.cl/~egavilan




b)

of . 1 2x 1
g(x,y)=2xsm pE _x2+y2 cos pE , V(x,)#(0,0);
of . 1 2y 1
g(x,y)=2ysm e _x2+y2 cos R , V(x,)#(0,0).

Las dos derivadas parciales son funciones continuas V(x, y)# (0,0), es decir, f es de clase

C' V(x,»)#(0,0). Luego, f es diferenciable en R*—{(0,0)}.

En el origen, £(0,0)= g (0,0)= g (0,0)=0. Luego, f es diferenciable en (0,0) ssi

ox oy
o f(ny) |/ (%) : _
im ol =0. Como o) <Jeer), vley)=00) v lim (xy)[=0

se tiene por Teorema del sandwich que  lim /(x.y)

) H(x’y)u =0; luego f es diferenciable

en (0,0). Por tanto, f es diferenciable en todo R’.

La ecuacion del plano tangente en el punto (0,0,0) esta dada por z=0.

La ecuacion del plano tangente en el punto [ 1,2, 5sin (%D esta dada por

S8 ool 2ol o))

o

6f
C ——(x, =
omo ()C y)

: of
se tiene que — y —— son

2x)° of 3x*y? + 1%yt
(x’ )= 5 o2
(x +y ) ox © 0Oy

(xz +y2)2 y o

funciones continuas V(x,y) #(0,0) ya que ellas son cuocientes de polinomios con

denominador no nulo. Luego, V(x,y)#(0,0), f es funcién de clase C'.

13
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Y (0.0)=2(0.0)=
5(0’0)_@(0’0) 0.

5, V(x,p)=(0,0) y

Como < 2H(x,y)

<4(x.»)

0
2 (x.9)

 Wley)#(00) y \%w)

. B ) of a9
(x,ylfir(lo,o)H(x,y)H =0, entonces (x,yl)lil’(lo,o)g(x,y) =0 (0,0) y

lim g(x,y) =0 =g(0,0). Por tanto, f es de clase C' entodo IR”.
(+3)(00) By oy

i L (00.0..,0) = £(0....,0)

h—0 h

= f(l,O,...,O)%i_r)r3|jl1—|, como f(1,0,..,0)>0y }11_%% no existe,

la derivada parcial de f con respecto a la primera variable no existe en el origen, luego f* no

es diferenciable en dicho punto.

14

http://www.udec.cl/~egavilan




a)
b)

b)

2.2
x’y
Sea f(x,7)={3" 1 ,* (x,2)#(0.0)

0 (xy)=(00)
o

Calcular — en cada punto donde exista.
X
A . . . .
Decidir si ™ es continua en el punto (0,0) y si / es diferenciable en (0,0).
X

X+ x’y
Sea f,:R* >R definida por f, (x.»)={|x" +|s|" (e.7)#(0.0)
0 (‘x’ y) = (070)

(Para qué valores de p la funcién f es diferenciable en el origen?

!
n

Sea f:R" > R definida por f(X):(Z|xi|pj p,con p=1.

i=1

Analizar la diferenciabilidad de f en el origen.
Para qué direcciones f admite derivada direccional en el origen?

;Qué ocurre en a) y b) si f(X)=max{|x]|}?

Idea de la solucion:

@(x,y):(L

V(x, 0,0
= (B )2 00)

g(o,o)ﬂimf(h’o);f(o’o) 0.

ax h—0

o o o

pol continua en el punto (0,0) < (X,})iir(lo,o)a(%y) =0= 5(0, 0).
Como (x,y)eT = {(x,y) eR*:x= yz} = (X,yl)iil(lo,o)%(x’y) #0, luego % no es

continua en el origen.

15
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En este caso se tiene que £(0,0)= £,(0,0)= S, (0,0)=0, luego f es diferenciable en (0,0) ssi

m L)
(x,yl)lir(lo»o) H(x,y)” -

CS) .

O o) )

(x.)#(0,0)y tim |(x,»)]=0.

f(x,) 0

entonces (x,yl)iir(lo,o) H(xa y)H

. f es diferenciable en (0,0).

% —=(0, 0)—hmf (1.0)-/,(0.0)_ lim i(o 0)—hmf (01)=1,(09) o
Ox h—0 h h—0 |hl’ oy h—0 h

Si p>2, f, no es diferenciable en el origen ya que a—p(0,0) no esta definida.
28

Si p =2 se tiene que fz (0 0) =1y f, esdiferenciable en (O 0) siy solo si

£(53)= £00)- 220,00 x- L (0,0)»

(oo [€%5] -0
En este caso el limite queda ( l)nn0 . % = l)in%0 O)XHJE(X—_)‘F); al tomar la
e x y Nt X,y
trayectoria {(x,y) eR*:y= —x} se tiene que “ yl)lil’(lo O)T‘J(}(x—_)ﬁ;) = —% #0; luego
w2)5(00) ||(x, y

£, no es diferenciable en (0,0).

Si p <2 se tiene que af—p(O 0)=0, f, es diferenciable en (0,0) <
p q o > > Jp > (x,9)—(0,0) H(x,y)u

como
16
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b)

7, Gen)|  elebes] ™+

[C30 [N CS9 [ )

<2[(xy)[ ", ¥(x.2)%(0,0)

lim H(x, y)H%p =0 entonces por Teorema del sandwich lim /s (x,y)

()>(00) (x.5)~(0,0) H(x,y)u =0, luego, fp

es diferenciable en (0,0).

Finalmente f, es diferenciable en (00) & p<2.

h,...,0)— £(0,...,0) . |k . ) :
Como %}ng /1 )h /A ) = £1n01|h—| no existe, no existe la derivada de f con respecto a

la variable x, en el origen; por tanto, f no es diferenciable en ese punto.

Sea v =(v,,...,v,) un vector unitario. Al considerar limf(tv) —f(0..--.0) = f(ﬁ)limH , se
t—0 t =0 ¢

tiene que este limite existe y vale cero solamente cuando f(¥)=0,0seasi # =6, lo cuales

o

una (contradiccion). Por lo tanto, 5(9) no existe.
\

Lo mismo.

17
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Sea f(x,y,z)= xsin(ij—z definida para y#0 y sea S= {(x,y,z) eR’: f(x,p,2)= 0}.
Y

Encontrar la ecuacion del plano tangente a S en el punto (xo, yo,zo)e Sy mostrar que
¢l contiene al origen.

Sea z:f(x+yj, con f:R—>R declase C'. Probar que x@(x,y)vty@(x,y):o.
X—y ox oy

+
Si f esreal de variable real, si u(x,y)=xy f [uj , determinar una expresién para la
Xy

funcion escalar g(x, y) de modo que se verifique la relacion

@ T (w) = 2 ) =g (e ) ().

d
Calcular Z(g of)ent=2,donde f:R — R’ esta definida por f(f)= (t, t* -4, e”z)
y g es una funcién a valores reales con dominio R’ tal que

0 0 0
a_g(Po)=4’ _g(Po)Zz’ _g(Po)=2 y P0=(2,0,1).
x oy 0z

Sea f/:R*> >R, (x,y)— f(x,») una funcién de clase C* y el cambio de variables
dado por x=u+v e y=uv.Sea g:R* >R, (u,v) > g(u,v)=f (u+v,uv). Obtener
2 2

. 0 0 A .
una expresion para a—‘g(u,v)+—§(u,v) en términos de las variables x e .
u v

Idea de la solucion:

La ecuacion del plano pedido es V' (x,,,.2,) - (x = x,, ¥ — ¥5.2—z,) =0, de donde se tiene

2
sin[ﬁj+ﬁcos[ﬁj,—x—gcos[ﬁj,—l (x=X0, ¥ =¥y, 2—2,)=0
Yo Yo Yo Yo Yo

X . .,
y como z, =X, sm(—oj, dicha ecuacion queda

Yo

18
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2
([ x
x sm(—°]+x—°co{x—°j —yx—(;cos(x—oj—z=0,
Yo ) Yo Yo Yo Yo

de donde se ve claramente que el origen esta contenido en el plano tangente.

oz _ 2y (x+y)| oz _ 2x [ x+y
o) (x—y)zf( j’ﬁy(w) (x—y)zf(x‘yj

0z 0z 2xy x+yj 2xy ,(x+yj
X—\xy)+y—(xy)=— + =0.
ax( y) yay( y) (x_y)zf (x_y (x_y)zf x_y

ou x+ [x+y)o[x+ x+ [ x+
Zny)=yf| =2 | 2 S| =y | R -2 2,
ox xy xy Jox\ xy xy X Xy
ou X+ fx+y|0(x+ X+ x [ x+
oy Xy Xy )oy\ xy xy )y Xy
reemplazando lo anterior en la relacion dada se tiene,

X+ X+
e ] e SO LIEN)
Xy Xy

Luego, una formula para g :R* >R, es g(x,y)=x—-y.

Sean (1) =1, y(1)=0~4, 2(1)=¢"; (g=/)(1)=(/ (1)) = (x(1). (1), (1)
d

el 0) =Ll (0).20) = Z( () SO+ Z(F ) 2 (0)+ E( 1 (1)

como f(2)=F, se tiene

L) =L(e(r)=Z(R)Z @)+ E(r) 2 )+ E (R)Z(2)

dt dt o o Yo e o
d
E(g(f(2))):4-1+2-4+2-1:14.
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2 ) =L () o)+ L) Z) = () v L ()
%(u v)_g;_{(x ) ~ (u v)+§;gx(x y)Z(u,v)nLv[s:gy(x y)— ™ (u, v)+i(x ) u(u V)j

O f >f
6y8x( ady

“amoy ,y)+u gy—{(x,y)-

xX,y)+u

2 2
Aqui, jygx gxgy (Schwarz), u+v=x yu®+v’ =(u+v) —2uv=x"-2y; luego,
Pg O 5 o’ o
a_unga_vf (u,v)=2ax]:(x,y)+2(u+v)axaj;(x,y)+(u2+v2)ay{(x,J’)
ig g f o/ s
WJFW (u,v):zy(x,y)+2xay8x+(xz—2y) e

20
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b)

Suponer que una particula se lanza desde la superficie x° + y> —z> =—1 en el punto

(1,1,\/5 ) en una direccion normal hacia el plano xy en el tiempo 1 =0 con una rapidez

inicial de 10 unidades por segundo. Despreciando los efectos de gravedad, ;Donde y
cuando cruza la particula el plano xy?

Si / es una funcién real de variable real de clase C ?, mostrar que w: R?> > R, definida

r—s . o . .
por w(r,s)=f (—j , es una solucién de la ecuacion diferencial parcial
s
r—s
s

Si f:R*>R, (u,v)> f(u,v) es una funciéon de clase C' y tal que la ecuacion

1 o*w 1 &*w |
) R ) =L

s Or r OsOr

f (xz -y, - zz): 0 define implicitamente una funcién z=z(x,y). Suponiendo que

o

. #0, calcular la expresién E(x,y,z)= yz%(x,y,z) + zx%(x, y,z) y verificar que ella
Vv X y

no depende de 1.

Sea g:R — R una funcién de clase C* y sea ademas f:R" >R, con n>3, la funcién
definida por f(X)= (||X||) .

Probar que Af

(r)+n—_1g'(r), donde r=||X||, X=0.
=1 ,' r

G

Pl

Probar que si Af (X ) =0, entonces f(X)= +C,, X #60,con C, y C, constantes.

Idea de la solucion:

Sean la superficie S : x* +y* -z =-1, el punto X, :(1,1,\/5) y f:R’> >R la funciéon
definida por f()c,y,z):)c2 +y?—z" +1.

La superficie S tiene ecuacion f (x, v, z) =0 y como el vector normal al plano tangente a S
en el punto X, esta dado por n=Vf(X,)= (2, 2, —2x/§), se tiene que, v = H;H\: =101 yla

ecuacion de itinerario de la particula esta dada por

XO=(x(03(0)20) = o= 11 o

z(t,)=0=1¢, =1—3 (segundos), la particula cruzaa z=0 en (2,2,0) en el tiempo ¢,.
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o*w ol .,
0sor (r2s)= a[f

1 o*w 1 °w 1 ., (r-s 1 ., (r-s 1 (r=s) 1 _(r-s
s or’ (r’s)+;8S8r(r’S)_s_3f( s j S3f( s j rszf( s j_ rszf( s j

Al considerar u(x,y,z)=x>—y" y v(x,y,z)=y>—z" y derivar implicitamente la ecuacion

O: )
f(x2 — %,y = zz)z 0, conrespecto a x e y para obtener % y Z  se tiene

X "~ Oy
%(u,v)%(x,y,z)+%(u,v)%(x,y,z)=0
2x8—];(u v)—2z%(x,y,z)l(u,v)=0
of
%(x z)—zau(u"})
v

Luego, E(x,y,z):yz%(x,y,z)mj—;(x,y,z):xy.

22
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2
X.
or x, O°r 0 (x _F_TI r—x of voNOr X,
2 ox;, )_r’éxl.z( )_le(rj_ PR ’le( )_ ()Gxi_ ()r’
azf a xl ' " x12 r2 _x12 '
L) Lo )= e ()

b)  Se tiene entonces que A/ (X)=0 equivalea g''(r)+ n-l

g'(r)=0.Si h=g' laecuacion
r

(n-1) h(r)=0 y puede ser escrita como i(’”Hh(’”)) =0.

r dr

queda A'(r)+

donde C es una constante; luego, g(r)= G +C,,

De esta ultima se tiene que A(r) = —
r

rn—l ’
C

donde C, =5 y C, es otra constante.
—-n

G
:||Xn72+ 2

AM(X)=0 o g()=t4C, o f(x)

rn—2

23
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Probar que cerca del punto (xo s Vs ZosUgs Vo ) = (1,1,0, % ,0) se puede resolver el sistema

x*—ycos(uv)+z> =0
x*+y* —sin(uv)+2z°-2=0

xy —sin(u)cos(v)+z=0

0.
de manera unica para x,y y z como funciones de # y v. Calcular a—x[%,OJ
%

Sea f:R — R una funcién de clase C' y sean u = f(x), v=—y+x f(x). Si f'(x,)#=0,
probar que la transformacién T/(x,y)=(u,v) es invertible cerca de (x,,,) y que su

inversa tiene la forma x = f ' (u), y=—v+u f' (u).

Sea f:DcR’— R definida por f(x,y,z)= g(x+i,y+£j ,con g funcion real de
Y

X
clase C' en R’ y Zl(x,y,z);to, V(x,y,z)eD:{(x,y,z)ER3,x¢0,y¢0}.
z

Expresar / como la compuesta de dos funciones de clase C'.

Verificar que la ecuacion f (x, y,z) =0 define implicitamente a z como funcion de

clase C' de las variables x e .
0z

0z
Comprobar que x—+y—=z—xy.
ox oy
Dada la funcién F : R’ — R?, definida por F(x,y)= (e)‘ cos(y),e" sin(y)) .
Probar que todo punto (x,,y,)€R’ admite una vecindad abierta J/ tal que la
funcién F:V — F (V) admite una inversa G de clase C' sobre F (V).
(Es f:R> > R? inyectiva?

Para cada par (u,v) e F (V) encontrar la matriz jacobiana [dG(u,v)] .

Idea de la solucion:

Sea F:R’>R’,
(x,y,z,u,v)l—)F(x,y,z,u,v) =(f1 (x,y,z,u,v),fz(x,y,z,u,v),f3(x,y,z,u,v))

donde f,(x,y,z,u,v)=x> —ycos(uv)+z*, f,(x,y,z,u,v)= x> + y? —sin(uv)+2z* -2,
24
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y fi(x,y,2,u,v)=xy—sin(u)cos(v)+z. Sea el punto P, =(xy, o, Zgs Uy, Vy ) =(1,l,0,%,0)

i)  F esdeclase C' en vecindades de P,,

iy  F(P,)=(0,0,0),

2 2 4 =620
8(x,y,z) X y z *

‘ 2x —Cos(uv) 2z
y x 1

)

Por 1), ii) y iii), segin el Teorema de la funcion implicita, el sistema dado define de manera
tmicaa x, y y z como funciones de clase C' en las variables # y v. Ademas, se tiene que

0o -~
; 12
0(x,y,2) _ o(f» 1o 15) O(fi, fo 15) o _Z y@(z OJ:_i
o(u,v) [ﬁoj o(x,,2) . o(u,v) B 6 ov\2’ 12°
R 0 0 0 z
4
0 0
a_z(xoayo) a_u(xoayo)
2. Como 5 6y =—f"(x,)#0 y T €C" envecindades de (x,,y, ), por
v v
a(xoayo) 5(’%))’0)

el Teorema de la funcion inversa, T es inversible cerca del punto (x,,y, ).
(y)=T"(wv) & T(xy)=(uv)

o flx)=u n —y+xflx)=v

o x=f") A y=uf"u)-y

& (6y)=(F"whu s w)-v).

25
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a) Sea h:R’— R, definida por 4(x,y,z) =(u(x,y,z),v(x,y,z)), donde u(x,y,z)=x+E y
Yy

z . .y
v(x,y,z) =y+=, dado que u y v son funciones de clase C' sobre D, entonces /4 es funcion
X

de clase C' en el conjunto D . Ademas como g es de clase C' sobre D, setiene que f =goh

es la compuestas de dos funciones C' .

b) Al considerar la ecuacion f(x,y,z)=0, como sobre el conjunto D, f esde clase C' y

o

—(x, v, z) # 0, por del Teorema de la funcidon implicita se tiene que dicha ecuacion define a z
7z

funcién de clase C' de las variables x e y .

¢) Al considerar la ecuacion g (u (x,3,2),v(x, ¥, z)) =0 y derivar implicitamente con respecto

0z Oz :
a x e y paraobtener — y —, se tiene

ox = Oy
% () 2 -
ou (u,v) ox (x,y,z)+ ov (u,v) ox (x,y,z) 0

& ) 142 500 ) 4 - )0,

u y Ox X~ xox

z 08¢, )\ %
x> GV(M’V) Gu(u’v)

(x,y,z)= : )
1dg 10g
y Ou (u,v)+x ov (u,v)

1574

de donde

ox

Ademas, de %(u,v)g—;j(x,y,z) +%(u,v)g—;(x,y,z) =0

a_g(u,v)[—iz +l%(x,y,z)j+Z—g(u,v)[]+l%(x’y’z)j =0 ,

i x Oy
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b)

) Oz y 0
se obtiene —(x,y,z)= .
% L AL T
y Ou X Ov

Luego,

(102 (npz) =
ox dy 10g

-
ox yay

e*cos(y) —e“sin(y)

e Sll’l(y) o COS(y) . Como detl:dF(xO’yo)] — e2xo £0 y F es de clase

[dF (x,)]=

C', por el Teorema de la funcion inversa, existe una vecindad ¥ del punto (x,,, ), tal que
F:V — F(V) posee inversa local de clase C' sobre F (V).

No, pues F(0,0) = F(0,27).

Aqui [dG (u,v)]=[dF (x,y)]", donde (x,y) eV estalque F(x,»)=(u(x,»),v(x,)), es

decir, u(x,y)=e"cos(y) y v(x,y)=e"sin(y). Asi,

4G ()] e*cos(y) —e“sin(y) T Tu T | Py e
u,v = = =
e*sin(y) e“cos(y) vV ou v u
uw+v:out v
27
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Hallar los puntos criticos y clasificarlos como maximos relativos, minimos relativos o

puntos de silla para f(x, y,z) =x'z+y’z +§z3 —4x—-4y-10z.

Sea f:AcR*> >R declase C° y 4 un conjunto abierto; / se dice arménica en 4, si

2 2
ZT{(x,y) +%(x,y) =0 en todo punto (x,y) de A. Demostrar que si / es armoénica y

tiene un miximo o un minimo local en (x,,y,) en A entonces todas las

derivadasparciales de segundo orden de f en (xo, yo) son nulas.
Analizar la naturaleza de los puntos criticos para las siguientes funciones:
f(xy)=¢ (sin(y) - l),

f(x,y,z)zx2 +y2 +z° +xp.

La temperatura en un punto (x, v, z) esta dada por T(x, v, z) =x—-2y+2z.
Determinar si existen extremos locales para 7 en R’.

Encontrar los puntos sobre D = {(x,y,z) eR:x*+y’+2° < 1} para los cuales se alcanza

la mayor y la menor temperatura.

Hallar los valores extremos f(x,y)= x> —y” sobre A= {(x,y) eR:x*+y° < 1}.
Sea f:R> >R definida por f(x,y) =6xy” —2x° —=3y".

Determinar y clasificar los puntos criticos de la funcion f .
Mostrar que f alcanza valores extremos sobre A= {(x,y) eR*:x*+y° < 16} . Indicar

como encontrar dichos valores.
Mostrar que la funcién f no tiene minimo absoluto sobre R’ .

Aplicando el método de los multiplicadores de Lagrange encontrar el punto de la elipse
de ecuaciéon x° +4y”> =4 que se encuentra a la mayor distancia, asi como el punto que se
encuentra a la menor distancia, de la recta de ecuacion x+y=4.

Hallar los extremos absolutos para f (x, y,z)= 2x—2y+z sobre la curva C interseccion
del plano z—x+y =1 yelcilindro x* +z> =1.

28
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Idea de la solucion:

o

Z(x,y,2)=2xz-4=0 = x=2/z (1)
ox
L (v,y,2)= 202 -4=0 = y=2/ @
oy
Zi(x,y,z)=x2+y2+2zz—10=0 = x> +y°+2z* =10 3)
X

De (1), (2) y (3) se tiene, (z2 —1)(22 —4): 0; hay 4 puntos criticos, ellos son P, = (1,1,2) =-P,,
P, =(2,21)=-P,.

2z 0 2x
Hf(x,y,z)= 0 2z 2y
2x 2y 4z
Punto A, A, A, Naturaleza
P positivo positivo | positivo Minimo local estricto
P, negativo | positivo | negativo Maximo local estricto
Py positivo | positivo | negativo Silla
P, negativo | positivo | positivo Silla

Como f es arménicay C* en A4, entonces para cualquier punto (x, y) en A, se tiene que

2 2 2 2
ﬂ(x, y) = a7 0 ]:(x,y) =— 0 ]:(x,y) . El determinante de la matriz hessiana en
o0yox Ox0y ox oy

el punto (x,,y,) es
o o’
IS (xywy) 2L

‘Hf(x % )‘_ ox’? 4 %(xo,yo)_ {sz(x % )Tj{azf (X, )T}
0070)| — | A2 2 - F 0°70 ﬁ 0°70 .
L (xr) 2L ) o

y(xoayo)

(x,y)y

Luego, si alguna derivada parcial de segundo orden de f en (xo, yo) fuese no nula, se tendria
que ‘Hf (%05 Yo )‘ <0y (x,,,) serfa un punto de silla, lo cual no puede ocurrir, por tanto,

todas la derivadas parciales de segundo orden de f en (x,,y,) son nulas.
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b)

b)

%(x,y)=f(x,y)=0 = sin(y):l = y=%+2kﬂ, k entero.

Zl(x,y):O: cos(y)=0 = y=%+2k7z v y=37ﬂ+2k7z, k entero.

Como e* >0y —2<sin(y)—1<0, entonces es claro que f(x,y)< f(x,%+2k7zj =0, por

T . .
lo tanto (x,E + 2k7zj , Vx € R corresponden a puntos de maximos absolutos.

of o

—(x,y,2z)=2x+y, %(x,y,z) =2y+x, a—(x,y,z) =2z . El inico punto critico es el
y 28
origen y corresponde un minimo absoluto, pues

2 2
f(x,y,z):(er%j +3%+22 >0=£(0,0,0), V(x,y,z) e R’

oT ., :
Fn no se anula en ningtin punto de R’, luego T no posee extremos relativos.
28

D= {(x,y,z) eR:x*+y" +2° < 1}. Por Teorema de los valores extremos, T alcanza
extremos absolutos sobre D .

Las derivadas parciales no son nulas en D No hay puntos criticos en D

Par Fr(D) = {(x,y,z) eR:x’+y +2° = 1}, al definir g(x,y,z): x* +y* +z° —1 yutilizar

multiplicadores de Lagrange, se tiene Vf(x, v, z) =1 Vg(x, v, z) y g(x, v, z) =0.

Hay 4 ecuaciones,

1=2x2 (1) —2=2y4 (2)
2=2z (3) x*+y*+z2 =1 4)
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Despejando A de (1), (2) y (3) e igualando se tiene que 2x =—y =z. Reemplazando en la

: : 1 1 22
ecuacion (4) en funcion de x se llega x = ig y hay dos puntos P, = (5,—§,§j =-P,.

Como T (P1 ) =3=-T (P2 ); se tiene que P, es el punto de mayor temperaturay P, es el punto
de menor temperatura.

Por el Teorema de los valores extremos, f alcanza extremos absolutos sobre 4 .

En A={(x,»)eR*:x*+ y* <1}, el tmico punto critico es P, = (0,0).

En Fr(d)={(x.y)eR*:x*+y* =1}:

flo,y)=x—y? =2x" ~1=g(x), vx e[~ 1]

g'(x)=0 = x=0 = y=41; g también alcanza extremos para x = %1, y como
x=%1 = y=0, setienen los puntos P, =(0,1), P, =(0,-1), P, =(1,0) y P, =(~1,0).
f(P)=f(P,)=~1, —1 es el valor minimo absoluto para f en 4,

f(P3 ) = f(P4) =1, 1 es el valor maximo absoluto para f en 4.

Puntos criticos: (0,0) , (1’1) y (1’_1); Hf(x,y):[_lzx 12y J

12y  12x-36y°

Punto A, A, Naturaleza
(1’1) negativo positivo Maximo local estricto
(1’_1) negativo positivo Maximo local estricto

Para el origen, si se consideran el nimero ¢ >0 y los valores de f sobre el eje x, se tiene
que f(&,0)=—-2¢" < f(0,0)=0< f(—&,0)=2¢" y el origen no es punto de méximo ni de

minimo, es punto de silla. 31
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b)

Como f es continua sobre 4 (que es compacto), entonces ella posee valores extremos sobre

dicho conjunto. Para hallar los valores extremos se puede proceder como sigue:

o

Se encuentran, si existen, puntos criticos en A4 .

Se encuentran candidatos a extremos en Fi r(A) , para lo cual se resuelve el sistema

6y° —6x° =2xA
12xy—12y° =2y4
x*+y° =16.

La funcion f se evalua en todos los puntos antes obtenidos, se comparan los valores de

las imagenes para obtener asi los extremos (méaximo y minimo absolutos) de f en 4.

Observacion: Para los hallar puntos candidatos a extremos en F: r(A) , alternativamente a

utilizar multiplicadores de Lagrange es parametrizar la circunferencia o despejar una variable en
funcion de otra y expresar a f como una funcién de una sola variable.

.. . . 2 <y
Un punto de minimo absoluto, en un conjunto abierto, como lo es R”, es también un punto de
minimo relativo. Ninguno de los puntos criticos es un minimo relativo, por tanto la funcién no

posee minimo absoluto.

Observacion: lim f (x,O) = —oo0 también asegura que f no alcanza minimo absoluto.

X—>0

Sea g(x,y)=x>+4y> —4. La distancia desde un punto P(x, y) de la elipse hasta la recta de
y p

|x+y—4
V2

ecuacion x+ y =4 estd dada por . La elipse esté bajo la recta, por tanto x+ y <4

osea |x+y—4 | =4—x—y. Encontrar los puntos sobre la elipse mas alejados y los mas
cercanos a la recta equivale a encontrar los extremos de la funciéon f (x, y) =4—x—y dadala

condicion g(x,y)=0.

32
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Usando multiplicadores de Lagrange, se tiene que Vf (x, y) =41 Vg(x, y) y g(x, y) =0,
de donde

—-1=2x1 (1)
-1=8y4 (2)
x’+4y° =4, 3)

: 1
De (1) y(2) setiene que x =4y ;y al reemplazar en (3) se obtiene y = iT. Se ha llegado
5

LJ y el més alejado, P, =—P,.

4
NN

a dos puntos: el mas cercano a larectaes P, :(

Otra solucién: Sean g(x,y,z,w)=x>+4y* —4; h(x,y,z,w)=z+w—4. Sean ademas,
P(x, y) y Q(z, w) dos puntos en el plano. La distancia entre estos dos puntos estd dada por

\/(x —z) +(y—w) . Si f(x,y,z,w)=(x—z)’ + (y — w)’, utilizando Lagrange, se tiene:

Vf(x, Y, Z, w) = /11Vg(x, V, 2z, w) + /12Vh(x, Y, Z, w)

g(x, V,Z, w) =0
h(x,y, z, w) =0

Hay 6 ecuaciones:
2Azx—z)=224x (1)
Ay-w)=84y ()
~2(x—z)=4, 3)
“2y-w=4 @
x> +4y’ =4 (5)
z+w=4.  (6)

Se piden los puntos sobre la elipse, asi que interesan los valores para x e y.De (3)y(4) se
tiene x —z =y —w;asi, de (1) y (2) se tiene que x =4y y al reemplazar en (5) se obtiene que

pos L 41
5 NN

Hay dos puntos, el mas cercano P, :( J y el mas alejado P, =-P,.
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8.

Sean g:R* >R y h:R* >R, donde g(x,y,z)=—x+y+z-1 y h(x,y,z)=x+2" 1.

Usando multiplicadores Lagrange, se tiene el siguiente sistema definido por
Vf(x, v, z) =a Vg(x, V, z)+,b’ Vh(x, v, z), g(x, v, z) =0y h(x, v, z)z 0.

Hay 5 ecuaciones,

2=—a+2fx (1)
—2=q )
l=a+2f8x 3)
—x+y+z=1 (4)
x4z =1 (5)

a=-2en (1) = =0 0o x=0.
Si =0 no se cumple la ecuacion (3), por tanto necesariamente debe cumplirse que

x =0 y reemplazando este valor en la ecuacion (5) sellegaaque z=1 o z=-1, luego

con estos valoresde z y x en laecuacion (4) setiene que y=0 o y=2.
Se ha llegado entonces a dos puntos P,(0,0,1) y P,(0,2,-1); f(P,)=1 méiximo absoluto,

f(P,)=~5 minimo absoluto.
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b)

d)

b)

1

Calcular lim |(3x—1)cos(#x) dx.

t—0
0

Probar que '[e*’ cos(xt) dt=1 !

0

2
X

Deducir que Te" M dt = % .
0

X

A% L)
Para x >0 sean F(x)= U e’ dtj y G(x) :I
0

dt.
/2

—X
0 1+

Probar que F es derivable sobre [0, [ y que F'(x) = 2,/F(x e, Vxe 0,00 .

Probar que G es derivable y que G'(x) =—-F'(x), Vx e [O,oo [

Probar que la funcién H :[0,0[ >R, H(x):=F(x)+G(x) es constante y ademas

encontrar su valor.

+00

Calcular '[ e dt.

0
+00

Dada la funcién ¢() = .[ e cos(ax)dx, VaeR.

0

Probar que ¢(«) es derivable sobre R.
Mostrar que ¢ satisface la ecuacién diferencial: ¢'(a) = —%¢(a).

Calcular ¢(a).

—xt

e
1+£

Sea F(x)= [ dt , x>0.
0

Justificar el hecho que /' es 2 veces derivable.

Mostrar que F satisface la ecuacion diferencial F"(x) + F(x) =
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y que la convergencia es uniforme.



b)

b)

Idea de la solucion:

f(x,2)=(3x~1)cos(tx) es continua sobre Rx[0,1] >R, luego F(r)= [ f(x,¢)dx también es

S ey —

1 1
continua y por lo tanto 1{1_1)1(}F(t) = F(O) y lti_r>10l.(|;(3x—l)cos(xt) dx = J.(3x—1) dx =l.

0

—t

_[e” cos(xt) dt = - [x sin (xt) - cos(xt)]

1+x

amto| 14 x7 x +1

J.e”cos(xt) dt = lim [1 ] [x sin(xa)— cos(xa)]+ 21 J: ! -
0

‘e” cos(xt)‘é e, V(x,t)eRxRy; Te’dt=l.

0

+00

La integral .[ e 'cos(xt) dt es uniformemente convergente Vx e R.
0

De la convergencia uniforme, se tiene el intercambio

+00

!

+00

e " cos(xt) dx dt = I e 'cos(xt)dtdx = Arcig b.
0

S C—y >
S Sy >

e sin(bt) W sin(x/gt)
—t , entonces | e . E

0

b
Por otra parte, como '[ e ' cos(xt) dx =
0

Sea f(x)= I e dt, por T.F.C. se tiene que f'(x)=e™ , F'(x)=2F(x e
0

—x2(1+t2)

—x2(1+t2)

g(x,1)= y g (x1)=-2x e son continuas V(x,) € Rj xRRj.

241
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1 1
c) Leibniz: G'(x) = J. g (x,t)dt = 2xe ™ J. ¢’ dt (puede considerarse aqui y = xt);
0 0
G'(x)=-2 e J.e*yz dy=-2 e VF(x) = —F’(x).
0

d)  H(x)=F(x)+G(x), H(x)=F'(x)- F'(x)=0, -.H(x)=k , con k constante.

H(0)=F(0)+G(0)=j Low==, .-.H(x)=%,v)czo.

0

2 +oo 2 +o0
¢) lim H(x)=lim F(x)+ lim G(x)= lim Ue’zdtJ = ( .[ e’zdtJ =%:> .([ e dt :Tﬁ

X—>+00 X—>+00 X—>+00 X—>+0
%/—J

0

+o0

4.  od(a)= I e cos(ax)dx, VaeR.

0

1) ¢(O) =—— (problema anterior), hay convergencia puntual.

[5

i) f(ax)= e cos(ax)y f,(a,x)= —xe ™ sin(ax) son funciones continuas
V(a,x) e RxRj.
iiiy Como |f, (a,x)|<x e, V(a,x)eRxR; y I xe Vdx =% entonces
0

J. £ (a,x) dx converge uniformemente conrespectoa « en R.
0

Por 1), ii) y iii), segun regla de Leibniz, se tiene que ¢ es derivable Va eR.

b) ¢(a)= —T)xe"2 sin(ax )dx = l{ lim [e”‘z sin(ax)} a— aT xe ™ cos(ax)dx}

i
0 2 | a>+o 0

u=sin(ax), u'=acos(ax); v'=-xe ™, v=

+00

#'(a)= —% .([ e cos(a x)dx = —%¢(a)
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Vi)

b)

2

o a i ca o o <
¢(a)=—5¢(a), j—=—j3da, ln|¢|=—T+C,de aqui se tiene ¢(a)=Ke *,

¢
Jz Jz

donde K =¢°. De la condicion inicial, ¢(0)=K = - luego, ¢(a)= ¢
F(l)= -([li—tzdt ; COMo e <e’y '([ e”'dt =1 entonces F(1) converge.
—xt —xt
flx,0)= ¢ —y filn)=- f€ o funciones continuas V(x,t)eR" xR".
1+t 1+t

+o0

Si xe[a,b]c]0,+0| se tiene que e <e ™, luego | f,(x,2)|<te™ y como J.te*”’dt
0

+o0
converge, I f. (x,t) dt converge uniformemente con respecto a x.

0

+00 te—xt

De 1), ii) y iii), se tiene que F es derivable VxeR" y F'(x)= —J. 7 dt
+
0

F'(1) =—J. te. dt ; como

<te'y J.te”dt =1 entonces F'(1) converge.
0

o 1+17 1+¢2
te™ te™ . . A
f. (x,t):—l —y fulx)= 2 son funciones continuas V(x,f) e R xR".
+1 +1

Si x pertenece al intervalo compacto [a,b] < 0,0 [ se tiene que e ™ <e™, luego
+00 +00

| fo(x,t)|<e™ y dad que como .[ e “'dt converge entonces .[ S (x,t) dt también
0 0

converge uniformemente con respecto a x.

+00 2 —xt
De iv), v) y vi) se tiene que F' es derivable VxeR" y F"(x)= .[ i © 7 dt ; luego,
+
0
F”(x)+F(x):+joot2 ﬂz dt++jo emz dt:Te’“dt:l.
o 1+ o 1+1 0 X
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Calcular la integral j j (x + y) d (x, y), sabiendo que A es la region del plano acotada por
A

el paralelogramo de vértices en (0,1), (1,0), (3.4) y (4.3).

Si D es la regién interior al paralelogramo cuyos vértices son (0,0), (2,1), (3,4) y (1,3),

hallar ” xy d(x,y).
D

Calcular el volumen acotado por z=0, x+z =1y x =y usando integrales triples en
todos los ordenes de integracion posibles.

3
Evaluar H(l +x°+ yz)é d(x,y) donde S es el disco unitario.
Usando integrales triples determinar el volumen dentro del cilindro x*> + y> =9 y fuera
del cono de ecuacién z° = x> + y°.

Un solido se encuentra acotado inferiormente por z =0 y superiormente por la esfera
x>+ > +2z° =4 yporel cono z=+/3x"+3), calcular el volumen de dicho sélido.

Idea de la solucion:

A estaencerradapor x—y=-1, x—y=1, x+y=1y x+y=7;alconsiderar s=x—-yy

t=x+y, se tiene que %(Zv,,;}))zé '[][ x+y)d(x,y)= J.dsj.tdt—24

T(u,v):T(u(l,0)+v(0,l))=uT(1,0)+vT(O,l)=u(2,1)+v(1,3)=(2u+v,u+3v),

8(); ) =35, ”xyd(xy) IIS 2u+v)(u+3v)dvdu—%

1 Wx 1-x 1 11-x 11-x /x
Volume =jj jldzdydx .[.[.[ldzdxdy jj jldydzdx
0-Jx 0 -1y% 0 0 0 —x
11—z Vx 1 Al-z 1z 11-y% 1z
:jj lydxdz—.[.[ Ildxdydz—jj jldxdzdy——
00 —Jx 01—z )2 10 2
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372 F 712 1/2 3csc(p)
v=8[[[rdzdodr=8 [ [ [ p’singdpdpdo=36x.
000 0 z/4 0

z=0—>¢)=%, X+ =4 p=2, z=43x" +3)° —>(p=%.

En el primer octante, se tiene

p° sin ( d(z)d@dp—

T e
00

7/6

4-7

i j rdzdrd@ .
1 0

”

N
J. rdzdrd@ +
0

2z 1
Observacion: En coordenadas cilindricas, V = I I
00

o'——.g’
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Calcular la integral J' J' (x + y)2 e’ d (x, y) donde R esla region acotada por x+y =1,
R

x+y=4,x—y=-1y x—y=1.

Encontrar j j (x2 + yz) d(x,y),donde S esla regién del primer cuadrante limitada
porlas curvas xy =4, xy=7, x> —y> =2y x’—y* =10.

Mediante un cambio en el orden de integracion evaluar '[ '[ Ydy dx y '[ '[ e’ dxdy.

x 0y

2

Hallar el volumen encerrado por x* + y* +z =16 y (x—2) +y* =4.

Calcular el volumen del sélido acotado superiormente por la esfera x° +y° +z> =4z

e inferiormente por el cono de ecuacion z =/x> + y° .

Evaluar la integral j j (
R 1+

las condiciones x> + > <1y x+y>1.

; )2 d (x, y), donde la region R esta determinada por

Sea R la region solida encerrada por la esfera con centro en el origen y radio 2 y sobre
el cono z=,3x>+3y° . Expresar la integral triple / = '[ '[ '[ 2a’ x V,z ) como integrales

iteradas, usando coordenadas rectangulares, cilindricas y esféricas.

Usar integrales triples y un cambio de variables adecuado para calcular el volumen del
sélido limitado superiormente por la esfera de ecuacion x’+ )° +z°> =4 e inferiormente

por la hoja superior del cono de ecuacién 3z° = x* + 7.

Un solido esta acotado inferiormente por el plano z =1, lateralmente por el cono
z>=x>+y" y superiormente por la esfera x’+)’+z°=18. ;Cual es el volumen del

solido?

Idea de la solucion:

1

—I1<s=x—-y<1l;1<t=x+y<4; :(a(x’y)j -
1 e, ¢ 21 1

X+y ”d xy Pefdtds =— | e'ds tzdz‘:—(e——j,
sy s jreais=sfeafra-3 (e,
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2.

Considerando 4<u=x>-3y><7 y 2<v=xy<10, se tiene que

o(xy) _[0(r)) 1 o(xy) 1
o(u,v) _(G(x,y)] _2(x2+y2) y (x2+y2)6(u,v) _2,de donde,
5 , 110 17 10
ISI(X +y )d(xay)=§:|:.!‘1dvdu=§:|:1du.2|.ldv=l2.
42 2 2 Ly 1%52 e .
”ey dy dx=I I e’ dxdy =e* -1, Ijexdxdy=—jjexdxdy=—”e’“dydx:1_5,
0x 0 0 03y 0y e
2

Cilindricas, ————~=

722
Cilindricas, olx,y.) =75 Viwrouito =4 I I I rdzdrdf=28r.
8(1’,9, Z) ! 00

42

http://www.udec.cl/~egavilan




a(x v Z) 712 7/4 4cos(p)
2L = —pPsin(@), Voo =4 p’sin(@)dpdpdd =8x .
Bargi

Esféricas,
0(p,0.9) 00

Polares, Zgi’y)=r, ”% d(x,y)=ﬁj. .[ ——dr dﬁ—% [l—ﬁj

R (1+x2 +y2) 0 1/(cos(6)+sin(9)) (l+r 4 9

Graficos de las superficies en el primer octante:

La proyeccion del volumen en el plano xy es un circulo de centro en el origen y radio 1.

1 V1x? (4-x-y? 27 142 27 716 2
1= | | Zazdyax={[[ [ rZdzdrao=| [ [p'sin(p) cos’(p)dp dpde.
1= 3524352 00 3 0 00
rectangulares cilindricas esféricas

Alreemplazar 3z> = x> + ) en x>+ > +z> =4, se tiene que z° =1, de donde z ==+1.
Como la region estd sobre la hoja superior del cono, la curva de interseccion que estéd sobre el

plano xy corresponde a la circunferencia de interseccion entre el cilindro x* +y* =3 yel

plano z =1; luego, la proyeccién del volumen sobre el plano z=0 es x* + > <3.

Al considerar el cambio a coordenadas cilindricas x = rcos(8), y =rsin(0) y z =z; se tiene

Que la ecuacion de la esferaes 7> +z° =4y la del cono por z = —3 La integral triple
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iii)

Ny

2

que calcula el volumenes V., = .[ rdzdrdf = 8?7[ .
0

o'——,ﬁ‘

r/«/g

Al utilizar coordenadas esféricas x = psin(@)cos(8), y = psin(@)sin(8) y z=pcos(p)

se tiene que la ecuacion de la esfera esta dada por p =2 y la del cono por ¢ =§ . La integral

2z

2
triple que calcula el volumen es V.. ., = .[ .[ J. p’sin(p)dedpdb —8?
000

/3

Utilizando coordenadas cilindricas, se tiene que

2 Mjmrdzdrde—ﬁ _ (57 —23&)7;

VMankeke = VBarqu[llo - VCono pequerio = .[0 .[0 - 3 3

Observaciones:

Lo anterior, en coordenadas esféricas, queda escrito como

_ 2z prl4 03 2 . B Z
VMankeke - .[0 .[0 .[0 p Sln(@)dpd(ﬂdg 3 .
En coordenadas esféricas, sin restar el volumen (conocido) del cono pequefio, se tiene

2z prl4 03 .
VMankeke :'[0 '[0 4-Lec((p)p2 Sln(@)dpd@de.

En coordenadas cilindricas, sin restar el volumen (conocido) del cono pequeio, se tiene

VMankeke = VMankeke perforado + I/buzo'n cilindrico
27 1 N9 27 (32 py9-1?

Vi omkere = .[ .[ .[ rdzdrd@+ .[ .[ .[ rdzdrd@ .
0 0 0 1 r
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Calcular el volumen de la region de R’ interiora x* +y> +z> =1ya x> +y> =y.

Determinar el valor de J. J. J. \/; d(x,y,z), donde S es el solido en el primer octante
N

limitado por la esfera x> + y*> +z> =16 y los planos x=+3y y x=y.

Calcular el volumen acotado por las superficies z = \/;, z=x",y=0 yx—y+z=0.

Sea D la region del primer octante acotada por los planos coordenados, el plano de

ecuacién x+y=4 y el cilindro y’>+4z>=16. Escribir las integrales que calculan el

volumen de D considerando los érdenes de integracion dzdydx y dydxdz.

Sea D la region del espacio interior x> +y> =2y, fuera del cilindro x> +y° =y,
sobre el plano xy y bajo el plano z =3— y; calcular su volumen.

X —

yjd(x,y),donde D={(x,y)eR*:0<x<1,0<y<l-x{.

Evaluar '[;[ cos (x y

y-x

Si §={(x,y)eR*:0<x<2A0<y<2-x}, encontrar [[e"*d(x,y).
S

Idea de la solucion:

0.5 I

-0.57

2
. 1 1
La proyeccion en el plano xy corresponde al circulo x” + [ v _Ej < 7 este en coordenadas

cilindricas se describe r < sin(@) y como ¢l esta en el semiplano superior tiene que 0< O < .
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2.

T 27 8
V= rdzdrdf=———.
L 579
o a(xayaz) 2
Esféricas, =—p~sin(@);
(0,0,0) ()
TS "!5‘-34
2 Affé@&’(h\'hémﬁ
RS SR
1 RN
NG N
NS

; 128
I pcos(p) p’ sin((o)dpd(od0=57z.
1]

[ de.2) -

EN R R YNIEN
S t— |y

X+z

V= ldydzdx:i.
10

o —
*N"—oﬁ\

+
0
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2sin @ 3—rsin @ 11
J.rdzdrdé?:E/z.

sin & 0

-]
0

Sea f(x,y)=cos Y=Y 1. £ no cambia de signoen D y  lim f(x,») no existe. Sea
X+ y (x,»)—(0,0)

n=l1

1 . +00 o o
Dn={(x,y)eR2:—Sx+y£l,x20,y20}, n>1,setieneque D, cD,,,y UD, =D.
n

Para integrar sobre D, se considera el cambio 7'(x,y)=(x—y,x+y)=(z,w).
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Si f(x,y)=e"", setiene que f no cambiadesignoen S y lim f(x,y) no existe. Al

(x.9)-(0.0)
) 1 )
considerar S, :{(x,y)eR2:—£x+y <2-x,x20,y2> O}, con n>1,setiene que S, =S, .,
n

+00 o

y uS S Para integrar, se considera T(x y) (y—x,y+x)=(u,v).

o v
>
al TS,
M
J 1 1 2 T g 3
1 1
a4 -2

gf(x,y)d(x,y)=%jjv‘v “dudv - [e_zj[l_ 4}112} I

[[ £ (x.y)d(x,y) = lim 1, _o- L

n—+o
s e
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Evaluar H(Hx e )):(XZ +y2)% d(x,y), si S:{(x,y)eR2;x2+y221,y20}.

d(x,y,z).

Sea D={(x v,z )E]R XY 4z >1} Calcular .[.U : )
) x +y’ 4z

Hallar Hln(xz +y2)d(x,y),si S ={(x,y) eR*:0<x’+y* <1 }.
s
Calcular la integral de linea J. 2xy dx+x° dy, cuando C es la curva que une el
origen 6 =(0,0) con el punto AC= (2,1) en los siguientes casos:
C es el segmento orientado que va desde # hasta 4.
C es el arco de parabola simétrico con respecto al eje y .

C es el arco de parabola simétrico con respecto al eje x.

C eslalinea quebrada 9B4, siendo B =(2,0).

C es lalinea quebrada 9DA, siendo D =(0,1).

Idea de la Solucion:

Sea f (x, y)= 4 . La funcién f no cambia de signo en S .
(1+x2+y ) (x +y )/

El conjuntoS no es acotado R*. Sea T, = {(x,y) eR* :1<x*+y*<n’,y> 0} con

+00

neN’, puede verseque: T, <T,,, A T.=S , usando coordenadas polares,

n=1

[[7e9) ()= [ [ arao =32
0 2n +1’
[] £ y)d(x y)—ll'mnz_l—l-
F 2o’ 41 2
El conjunto D es no acotado en R’.
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Sea Tn={(x,y,z)eR3:1Sx2+y2+zzﬁn2},conneN*.

+00 o
Puede verseque 7, c7,,, A U T.=S , usando esféricas se tiene,

n=1

JJ £ (xy.2) d(xy.z

_'—,=
o'—ng’

jsm do dOdp = 472'(1—ljy
) P n

gf(x,%Z)d(x,y,zF 47 lim (1_3 _4r.

n—+0w

+0 o

Sea f (x y)= (x +y ) S es acotado en R*, f es no acotada y no cambia de signo.
1 . °
Sea S, = {(xy)eR2 —<x 2+yz£1}conneN,como S, 8. AN USn=8.

n=1

Usando coordenadas polares, se tiene

0 1/n 1/n

I1 (53)d (3.9) = 7 Jim [_L)}

n—>+0w n

“f(x,y)d(x,y)zifjrln(rz)drd6’=27z.1[rln(rz)dr=7z(i2+ln ’Zz —1j y

— 1
c:{x_zt, tefol], jzxydx+x2dy=12jt2dt=4
y=t .

. xz . =t2
C.yzj,xe[0,2]o C{y t° ,te 02] I2xydx+x2dy Itdt—

C:x=2y* xe Ol] o C: { 6[0,1],I2xydx+x2dy=20.|.t4dt=4
C 0

=2
, €01
iy te[ ]

y=
x=t
C=C,uC,,donde C, { e ,tel0.2] y sz{

j2xy dx+x° dysz dt+.|.4 dt =
C 0 0

C=C,UC,, donde C, :{x:(t), tefol] y c, :{x_i, t[0,2]
Ve _

J.2xy dx+x° dysz dt+j.2t dt =
C 0 0 50
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Integrar f (x, v, z) =xyz a lo largo de las siguientes trayectorias:
C(t)= (e‘ cos(7),e' sin(t),S) , tef0,27],

C(t)= (cos(t) ,sin(t),t), tel027],

C(t):(%tz,ztz,tj, t0.1].

El cilindro x* + y*> = 2x encierra una porcién de superficie S sobre la hoja superior
del cono cuya ecuacion estd dada por z* =x’+)’>. Evaluar la integral
”(x4 —yt 4?2 - 2% +l)dS .

S

Evaluar la integral .[ .[ (xz +2yz)dS ,si S esla parte del plano 2x+ y+2z=6 que se
S

encuentra en el primer octante.

Calcular I I J1+4x*> +4y°dS, sabiendo que S es la parte del paraboloide circular
N

z=8-x" —y’ acotada por el paraboloide eliptico z = x* +3y°.

Mostrar que la integral '[ 2x sin(y)dx + ()c2 cos(y)—3y° ) dy es independiente de la

C

trayectoria. Evaluar la integral sobre alguna linea orientada desde A:(—I,O) hasta

B = (5,1), directamente parametrizando esa linea, para luego usar una funcion potencial
y comprobar el resultado obtenido.

Calcular cﬁ( y—z)dx+(z—x)dy+(x—y)dz,si C es la interseccién de las superficies
C

x Z LK)
xX*ryt=a’y _+Z=1’ con a y h positivos.
a

Sean F(x,y,z)=(%+y+ljf +( fyzz+x+2jj‘+(ln(x2+y2)+3)1€ y C la
X +y X +y

curva de interseccion entre el plano z=) con la porcién del cilindro x°+3y° =1

donde 0<z<1, calcular .[CF-dr.
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b)

Idea de la Solucion:

C'(t)= (e’ cos(7)—e'sin(¢),e' sin(¢) +e' cos(7), 0) te[0,27]

=2e", .[fdr—f.[3e3’51n cos(t)dt—?’\/—( 6”);

13

C'(t)= (—sin(t) cos (1), 1) te[0,27]

-2, Ifdr—fjtsm )cos(t)dt =— ”\/_

C'(r)=(anl), r efou], [C(e)| =25 +1

1
Ifdr:3jt5mdt:235158\/%_g
¢ 0

546875

f(x,y,Z):x4—y4+y222 —22x% 41, @(x,y):(x,y,m)
n =\/§, f(q)(x,y)):l
[[ £(x..2)ds =2 [[1d(x, ) =V2 Area (D) =27

D={(x,y)e]R2:x2+y2£2x},

f(x,y,z):x2 +2yz, (I)(x,y):[x,yﬁ—x—gj, D:{(x,y)e]R2 :0<x<3, 0Sy§6—2x},

H’T‘HZE F(@(x,p))=2"+y(6-2x-);

3 243
jsjf(x,y,z) ds = .[S[E[x2+y(6—2x—y)} d(xy)==
La proyeccion de S sobre el plano xy es D{(x y)eRz ? y7 1}'

Si @(x,y)= (x, y8—x>—y? ), se tiene que Hﬁ(x,y)” = 1+4x* +4y* . Luego,
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J.J.«\,l +4x* +4y°dA = ﬂ (1 +4x + 4y2)d(x,y), para evaluar la integral doble se considera el

N D

cambio x =2rcos(6) e y=+2rsin(8), de donde ” 1+4x% +4y>dAd =1427 .
N

Sea el campo vectorial F(x,y)= (p(x,y),q(x,y)) = (2x sin(y),x* cos(y) - 3y2) ,
como @ :6_p F

% es conservativo y la integral de linea dada es independiente de la
x oy

t
0

(1)

»(7)

. x(1)= x(1)=5
trayectoria. Sea C =C, UC, donde C,: ,te[-1,5]y C,: . t1€[0,1];

5 1
.[F.drz.[0dt+.[(25005(t)—3t2) dt =25sin(1)—1. Como F =Vf , se tiene
C -1 0

S (%, y)=2uxsin(y)

S(xy)=x"sin(y) +g(»)

J,(x.y) = x"cos(y) +¢'(y) = x* cos(y) -3y’
g(y)=-y’+k, keR

f(xy)=x*sin(y)—y’ +k;

[F-dr=f(B)-f(4)=25sin(1)-1.
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Si la curva esté en sentido antihorario vista desde la parte superior del eje z, se

x(t)=acos(r)

tiene que una parametrizacion es C: y t) a sm(t) ,donde ¢ e [0,27[] ,
)="h

z(1)= (1 cos(t))

I(y—z)dx+(z—x)dy+(x—y)dz =—27z(a2 +ah).

C

Otra solucion: Sea F(x,y, z) = (y - Z,Z—X,X— z) ysea S la  porcion del plano acotada

por el cilindro x* + y*> =a”; S se puede parametrizar por como ¢(x, y)= (x, Vs h[l—in,
a

donde el dominio es el conjunto D = {(x,y) eR*:x*+)° < az} y el vector normal a S es

- (h : : : L. .
= (—,0,1). Considerando la curva en sentido antihorario vista desde la parte superior del
a

eje z, por Teorema de Stokes, se tiene

GF-dr=[[VxF-ids =jj(—2,—2,—2)-(g,o,1j d(x,y)=-27(ah+a*).

Considerando la curva orientada desde el punto (1,0,0) hasta el punto (-1,0,0) y teniendo

en cuenta que un potencial f(x, y,z) = zln(x2 +y° ) +xy+x+2y+3z, se tiene que el valor
de la integral de linea es
F-dr=\| Vf-dr=1f(-10,0)-f(L0,0)=-2.
J £ dr=[ V1 -dr=7(-1,0,0)=7(1,0,0)
Observacion: Para calcular la integral de linea por definicion, se puede considerar la

parametrizacion C(r)= (cos(t),sin(t) ,sin(t)) ,con ¢ €[0,7].
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b)

Y

X
2y y qlx,y)=———
N Syt

es la elipse 9x”> +4y° =36 recorrida en sentido positivo.

Dadas p(x,y)= +x. Calcular Cﬁ pdx +qdy , donde C
C

Sea F=F+F,:R*>R’, con F, y F, definidos por Fl(x,y):£ 2—y2, 2x 2jy
P4yt Xty

F, (x,y)=[(x_l_)2y+y2 ,(x _)lc):iyz} Evaluar la integral de linea C'EF -dr , donde C esla

elipse x> +4y° =4 recorrida en sentido antihorario.

Sea F el campo vectorial F (x, y,z): (yz,—xz, yzz) y la superficie § =S, U S, con
S, ={(x,y,z)e]R3 z=2-x" -y 20} y S, ={(x,y,z)e]R3 X+ =2,0< z£8}.

Hallar el valor de J. J. VxF-ndS, donde n esla normal exterior a S.
S
Directamente, parametrizando la superficie S .

Usando el Teorema de Gauss y el Teorema de Stokes.
Calcular <.f>F -dr, con F (x, y,z):(2y,z,3y) y C es la interseccion de entre la esfera
C

x*+y°+z° =6z y plano z=x+3, orientada en sentido antihorario vista desde el
origen, directamente, parametrizando C y luego, usando el Teorema de Stokes.

Considerar las funciones p y ¢ del problema 1. Determinar el valor de la integral de

linea .[ pdx +qdy, sabiendo que C es el arco de la elipse cuya ecuacion esta dada por
C

4x* +9y? =36 en el primer cuadrante que une (3,0) con (0,2).

Utilizar el Teorema de Gauss para evaluar ”F -ndA, donde F(x, v, z) = (y,2x,3z) y
S

S:{(x,y,z)e]R3:x2+y2—2z=0, z£2}.

Considerar [ = (j)(y —z)dx+(z—x)dy+(x—y)dz, donde C es la interseccion entre las
C

superficies X’ =4z+4 e y* =-4z+4, recorrida de modo que su proyeccion en el plano

z =0, esta orientada en sentido antihorario. Transformarla en una integral de superficie
para calcular su valor.
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Idea de la solucion:

x =¢ cos(?)
y = ¢ sin(r)
0<e<2 y te [0,27z] , ¥ D laregion encerrada por la curva C que no estd encerrada

Sean la funcion vectorial F(x,y)=(p(x,y),¢(x,y)), la curva C,: { , donde

por C,. Por el Teorema de Green (segunda version), se tiene que
_(f[ %4 op _ _
C'EF.dr—Céfl)F-dr = g[a(x,y)—g(x,y)j d(x,y) = —Area(D) —7[(6‘2 —6) .

Al calcular directamente la integral sobre C,, se tiene (ﬁF -dr = —r&*; luego, §F -dr =-6r.

ol C
= = 1
Sean C,: * gc9s(t) y C,: * 500§(t)+ , con 0<8<l,0<5<ly te[0,27z].
y = ¢esin(7) y =6 sin(t) 2 2
Seanp:pl+p2 y q:ql+q2’d0nde pl(x’y)z_ zy 2 ql(x’y): zx 2
X +y X" +y
y x—1 . .,
S V) =mT——5—— ,V)J=—————.Si Desla del pl
pz(x y) (x—l)z e y qz(x y) (x—l)z e region del plano que es

exterior a C, y C, e interior a C, entonces por el Teorema de Green (segunda version),

_ ([ %4 op _ 0q _p _
C'EF.dr—C&FF.dr—iF-dr—g(a(x,y)—a(x,yﬂ d(x,y)=0, pues 5—5—0.

Ademas, (f)F -dr = (ﬁpldx +q,dy + (j) P,dx+q,dy + (JS pdx+q,dy +<j> Dp,dx+q,dy ;
C Cl C1 CZ C2

en el lado derecho de la tltima igualdad, la segunda y la tercera integral valen cero (Green,

primera version), la primera y la Gltima valen (directas) 27 . Luego, CﬁF -dr=4r.
C

VxF(x,y,z)=(2" +x,,-2z)

®,(x,)= (v, p.2-x> =), D ={(x,y)eR*:x* + y* <2},
iy (x,7) = @, (x,3)x D, (x,5) = —(2x,2),1)

J[vxF-ids = [f| -2(2-x =) x-4(1-x"= ) |d(x.9)
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b)

.[ VxF-ﬁdS=jj[—2(2—r2)2r20050+4(1—r2) r}drd&
0 0

@2(0,2)=(\/§cos(0),ﬁsin(9),z), D, ={(0,Z)ER210S0S272', OSZSS}
iy (0,2) = ®,,(0,2) x ,.(6,2) = (V2 cos(6),v25in(6),0), [[VxF i dS=327.

IIVXF-;% dS=ﬂV><F-ﬁ dS+ﬂV><F-ﬁ ds =32r.
S M S,

Sean §, = {(x,y,z) eR:x*+)* <2, z= 8}, la superficie orientada con vector normal
apuntando hacia arribay S, =S U S, tal que 0V =S, . Por Teorema de Gauss, se tiene que
fpvxF i ds=|[[V-(VxF)d(x,y,2)=0. Luego, [[VxF-idS==[[VxF-ids.

Sy v s S,

Por Stokes, I I VxF-ndS = (f)F -dr. C=0S, tiene sentido antihorario y parametrizacion
s, C

C(t):(x/zcos(t),x/zsin(t),ég), t €[0,27]; luego, §F.dr:—327z y ﬂVxF’ﬁ dsS =32r.
C N

Observacion: En b) puede usarse solamente el Teorema de Stokes, pues 0S =-0S; =-C.

F(x,y,2)=(2y,23y)

X

¥ 2
2 2

X . .,
P corresponde a la proyeccion de C en el plano z=0. Una parametrizacion

(3/\/5)2 32
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es —C(1) = (%cos(t)ﬁsin(t),%cos(t) + 3}, t €[0,27]; luego,

??Fwir = f(6sin(z‘),%cost+ 3,9sin(t)j~(%sin(z‘),—cos(t),%sin(t)jdt = %7[ .

0

Sea S la porcion del plano z =x+3 encerrada por C, aqui 7 = (1, 0,—1). La proyeccion de S

2 2

sobre z=0es D= (x,y)eRZ:x—+y <1

SR

(j)F-dr=J]V><F-;2 dS:H4d(x,y):4A'rea(D):—iz.

NG

, luego por Stokes, se tiene

Sea el campo vectorial G(x,y)=(0,x), al definir la funcion H = F+G se tiene que un
potencial para ella es la funcion escalar /4 definida por h(x,y) =Jx*+y> +2xy.Sielarco C
esta orientado de (3,0) a (0,2), se tiene jCH-dr=f(0,2)—f(3,0)=—1; por otra parte si

C(t)= (3 cos(t),2sin(t)), con t e [0,%}, se tiene

/2
.([G~dr: I (0,3cos(t)).(—3sin(t),2cos(t))dt:%ﬁ;por lo tanto, J.CF-dr =—l—%7z.

0

0.5

Sean §, = {(x,y, z) eR :x*+y* <4, z= 2} y S, =SuUS, orientada exteriormente. Si

oV =S, , por Gauss, se tiene que
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J.J.F-ﬁdA :HIV-F(x,y,z)d(x,y,z)=3J.02”J.02J.er dz dr d0 =121 .

s, % 2

S, tiene parametrizacion ¢, (x,y)=xi +yj +2k, con vector normal k y dominio
D, = {(x,y) eR:x*+y* < 4}, luego

J.J.F'ﬁdA=J.J.(y,2x,6)‘icd(x,y)=6z4rea (D)=247z y por tanto HF~ﬁdA=—127z.
S, D s

F(x,y,z)=(y—z,z—x,x—y). Laproyeccién de C enelplano z=0 es x’+)’ =8.Sea §

2

la porcion del cilindro parabdlico z = encerrada por la curva C, el vector normala S

es i = (f,o,lj .Laregion D= {(x,y) eR*:x* +)° < 8} es el dominio de la parametrizacion

de la superficie S . Por Stokes, se tiene

gSF.dr=ﬂV><F.ﬁdS=jj(—2,—2,—2)~(§,0,1} d(x,y)=-87

Observacion: Para la ecuacion de la superficie S puede considerarse también la del otro

22
cilindro parabdlico o la del paraboloide hiperbdlico dado por z = al 2 A
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Hallar cﬁ(e" +3x°)° )dx +(x +2x° y)dy , donde » es la curva simple y cerrada cuya traza
C

es el cuadrilatero de vértices 4=(1,1), B=(3,0), C=(2,2) y D=(0,3).

Calcular Cﬁ'f)F -AdS, para F(x,y,z)=(yz,xz,xy) y S es la superficie del tetratedro
S

limitado por los planos x=0, y=0, z=0 y elplano x+y+z=a,con a>0.

Encontrar (f)(xz —yz) dx+(y2 —xz) dy+(z2 —xy)dz , donde 7 es la curva cuya traza es la
4

interseccion de x> +y’ +z> =a’y x+y+2z=0.

Un campo escalar ¥ de clase C> es tal que [V = 4% y V-(¥(V¥))=10¥. Calcular

Cﬁﬁ Z\? dS, donde S es una esfera unitaria y 88_‘15 es la derivada direccional de ¥ en la
s on n

direccion del vector unitario normal exterior a S.

Hallar HVxF-ﬁ dS con F(x, y,z)z(y—z, yz,—xz), si § corresponde a las caras del
S

cubo [O,2]><[0,2]><[0,2] que no estin en el plano xy y 7 esla normal exterior.

Sea S la superficie del cubo V' de centro en (0,0,0) con aristas paralelas a los ejes
coordenados y longitud 2, orientada exteriormente. Dadas u(x,y,z)=cos(7x)+9z" y

v(x,y,z)=3x+)?, calcular @u%dS si es la normal exteriora S.
S

~

Sea F(x, y,z) SN A 5 al > j +zlAc, usar el Teorema de Stokes para calcular el

X+yt X4y
trabajo a lo largo de C(¢)=2cos(t)i +sin(¢) +(3+sin(t))l€ , donde 7 €[0,27].

Determinar el flujo de F(x,y,z)=(x,~2y,3z) a través de la frontera de la regién

acotadapor x=y> y z’ =4-x orientada exteriormente.

Determinar el valor de (ﬁ vdx+zdy+xdz, si C es la interseccion de las superficies
C

x*+y*+z°=a’y x+y+z=0,recorrida en sentido antihorario.
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10.

b)
c)

xi +yj +zk

Sea F(x,y,z)= 5, con (x,y,z);é(0,0,0).

3
(x2 +y zz) /
Calcular el flujo Cﬁj‘)F -ndS através de una esfera de radio a centrada en el origen.
S
Hallar la divergencia del campo, V- F'.
En la teoria electromagnética, el campo eléctrico creado por una carga puntual ¢,

q

ubicada en el origen es £ =
4rs,

F', donde &, es una constante. Usar las partes a), b) y el

Teorema de Gauss para calcular C'ﬁ'f)E -ndS en los siguientes casos:
S

S es una esfera centrada en el origen y orientada exteriormente.
S es la esfera unitaria de centro en el punto (2,0,0).
2 2 2

S es el elipsoide x? + y? +% =1 orientado exteriormente.

Idea de la Solucion:

Sea C =0D orientada en sentido antihorario, por el Teorema de Green, se tiene

(ﬁ(e" +3x2y2)dx+(x+2x3y)dy =J.J.ld(x,y)= Area(D)=3.

C
Sea ¥ el volumen encerrado por S, como F eC' (]R3) y § es seccionalmente suave y

cerrada, por el Teorema de Gauss se tiene que C.g)F-ﬁdS = .[[[V-F(x,y,z)d(x,y,z) =0.
S V

El campo vectorial F:R* — R* definido por F(x,y,z)= (x2 —yz,y’ —xz,2° —xy) es de clase

C' entodo R’ y VxF =0, por lo que él es conservativo y como ¥ es cerrada, CﬁF -dr=0.
4

¥R SR, ¥(VE)=(PE,, PV, PV,

VP(VP)) =P +¥P¥, +¥P+P¥  +V)+P¥_ =10¥ (1)

Ve[ = w2+ 92+ 92 =4¥ )

De (1) y (2), setiene W, +¥  +¥_ =6, portanto V-(V¥)=6.Como ¥ es diferenciable
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(pues W € C*) entonces 8‘{’ =VV¥-n, luego gﬁ)a—\?dS =<ﬁ>V‘P-ﬁdS. Por el Teorema de
on s on s

Gauss (considerando a /' como el volumen encerrado por §), se tiene

#V‘P-ﬁdS:.U.[V-(V‘P)(x,y,z)d(x,y,z)=6V=87z.

Sea S, el cuadrado del plano z =0 de centro en (1,1,0) , con lados paralelos a los ejes y
de lado 2, es decir, S, = {(x,y, 0)eR*:0<x<2,0<y< 2} . Una parametrizacion para
S, es @,(x,y)=(x,»,0), con D, ={(x,y)e]R2 :03x£2,0£y£2} y ﬁl(x,y)=lz,

luego ”V xF-hdS= ”‘(...,..‘,—1)-(0,0,I)d(x,y) =— Area(D,)=-4.
s, D,
Como 0§ =08, por Teorema de Stokes, se tiene que HVXF-ﬁ ds = HVxF-ﬁ ds=-4.
s s,

ov ) ov
v es C?, por tanto, — = Vv-7 y se tiene qpu—dS =puVv-ids.
P on Y fpuzzas=4p

N n N
Sea F=uVv:R' >R, (x,y,z)> F(x,y,2)= (3cos(7zx)+2722,2ycos(7zx)+18yzz,0) ,
por Teorema de Gauss, se tiene que Cﬁ.)F-ﬁdS = 'm.V-F(x, y,z)d(x,,z); luego,
S vV

Hqu-ﬁdS: j.j.j.(ZCos(ﬁx)—37zsin(7zx)+1822)dzdydx:48.
N

-1-1-1

2
C es la interseccion del cilindro eliptico x?+y2 =1 y el plano z=y+3. Sea C, la

circunferencia unitaria en el plano z=0 orientada en sentido antihorario, una
parametrizacion es C,(7) = (cos(t),sin(t),O), con t€[0,27].Sea S la superficie que tiene
como borde a CuUC,, por la segunda version del Teorema de Stokes, se tiene que
(j)F-dr—(J‘)F-dr =HV><F-ﬁ dS . Como VF(x,y,z) =6, setiene que

C q s

2r
(JSF-drz '[(—sin(t),cos(t),O)-(—sin(t),cos(t),O)dt:27z y por lo tanto, (ﬁF-dr:27z.
C

G 0
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8.

Sea V = {(x, y,z) eR:y*<x< 4—22} el volumen encerrado por las dos superficies y sea

S =0V . Sean S, la parte del cilindro parabdlico x=y* sobre S y S, la parte del cilindro

parabdlico x =4-z" sobre S , es decir, S =S5, US,.

La proyeccion de V' sobre el plano x=0 es D = {(y,z) eR*:y*+2° < 4} y coincide con la

proyeccion de S, y también con la proyeccion de S, sobre el mismo plano.

CDI(y,z)=(y2,y,z); D =D; ii(y,z)=®, (y,2)x®, (y,z)=(-12y,0)

D, (y,z):(4—zz,y,z); D,=D; ﬁz(y,z)zq)zy(y,z)xCDZZ (y,z)=(1,0,2z)

[[Fias=[[F-ids+|[F-n dS=T [ 57 (sin’ (0) - cos’ (0))+ 4r |drd6 =167 .
S, S, 0

S

O Ty 1

Otra solucion: Usando el Teorema de Gauss, se tiene

27 2 4-1*sin?(0)
J.J.F‘ﬁdSz.m.V'F(x,y,z)dV=2J.J.J.d(x,y,z):J.J. J. rdxdrd@=16r.
N v v 2 cos?

0 0 r*cos’(6)

2
La proyeccion de la curva C sobre el plano z =0 esta dada por x° +xy+ y° = 2 SeasSla

parte del plano encerrada por la esfera. Una parametrizacion para S es

2
®(x,y)=(x,y,—x—y), aqui el dominio es D :{(x,y) eR*: x> +xy+y’° S%} y
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10.

i(x,y)=®, (x,y)x®, (x,y)=—(LL1) es el vector normal. Si F(x,y,z)=(y,zx), por el

Teorema de Stokes, se tiene CJ.)F -dr = ”V xF-ndS=-3 A'rea(D) .
C S

1
u+—=ve

V22

Para calcular el area de D se considera el cambio de variables 7" dado por x =

1

1
=—Uu——
TR R

v, se tiene

T(D)z{(u,v)eR2 3ut +v° Saz}z (u,v)eRz:

Area(D):Hld(x,y): H ld(u,v):Area(T(D)) ar y (ﬁF-dl"Z—azx/gﬂ'.

7(D)

&

El vector normal unitario a la superficie una esfera de radio a y centro en el origen esta dado
(2r2) _(u22)

por n(x,y,z)=
( ) \/xz+yz+z2 a

V-F(x,y,z)zO.

. Luego, ﬂF-;zdS=a—lzjde=%Area(S)=4ﬂ.
N N

Si S estd orientada exteriormente, por la parte a a) se tiene '[ '[ E-hdS=2
N

80
Si § es la esfera unitaria de centro en (2, 0,0) , por Gauss y parte b) se tiene, .[ .[ E-ndS=0.
S

2 2 2

: X z . : )
Si § es el elipsoide ?+y7+3=1 orientado exteriormente, se considera una esfera de

radio 0< & <+/2 centrada en el origen orientada exteriormente, por Gauss se deduce que

HE-ﬁdS—HE-ﬁdS=H'[V-F(x,y,z)d(x,y,z).

N

Como V- F (x, y,z) =0 y el valor de la integral de superficie del campo E sobre cualquier

esfera centrada en el origen es 4 , se tiene que j E-hds=<.
£

0 s &y
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b)

PROBLEMAS TIPO TEST

Hallar 4, A;, A'y Fr(4),si

A

{(x,y)e]RzzyZS}u{(x,y)e]Rz :0<x£1,y=0}u{(0,2)},

A={(x,y,z)eR3:z=\/x2+y2,1£z<4}.

Sean f y g las funciones definidas, para (x, y,z) #* (0,0,0), por

xyz

4

) 1
f(x,y,z):2x+y+3z+28+Tz+|Z| y g(x,y,Z):XSIH(mj.

.Como habria que definirlas en el punto (0,0,0) para que ellas resulten continuas en
dicho punto? Si eso es posible, ;Qué valor debe darse a cada funcion en ese punto?

Solucion:

A'={ x,y)e]RZ:yZS}u{(x,y)e]Rz:Oéxél,y:O}
Fr(4)= (x,y)e]Rz:y=3}u{(x,y)e]R2:0£x£1,y=0}u{(0,2)}

A={(xy2)eR 2=\ 1) 1<z <4l = A = Fr(4), 4=¢

Como ‘f(x, y,z) —28‘ < 2|x| + |y| + 3|Z| + |xy| =h (x,y,z) , V(x,y,z) * (0,0,0) y

lim A(x,y,z) =0, se tiene entonces que lim x,y,z)=28.
(x,»,2)—(0,0,0) (x Y Z) q (x,y,z)—)(0,0,0)f( Y )

Luego, para que f sea continua en (0,0,0) debe definirse £(0,0,0)=28.

Como |g(x, y,zj <|xf, V(x,y,z) * (0,0,0) y lim )|x| =0, se tiene que

(x,y,z)—)(0,0,0

lim g(x,»,2z)=0.Paraque g sea continua en (0,0,0) debe definirse g(0,0,0)=0.

(x,,2)—(0,0,0)
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Hallar 4, 4', y y Fr(4) A={(x,y,z)e]R3:xz—y2 >1,

justificadamente si A4 es abierto, cerrado, acotado y/o compacto.

x| < 4} . Ademas, indicar

xyz xyz : R . .
Sean f(x,y,z)=————F7— X, 9,z =—sm( x4z ).Determ1nars1
S (% .2) x4+y4+|z|yg( »2)= o
existen los limites para / y para g en (0,0,0).

Solucion:

2={(x,y,z)eR3:x2—y2>l,

x<4}

A:{(x,y,z)e]R3:xz—y2 21,|x|£4}:A'

Fr(4) :{(x,y,z) eR :x*—)" =1V|4] =4}_
Como el interior de A4 no es iguala 4, el conjunto no es abierto.

Como la adherencia de 4 no es igual a 4, el conjunto no es cerrado.

A no es acotado, pues para cualquier bola de centro en el origen y radio r, se tiene que el
punto (2,0,7+1) € 4 no pertence a dicha bola.

2]
x4yt <|y

Para (x,y,z)#(0,0,0) se tiene que ‘f(x, y,z)‘ = , de aqui resulta que el

limite de /" en (0,0,0) es cero.

Para (x,y,z)#(0,0,0), se tiene que

<

()

x'ytez

‘g(x,y,z) S‘ o] _(x )22()/ )2( )2 <H( > 2 z)H;

De aqui, también se tiene que el limite de g en (0,0,0) es cero.
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Graficar A={(x,y):0<x2+2xy+y2 Sl/\xyZO} y determinar A, AO, A"y Fr(4).

3 3

+ :

Sabiendo que f/(x,y)= % , estudiar la existencia de ( 1)11’1’(10 ) f(x).
X — x,y )=V,

Solucion:

A:

Z={(x,y):|x+y|£l/\xy20}=A', A(i:{(x,y):|x+y|<l/\xy>0}

Fr(A)={(x,y):|x+y|=l/\xy>0}u{(x,0):|x|Sl}u{(O,y):|y|<l,y¢0}

Si (x,y)e T, :{(x,y):y:O}, se tiene que ( l)in’(loo)f(x,y)z()’
x,y)—=>(0,

si (x,y)e T, = {(x,y):x:O}, se tiene que ( l)in(loo)f(x,y)=_1;
X,y )=V,

or lo tanto, lim X,)) no existe.
P g/ (52)
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Graficar 4= {(x,y):x2 <y £|x|} y hallar 4, AO, A'y Fr(4).
Sea f:R’ - R, tal que f(x —y,lj =x” — »*, hallar la expresién para f(x,y).
x

Analizar la continuidad de

1) sin[(x -2)(y- 1)]

iR SR, f(x,y)= (v- (x—2)2 +(y_1)2 (x,p)# (2,1).
0 (%y)=(21)

Solucion:

A:

Z:{(x,y):xzéyéx}, A(iz{(x,y):x2<y<x}, A'=A

Fr(A)={(x,y):y=x2,xSl}u{(x,y):y:x,0<|x|<l}.

Six—y=u ezzv,setienequexz 4 ey:ﬂ;porlotanto,
X -V 1-v
2 2 2 2
u uv u (v+l) X (y+1)
u,v)= - = entonces X,))= .
f( ) (l—vj (l—vj 1-v 4 f( y) I-y

Si (x0,%,)#(2,1),  lim f(x,¥)=f(x¥,),luego f es continuaen (x,,y,).

(x.3)>(x0.30)

Como ‘f(x,y)‘ <|x-2

,V(x,p)#(2,1)y  lim )|x—2|:0;

(x,y)=>(2.1

(x’yl)iil%z’l)f(x,y) =0.

De lo anterior, / es funcion continua en todo R”.
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Dado A= {(x,y) eR’ :(x2 —yz)(x—l) > 0}, hallar los conjuntos A, AO, A', Fr(A) e

indicar si 4 es abierto, cerrado, acotado o compacto.

Dadas las funciones /'y g definidas para (x, y,z) # (0,0,0), por

B xyz X+y+z

f(x,y,z)=———5——cos l+l+l vy g(xnz)=f(xpz2)+——=.
x4+y2+|z| X y z /x2+y2+22

.Como habria que definirlas en el punto (0,0,0) para que ellas resulten continuas en dicho
punto? Si eso es posible, ;Qué valor debe darse a cada funcion en ese punto?

Solucion:

A;:{(x,y)eRz :(xz—yz)(x—l)>0}, A:{()c,y)e]R2 :(xz—y2)(x—l)20}:A',

Fr(A)={(x,y)e]R2:|y|:|x|vx:1}.

A es abierto, pues A= A; no es cerrado pues A # A, por ejemplo (0,0)e AN (0,0) ¢ 4; no es

acotado, ya que por ejemplo Vn>2, (n,0)€ 4; A no es compacto por no ser acotado.

V(x,y, z) #* (0,0,0) ,

7(x y,z)‘ <oy ( 1)irr(1000)|xy| =0, por Teorema del sandwich, se tiene
x,y,2)—(0,0,

entonces que ( l)in(looo) f(x, y,z) =0; luego, para que f sea continua en (0,0,0) debe
x,y,Z)—=>0,0,f

definirse f(0,0,0)=0.

. ) ) ) . +y+
Como Ilim f (x, v, z) =0, debe analizarse la existencia de lim M.
(x,y,2)(0,0,0) (L%aamﬁp)1x2+)g_+zz
) ) ) X+y+z X
Si (x,y,z)eT={(x,y,z)eR’: y=2z=0!, se tiene que lim ————=lim—
( Y ) {( Y ) Y } d (rr2)(000) [12 4 [ |x|
y como este limite no existe,  lim  g(x,y,z) no existe y g no puede definirse en el origen

(x,,2)—(0,0,0)

de modo que sea continua ahi.
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Sea f:R> >R, tal que f(x+y,x—y)=5x2+5y2+6xy.

Calcular /(0,0) y /(-11).
Hallar la expresién para f(x,y).

Si A={(x,y)eR2 2<x’ 4y’ S4}u{(x,y)eR2 :y=x3,3Sx<4}u{(0,0),(3,9)}.

Hallar 4, 4, Fr(A), A' eindicarsi 4 es abierto, cerrado, acotado o compacto.

Estudiar la continuidad de f en (0,0) para los siguientes casos:

Xy +1-1

[R>S R, f(xy)= x*+y? ,
0 ,(x,y) = (0, 0)
2 + x* # X
FRSR f(xny)={x+y" x-y Y ,
0 , V=X

f:R2—>R,f(x,y): P ,(x,y)i(0,0).

Solucion:

De x+y=0y x—y =0 se obtiene que x =0=y; luego, f(0,0)=0.
De x+y=-1y x—y=1 seobtiene que x=0 e y=-1; luego, f(—1,1)=5.

u+v u-—v
ey= 5 ; por lo tanto,

Si x+y=uy x—u=v setiene que x =

f(u,v) =§(u+v)2 +§(M—V)2 + 3(u+v§(u—v) =4u’ +v’ yentonces f(x,y)=4x"+y’.
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b)

c)

zglz{(x,y)eRz:2<x2+y2<4},

A :{(x,y)eR2 2<x*+y° S4}u{(x,y)eR 2:y=)c3,3£)c£4}&){(0,0),(3,9)},
Fr(A)z{(x,y)eR2 XY =2v x4y =4}u{(x,y)eR2 :y=x3,3SxS4}U{(O,0),(3,9)},
A'={(x,y)e]R2 2<xP+y° S4}u{(x,y)e]R2 :y=x3,3Sx<4}.

A no es abierto pues 4 # A, por ejemplo (0,0) € A~ (0,0) ¢ A; A no es cerrado pues 4# 4,
por ejemplo, (4,64) e An(4,64)¢ A; A es acotado, por ejemplo A B((0,0),666) ; A no es

compacto por no ser cerrado.

\/xy +1-1 Jx?y?+1+1 X2y’
Para (0,0 . = ; luego,
( ) ( ) X’ +y° \/x2y2+1+1 (x2+y2)( x2y2+1+1)

‘f(x,y)‘gxz:g(x,y).Como (x}im g(x,y)=0,setiene lim f(x,»)=0=g(0,0)

¥)—(0,0) (x,7)—(0,0)

por lo que f es continua en el origen.

4 4
: L xy x
o dim, o f (. )_(x,yl)lil(lO»O){ N }

X +y X—=y

2

3
Si (x,»)#(0,0), | xy = ‘xy Hy| < H k4 )2 |¥|=|y| y por Teorema del sandwich se
R | T
tiene que  lim xy” =0.
(r)>(00) x> + y°

4 4

Si (x,y)eT, ={(X,y)€R2 :y=x—x7,k¢0}, dado que ( lim

x,y)—)(0,0) X — y

=k, se tiene que

4

lim no existe; lim Xx,y) tampoco existe no es continua en (0,0
(%.3)=(0,0) x — y (x,y)—(0,0) f( y) p y f ( )

Considerando t=———, lim f(x y)=limte™ = hmit = hmll =0=/(0,0);
X +y (x,»)=(0,0 1—>+o 1—>+0 @ t—>+0 o

de donde, f es continua en (0,0).
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a)
b)

c)

d)

1

Sea A:{(x,O):OSxSl}U{(—,yj:neN*,OSySI}.
n

Bosquejar el conjunto A.
Determinar el interior y la clausura de A4.
Decidir si el conjunto 4 es abierto o cerrado.

Estudiar la existencia de ( l)irr(l0 ) f(x,y) para
X,y )=V,

2.3

f(x’y): ch 6 2
X +y

2.3
X
f(x’y):x4+y2 s
2
X
S )= T T
2
f(xy)= al

X |x

Indicar en qué caso(s) es posible definir [ (0,0) , de manera que f sea una funcién
continua en el origen.

Solucion:
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b)

d)

A# A, por tanto, 4 no es un conjunto abierto. A4 # A4, por tanto, 4 no es un conjunto

cerrado.

Si (x,y)e T, ={(x,y): x=0}, setieneque lim f(x,y)=0.

(x.)>(0,0)

; _ .32 . . _1
Si (x,y)eT= {(x,y).y =X }, se tiene que (x,yl)lg(lo,o)f(x,y) =

Por lo tanto, ( l)irr(l0 ) /(x,») no existey f no puede definirse en el origen de modo que
X,y )=V,

resulte continua en ese punto.

Como ‘f(x,y)‘ S‘xzy , V(x,y)#(0,0) y (

( l)in(l0 O)f(x,y) =0. Paraque f sea continua en (0,0) debe definirse f(0,0)=0.
x,y )=V,

l)m(q )‘xz y‘ =0, por acotamiento, se tiene que
x,y)—>(0,0

Como ‘f(x,y)‘ <l|x

(x)
Para que f sea continua en (0,0) debe definirse (0,0)=0.

(x,y)—)(0,0)

Si (x,y)e T, = {(x,y):x=0}, se tiene que ( l)in(loo)f(x,y)=0_
x,y)—=>(0,

. _ . T . 1 —
Si (x,y)e T —{(x,y).y =—X |X}, se tiene que (x,yl)lg(lo,o)f(x’y) =1.

Por lo tanto, ( l)irr(l0 ) /(x,») no existey f no puede definirse en el origen de modo que
X,y )

resulte continua ahi.
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, V(x,y)#(0,0) y !il’l’(lo O)|x| =0; por acotamiento, lim f(x,y)=0.



Sabiendo que 4 R" es un conjunto abierto o cerrado, utilizar la caracterizacion dada

por Fr(A) —AnA =44 para demostrar que int(Fr(A)) =4.

X .2 2
—— , sl X' +y >1
Sea f(x,y)= \/x2+y2—1
oyt si 4]y <l

Hallar el dominio de f y representarlo graficamente.

! gj v £(3.1).

Calcular, si es posible, /(0,0), f [5,
Obtener y representar graficamente los conjuntos de nivel 4k, para k1 =0y k=-1.

3

xy
b b 0’0
Analizar la continuidad de f (x,y)=1{ x>+ " () #(0.0)

Solucion:

Primer caso: A abierto. Si X € int(Fr(A)) , entonces (por definicién de punto interior),

existe » >0 tal que B(X,,r)c Fr(4)=A4- A=A~ A;esto es una contradiccion pues (por
definicion de punto adherente) x € 4 implica que B(X,,7) 4% ¢. Es claro entonces que si

A es abierto, no pueden haber elementos en int(Fr(A)) , es decir, int(Fr(A)) =¢.

Segundo caso: A cerrado. En este caso, como B := A° es abierto, del primer caso se tiene que
¢ =int(Fr(B))=int(4"n4)=int(4n 4°) = int(Fr(4)).

Df={(x,y)e]R2 X+ >1v |x|+|y|£1}
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b)  f(0,0)=0; f[%,gj no existe, pues [%,gj ¢D,; f(31)=1.

X

c) No(f){(x,y)eDf:WO v —xz—yzO}{(O,y)eDf:|y|>l}u{(0,0)}

Nl(f)—{(x,y)eDf:;—lvxzyz—l}

NES +y2 -1

{(x,y)eD, :x<0, y£=1}0{(-10),(10)}

_ |x||y|3 3 [x2+y4 (y4)3/4 < /x2+y4 (x2+y4)3/4

=(x2 +y4)1/4’

V(x, )= (0,0) y (x,yl)ig(lo,o)(xz by )1/4 =0, se tiene que (wl)iir(lw)f(x,y) =0 ypor lo tanto f es

3. Como ‘f(x,y)‘

x2+y4— x2+y4 x2+y4

continua en (0,0).
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b)

d)

Sea x, :N— R una sucesién convergente y sea 4 ={x,,x,,...,x,,...} . Determinar 4, 4,

Fr(A) y A', distinguiendo si 4 es finito o no.

2 2\ 1
Sea f:R* >R definida por f(x,y)= (x 4 )Sm(x—yj Y

Hallar, si existe, Z—f(a,a) .
s

2

f
s (0,0).

(Es f diferenciable en (1,1)?

Calcular, si existe,

(Es [ diferenciable en (0,0) ? Si lo es, hallar la aproximacion afin correspondiente.

Solucion:

Sea /= lim x,. Si A4 es finito, 4 ={x,,x,,...,x, =/}; setiene 4A=4¢, 1_4=A=Fr(A),y

n—>+o

A'=¢.Si A esinfinito A=g, A= AU{I}=Fr(4) y A'={I}.

of .
a(a,a) = %11_133

Slax h,az e AGL) =lim(2a + h)sin(%j , este limite existe (y vale 0) siy

h—0

s6lo si a = 0, por tanto, se tiene que ZL(O,O) =0 y que Zl(a,a) no existe si a #0.
e x

7 (0.n)-2 (0.0) COSUIJ

2
Como lim-2x Ox =lim no existe, of
h—0 h h—0 h ﬁyax

(0,0) no existe.

o

No, pues de la parte a), se tiene que 8—(1,1) no existe.
x

S (2,)=(0,0)=V1(0.,0)-(x y)| _ |/ (.
(7) (+.7)

N—

Dado que %(0,0) =0, < H(x,y)” y como

( l)irr(l0 O)H(x, y)H =0, f es diferenciable en (0,0) y la aproximacion afin es la nula.
x,7)—=>(0,

76

http:// www.udec.cl/~egavilan




b)

2x+y ,y#X

Seaf:Rz—HR,f(x,y):{ .
6 , V=X

Analizar la diferenciabilidad y encontrar la ecuacion del plano tangente (cuando
corresponda) al grafico de f en el punto (x,,y,, f(x,,v,)) para:

(xo,y0)=(0 O)’
(xoayo): (2’2)’
(xo,y0)=(0 2)‘

Sea f:R" — R, una funcién diferenciable en X, € D,. Demostrar que la derivada

direccional es maxima en la direccién de V/ (X)) e indicar dicho valor maximo.

Determinar la ecuacion del plano tangente y la recta normal a la superficie S definida
por 3z +e"sin(y+z)=1 en el punto (0,7/2,0).

Solucion:

Si (x,y)e{(x,y)e]RZ:y=x}, se tiene que  lim f(x y)=6.

(x,7)—(0,0)

Si (x,y)e {(x,y) eR*:y= 2x}, se tiene que  lim f(x y)=0.

(x,7)—(0,0)

Luego, ( l)in(l0 ) f(x,») noexiste y f no es continua ni diferenciable en el origen.
x,y)—(0,

Y (30) =i 2RI (22) ) & (5 5y iy L2241 2/(22)
ax h—0 h ay h—0 h
f es diferenciable en (2,2) ssi
0 0
fx)-£22)-L@2)x-2)-L 22)(r-2)
L:= lim al 24 =0
(v)>(22) I(x=2.y-2)|
considerando {(x,y) eR*:y= x}, se tiene que L =lim— y como este

r—>2\/7|x_ |
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iii)

limite no existe; se tiene que f no es diferenciable en el punto (2,2).

En vecindades del punto (0,2), se tiene que g—f(x, y)=2y gl(x, y) =1, las derivadas
x Y

parciales ademas de existir en (0,2), son continuas en dicho punto por lo que f es de clase

C' y por tanto diferenciable en ese punto. La ecuacion del tangente es z =2x+ y .

Como f* es diferenciable en X, entonces por teorema, si v es una direccion en R" se sabe

que la derivada direccional de f en X, en la direccion v estd dada por

0 .
L(X,) =/ (X,)-5:
y de la desigualdad de Cauchy - Schwarz, g()(o) < HVf(XO) V| = HVf(XO)H . Por lo tanto,
4

el valor maximo para g(){") es HVf(XO)H . Al considerar la direccion dada por
P

‘7—M se tiene que g —Vf(XO)'Vf(Xo)_va(XO)HZ _
B 7267 Rt L e 7oy I 7oy A AR

De lo anterior, se tiene que la derivada direccional es maxima en la direccion del vector
gradiente y dicho valor maximo corresponde a la norma de ese vector.

La superficie S esta determinada por la ecuacion f(x,y,z)=0,donde f:R* >R esla

funcion definida por f(x,y,z)=3z+e"sin(y+z)—1. Como Zl(x,y,z) =e*sin(y+z),
X

o

Zl(x, y,z)=e"cos(y+z)y a—(x, y,z)=3+¢€"cos(y+z) la ecuacion del plano tangente
Y Z

pedida es
Vf(O,%,O -(x,y—%,zj =0=x+3z=0.

. : V4
La ecuacion de la recta pedidaes < y=—, teR.
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b)

c)
d)

b)

xyz

Sea f(x,y,z)= m+3x—2y+z+5 ,(x,y,z);é(o,o,o)

5 ,(x,y,z)z(0,0,0)
Analizar la continuidad de f en el origen.
Hallar %(x,y,z) , %(x,y,z) y %(x,y,z) , V(x,p,z)eR.

Analizar la continuidad de las derivadas parciales en todo R’.
Analizar la diferenciabilidad de / en todo R’.

2xy
Sea f(x,y)=19x* +y (xy)?&(OO).

0,(x,y)=(0,0)

Probar que (0,0) la derivada direccional existe en cualquier direccion y que f no es

diferenciable en (0,0).

Solucion:

Como ‘f(x, y,z)—S‘ < 7”(%%

z) , V(x,y,z) * (0,0,0)

(xyz 000

lim  f(x,y,z)=5=£(0,0,0). Luego f es continua en (0,0,0).

(x,»,2)>(0,0,0)

g(x,y,z) yz(x Ty +Z) 247 yZ+3, V(x,y,z)?&(0,0,0)
ox (x +yi 4z )Z

xz(x +y* 4z ) 2xy’z

o
(x +y -i-Z)Z

X, Y,z ) -2, V(x,y,z) #* (0,0,0)
y

o 2 2 2)_ 9z
l(x,y,z):xy(x ty JZZ )2 zxyz +1, V(x,y,z)i(0,0,0)
0z (x +y +z)

g(0,0,0) i L1060 =/(0.0.0) _,

ax h—0 h

/(0.1,0)-(0.00)
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, e tiene que



d)

gf(o 0,0) = lim f(o’o’h)_f(0’0’0)=1.

h—0 h
Si (%45 ¥0-2,) #(0,0,0), se tiene que

o

. of o
(x,y,z)k%g,yo,zo)a(xayaz) = ox (xo,yo,zo),

. g _z
(x,y,z)ggg’:,yo,zo) ay (xayy Z) = ay (xo,yO,ZO)’

im & I .
(x,y,z)l—lig,yo,zo) 82 (X,y, Z) = 62 (xo,yO,ZO) ;

asi, las derivadas parciales son funciones continuas V(x,y,z)#(0,0,0).
Al analizar los limites de la derivadas parciales en el origen, tomando la trayectoria

{(x,y,z)eR3 xX=y =z}, se tiene que

l(x,y,z)=l+3¢3=g(0,0,0),

(x.,2)(0,0,0) Ox 9 ox
. of 1 59
xyzhmOOO 6_( ’y’Z)_§_2¢ 2_8)/(0’0’0)’

9« ,y,Z)=é+1¢1=g—£(0’0’0)’

(x.,2)-(0,0,0) Oz
por tanto, las derivadas parciales no son continuas en el origen.
De la parte anterior se tiene que f es de clase C' en todo R’ excepto en el origen.
Luego, V(x,y,z)#(0,0,0), f es diferenciable.

f es diferenciable en (0,0,0) ssi el limite siguiente es cero,

lim f(x,y,z)—f(O,O,O)—fX (O’O’O)X_fy (0,0,0)y—fz (0,0,0)2
(x,»,2)—(0,0,0) H(x,y,z)”

b
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si (x,y,z) € {(x,y,z) eR:x=y= z} , este limite vale ﬁ ; por lo tanto, f no es
3

diferenciable en (0,0,0).

De lo anterior se tiene que f es diferenciable en todo R’ excepto en el origen.

Si (x,y)e{(x,y)eRz;y:xz}, se tiene que ( l)irr(loo)f(x,y)=l¢0=f(0,0) ;como f no
X,y )=V,

es continua en (0,0) entonces ella no es diferenciable en dicho punto.

Sea v = (a,b) un vector unitario y arbitrario, se tiene

afi(o,o) _ limf(t(a,b)+(0,0))—f(0,0) _2d’ b0
ot ) h b

Si b =0, se tiene que g(0,0) =lim J(££,0)- /(0,0)
A%

t—0 h

=0.

o

Luego, E(O’O) existe en cualquier direccion.
A%
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Sea /:R* >R, donde f(x,y)=x"+(y —1)2 . Determinar los conjuntos de nivel —1, 0,

4y 9; ademas graficar la superficie corresponde a la ecuacién z = f(x,y).

Sean f y g las funciones definidas por

3 2.2

xX+y ~ >y
Fay)={xagt T Axd&i(aO)Y&ﬂxJ&= Xy (0.2)=(00),
0 (%) =(0.0) 0 .(xy)=(0,0)

Determinar:

El limite de f en (0,0).

El limite de g en (0,0).

Las derivadas parciales de f en (0,0).
Las derivadas parciales de g en (0,0).
Si f es diferenciable en (0,0).

Si g es diferenciable en (0,0).

Si g es declase C' en R.

Solucion:
Nfl={(x,y)eR2:f(x,y)=—l}={ 1, NO={(x,y)e]R2:f(x,y)=0}={(0,1)}
N4={(x,y)eR2:x2+(y—l)2=22}, N9:{(x,y)eRZ:x2+(y—l)2:32}

Como las curvas de nivel N, para k >0 corresponden a circunferencias de radio Jk todas
centradas en (0,1) y las intersecciones entre la superficie z = f(x,y) y los planos yz y xz son
parabolas, entonces dicha superficie corresponde a un paraboloide circular.
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d)

)

Sean T, = {(x,y):x=0} y T, :{(x,y):xzyz}. Si (x,y)eT,, ( l)in(loo)f(x,y)=0;si
x,y)>0,

(x,y)eT,, (x’yl)lil’(lo’o) f(x,y)=1. Se tiene entonces que (x,yl)lil’(lo,o) £ (x,») no existe.

Como ‘g(x,y)‘ <X, V(x,y):t (0,0) y lim x>=0, setiene que ( lim0 .

(%.)>(0,0) ¥)=(0,0)

g(x,y)zO.

Como hmf(h,O)—f(0,0) =limi2+3, 74
X

(0,0) no existe.
h—0 h h—0 f

Como f no es continua en (0,0) , entonces ella no es diferenciable dicho punto.

4 4
Si (x,)# (0,0) entonces g—g(x, y) =(2L y 6_g(x, y)= ( 2xy
X

32 +y2)2 dy 2 +y2)2 :

De aqui se ve que g € C' (]R2 —{(0,0)}) .

Como a—g(x,y) < 2|x , V(x,»)=(0,0) y ‘Z—g(x,y) < 2|y , V(x,»)=(0,0) y
X 4
lim [x|=0= lim [y, setieneque lim a—g(x,y)=0=a—g(0,0) y
(x.)->(0.,0) (x.)~(0,0) (x.)~(0.0) Ox Ox

G, . &
e 0 2y (v.y)=0= o (0,0).

De lo anterior, g e C' (]R2 )

Como geC' (]Rz) y en particular es de clase C' en el origen, se tiene entonces que g es

diferenciable en dicho punto.
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b)

xzy xy
—7V ’ 050 ,V 0,0
)2 00) [ ) 00)

0,(x,»)=(0.,0) 0,(x,y)=(0,0)

Sean f(x,y)=

determinar:

Si f es diferenciable en (0,0).
Si g es diferenciable en (0,0).
La buena aproximacion de f en las vecindades del punto (l,—l)

La derivada direccional de f en (0,0) en la direccién del vector i =ai +bj .

La derivada direccional de g en (0,0) en la direccién del vector i = ai +bj .

(x* =)
Sea f:R* >R, con f(x,y)= xyTyz ,(x,»)#(0,0)
0 (xy)=(0.0)

Calcular g(x,O) y g(o,y) para x, y €R.
oy ox

Mostrar que f no es de clase C> en el origen.
Estudiar la diferenciabilidad de f en (0,0).
Hallar la ecuacion del plano tangente a la grafica de f en el punto (1,1,0).

Solucion:

£(0,0)=0; Zl(o,o)=nmf(h’0)_f(0’0) =0; 1(0,0)=1imf(0’h);f(0’0) =0.

h—0 h 8}; h—0
f esdiferenciable en (0,0) < lim /(%) =0; como M £|x , V(x,y)=0y
(x.2)(0.0) H(x,y ‘ H(x,y)”
f(x.9)

(xyl)ml x| =0, se tiene (x,yl)lir(lo,o) H(x,y)‘

Sea T:{(x,y)E]Rz:y:xz},(x,y)eT = lim g(x,y)=%¢0,

(x.9)-(0.0)

por lo tanto, g no es continua en (0,0) y g no es diferenciable en (0,0).
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=0. Luego, f es diferenciable en (0,0).



d)

b)

d)

xz(x4—2y+y2)
()

son funciones continuas si y < 0.

0 2xy(y-1-x* o
l(x’y): 4( N 2) yl(x’y):
Ox (x +y° - y) y

De lo anterior, f esde clase si C' si y <0, por lo tanto, en particular f es diferenciable en

el punto (1,-1) y la aproximacion est4 dada por 4(x,y) = —é(2x +1).

Como f es diferenciable en (0,0) entonces g(0,0) =Vf(0,0)-4=0.
0

h(a,b 0,0))- (0,0 2
Y (0,0) - o S (@) +( )-/( )=a_’ b0,
o 70 h b
h=0 = 6—{(0,0): hmf(ih’o)_f(o’o) =0.
av h—0 h
g(x,O) = hmf(x’t) f (x.0) =x,VxeR,
ay t—0 t
g(O,y):hnOaf(t’y) tf(o’y) =-y,VyeR
2 2
Ox0Oy h>0 h Oyox h>0 h
o f o' f 5 )
Como —=—(0,0)#—=—(0,0), entonces por Lema de Schwarz f no es C* en el origen.
Ox0Oy 0yox
2 .2
f es diferenciable en (0,0) ssi  lim M = lim xy(x—y}):o Como,
(=)=000) [(x,y)| (=000 (¥ +7) /
2 2

xy(x_y}/z) S|x| -0, V(x,y):é (0,0) y lim |x| =0, entonces lim f(x,y) =0,
(xz +y2) (x.)>(0.0) (x,)>(0.0) H(x,y)u
por tanto, f es diferenciable en (0,0).
La ecuacion del plano pedidoes z=x—y.
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b)

c)
d)

b)

Sea FF: AcR" > R",donde 4 es abiertoen R" y X e 4.

. Qué significa que /' sea diferenciable en X ?

¢Qué significa que F sea de clase C' en el abierto X, ?

(Como se define la matriz jacobiana de /' en X ?

(Como se define la buena aproximacion afin a 7 en el punto X ?

.Como se define la derivada direccional de /' en X en direccién # en R"?

Sea F:R> — R’ la funcién definida por

3 &5
F()@);):(%, 2x+5y+7j,para (x,y)=(0,0) y F(0,0)=(0,7).

Determinar:

Si F es continua en (0,0).
Si F es diferenciable (0,0).

Si F es de clase C' en algiin abierto de R*.
La buena aproximacién afin de F en las vecindades de (1,-1).

La matriz jacobiana de F en (1,-1).
Solucidn:

[i(Xo+ H) = £,(X,) =V, (X,)-H
| #]

Significa que 11111’1"19 =0, Vj=1,..,n.

. .. ) of. )
Si F= (fl,...,fn) , significa que las funciones a—f’ : A< R" — R son continuas en cada
X,

1

punto de 4, V(i, j)e{l,...m }x{1,...,n}.

of

Como la matriz (a—f]()(o)j del tipo nxm,donde 1<i<m, 1< j<n.
xi

7,

A:R" SR, A(X):[a—
xi

(Xo)j(X—XO)T+F(XO).

La derivada direccional en el punto X, con respecto al vector i, esta definida cuando m =1

y ella estd dada por %(a)=limf(X0+tu)_f(Xo)
0

t—0 t

, cuando este limite existe.
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b)

d)

g(x,y)=2x+5y+7 (funcién de clase C' en R?).

Como ‘f(x,y)‘s2|x|+5|y

, V(x,y)#(0,0) y (x,yl)iir(lo,o)(2|x| + 5|y|) =0 se prueba, por

Teorema del sandwich, que ( l)irr(l0 ) f(x,»)=0.
x,y)>0,
f vy g son funciones continuas en (0,0); por tanto, F es continua en (0,0).

Z—f(0,0) =2, ?(0,0) =-5; f esdiferenciable en (0,0) ssi
X Y

0 0
i f(x,y)—f(0,0)—aj;(0,0)x—ai(0,0)y_
m =0.

(5.9)5(0.0) [(x.)

0 0
f(x,y)—f(O,O)—ajxp(O,O)x—ai(O,O)y S5x2y—2xy*

el ()

En este caso,

2 yd
(r.y)eT={(x.y)eR’:y=x|= lim SxTy —2xy

(x,3)~(0,0) \/xz Ty (xz N y4) #0; luego,

f no es diferenciable (0,0); por lo tanto, F no es diferenciable (0,0).

fy g son funciones de clase C' en R’ —{(0,0)}. F es funcién de clase C' en

7~ (0.0},

Alx, y)= F(l,—l){a(f’g)lh1)[)6_1} =(—§—f—%y,7+2x+5yj.

2 2
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b)

b)

Considerar w= f (x, y) una funcién de clase C’ en las variables x e y y sean

Pw _Ff P f

x=u+v e y=u—v.Mostrar que = .
4 1 oudv  ox° oy’

Considerar el sistema de ecuaciones

Xz’ + yu+ax=1
2xp* +w’z+a(y-1)=0

En una vecindad del punto P, = (x,, y,.2,,4,) = (0,1,0,1), determinar qué valor(es) de

a € R son tales que el sistema define (x,y) = (g(z,u),h(z,u)).

Para o =0, calcular Ga_w en el punto (z,,u,)=(0,1), donde w(x,y)=xy+1.
Z

Solucion:

De la regla de la cadena se tiene que, — ow 6f o 6f @ 6f g y
ov  Ox 6v oy ov Ox Oy
62w_82f8x 8f8y 8f6x 6f6y 6f 6f o f 6f
oudv  ox* ou 8y8x ou Ox0yOu Oy’ ou Ox° 6y6x oxdy oy’

of _of

aqui, como f es C’, por Lema de Schwarz se tiene que ——
6y6x oxoy

y por lo tanto,

Ow 62f_62f
dudv  ox* oy

Si F(x,y,u,v) :(f1 (x,y,u,v),fz(x,y,u,v))=(xz3 +yu+05x—1,2xy3 +u3z+a(y—l)), F

es de clase C' cercade P,, F(P,)=(0,0) y (fl’fZ) =a’ —2; luego por el Teorema de la

o(x,y)

funcion implicita, el sistema define a x = g(u,v) ya y="h(z,u) si a# +2.

Del corolario del teorema, [Mj =—[a(fl’f2)j [6(](1’](2)} =[_1/2 Oj;
(0.1) R By

o (u,v) o(x,) d(z,u) 0 -1

, ow owox Oowo ox 0 1
asi que, 5(0,1):[a§+58—§j(g) :(y—er_yj(po) ——
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X =y +ut+2v =5

¥ +y -ut-vi=—4

u(O,l) =2y v(0,])=-1. Encontrar, ademas las diferenciales Du(0,]) y Dv(O,l) y la
2

derivada parcial de segundo orden %(0,1).
X

Mostrar que el sistema define a u=u(x,y), v=v(x,y), con

Sea f:R" — R.Se dice que f es homogénea de grado m si f(1X)=¢"f(X), para

todo t >0y X €R".Si f es diferenciable, probar que f es homogénea de grado m si

ysolosi mf(X)=> L (x)x,.

i=l1 axj
Solucion:

Sea F:R* - R?, con F =(f,g),donde f(x,y,u,v)=x>-p*+u’+2v" -5y
g(x,yu,v)=x*+y’—u*—v*+4 yseaelpunto P, =(0,1,2,-1). F esde clase C' en

cercade P, F(P,)=(0,0) y M(PO) =—8#0; luego por el Teorema de la funcion

o (u,v)

implicita, el sistema define implicitamente a # y v como funcionesde x e y.

vt 63 -5 () -6 %)

Las aplicaciones lineales definidas por Du(0,1) y Dv(O,l) estan dadas por

Du(0,1):R* >R

ou ou k
h,k Du(0,1)(h,k)=—(0,1)h+—(0,1)k =—,
(1) > DO 1) =220+ 20,1 =5
Dv(0,1):R* >R
ov ov
hk Dv(0,1)(h,k)=—(0,1)h+—(0,1)k=0.
(1) = DO (k) = 2208+ 2(0.1)

Al derivar las dos ecuaciones con respecto a x y luego sumar se obtiene

4x%y

2v+

v, (x,y,u,v)=—%, luego v, (x,y,u,v):—T" yasi v, (0,1)=2.
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2.

f:R">R g:R>R" h:R" >R
X f(X) tg(t)=tX teh(t)=f(g(1))

De la regla de la cadena, se tiene que /'(¢)=V/ (X')- X, con X arbitrario y fijo.

Primero debe probarse que si f es homogénea de grado m , mf (X)=Vf(X)-X

Si f es homogénea de grado m, se tiene que h(7)= f(tX)=¢"f(X), para todo ¢>0 y
X eR", luego h'(1)=Vf(tX)- X =mt"" f(X) y de aqui, al evaluar /' en 1, se obtiene que

> LX) = (X).

i=1

Asi, es claro que si f es homogénea de grado m , entonces mf (X )=Vf(X)-X

Ahora debe probarse que si mf z x,, f eshomogénea de grado m .

=1 1'

LV ()1 = 2 (1) = th(t)yh'T(:)):?

de donde ln‘h(t)‘ =Int"+C, aqui si r=1 se obtiene que Inf(X)=C y por lo tanto
h(t)=t"f(X).Si f(X)<0, del mismo modo se llegaa h(t)=¢"f(X).

Si f(X)>0, se tiene h'()=Vf(X)- X

Si f(X)=0 y existiera algun ¢, > 0 tal que f(#,X)#0, de lo anterior se tendria que
1 1 m
f(X)=f|—tX|=|—| f(4,X)=0,
tO tO
lo cual es una contradiccion; por tanto, si f (X ) =0, entonces para todo ¢ >0 se tiene que

f(X)=0.

Asi, si f verifica mf z x entonces ella es homogénea de grado m .
=1 1'
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b)

)63(y+2)+2xy2
Sea f:R> >R, definida por f(x,y)—{ PR ,(x,y)¢(0,0)‘
0, (xy)=(0.0)

Calcular g(0,0) y g(0,0).
Ox oy
Determinar si f es diferenciable en (0,0).

12
Decidir si la grafica de f posee plano tangente en el punto (1,2,;) y en caso afirmativo
escribir la ecuacion de dicho plano.
Sean z =z(x,y) una funcién de clase C* y T:R* > R?, T(u,v)=(x,y) la
transformacion con componentes x =u, y =uv.

2 2
Si w(u,v) = Z(x(u),y(u,v)) transformar £ =u guv:(u,v) -V Gau;}} (u,v)+5;—a:}v(u,v) en

términos de las variables x e y.
Mostrar que la transformacion 7 no posee inversa.

Mostrar que T es localmente invertible cerca de (1,1), con inversa 7' diferenciable y
que en cualquier vecindad del punto (0,1) la aplicacion 7' no es inyectiva.

Solucion:

ox h—0 h )y h—0

Y (00)= tim L0100 @(O,O)zhmf(O,h)}—lf(O,O) 0

f es diferenciable en (0,0) ssi

f(x,y)-£(0,0)-Vf(0,0)-(x,y) . x'y 0. Omoﬂﬂ(x,y]
e, )

lim (x’y)H B (x,y)lil(lo,o) H(an/)HB =

(x.0)-(0.0) \

b

3

V(x,y)=(0,0) y (x,yl)iil(lo,o)H(X,J’)H =0, se tiene que (‘yl)lil(loo)u(:;)”} =0 y por tanto, f es

diferenciable en (0,0).
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b)

Cxy+4x’y? +3x%y° +2xF + 2" g( )_x3(x2—y2)

of
Yix, 0,0):=—(x, > , >
(v, )% (0,0): == (%, 7) () oy (5 o er)

Claramente estas funciones son continuas V(x, y)# (0,0), por lo tanto, f es de clase C' y
. . 12
ademas diferenciable V(x, y)#(0,0). G, posee plano tangente en el punto (1,2,?j pues f

es diferenciable en el punto (1,2); la ecuacion de dicho plano es 76x -3y —25z=10.

O 1= (1 (a)s Z (e ) E (1 )4 E
ou (M,V) - ax(x’y) ou (U,V)+ ay (x’y) ou (U,V) ax(x’y)+vay (x’y)

o'w 0’z ox 0’z oy 0’z ox 0’z oy
g(u,v)=§(x,y)a(u,v)+ayax(x,y)a(u,v)+v[axay(x,y)a(u,v)+$(x,y)a(u,v)j
o*w 0’z 0’z 0’z

. (u,v) —g(x,y)+2v Or0x (x,y)+v2 y(x,y)

o) = o) S )+ 2 () 5 () =0 (59)

O*w 0’z 0’z 154
2ty (u,v) =u ol (x,y) +uv§(x,y) +5(x,y) ;

2z 0%z

se tiene, E = xg(x,y) +y s (x,»).

7(0,v)=(0,0), ¥v R, por lo tanto T no es inyectiva ni invertible.

=1#0 y T esclase C' cerca del punto (1,1); entonces T’ es localmente

0(u,v) (L1)
invertible en vecindades de dicho punto, con inversa 7' diferenciable ya que por el Teorema
de la funcion inversa 7' es clase C' cerca de (l,l). Ademas, de b), si v=1 puede verse que
cerca del punto (0,1), 7' no es inyectiva.
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b)

Sea u(x,t)= f(x+ct)+ g(x—ct), donde f y g son funciones de una variable dos veces
derivables y ¢ una constante. Probar que u satisface la ecuacién de onda u, =c’u_ .

2
Considerar la funcién F(x,y)= ((x —y) ,x—j , y#0.
y

Probar que F admite inversa local en vecindades U, de (~1,1).

Sea F':7, cR* - R?, (x,y)=(g(u,v), h(u,v)) 1a inversa local de F , calcular la

razon de cambio de 4 en (4,1) en la direccién del vector 2 — ;.
Solucién:

u (x,)=f'(x+ct)+g'(x—ct)

u, (x,t)=f"(x+ct)+ g"(x—ct)
u,(x,t)=cf'(x+ct)—cg'(x—ct)

u, (x,0)=c?f"(x+ct)rc?g"(x—ct)=c?u_ (x,2).

4 4 1 ,
Como J(F,(—l,l)) = . =12#0 y F esdeclase C' en vecindades U, de X, =(~1,1)

y por Teorema de la funcién inversa se tiene que F posee inversa de clase C' cerca de (— 1,1).

Como F~' es diferenciable en ¥, = F (X,)=F(-11)=(4,1), & es diferenciable en (4,1), por

A

lo que %(YO):Vh(YO)-\?, donde v=2i — ;.
4%

Ademas como J (F (7, )) = (

~1/12 -1/3
1/6 —1/3}’

se tiene que Vh(YO)=[%,—%j y por lo tanto a—}f(YO) =Vh(Y,)-v=—"+~.

v 3J5
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b)

b)

2 2
—xu—-vr=0

Dado el sistema o 5 v 5
yo—yv-u =0

Determinar que condicién debe cumplir una solucién (x,,y,,u,,v,) para que este defina

implicitamente a funciones u = u(x, y), v =v(x,y) de clase C' cerca de (xo, yo).

Aplicando el Teorema de la funcion implicita para la solucion x=1, y=1, u=1, v=0,

decidir si 7(x,y) = (u(x, y),v(x, y)) admite inversa de clase C' cerca de(L,1).

Encontrar los puntos criticos para f y determinar la naturaleza de cada uno de
ellos, cuando:

2 2

f(x,y)=(x2 +y2)ex -y ,
S y)=(=2)in(xy),
f(x,y,Z)zxz +y3 —xy+z2 -2z.

Solucion:

Sea F:R* — R’ con F(x,y,u,v) :(f(x,y,u,v),g(x,y,u,v)) , donde
f(x,yuv)=x"—xu—v*y g(x,y,u,v)=y’ - yv—u’; claramente F es CI(R4) pues [y
g lo son; ademas F(xo,yo,uo,vo): (0,0).

8(f,g) -x —2v
o (u,v)

implicitamente dos funciones u = u(x, y), v =v(x,y) de clase C', cerca de (xo, yo) debe

Como

= xy —4uv, se tiene entonces que para que el sistema dado defina

—2u -y

cumplirse que x,y, —4u,v, #0.

El punto P, = (LL1,0) cumple la condicion de la parte a) y por el corolario del Teorema de la
funcion implicita, se tiene

[Se) {52a] (529) ()

Asi |J(T, (l,l))| =2#0 ycomo T es C' cerca de (1,1), entonces existe 7' de clase C' en

vecindades del punto (1,0).
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a)  Los puntos criticos son (0,0), (0,1) y (0,-1)

2

22{ (x,y)= 2(3x2 +y° + 1) e+ 4()c3 +xy’ + x)x e
x

2 2
L (x of (x,y)=4xy e —4(x3 +xp° +x)y e

ooy 4 Oyox

2

o°f (x,y) = 2(1 —x’ —3y2) et 4 4(y —yx’ —y3)y et

oy’
Punto A, A, Naturaleza
(0’ 0) positivo positivo Minimo local estricto
(0, 1) positivo negativo Silla
(0, 1) positivo negativo Silla

El origen, es ademas un minimo absoluto, pues V(x,y)eR?, f(0,0)=0< f(x,y).

b) D, :{(x,y)e]R2 :xy>0}; %(x,y):o =y=2, %(x,y):o - yln(xy3,+y_2 0.
2 _ 2
hay un tnico punto critico, (xo,y0)=[%,2j_ Como 2{(x,y)= 2 2)/’ 88]:()6’)}): y+22’
X X 4% y

2 2
1 : .
ﬂ(x,y _9J (x,y)=—;setiene que A, =0 y A, =—4 yel punto es de silla.
Ox0Oy 0y0x

c)
De %(x,y,2)=0 =x=y/2, %(x,y,Z) =0=3y" =x, %(’Ca%z) =0=z=1,setiene

que y=2x=00 y=2x :% y los puntos criticos son (0,0,l) y [112 , é ,lj .

Para (0,0,1), A, =2, A, =-1y A, =-2; (0,0,1) es punto de silla.

1

1 1
Para | —,—,1|, A, =2, A, =1y A, =2; —,l,l es minimo relativo.
12 6 12 6
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Sean [:R’—>R, (x,y)—> f(x,y) de clase C°, el cambio x=u+av e y=u—avy a

una constante. Sea g:R’ >R, (u,v) > g(u,v)= f(u+av,u—av). Aplicar la regla de la
2

- 0’ A . .
cadena para escribir a—‘f(u,v) —a’ a—‘g(u,v) en términos de las variables x e y . Deducir
v u
2

. . . NG 0’
luego en qué se transforma la ecuaciéon diferencial parcial —‘g(u,v)=a2—g(u,v) en

ou’
términos de las variables x e y.

Sea F(x,y)=(f(x.y),g(x,))=(xcos(y),sin(x—y)). Demostrar que F tiene inversa
cerca de (%,%) y obtener la matriz jacobiana de dicha inversa en el punto (0,0).
Mostrar que la ecuacién xe’** +(z—x)sin(y+1)—xyz—2x=0, define z=g(x,y) de

manera unica y como una funciéon de clase C' en un entorno del punto (1,—1,1).

Ademas, verificar que (1,—1) es un punto critico para g.

Solucion:

ou X

@v—azf @v s Qv s @v : —(u,v

8 )= L ) 20+ L ) 20+ L 1) )+ 2 (5

82 82 82 2

E ) =T e) 22 L () + S )

0 0 0 0 0

Zu) = L) o 0)+ ) 2 )

0 0 0

() =a L) L)

o ol ox o ol ox o’

Z8(u)=a| T S0+ 2L () 2l 2L (5010 T 502 00
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0 fou fou 0’
g‘g(u,v) :azgj:(x,y) —2a28y—é;(x,y) +a’ @}{(x,y)
62 62 62
a—v‘g(u,v)—a2 %(u,v):—4azyé;(x,y)
2 2 2
La ecuacion ZT‘f(u,v) =a’ %(u,v) se transforma en Syé; (x,»)=0.

o(x,») cos(x—y) —cos(x—y)

COREE)
(x.y)

| | =—#0y f es C' cercade (%,%j, f posee inversa en

o(f, 1) :‘0 —7z/2‘ T
2

vecindades de dicho punto. Por el Teorema de la funcion inversa, la matriz pedida es

-1

0(x,)

(v (£7.(0,0)))= (a(fl_,fz)]‘(”,”] -

DN NN

Sea f:R’—>R,con f(x,y,z)=xe""" +(z—x)sin(y +1)—xyz —2x; claramente f es de

clase C' en el punto (1,—1,1); como f(1,-11)=0y gl(l,—l,l) =2 %0, se tiene entonces
Z

que la ecuacion define implicitamente de manera tnica a z = g(x, y) como una funcién de

clase C' cerca de (1,—1). Ademas, por el corolario del Teorema de la funcion implicita, se

tiene
-1
(G_g a_gj =_(g(1’_1’1)j (g gj =(0 0);
ox Oy (1) 0z Ox Oy (1)
luego, g—g(l,—l) :Z—g(l,—l) =0 por lo que (1,—1) un punto critico para g.
X Y

Observacion: Para obtener las derivadas parciales en el punto (1, —1) , sin utilizar el corolario
del teorema, basta derivar la ecuacion implicitamente con respecto a x , luego despejar 6_g y

28
evaluar en (l, —l,l) (la otra derivada parcial se obtiene andlogamente).
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Sea L:R" — R una aplicacién lineal, utilizando el Teorema del sandwich mostrar
que ella es continua en todo R".
Sea f:R" — R, una funcién diferenciable en X, € D, , demostrar que la diferencial

Df (X,) esta definida de manera tnica.

,Qué relacion hay entre una aplicacion lineal y su diferencial?

Solucion:

Sean X = ixl.é,. eY = iy,.é,. en R”, considerando K := sup{‘L(ei)‘ = l,n}, se tiene

i=1 i=1

L7 =203 Le) < S - J2()

que |L(X)-L(X,)|<C|x - X,

, de aqui; es claro

< K:zl|xl. —y|<nK|Xx-Y

,con C=nK>0.

Luego, como  lim |X = X,| =0, por Teorema del sandwich, se tiene lim L(X)=L(X,).

X-X,

Al suponer que existen dos aplicaciones, L, y L, en L(]Rm,]R) tales que

lim S(Xo+ H) = f(Xo) =L (H) =0y lim S (KXo + )= f(Xo) = L, (H) =0, se tiene que
o I e | ]

lim L (H) L (H) =0, lo cual a su vez implica que lim ‘LI (H) L (H)‘ =0.

o | H] o | HJ

el valor de este ultimo limite considerando la trayectoria H =¢Y , donde Y es un vector no
nulo arbitrario y fijo, esta dado por

hm‘Ll(tY)_Lz(tY)‘ - im|t”L1(Y)_Lz(Y)‘ - ‘LI(Y)_Lz(Y)‘
U R b ]

b

y como dicho valor es cero, dado que Y # &, entonces necesariamente debe tenerse que
L(Y)=L,(Y) yporlo tanto L, = L,, lo cual prueba la unicidad de la diferencial.

Si f:R"—> R es lineal entonces f (X, +H)— f(X,)=f(H), por lo que el limite que define
S(H)-L(H)

la diferenciabilidad queda }Iln’é W =0; luego, de la parte 2., se deduce que la

diferencial de una aplicacion lineal y la aplicacion lineal coinciden, es decir, Df (X,)= f .
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b)
c)
d)

b)

3

Xy
——+3x-T7y+15 ,(x,y)#(0,0
Sea f(x,y): [x2+y2 ( ) ( )

15 ,(x,y)z(0,0)

Calcular g(x,y) y g(x,y) en cada punto (x,y)eR’.
ox oy
Probar que f es de clase C' sobre R’.

Decidir si / es diferenciable en el origen.
(Cuadl es el valor maximo de la derivada direccional de f* en el punto (l,l) y

cual es su direccion?

(Cual es el valor de las derivadas direccionales %(0,0) y ij (0,0)siuiy v
i D

tienen la direccion de los vectores 2i y 2; respectivamente?

Demostrar que en una vecindad del punto (—3,2,3) la ecuacién
2 =xz+9y =72

define una funcién z = f(x,y) tal que f(-3,2)=3. Ademas, encontrar la ecuacién de la

recta tangente a la curva de nivel f(x,y)=3 en el punto (-3,2).

Solucidon:
of 3 of xy* (3x2 + 2y2)
V(x,y)#(0,0), =—(x,y)=——+3, =—(x,y)= -7,
( ) ( ) ax( ) (xz +y2 )3/2 ay( ) (x2 +y2 )3/2
9 (0,0)=lim S(1,0)=f(0,0) . 3h+15-15 _,
" h—>0 h T >0 T
@(0 0) = lim £(0,h)-£(0,0) L Th15-15
)y ’ h=0 h T 50 -
- o Do o Do
> (xo,yo)?&(0,0), (X»J’)gl(l}o,yo) ox (x,y)— ox (xo,yo) Y (X»y)gl(l}o,yo) oy (x,y)— oy (xo,y())'
En (0.0 of of 0.0 < 2(x,y)—>(0,0)0 of of 0.0l <307 42 (x,y)—)(O,O)O.
n (0,020 ()= 50007 50y T (0 0) =2 (0,0) <307 +2hf o 0
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d)

aqui, por lo anterior y haciendo uso del Teorema de sandwich, se tiene que

.o of ) o
1 - =—(0,0 1 —(x,y)==—(0,0).
(x,y)zr(l&o) 8x(x,y) 8x( ’ ) Y (x y) ay( )

Se tiene entonces que para cualquier punto (xo, yo) eR?, se cumple que

m L(x)=-L m L=
(-*’Y)Er(l}o,yo) ox (x,y) ox (xo’y()) Y (x,y)gr(l}o,yo) oy (x,y) - y (xo,yo) :

Luego, f esde clase C' entodo R”.

feC' (Rz) , luego f es diferenciable en todo R’ y en particular en (0,0).

: o /24
El valor maximo de la derivada direccional de f en el punto (l,l) es 75—16\/5 y esta

dado en la direccion de Vf(1,1) :( !

1 i—7j
22 T2 )

Y 0.0=2(0.0)=3. Z(0,0)= L (0,0)= -
~-(0.0)=2-(0,0)=3, =(0,0) 6y(o,o) 7.

Sea g: R’ >R, con g(x,y,z) =z"—x’z+9y—72; claramente g es de clase C' en el punto

(-3,2,3);como g(-3,2,3)=0y g—g(—3,2,3) # 0, se tiene entonces que la ecuacion define a
Z
z= f(x,y) como una funcion de clase C' cerca de (-3,2).

La curva de nivel f(x,y)=3 estd dada por x* =3y —3=0;si h:R* > R, se define por
h(x,y)=x>-3y—3 se tiene que la curva anterior puede reescribirse como 4 (x,y)=0 y por

lo tanto la ecuacion de la recta tangente en el punto (—3,2) esta dada por
Vh(-3,2)-(x+3,y-2)=0;

es decir, la ecuacion pedidaes 2x+y+4=0.
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Hallar los puntos de la curva de interseccion entre las superficies
S, :ix’—xz—y’+z =1y S§,:x’+z° =1

que estan mas proximos y los que estin mas alejados del origen. Justificar antes la
existencia de los puntos buscados.

+oo —xt

Probar que la funcién ¢(x)= J. le—fdt , definida Vx>0 es derivable.
+
1

Solucion:

Como S, es un cilindro de radio 1 cuyo eje es el y, entonces se tiene que |x| <ly |z| <l1;

restando las ecuaciones se tiene que y* = —xz, por lo tanto | y| <I.Por tanto, C:=§, NS, es

conjunto compacto, pues corresponde a una curva acotada.
Sean f(x,y,z)z X +yi 4z, g(x,y,z) =x"—xz—y +z -1y h(x,y,z)=x"+z"—1.

La continuidad de f y la compacidad de C, por el Teorema de los valores extremos
aseguran la existencia de puntos en donde f alcanza extremos absolutos.

Lagrange,

2x =A,(2x — z)+ 2x4,,
2y =-2yA,,
2z=2,(2z—x)+2z4,,

x'—xz—y*+z7 =1,

w o -

N— N N

I

x2+z%=1.

N TN TN

Restando las ecuaciones (5) y (4), se tiene xz+y> =0  (6)

2x+ 4,(z - 2x) (3) = 4 :22+/11(x—22)
> 2

1 =
() = 4 2x 2z

. 2x + A4,(z - 2x) B 2z+ A, (x-22)
2x - 2z

D

, se tiene que z==x.

De la ecuacion (2) considerando y # 0, se tienen dos posibilidades

z=xen (6) = x*+y* =0 (> «).
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iii)

z=—xen(6) = y=tx;z=-xen(5) = z= i%. Se ha llegado entonces a los

| (1LL,-1), P, =L(1,—1,—1), P, =i(— 1L-11)y P, =L(— L11).

2 V2 V2 V2

De la ecuacion (2) considerando y =0, se tiene (6) que xz=0 osea, x=0 v z=0.

puntos P, =

x =0 en la ecuacion (5) = z==I1, z=0 en la ecuacidon (5) = x==*I.
Se ha llegado ahora a los puntos

P, =(0,0,), P, =(0,0,-1), P, =(1,0,0), P, =(~1,0,0).

Evaluando en f, f(P)=f(P)=f(P)=f(P,)==y f(P)=f(P)=1(P)=f(P)=1.

P, P,, P,,y P,, puntos de la curva mas alejados del origen.

P, P, P,,y F,, puntos de la curva mas cercanos al origen.

+oo —xt

e +
o(x)= {mdt, xeRy.
Como ! Si, Vi>1ly Tldtzl; entonces (/)(0)=T ! dt converge.
1+ a 2 ' 1+1

5 of ., ) e ™ te™

fR">Ry—=:R°—> R, definidas por f(x,t): 5 yfx(x,y):— T~ son
ox 1+t 1+1¢
continuas V(x,7) e R} x[1,00] .
Como |fx(x,t)|£ti2, V(x,t) e Ry x[Lo0] y '[tlzdtzl entonces .[fx (x,t) dt converge
1 1

uniformemente con respecto a x en R .

Por 1), i1) y iii) segln la regla de Leibniz se tiene que ¢ es derivable Vx>0.
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b)

sin (x) /2
Siendo g(x,71)=1 x 7Y Se define G(t)= .[g(x,t)dx . Calcular G'(¢).
t,x=0 0

+o
Demostrar que F(x) = I te”' cos(tx)dt converge uniformemente para x €[a,b].
0

Hallar F(x) sabiendo que '[ e 'sin(tx)drt = =
0 I+x

Solucion:

es continua; para 0, lim g(x,1) lim tsin(tx)
ua; x=0, xX,t) = —_— =
p (x,t)—)(O,to)g (x.0)>(0.10) x oY

porlo tanto, lim g(x,7)=g(x,.7,) yasi g es funcion continua V(x,t) [0,7/2]xR.

(x,t)>(x0.0)

sin(lx)

Vx#0, g(x,t):

Vx#0: g, (x,t) = cos(tx) es continua; para x =0, se tiene

oo g(0t+h)-g(0) . h_
¢,(0.) = lim p

Por lo tanto, lim g, (x,t)=g,(x,.7,) y g, escontinua V(x,7)€[0,7/2]xR.

(x,t)>(x0.10)
. (7t
sin| —
3)
t

5

a2 sen(ﬁ;j
Luego G'(t)= j cos (x)dx = ,para t #0 y G'(0) =lim
0

G0 +o0

F(x)= '[te” cos(#x)dt , como ‘te” cos(tx)‘éte”, V(x,t)e[a,b] xR}y '[te”dt converge,
0 0

entonces F(x)converge uniformemente Vx € [a,b].

Sea G(x)= .[ e”'sin(tx)dt ; como G(0) converge, e sin(tx) y te™ cos(#x) son continuas
0

V(x,t)eRxR; y J. te” cos(tx)dt converge uniformente Vx € [a,b], se tiene que
0

. 2
G'(x) _ '([te' cos(tx)dl‘ = F(x) y por lo tanto, F(x) = %(1 +xx2 j = (llj:xxz )2 .
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Sea f:R*> >R, donde f(x,y)=u(x,y)(ax+by) y u es una funcién continua en (0,0),

con %(0,0) =3. Calcular, si existen, Zf (0,0) y g(0,0) .

ox oy
2
Cos(x t) dt . Decidir si (‘{/% ,lj es un
t

Sea la funcién ¢:R* xR* — R, donde ¢(x,y)=

=
W'_'@

punto critico para ¢.

Sean f(x,y)=xy+x-y+ly D= {(x,y) eR :x*+y* = 2}. El Teorema de los valores
extremos asegura que f posee un valor maximo absoluto y un valor minimo absoluto
sobre D, hallar dichos valores.

Sea f:R — R una funcién de clase C' sobre R con un tinico punto critico x, que es un

minimo local estricto, probar que x, corresponde a un minimo absoluto. Puede

2 42
considerarse g:R* >R, con g(x,y)=—y'—e " +2)’Ve +e* para mostrar que lo
anterior no es valido para funciones de varias variables.

Mostrar que (0,0) es el tinico punto critico de g .

Utilizar el criterio de la matriz hessiana para mostrar que (0,0) corresponde a un punto

de minimo relativo.

Verificar que g no posee minimo absoluto.

Solucion:

(0,0)=lim f(h,O)—f(o,o)zhmM 3a,

ax h—0 h h—0
Y

2
t
R xR" 5> R, f(x,2) :w y %:R+ xR" > R, %(x,t) =—2xsin(x2t) son

funciones continuas.
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Para y fijo u,:R'xR" > R,u, (x) = \/% y u, : R* xR" = R,u, (x) = x’y son funciones de

clase C'; luego, de la regla general de Leibniz, se tiene que

%) “]“’%(x,gdz+u;<x>f<x,u2<x>)—u;<x>f<x,u1<x>>

:—2x'[ sin(xzt) dt+zcos(x4y)
x
\/%

zg[z (y)(\/%ﬂ

Para x fijo, sea H(y .[ Mdt por T.F.C. se tiene H'(y)= COS( y)'
y

Como ¢(x,y)=H(x2y) se tiene que ?(x,y) =x2H'(x2y) _ Cos(x J’)_
Y y

Asi, o \/7,1 o¢ \/71 =0 y por lo tanto \/;1 es punto critico para ¢.
ox oy 2

Sea g(x,y)=x"+y" -2, usando multiplicadores de Lagrange, se tiene

y+1=2Ax (1)
x—1=24y (2
glx,y)=0 (3

: 1
Sumando (1) y (2) se tiene que x+y = 2/1(x+y), de donde y=-x 0 A= 5
Si y =—x sereemplaza en (3) setieneque x=—1 6 x=1.
: 1 ) .,
Si A= 5 se reemplaza en (2) se tiene que y =x—1, luego al reemplazar esta expresion en la

3, 143

ecuacion (3) setieneque x=——— 6 x=—+—.
2 2 2 2
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b)

Se ha llegado entonces a los puntos

1 \/g 1 \/5 1 \/5 1
P=(-11)=-P,P=|——,——— P =|—4+———+
1 ( ) 2 13 [2 > jy 4 ( > 2",

De aqui se ve que los valores pedidos son -2 y % .

Si x, no fuera un minimo absoluto, deberia existir X eR, de modo que [ (%)< f(x,).
Suponiendo que X < x,,, si se considera el valor maximo f (c) de f: [fc,xo] — R (se sabe que
dicho valor existe por el Teorema de los valores extremos), se tiene que c € |%,x,[ y asi

f ’(c) =0, luego c seria un punto critico de f* distinto de x, (contradiccion).

, e"—2xe ™ o .
De G_g(x’y) =2xe " + yz(—z) =0y 2 (x,y)= -4y’ +4yVe +e =0, setiene
ox e ay
og 08 , - o
que ™ y . se anulan solamente en (0,0) ; luego, €l es el inico punto critico de g .
X Y

2 0
H(g(0,0)) = (0 4\/5} como A >0y A,>0;(0,0) es un minimo relativo.

l+—-

y y

g(O,y)=—y4—1+2x/5y2 y como l}iglg(O,y)=—limy4( ! 2\/?}:—00, se tiene

Y0

que g no posee minimo absoluto.
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Calcular el volumen del sélido limitado por el cilindro parabélico z=4- )’ y los planos
y=2x,z=0y x=0.

Para una funcién f:D, c R’ >R, el 4rea de la superficie z= /' (x,y) esti dada por la
integral doble

BT G

Calcular el 4area de la porcion del cilindro parabélico z = y° cuya proyeccién en el plano

xy corresponde al triangulo de vértices (0,0), (0,1) y (8,1).

Solucion:

42

V
.[ ldzdydx =4.
0

<
Il
[\

© Sy —

De—

Sea S la superficie indicada, la proyeccion de S sobre el plano xy es
D={(x,y)e]R2:0£y£l, 0£x£8y},

y la integral que calcula el area pedida es

A(S)=[[\1+4y’d

D

Ji+ 4y dxdy——(sf 1).

o'-—,.—
o
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Sabiendo que '[ S , Vx e ]l,oo [, calcular / = I
0

0 x—cost 4/x2_1

2- cost)

Sea F '[ e sin calcular la integral probar que /' es continua sobre [1,00[ .
0

Al calcular el volumen /' limitado por encima por la superficie z = (x, y) y por la parte
inferior por una region S del plano xy, se ha llegado a

V=I]f(x,y)dydx+J.J.f(x,y)dydx.

Dibujar S y expresar V' en una integral con el orden de integracion invertido.

Solucion:
T dt V4 of 1
S F = = . , = _ , -
ea F(x) '[0 el o como f(x,t) > y - (x,1) (x—cost)z son
continuas V(x,t) € ]l,oo[ [O 7[] por Leibniz, se tiene F .[ . Por otra parte,
° x cost

comoF'(x)zi[ z j—( 4al ,setieneque1=2—7z.

dx \[xz_l x2_l)% 3\/5

+o0
, Vx>1y .[ g(t) dt converge, segln el criterio Weierstrass se tiene que
0

Como

<
2

+x 1

+1
+00

converge uniformemente para x en[l,o0[; luego, F es funcion continua en [1,00[.

=
0z‘+x

V=}Tf(x,y)dxdy+iff xy dxdy .
1y 42
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1. Sea F(x '[ Arctan( t4jdt, VxeR". Calcular F'(x).
x

2. Sea F(x)= '[ e sin(x) dt, Vx e R. Mostrar que F'(x)= 'f te™” cos(tx)dt, VxeR.

0 0

Solucion:

. u R xR" 5 Ru(x)=0y u,:R"xR"—> R,u,(x)=x" sondeclase C'. Las funciones
4x’t

X+t

7 son

fR*SRy %:R2 — R definidas por f(x,?) :Arctan(%j y %(x,t) =-

continuas V(x,7) e R* xR .

:[al xt dt+u2 )f(x,uz(x))—ul'(x)-f(x,ul(x))

8x_t2 dt +4x’ -f(x,x4)—0-f(x,0):x3(7z—2ln2).

1) F(0) converge.

i) f:RP>Ry Zl :R* > R definidas por f(x,t)= e’ sin(tr) y Zl(x,t) =te" cos(x) son
x x
funciones continuas V(x,t) e RxRj.

+00 +00

_ - 0 .
te’ y I te™"dt , entonces '[ %(x,t)dt converge uniformemente con
x
0

Zl(x,t) <

X

iii)) Como

respectoa xeR.

Por i), ii) y iii), seglin regla de Leibniz se tiene que F'(x) = .[ te™" cos(tx) dt .

0
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11-x

Evaluar.[.[«/)chy(y—bc)2 dy dx .
00

Calcular J. J. x’y*y/1-x* —y*d(x, y) donde E es la region del primer cuadrante acotada
E

por x’ +3° =1 y los ejes coordenados.

Para la funcién f (x, y) =z y la region R del plano limitada por las rectas y=x, y=0
x

y x=1.Analizar la convergencia de .[ .[ f(x,)d(x, ).
R

Solucion:

Cambio de variable (simple), t =+/x+ 7y, dt = d—y’ Jx+ydy=21%dt;

2\x+y

1-x

x4y (y=2x) dy dx=j j 2° (1 —3x)2 dt dx =2
0Jx 9

O© Sy —
S ey |

Ez{(x,y)eRz:OSxSIAOSyS\3/1—x3},

R= {(x,y) eR*:0<x<1A0<y< x}, f es positiva y no acotada en R . Al considerar

L 1 . +0 o o
recubrimiento R, :{(x,y)eRz —<x<IA0<y< x} setiene R, R, y\ U R.=R.
n

n=1

'Uf x,)) jf :—.[xdx——( —%jy}_i)t}}o”f(x,y)d(x,y)zi.

1/n
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b)

b)

Considerar la funcién f (x,y)=x"+sin(7y).

Calcular la integral de / sobre el rectingulo R = [—l,l]x [— 1,1] y sobre la region R,
acotada por las rectas y=x, y=—x, y=—-1le y=1.

Integrar f sobre la region R, acotada y=x, y=—x, x=-1y x=1.

Calcular J. J. dxdy.

«/l+x +y°

Calcular el volumen de la region D del primer octante acotada por el cilindro
z=4-y" yelplano 3x+4y=12.

Solucion:
JJ 7 () d(xy)=
”f(x,y) d(x

([ 7 y)dry) = [ /(e p)dy)= [[ £ y)d(xy)=1.

(x2 +sin(7zy)) dy dx =% ,

Il
L'—,o L'-—,.—
e I S—

<

) 1y
(x +sin 7zy dxdy+ '['[ x* +sin 7zy dxdy=%.
0-y

dydx——lnS I.

” Jidx‘iy “rm

AN
YA

L
7

%4

[ I I |
WA

V= '[02 I:fyz '[0:(3y)ldx dzdy =16.
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Si D= {(x y)e R?: 2 = % < 1} , calcular la integral doble ﬂ (x*+y")d(x,y) antes
a D

transformandola en una integral de linea.

Sean F el campo vectorial F(x,y,z)= (x2 —yz)f + (y2 —xz)j' +(z2 —xy)l€ y I la curva
que se encuentra en el primer octante como interseccién entre los cilindros x> +z°> =1

e y° +z° =1.Fijar una orientacién para I y calcular v = LF -dr.

Solucion:

Una parametrizacion para Fr(D) es C ()= (a cos(7),bsin( t)), t €[0,27] (recorrida en

sentido antihorario). Del Teorema de Green, con51derando p(xy)==x'y y q(x,y)=x",

.g(ﬂ +y4 x y H[aq x y)—%?(x % J Cj) p(x,y dx+q x y)dy

Fr(D)

Evaluando la integral de linea por definicion, se tiene que

T(—a4 cos’ (7)bsin(t),acos(7)b sin” (t)) : (—a sin(z),b cos(t))dt = %ab (a4 + b4)

y por lo tanto, 'Q(X4 +y4)d(x,y) =%ab(a4 +b4).

3 3 3
. +y° 4
Un potencial para F es el campo escalar f(x, Vv, z) = % -X)z.

Considerando la curva orientada hacia abajo, se tiene que P,=(0,0,1) y P, =(1,1,0); por

tanto, el trabajo realizado es W = .[Vf-dr = f(Pf)—f(P.) :%.
C

1
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Evaluar la integral triple j j j xyz(x4 - y4)d(x, y,z), donde
T

T:{(x,y,z)eR3:ISx2—y2S2,3Sx2+y2S4,0£Z£1,)¢20,y20}.

Calcular <ﬁ(x+2y)dx+ydy, si C eslaelipse x> +4y° =1.

C
Solucion:
1Su=x"-p><2,3<v=x>+y><4 ,0sw=z<1,

-1

o(xp2) [ 21 P
G(TV,W)_ :Vx :/}V & 8xy .U.[xyz xt - )Cy, g.!.!.([WUVdevdu—64_
X y z

Considerando p(x, y) =x+2yy q(x, y) =y para aplicar el Teorema de Green, se tiene

(f)(x+2y)dx+ydy J.J.( X,y)- Zi(x,y)jd(x,y)=—2.[;|.d(x,y)=—2A'rea(R).

C

Donde R es la region encerrada por la elipse x* +4)° =1. Como el 4rea encerrada por

2 2

una elipse de ecuacion — +Z}—2 =1 es abr; aqui, se tiene Cﬁ(x +2y)dx+ ydy =—1.
a C

Observacién: Puede considerarse C(¢)= (cos(t),%sin(t)j , 1€[0,27] y no el teorema.
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Calcular J. J. (x+y)d(x,y), donde R es la region del primer cuadrante interior a la

circunferencia x> +y> =4 y estd acotadapor y=0 e y=+/3x.

SiS={(x,y)e]R2;x2+y221,0£x£2y},evaluar ”( o 2+ly)2( o 2)a’(x,y).
s | X y X y

Solucion:

4—y2
7 =~ 19
) dedy=LAB 4=
(v+) dx dy 5\/_ 12

H(x+y)dA

Il
o'—.ﬁ
w ‘EN'—u

El conjunto S no es acotado R* y f no cambia de signo en S ; al considerar

S”:{(x,y)e]Rzzléx2+y2SHZ,OSXSzJ’}a

con neN',setieneque S,cS,,, y \ S.»=85.Usando coordenadas polares se tiene

n=1

Il
— N

jrsm(g)drde— : (1— 1 j;
1

y 2
)Vd(x’y) (147°) NGRS

s, (1+)C2+y2)2(xz+y2 :

de donde, js [/ (xy)d(x y)=%.
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Calcular el volumen acotado por x° +z° =4 e y*>+z° =4 que estd sobre el plano xy .

Sea D= {(x,y) eR*:x*+y° > 1}. ;Para qué valores de p >0, H !

D (ler2 +y2)p d(x’y)

converge?
Solucion:

En el primer octante:

RERIR
Ny

\m,f}.'&!\

La proyeccion del volumen en el primer octante sobre el plano yz estd dada por el conjunto

2 \4-22 \4-7?

D:{(y,z)eRz:0£z£2,0£y£\/4—22};dedonde’V:4J. J' J' ldxdydz:%_
0 0 0
—1 *
f(an’)Z(lereryz)pZO. Para Dn={(x,y)e]R2:1£x2+y2£n2}, con neN puede

+00

verseque D < D D, = D , usando coordenadas polares;
n n+l U
n=1

n

= (1) T2t .

l-p

_ " r B 27 (l+r2)lip
frenten- o575

1

Luego, .[;ff(x,y)d(x,y)=£g1;1fp [(1+n2)1p—2”’}, p#l.

De lo anterior, si p <1 la integral diverge y si p >1 j j f (x, y)d (x, y) converge.

D

S 1 7)) =St o]

n
1

}d& =oo (la integral diverge).
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Calcular el volumen del primer octante que se encuentra acotado por el cilindro
parabélico z=4—” ylos planos z=y, x=0y z=0.

Calcular el volumen de la region del espacio interior al cilindro x* + y° =4 acotada

superiormente por el cono z=16—./x’+ )’ e inferiormente por el plano xy .

Evaluar (j)(z cos(xz)+ y)dx+xdy+(xcos(xz))dz, donde C es la interseccion de las
C

superficies z=4-x"—y° y z=-2+2x"+y’.

Solucion:

V= '[02 I:iyz '[Oyldz dydx=4.
1

Al utilizar coordenadas cilindricas, se tiene que V,, = rdzdrd@ =

Lapiz

ot.—,'_;"

|

Sea F(x,y,z)=(zcos(xz)+ y,x,xcos(xz)), como VxF(x,y,z)=(0,0,0) y F esclase C' en

6" 1767
!

. . 3
todo R’ se tiene que F es un campo conservativo en R’; como C es una curva cerrada se

tiene que (ﬁF-dr=0.
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Sea R la region solida encerrada por la esfera con centro en el origen y radio V2 y
sobre el paraboloide z =x’ +)”. Considerar la integral triple .[ .[ .[R xz°dV . Sin evaluar la

integral, escribirla como integrales iteradas, usando coordenadas rectangulares y luego
coordenadas cilindricas.

Usar el cambio u = x+ y, v=x—y para calcular '['[D(X-i‘y)COS(XZ —yz)d(x,y) , donde D

es la region acotada por las rectas y=—x, y=—x+7/2, y=x, y=x+1.

Si §= {(x,y,z) eR:x+y+z< 1}, calcular la integral J.J.J. !

d(x,v,z).
S(l+)c+y+z)3 (x.3.2)

Solucion:
Al reemplazar z=x"+)" en x*+)°+z° =2, se tiene que z°+z-2=0, ecuaciéon cuya

unica solucion positiva es z=1. Asi la curva de interseccion entre ambas superficies es la
circunferencia de interseccion entre el cilindro x*+)°=1 y el plano z=1, luego la

proyeccion de R sobre el plano z=0 es x* + ) <1.

'U'[ xz’dV = I J.ﬁ e xzzdzdydx=J.02”J.01J.jﬁrzzzcos(@)dzdrd&’.

0£u=x+y££,—l£v:x—y£0; a(x,y)z o =l,
2 G(u,v) v, v, 2
1.2 1
.[[D()C‘f‘y)COS()CZ —yz)d(x,y) =5.[02 .[Olu cos (uv dvdu =
1 1-x1-x-y
J.J.J. (x,v,z J.J. .[ dzdydx:m(z)—i.
1+x+y+z 50 o 1+x+y+z) 2 16
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Evaluar la integral doble '[ 01 '[ yl tan (x2 ) dxdy .

Calcular '[ '[ 3036y (x,y) donde E es la region interior a 4x”* +9)* =36y .

D

Calcular el volumen de la region exterior al cilindro x° + y° =4 que se encuentra acotada

superiormente por el cono z=16—/x"+ 1’ e inferiormente por el plano xy .

Solucion:

Joljyltan( dxdy = ”tan dydx—_ln(%s(l))_

2 ) 2
4% +91% =36y < %+(y )

Al considerar el cambio dado por x =3rsin(8), y =2rcos(8)+2, cuyo jacobiano esta dado

o(x.»)

8( 9) = 6r, la region interior a la elipse se describe como 0<r<1y 0<8<2x,ypor
r’

por

2z 1

lo tanto, H ax+9* 36y+36d(xy J.J.6re36r drd@—g( —1).

Observacion: Una alternativa a utilizar coordenadas elipsoidales trasladadas para calcular

esta integral es considerar: Primero, la traslacion x=u e y=v+2; luego el cambio z = 3 y

v . .,
w= 5 y a continuacion coordenadas polares.

La proyeccion del volumen sobre el plano xy, corresponde al anillo
{(x,y)e]Rz 4<xP 4y’ £256}.

Dado que el volumen tiene como base al plano z =0 y como techo al cono, se tiene que
0<z<16—+/x" + " ; al utilizar coordenadas cilindricas, se obtiene

' 39207z

V= rdzdrd@ =

o'——.g’
0 —
o7
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Si 5:R’ > R es la densidad de un objeto ocupa una regién D en el espacio, entonces
la masa total (o simplemente masa) de D esta dada por la integral triple

M(D)=.[.U5(x,y,z)d(x,y,z).

La region R, se encuentra acotada por los cilindros x* =4z+4 e y* = -4z +4, tiene
densidad definida por 5(x,y,z)=z?, hallar la masa de R.

Sea F(x,y,z)= (yz, x,—zz) y S la superficie definida por y = x* donde 0<x <1y

0<z<4. Calcular .[ .[ F -ndS precisando una orientacion para S.
N

Solucion:

2 2

R= {(x,y,z) eR’ :x? -1<z< l—yj} (ver grafico del problema 7 de la pagina 54). La

proyeccion de R en el plano xy corresponde a {(x,y) eR* :x*+)° < 8}; y

20 232 I*w
M(R)=j”zd(x,y,z)=j .[ .[ Zrdzdrd@=2r .
R

0 0 2 0052(49)

]

NN A )

(i P P

<x<1
¢(x,z):(x,x2,z), D:{(())S j< " Una orientacion para S es 7i(x,y)=(2x,-1,0);

y HF-ﬁdS=J.J.(xzz,x,—zz)-(2x,—l,0) d(x,y)=2.
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Evaluar la integral doble '[ lw '[ % 3¢ dx dy.
i
Sea F:R’ — R’, el campo definido por F(x,y,z)=2xyi + (x2 + 1)]‘+ 62k y C la curva

de ecuacion C(t)= (2 cos(t),ZSin(t),t), con ¢ €[0,47]. Calcular jCF -dr.

Calcular la integral de linea del campo vectorial F =(p,q), donde p(x,y)=xy y

q(x, y) = x—y sobre la curva que corresponde a la frontera (orientada en sentido
antihorario) del dominio R =[0,1]x[L3].

Solucion:

'[110'[\;ﬁ 3ex3dx dy _ '[03 le2+1 3ex3dy de=e —1.

P, = (2,0,47:), P = (2,0,0), FeC' (]R3). Como VxF :(0,0,0) yexiste f talque Vf =F.

Un potencial para F es f(x,y,z)= (xz + l)y +22°, luego '[CF -dr = f(Pf)—f(P,.) =1287".

Por Teorema de Green, se tiene que
3

(ﬁF-dr=H{%(x,y)—g—i(x,y)}d(x,y)=.:[(l—x)dx-.[dy=1.

OR R 1
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b)

Sea D un dominio simplemente conexo del planoy f un campo escalar clase C> en D

2 2
0 {+2{:0. Mostrar que j%dy—gdx=0 a lo largo de toda curva de
C

ox )y oy
Jordan seccionalmente continua suave contenida en D.

tal que

Utilizar el Teorema de Green probar que el area de la region R interior a una curva de
Jordan C seccionalmente suave de clase C' esta dada por

Area(R) =%D—ydx+xdy} .
C

Sean Pl(xl, yl), P, (xz, yz) y C el segmento orientado [Pl,Pz]. Verificar que

J.—ydxwtxdy=)c1y2 —X,) -

C

Sean P, (xl , yl), P, (x2 Vs ),..., P (xn, yn) los vértices de un poligono simple. Demostrar que
el area encerrada es por él es

1
5[(x1yz =)+ (0,py x4+ (v, —x,,0)+ (6,0, = x,)]s

Calcular el area encerrada por la astroide de ecuacién x*° + y*”* =a*”.

Solucion:
Considerando, p = —% yq= Zl , al aplicar el Teorema de Green se tiene que
Y X
of of 0q Op
~ 9 d - 9 d = —~ 9 - 5 d 5
[ )= ()| 2 00)- L) )
o of ([l oS o'f _
1L 5ty L syt~ [f| S5+ S5 a5 =0
j%(x,y)dy——(x,y)dx =0
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b)

Considerando p(x,y)=-y y ¢(x,y)=x, aplicando el Teorema de Green, se tiene

%{[—yd)ﬁ-Xdy} 'UBZ Zﬂ aY)=£Id(xay)=AVea(R)-

C
Una parametrizacion del segmento C es (x(r), y(t))= (x, +(x, —x, )y, +¢(v, = »,)) , £ €[0,1]

dedonde dx=(x, —x,)dt y dy= (y2 —yl) dt , luego,

1
.[—ydx+xdy = .“xlyz _xzyl]dt =XV, =X
0

C

El poligono puede describirse como C, = F_chi (donde C,; es el segmento orientado desde P,

hasta P,, coni=12,..,n—1 y C, corresponde al segmento orientado desde P, hasta P,). Si

R es laregion encerrada por el poligono C,, de la parte a), se tiene

Area(R) =%|:.[ —ydx+xdy:l.

Cr
Ademas, como Cj)— vdx + xdy = 2[ I —ydx + xdy} , de la parte b) se tiene que
Cr =l \ ¢

, 1
Area(R) = 5[(}% —x,) + (505 = X0, ) + o (2, 0, = x,0,0) + (0 —x,) |-

Al considerar la parametrizacion para la astroide dada por C(¢) = (a cos*(t),asin’ (t)) , donde

€[0,27] y el campo vectorial F(x,y)= (—%%j se tiene que
(j)F -dr = gazﬁ
v 8

Del resultado de la parte a) del problema 2, el area encerrada por la astroide es %azﬁ .
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Calcular el volumen acotado por las superficies y=—1, y=x"+2"y X’ +z° =7".

Calcular, mediante el Teorema de Stokes, la integral curvilinea

I:(ﬁ(y—z)dx%r(z—x)dy+(x—y)dz,

. . X z .
donde C es la interseccién entre —+2 + = =1 y los planos coordenados orientada en

a b c
sentido antihorario, aqui a, b y ¢ son constantes positivas.

Dado el campo vectorial F(x,y,z):(x2+sin(z))f+(xy+cos(z))3' +e’k, utilizar el

Teorema de Gauss para evaluar I I F -ndA4, donde S limita al sélido acotado por el plano
N

xy, el cilindro x* + y> =4 yelplano x+z=6y # esla normal exteriora S.

Solucion:

Considerando las coordenadas polares dadas por x =rcos(6) y z =rsin(6), se tiene que

V= jj r+1drd6’—2(7z +2)7’.

S puede parametrizarse por ¢(x,y)= (x, y,c( . 2} D donde el dominio de esta es
a

D:{()C,)/)GR2 :0<x<a, Oﬁyﬁb(l—ij} y el vector normal es 7 :(E,%,lj.
a a

El campo vectorial F :R* — R?, definido por F(x,y,z)=(y—z,z—x,x—y) es de clase

C' sobre la superficie suave S y su borde C (también suave), por lo cual es aplicable el
Teorema de Stokes; luego,

(ﬁF dr—”VxF (x,yz)- ndS——2(a+Z+lj Area(D) =—(ab +bc + ca).

S es cerrada y seccionalmente suave y F(x,y,z) = (x2 + sin(z))f +(xy + cos(z))}' +e'k es

clase C' en S yenel volumen V' (encerrado por S ); es aplicable el Teorema de Gauss; y

6—rcos(@

j 3r2dzdrd@ =—1211 .
0

2z

HF-ﬁdA='U'[V-F(x,y,z)d(x,y,z) =.[U3xd(x,y,z):.|.

123

S C—y 1O

http:// www.udec.cl/~egavilan




b)

Calcular el volumen acotado superiormente por x° + y° +z° =16 e inferiormente por
=3x° +3y°.

Considerar el campo vectorial F(x,y) :(

X+y y—Xx
x2+y2 ’x2+y2 °

Calcular la integral de linea .[CF -dr, donde C es la trayectoria:

In(x”+y*
C(t)= (1 +25,1+ t4), 0<7<1. Indicacién: Considerar f(x,y)= % + Arctan [ij .
y
La circunferencia de radio » y centro en el origen, recorrida sentido antihorario.

(Es conservativo el campo F'?

Solucion:

z=0—>pcos((p)=0—>(p=%,

x4y’ +22 =16 > p’sin’ (@) cos’ (0) + p’sin’ (¢)sin’ (@) + p* cos’ (p) =4 > p =4,

=3x* +3y* = pcos(p) = \/3p2 sin® (@) cos’ (8) +3p”sin’ (¢)sin’ (0) - ¢ =%,

3
—~
[§)

sm d(pd@d

Barquzllo

64@:
T

o'—.-ls
o'—.g)

3
=
=N

La curva esté contenida en el primer cuadrante (region simplemente conexa) y ahi el campo
F es conservativo pues Vf = F'; luego,

[ Fds=r(22)-7(1L1)=In(2).

Una parametrizacion de la circunferencia indicada es (x(t),y(t)) = (r cos(t),rsin(t)) ,

conte [0,272’] y al usarla para evaluar la integral se tiene .[CF -ds = —J.:”ldt =-2r.

No, pues existe una curva cerrada cuya integral de linea del campo F es no nula.
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b)

PROBLEMAS TIPO CERTAMEN

3
X

Sea f(x,y)=1x> -y
X ,si y=x°

iy #x’

Estudiar la continuidad y diferenciabilidad de f en (0,0).

Estudiar la diferenciabilidad y continuidad de f en el punto (1,2).

Siendo S el graficode /' y P, = (l,2,—1)e S encontrar la ecuacion del plano tangente y
un vector normala S en F,.

(En qué direccion crece mas rapidamente / en (1,2) y cual es esa tasa de crecimiento?

Sea z(x,y):f(xy)+1/xy g[ﬁj, definida para x>0, y>0; con /' y g funciones con
y
segundas derivadas continuas. Decidir si z satisface la ecuacion en derivadas parciales

oz &

xzy(xay)_yz ayz ()C,y)=0.

Sea la funcion f(x,y,z)=xz+)’z+ % 2 —4x—-4y—10z+1, indicando la temperatura en

cada punto del espacio.

Determinar y clasificar los puntos criticos de f .
(Cuil es el punto de D = {(x,y,l) eR:x*+)° < 9} con la mayor temperatura?

Considerar todos los triangulos rectangulos de perimetro P . Hallar las dimensiones de
los lados de manera que se obtenga el triangulo rectangulo de mayor area.

Dos esferas de radio se intersectan de modo que cada una contiene al centro de la otra.
Calcular el volumen de la region acotada por ambas esferas.

Desarrollo:

(ry)eT={(x,y)eR:y=x"-x"}= lim f (x.y)=1%f(0.0)=0;

(x,y)~>

f no es continua en (0,0) y f no es diferenciable en (0,0).
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b)

d)

funciones continuas V(x,y)e 4= {(x,y) eR*:y# xz} .

fesC' V(x, y) €A. Como P= (1,2) € A entonces f es diferenciable y continua en (1,2).

Como f es diferenciabla en el punto P, la ecuacion del plano tangente a S en el punto en P,

esta dada por 5x—y+z =2 yun vector normala S en P, es 7 =(5,—11).

En la direccion de Vf(l,Z) =—5i + j, larazén es +/26 .

z =f(xy)+x%y%g[§j

& yf'(xy)+lx%y%g[ZJ - xéy%g'[zj
ox 2 X X

02 )= ia y%g[zj_ix%y% g{zj+§x% y%g,[zjﬂc% y%g,,[zj
Oox 4 X 2 X 2 X X

2
x2 a_f — x2y2 fu(xy)_lx%y%g[lj _x%y%g,(lj +x%y%g”(zj
Ox 4 X . .

% - xf’(xy)+lx%y%g[1j +x%y%g’[ZJ
)y 2 X X

R f”(xy)—lx%y%g[zj +lx%y%g’[zj +lx%y%g’[zj + x%y%g”[zj
oy 4 x) 2 x) 2 X X

2
y2 a_f — x2y2 f”(xy)_lx%y%g[zj‘i‘x%y%g'[zj—i—x%y%g”[lj
Oy 4 X . .

0’ 0’ : )
De aqui puede verse que xza—f(x, y) = yza—i(x, y) y por tanto, z si satisface la ecuacion
X Y
diferencial parcial dada.
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b)

Zi(x,y,z)=2xz—4=0 = x=2/z (1)
X

Zi(x,y,z)zzyz—4=0 = y=2/z )
y

8f _ .2 2 2 _ 2 2 2 _

a—(x,y,z)—x +y°+2z°-10=0 = x"+y° " +2z° =10 3)
X

(1) y (@) en(3) = (2> =1)(z> —4)=0; hay 4 puntos P, = (11,2)=—P,, P, =(2,2,])=—P,.

2z 0 2x
Como, Hf(x,y,z) =l 0 2z 2y]|,setiene
2x 2y 4z
Punto A, A, A, Naturaleza
P positivo | positivo | positivo | Minimo relativo
P, negativo | positivo | negativo | Maximo relativo
Py positivo | positivo | negativo Silla
P, negativo | positivo | positivo Silla

En el conjunto {(x,y,z) eR :x*+)°<9,z= 1} el Ginico punto critico es el punto P, .
Una parametrizacion de {(x,y,z) eR’:x* + y2 =9,z= l} es x = cos(t) , V= sin(t) , z=1,

donde 7 €[0,27]; la funcién f puede ser escrita como una funcién g de una variable:

g(t)=§—12(cos(t)+sin(t)); g')=0= tan(t):1:>t=% 0 Z=%7Z’.

) 3 ) 3
De t=£,setlene P_= —x/E,E\/E,l , de t=5—7z se tiene P, = ——x/_,—éx/g,l y de
4 S5 (2 772 4 2 2
t=0 se tiene el punto P, =(3,0,1).

Evaluando, se tiene que f(PD.):%—U\/E, f(Pé):§+l2\/§, f(P7):—3—;, f(P3):—7;asi,
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la mayor temperatura se alcanza en P, .

R

Sean x e y las longitudes de los catetos. El area esta dada por A(x, y)= -, esta funcién

debe maximizarze dada la condicion x+ y++/x> +yp> =P.
y y

Sea g(x, y) = x+y++/x> +y”> —P. Al usar multiplicadores de Lagrange se tiene el sistema

definido por Vf(x,y)=2Vg(x,y) y g(x,»)=0.

. Y Y
Hay 3 == 1+— (1) —| (2 ,¥)=0.(
ay 3 ecuaciones 5 { 1y } { x2+y2} @)y g(x y) 3)

Ty

_xXTy
P
2442

Al dividir la ecuacion (1) por la (2) se llega a (x— y{l + } =0, de aqui se tiene que

x = y; reemplazando en la ecuacion (3) se tiene x =y =

Pueden considerarse las esferas S, :x* + > +2> =16 y S, : x> + y* +(z—4)’ =16. Al restar
las ecuaciones se obtiene que z =2 ; luego la proyeccion del volumen sobre el plano xy esta

dada por x> + y*> <12; usando coordinas cilindricas, se tiene

V Limn J.ZHJ. L ljlg—rrdzdrdﬁ—ggﬁ

0 0 Zsec((p)

Observacion: En coordenadas esféricas, V,, . =2 J. i J. ”/3 J. ’ P’ sin ((0) dpdedl = 807” .
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b)

a)
b)

2
X :
. i s () =(00)
Sea f:R° — R la funcién definida por f(x,y)=qx"+y .

0 ,S1 (x,y)=(0,0)
Mostrar que / es continua en R’.
Analizar si f es diferenciable en (0,0) y en (L,1).

Verificar que w(x, y):x” f (%), con x#0 y f:R—>R diferenciable, satisface la
x

oo . . ow ow
ecuacion diferencial parcial x—+2y—=nw.

ox oy

Hallar ¢ y b tales que la derivada direccional de f(x,y)=ax’y+bxy* en (1,1) tenga
valor maximo § en la direccion del vector que forma un angulo de 45° con el eje x.

oF  oOF
Sea F:R* >R, (u,v)= F(u,v) una funcién de clase C' que satisface a — +b— #0.

ou ov
Verificar que la ecuacion F (x—az, y—bz): 0 define a la variable z como funcion de

clase C' de las variables x e y.

Mostrar que las derivadas parciales % y & satisfacen a@ + bg =1.

ox Oy ox Oy
La temperatura 7 sobre la region D = {(x,y,z) eR :x*+y*+2° < 49} esta dada por
T(x,y,z)zx2 +y° +2° —8x—8y—4dz+1.
Hallar el unico punto critico en el interior de D e indicar su naturaleza.
Determinar los puntos en donde se alcanzan los extremos absolutos para 7" en D e

indicar el valor de dichos extremos.

Desarrollo:

. . X’y Xy .
V(x,,v,)#(0,0), como x’y)lir(lxlo,yo)f(x,y) =(x,y)1ir(2),yo) i x§0+;/§ = f(x,,¥,). se tiene

. V(x,7)%(0,0) y
lim [y[=0,setiene lim )f(x,y) =0=f(0,0) y f es continua en (0,0).

(x,y)—(0,0) (x,»)—(0,0

que f es continua V(x,,y,)#(0,0). Por otra parte, como ‘f(x,y)‘£|y

De lo anterior, f es continua V(x,y)eR?.
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b)

b)

=0.

% (0.0)= 0= % (0,0)= £(0,0), f es diferenciable en (0,0) cuando (xyl)lil(loo)ﬁ;iijﬁ

Si(x’y)e{(x’y)ERz1y=x>0},setiene lim S(xy) 1

(200 [(x,y)] 242

#(0 ypor tanto f no es

diferenciable en (0,0).

2xy3 g _ xz_yz
—(x2+y2)2 y ay(x,y) X —(x2+y2)

continuas V(x, y)#(0,0), f esclase C' y ademas diferenciable V(x, y)# (0,0); en particular lo

Para (x,y)#(0,0), como Zl(x,y)= son funciones
X

es en el punto (1,1).

ow . y e S(y ow na oo Y .
Como g(X,y)=nx ! (?j—bc v f (?jya()@y)=x 2 (?j,setleneque

xaa—j:(x,y)+2yaa—;f(x,y) = nx”f(%j = nw(x,y) .

La derivada direccional es méxima en la direccion de Vf (l,l) = (2a +b,a+ 2b) y dicho valor

méximo es [Vf(L1)|, en este caso entonces 5a’ +5b> +8ab =64 (1),

Vf(l,l) forma un dngulo de 45° coneleje x siysélosi 0<2a+b=a+2b (2).

De (1) y (2), se obtienen a =b =§\/§

Sean ¢(x, V, z) = F(x—az,y—bz), u(x,y,z) =x—az yv(x,y,z) =y—-bz.Si ¢(x, V, z) =0,
se cumplen las tres condiciones del Teorema de la funcion implicita,

0¢p OF ou OF oOv oF OF
,V,2)=0=F(x—az,y—bz), C'y *=——+——=-a—-b—=#0.
¢(x y z) (x az,y z) ¢ es y % - o e oy o2 a ™ Yy

Luego, z puede definirse como una funcién de clase C' de las variables x e y.

N " (GF)I OF OF 1 OF OF
Del corolario, se tiene | — — |[=—| — — — =] —,
Ox Oy 0z ox Oy a oF b oF (ox oy

u ov
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donde OF OF ou OF 6_F_6_F@_6_F

ox Ouox ou dy oy ov
luego —Z——l 6_F y%——1 8_F
Ox 8F+b5£ ou = oy a5i+b5i ov

ou ov ou ov

De lo anterior, aa +b%:ﬁ[ 8—Fera—Fj:l
ox oy PN ou ov
ou ov

Observacion: En la ecuacion F (x—az, y—bz): 0 se puede derivar implictiametente para

obtener % y %

oy

Z_Z(x,y,Z)=2x—8=O:>x=4, g—;(x,y,z)=2y—8=0:> y=4

g(x,y,z)=2z—4=02>z=4; F, =(4 4 2)
4

2 00
Como [HT(PO)]: 0 2 0f,setieneque A, >0, A, >0y A, >0; por lo que, segin el
0 0 2

criterio de la matriz hessiana, F, es un punto de minimo local estricto.
El tinico punto critico (y posible extremo absoluto) en el interior de D es F,.

Para (x,y,z)e Fr(D), usando Lagrange considerando g(x,y,z)=x"+y"+2z"—49, el
sistema de ecuaciones esta definido por VT (x,y,z) =4 Vg(x,,z) y g(x,»,2)=0.

Hay 4 ecuaciones:

2x—8=2xA (1) 2y—-8=2y4 (2)

2x—4=21z  (3) X +y +2°=49 4)

Despejando x de (1), y de (2) y z de (3), se obtiene
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B T T
-2 YTioa Y

-1
. ) 1 4
De la ecuacion (4), se tiene 6 >+ 6 >+ >=49 <:>(/1—1)2=§,
A-17 (2-1) (A-1) 49
: 1 13
de donde ﬂzli—,esdecw,i:702:7.
14 1
Si l:l; xzﬂ, yzﬁ, x:Z y se tiene el punto Pl=(—,—,z)
7 3 3 3 3 33
1 14 14 7
Sid=—; x=——, y=——, x=—— ysetiene el punto P, =-P.
7 3 Y 3 3 y p 2 1

Como T'(F)=-35, T(R)=-34 y T(P,) =134, se tiene que el minimo absoluto es

—35 y el maximo absoluto es 134.
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b)

a)
b)

Sea f:R? - R, definida por f(x,y)= Xty

X=Yy

Determinar el dominio D Iz

Para cada 1eR, determinar el conjunto de nivel N, (/)= {(x,y) €D, f(xy)= /”t} y

deducir el recorrido de 1.
(Es posible definir f en (0,0) de manera que ella resulte continua en ese punto?

Encontrar la ecuacion del plano tangente a la grafica de f/ en el punto (2,—1,Lj .

3

Si w(x,y,z)= x3f(1,£j, verificar que xa_w+y6_w+26_w =3w
X X ox oy 0z

Suponer que la variables x, y, u y v, estan relacionadas por el sistema

ux® +v’y° =1
2uv’ +xy°> =0
y considerar el punto F, =(0,1,0,1).

Probar que este sistema define a # y v como funciones implicitas diferenciables de x e

» en una vecindad de P,. Determinar el valor de %(0,1) y de ?(0,1) .
s s

Demostrar que G(x,y)=(u(x,y),v(x, y)) admite una funcién inversa diferenciable en

una vecindad de (0,1) ; ademas, calcular la matriz jacobiana de G™' en (0,1).
Sean R ={(x,y)e]R:x2 +y° SS} y f(x,y)=x"+y* +3xp.

Encontrar los puntos criticos en el interior de R y clasificarlos.

JPor qué puede asegurarse que f posee extremos absolutos sobre R ? Encontrarlos.

Calcular el volumen de la regién encerrada por los cilindros x° + y* = 7%, x>+ y*> =477,

los planos y =0, x—2y =0, z=0 y la superficie (x2 +y2)z:l.
Desarrollo:

Df={(x,y)e]R2:(y2—x/\y<x)v(yé—x/\y>x)}.
133

http:// www.udec.cl/~egavilan




b)

d)

Para A1 <0, se tiene Nﬂ(f)={(x,y)eDf:f(x,y)=/1}=¢.

A =1
Para 1 >0, setiene flx,y)=A< y=
T

Jx , la curvas de nivel para f forman una

familia de rectas que pasan por el origen. Como N, ( f ) # { }c> 420, entonces R, =R.

Six=0, lim f(x, y) ¢ R . No es posible definir f en (O O) de modo que continua.

(x,»)—(0,0)

f eC' cerca de (2,—1) y por tanto es diferenciable ahi; la ecuacion del plano pedido es

\/5(2 x)—&(erl)Jrz:—.

9 9 V3

><|‘<

Se considera f( Ej =f(u,v),donde u=x"y yv=x'z.
X

x@:3xzf+x3(@.@+@.@j:3xzf(u’v) of of
X

XZ———xz—>—
ou Ox Ov Ox ou ov

a—W=x3g-%=x21;6—W=x3g-@=x2g;setiene,
oy ou Oy ou 0z ov 0Oz ov

xa_w+y6_w+ a—w—?)x S (u, v) xzzg—yzzg+xzyg+xzz%—
ox oy 0z ou ov ou ov

Sea F:R* > R? con F()c,y,u,v)z(f1 (x,y,u,v),fz(x,y,u,v)):(wc3+v2y3—l,2uv3+xy2).

3

X 2w
2y? 6uv2

Como F esdeclase C' en P, F(P,)=(0,0) y a((fl’fz)) =
u,v

|0 2
120

‘ _4 ’

por Teorema de la funcion implicita, se tiene que el sistema dado define, en una vecindad de P,

au=u(x,y) y v=v(x,y) de manera tinica como funciones de clase C'.

Ademads, también por el Teorema de la funciéon implicita, se tiene que

i) o] (i) ) 13
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b)

b)

ou ou 1
T

de donde ox % 2 ; por lo que %(0,1)=—ly@(0,1)=0.
i ov 3 ox 27 ox
L) Lon| o -2
X oy 2

Como G es declase C' en una vecindad de (0,1) y g—)(;(o,l) = % # 0, por Teorema de la

funcion inversa, G es localmente inversible en una vecindad de (O, 1) con inversa Unica y de

4 -1 i)
clase C'. Ademas, oG (G(O,l)) =(8—G(0,l)j = 0 .
oX oX 0 -2/3

Hay dos puntos criticos, £, =(-1,—1) y P, =(0,0); como A, (B)<0y A,(B)>0, B, esun
méximo relativo, como A, (P,)=0y A,(B)#0, P, essilla.

f escontinua sobre R y R es compacto, por tanto; segun el Teorema de los valores

extremos, f alcanza extremos absolutos cuando su dominio se restringe a R .

En R los puntos criticos fueron encontrados en la parte a).
En OR, usando Lagrange considerando g(x, y) = x> +y*> —8 se debe resolver el sistema
determinado por Vf(x, y) =41 Vg(x, y) y g(x, y) =0.

Hay 3 ecuaciones:  3x> +3y=2x4 (1), 3y>+3x=2y1 (2), x>+’ =8.(3)

Despejando A de (1) y (2) e igualando se llega a (x— y)(x—xy+ y)= 0, de aqui se tiene que

y=XxVvy - Reemplazando y =x en (3) se tiene que x=-2 v x =2; reemplazando

y:L1 en (3) se tiene que x=-1-4/3 v x=—-1+4/3.
x_

Se tienen entonces los puntos (— 2,—2); (2,2); (—1—\/5,—1+\/§); (—l+\/§,—1—\/§).
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Como f(~1-1)=1, £(0.0)=0, f(-2-2)=—4, f(22)=28, f{-1-+3,-1+3)=-26 y
f(—1+\/§,—1 —\/§)= —26. El punto (2,2) es punto de maximo absoluto y
(— 1 —\/5,—1 + \/5), (—1 + \/5,—1 —ﬁ) son puntos de minimo absoluto.

5. Laproyeccion sobre el plano z =0 es D:{(x,y)eR2 ZOSyS%,ﬂ'Z <x’+y’ £47z2};

usando coordenadas cilindricas, se tiene

Arctan(1/2) #27 1 T
szo L '[0 rdzdrdé?:ln(2)(E—Arctan(2)j,
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b)

2x3_y3
Sea f(x,y)= )chry2

Determinar si f es continua en (0,0) y si / es diferenciable en (0,0).

Decir por qué f es diferenciable en (l,l) y encontrar la ecuacion del plano tangente al

1
grafico de f en el punto [1’1’5)

Si / es una funciéon que determina la temperatura en cada punto del plano. ;En qué
direccion disminuye mas rapidamente la temperatura en el punto (l,l) ?

En la ecuacion diferencial parcial

3@+2%:0,
ox Oy

cambiar las variables x e y por u y v,donde u=2x-3y, v=3x+2y.
Considerar la ecuacion F (x, v, z) =0, con F declase C'.

Indicar qué condicion(es) asegura(n) que en una vecindad de un punto P, = (xo , yo,zo)

con F(P,)=0, la ecuacién F(x,y,z)=0 define implicitamente las funciones z = f(x, y),
y= g(x,z), X :h(y,Z)-

En relacion a la parte a) deducir la formula e [8_xj =-1.
ox )\ 0y )\ Oz

Sea C la curva de interseccion de las superficies x* +y> =1y x+y+z=1.

Dibujar en un sistema de coordenadas las dos superficies y la curva.

Encontrar los puntos de maximo y de minimo absoluto de la funcion
f(x,y,z)=x*+y*+z* sobrelacurva C.

Deducir cual es el punto de C mas alejado del origen.
Una esfera de radio 2 se corta mediante un plano que pasa a una unidad de su centro.

Sea D el casquete esférico mas pequefio. Expresar el volumen de D utilizando
coordenadas rectangulares, cilindricas y esféricas; luego, calcular dicho volumen.
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b)

b)

Desarrollo:

Dado que \f(x,y)\ < 3”(an’)

que l)irr(l0 O)f(x,y) =0 yentonces f es continua en (0,0).
x,y )=V,

Como Zf (0,0)=2, ZL(O,O):—I, £(0,0)=0 se tiene que f es diferenciable en el origen
y

X

, V(x,»)#(0,0) y como (x,yl)iir(lo,o)u(x,y)u =0 entonces se tiene

f(x,y)—2x+y

()]

es diferenciable en el origen.

cuando L:= lim
(x,)—(0,0)

=0;si y=x>0 setiene que L0, por lo tanto, f no

4 2.2 3 2 2.2 4

V)% 00), L(ny)=2X X0t G ) WIEIY Y
R (1]

funciones son continuas V(x,y)#(0,0), por tanto f es C' 'y ademas diferenciable

1 : :
V(x, y):t (0,0). El grafico de f posee plano tangente en (l,l,gj pues f es diferenciable en

(l,l) y la ecuacion de dicho plano es z = %x -2y.

En la direccion de —Vf(1,1)= —%f +27.

u=2x-3y 0z 0z0ou Oz ov 0z .0z 0z 0zOu Oz Ov oz oz
L E_EM N N E MO 3% 5%
0y Oudy OvOoy ou  Ov

) - +— =2—+5—
v=3x+2y Ox Ou Ox OvOx ou  ov

9

Reemplazando en 3@+ 2% =0 ,lae.d.p. queda & =0.
4%

ox Oy

F (P0 ) =0 y F esdeclase C', por tanto, por el Teorema de la funcién implicita se define

como z=f(x,y) si aa—F(PO):&O, se define y=g(x,z) si aa—F(PO)?&O y se define
z y

x=h(y,z) si a—F(P());tO.
ox

Si or #0, se tiene z :f(x,y) y al derivar F(x,y,z)z 0 con respecto a y se obtiene

0z
138

http:// www.udec.cl/~egavilan




b)

8_F+8_F% 0, luego o __OF/%y . Analogamente — o __OF/% y @__ OF] Gx.
oy 0z Oy 8y OF |0z &z oOF J/ox © ox  OF/oy

B

AT AR A,

AANA 7]

Si g(x,y,z)=x*+y* =1y h(x,y,z)=x+y+z—1; usando Lagrange, el sistema definido por
Vf(x,y,z)=aVg(x,y,z)+ BVh(x,y,2), g(x,y,2)=0 y h(x,y,z)=0.

Hay 5 ecuaciones; ellas son

2x=2ax+p (1),2y=2ay+B 2),2z=8 B), x*+y° =1 @)y x+y+z=1(5).

Restando (1) y (2) setiene a=1 o x=y:Si o =1 entonces por (1) y(3), f=0=z;si
z=0se reemplaza en (5) se tiene que y =1—x; por otra parte si y =1—x de (4) se llega a
que x =0 o x =1; se ha llegado entonces a dos puntos P, = (0,1,0) y P, = (1,0,0).

Si x=y de (4) se tiene que x = =y yde (5) se tiene que z=1F

5 2
entonces a dos puntos mas, ellos son P, ( J (— 1 1+ ij
5FET NG

f(1)3)=4(1—%} f(Pl)=f(P2)=l minimo absoluto de f sobre C, f(P4):4(1+%J

maximo absoluto de f sobre C. 139

; se ha llegado
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c) [ representa la distancia al cuadrado desde un punto P(x, V, z) del espacio al origen; el punto

_L_LHLJ
22

de C mas alejado del origen es (

, 2 4*)62*)12

3 A3-x 27 3 572.
v=_[ [ | 1&dax=[ [ [ rdzardo={[ [ [ p’sin(p)dpdpdo=—-.
B 32 1 00 1 0 0 sec(g) 3
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g)

2
X'y .

, s1 (x,y)=(0,0

Sea f(x,y): x2+|y|5 ( y) ( )

0 , Si (x,y)z(0,0)

Decidir si /" es continua en (0,0).

Analizar la diferenciabilidad de / en el origen.

(Es f declase C' en el origen?

Calcular la derivada direccional de f en (0,0) en la direccién de v =7 +2.
Mostrar que / es de clase C' en el punto (2,-1).

Indicar, utilizando el item anterior, por qué / es diferenciable en (2,-1); luego,
4
determinar la ecuacion del plano tangente al grafico de / en el punto (2,—1,—gj .

(En qué direccion es maxima la derivada direccional de f en el punto (2,—1) ? (Cual es

ese valor maximo?

1
Decidir si u(x,y) =f(lj+§x2y, conx=0 y donde f:R—>R es una funcion de clase
X

0 0
C' es solucion de la ecuacién en derivadas parciales xa—u(x, y)+ ya—u(x, y)=x’y.
X Y

Calcular 7 = .Uy3(x2 +y2)73/2d(x,y),si D={(x,y)eR2 x4+t <, Syél}.
D

1
2

Evaluar la integral ” d(x,y), sabiendo que R = {(x,y) eR*:0<y< x}.

R (l+xz+yz)2

Calcular el trabajo W = '[ F -dr realizado sobre un cuerpo que se desplaza sobre la curva
C

C desde el punto P(4,0,0) hasta 0(0,0,4) en la interseccion de las superficies z=4—x,

x* +y°® =4x, bajo la influencia del campo de fuerza

F(x,y,z):[ al Y ,zj.

(x—2)2 +y2 ,(x—2)2 +y2
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b)

d)

2

Desarrollo:

Como ‘f(x,y)‘ <lyly (x’yl)gr(lo’o)| y|=0, entonces (x,yl)iir(lo,o)f(x,y) =0=1(0,0); por tanto f

es continua en (0,0).

Como Z—f(0,0) =0 =g(0,0) = £(0,0), f es diferenciable en (0,0) siy solo si

X oy
S(xy)

L= (X»yl)iil(lo»o) H(x,y)” B

(x,y)eT = {(x,y) eR:y=x> 0} = L #0; por tanto, f* no es diferenciable en (0,0) .

Como f no es diferenciable en el origen, entonces ella no es de clase C' en (0,0) .

t 2t
—,— [= /(0,0

g MHEEreo
—A(O,O)—hm =,
av t—>0 t \/g

x? o 2%° 9 Xt +4x7y°
Cercade (2.-1). f(x) =22 zast L ny) =20y Ty XAV

X =y ox (xz—yS) oy (xz—yS)
of of . : : : :
Claramente ™ y ™ (cuocientes de polinomios con denominadores no nulos) son funciones
X Y

continuas en ¥ por lo que f es de clase C' en dicho conjunto y en particular lo es en

(2.-1).
Como f esdeclase C' en (2,-1), entonces ella es diferenciable en dicho punto.

La ecuacion del plano es
z =f(2,—1)+Vf(2,—1)-(x—2,y+l) &z :—%(x—2)+0(y+1) & 4x+25z=-12.

En la direccion de Vf(2,-1) = —215;—0}' = —215; y el valor maximo es HVf(2,—1)H = 215 :
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Como %(x,y) =—x’2yf'(x’1y)+gxy y %(x,y) =x" f'(xy)+§x2, entonces
X

3 oy
x%era_u:_xflyf’(xfly)+gx2y+x’1yf'(xy)+lx2y=x2y y u satisface la e.d.p.
ox oy 3 3
57/6 1
I= | rsin®(6)dr a0 -3
7/6 csc(0)/2 4
. 1
Si f(x,y):—zzo , f=20en R.

(1+x2+y2)

Sea R =1(x, ER2:03x2+yZSn,OSny,neN ,setiene R — R ..y R,=R.
n y n n+l U

n=0

/4

Como gf(x,y)d(x,y): ;[I(lfrz)z drd0=%[l—n2+l

j, entonces

1 (e2)d ()= lim [[ £ (x.7) d(x.) =5

Una parametrizacion de C es (x,y,z)= (2 cos(7)+2, 2sin(z), 2-2 cos(t)), donde ¢ €0, 7];

9

b

W:.([F.dr:]f(2cosgt)+2 —ZS;n(t)

0

,2—2cos(t))(—2sin(t), 2cos(1), 2sin(t))dt =6.
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Sean f(x,y)= e y D= {(x,y) eR:x*+)* < 4}, como / es continuay D es un

conjunto compacto se tiene que f posee extremos absolutos sobre D, calcularlos.

«}Z—yz

Intercambiar el orden de integracion para / = '[ f(x, y) dx dy.
3

© —

Evaluar J =j j cos(x3 )dxdy .
0 v

2 2
Calcular K = .[.”U d(x,y,z dondeS:{(x,y,z)ew:%jt%jtz_sl}.

CZ
Calcular la integral doble M = j j 2d x y) si £ es la region del plano situada entre la

rectas, y=x, y=4x ylas hlperbolas xy=lyxy=2.

Usar integrales triples y un cambio de variables adecuado para calcular el volumen del
solido limitado inferiormente z = x’ + y* y superiormente por z=4y.

Desarrollo:
Zl(x,y) =0=x=0, g(x,y) =0= y =0; el tnico punto critico en D es R, =(0,0).
X Y

En Fr(D)= {(x,y) eR*:x*+y)° = 4} , al considerar g(x,y)=x"+»*—4 y multiplicadores
de Lagrange, se tiene que Vg(x,y)=1 Vg(x,») y g(x,»)=0.

Hay 3 ecuaciones, —2xe” ™ =2x4 (1), 2y’ ™ =2y4,(2)y ¥’ +1° =4.(3)

7.X2

Si x e y son no nulos, de la ecuacion (1) se tiene que A = —e” y de la ecuacion (2) se

tiene que A= e’ (contradiccion). Si x =0, reemplazando en la ecuacion (3) se tienen los
puntos P, =(0,2)=—Pz. Si y=0, reemplazando en la ecuacion (3) se tienen los puntos

B =(2,0)=-

Evaluando, como f(R)=1, f(R)=e'=f(R), f(B)=e"=f(P) se tiene que el

maximo absoluto es e* y el minimo absoluto es e™*
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b)

1 x V2242
1=[[fCey)dyd+ [ [ f(xy)dydx,
00 1 1]
J =j f cos(x3)dydx = sin3(1)
0 0

Considerando el cambio x =apsin(¢@)cos(8), y=bpsin(p)sin(0), z=cpcos(p), donde
a(x,y,z)
o(p.00)

1
ple’sin(p) dp dp do = ach. ldGJ.sm d(pj.pzepdp =4aber (e—2).
0

a, b, cy p sonpositivos, se tiene que

‘ =abcp’sin(p) y

2z

o]

Considerando la parte de la region E del primer cuadrante, se tiene que

O ey Ny
O C—y —

1£s=1£4, I<t=xy<2, 8(x,y) :i; £=l.”t—d dt In128 y por lo tanto,
X a(u,v) 2y 24978
M:§1n128.
4sin(6) 4rsin(0)

En coordenadas cilindricas, V' = j j j rdzdrd@ =8r.
0 0
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Sea f:R" >R tal que ‘f(X)‘ £M||X||2, probar que f es diferenciable en el origen y

luego mostrar que

Ax* cos (%) + By’ sin(%} ,si (x,»)#(0,0)

glx,y)= ,
0 ,81 (x,y):(0,0)
es diferenciable en (0,0).
Demostrar que el sistema
2x° +t+y=0

2xz+x—z=0

define a x e y como funciones de clase C' de z y ¢ en una vecindad del origen. Si estas
funciones son x=g (z,¢), y=g,(zt), demostrar que G=(g,,g,) es invertible en una
vecindad del punto (0,0).

8 2 4
Evaluar la integral '[0 '[ (e" dxdy e indicar qué relacién tiene su valor con la region
y

acotada inferiormente por D = {(x,y,O) eR’:0<y<83fy<x< 2} y superiormente por

4

el grafico de la superficie z=¢" .

2 2 2
Hallar el maximo para f(x,y,z)=x>+ )’ +z’ sujeta a 7+y?+2_5=1 yx+y-z=0e

interpretar geométricamente este resultado.

Calcular el volumen del primer octante acotado por la superficie de ecuacion

2 2
A S
4 25

utilizando el cambio de variables u=x/a, v=y/b 'y w=z/c, donde a, b y c son
constantes reales y positivas que deben ser elegidas de manera conveniente.

Desarrollo:

Como ‘f(@)‘ <0, entonces f(6)=0.

Ademas como @(9) = lir{}w: 0, pues M <lg;
xl_ 11—
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7 (X)-7(0)-v/(6)- x| |7(X)

se tiene que =
2 ¢

< M||X|| y por lo tanto

i (X)=1(0)-7 (0)-X
]

=0 yentonces f es diferenciable en 4.

Como ‘g(x,y)‘ <|4|x* +|B|y* < max {|A , *, de lo anterior se tiene que g es

diferenciable en (0,0).

Bl}|(x.»)

Sea F:R* 5 R?, con F(x,y,z,t)=(f(x,v,z.2), f,(x,3,2.1)), fi(x,y,z,8)=2x> +t+y ¥y

fz(x,y,z,t) =2xz+x—z yseael punto £, =(0,0,0,0). Se tiene

F es declase C' en vecindades de P,.
F(Po): (0’0)-

0Ueh) (p) = 120

o(x, y)
Por 1), i) y iii), segun el Teorema de la funcidon implicita, el sistema definea x e y

como funciones de clase C' las variables z y .

Y ademads, por el mismo teorema, se tiene que:

()LL)

Ahora por el Teorema de la funcién inversa, como se cumple que el jacobiano es no nulo y G

es de clase C'; entonces, G =(g,,g,) es invertible en una vecindad de (0,0).
"7 et drdy= [ e dydr = (e —1): volumen de la regié
J.Oj.we X y—J.OJ.O e dy x—z(e - ).Voumen e la region
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2 2 2
Si g(x, y,z) =—+—=+ 25 1y x+y—z=0, utilizando multiplicadores de Lagrange se

tiene el sistema definido por Vf (x,y,z) =4 Vg(x,y,z)+ ALVh(x,»,2), g(x,7,2)=0y

h(x,y,z)zO.

2
X

Hay 5 ecuaciones, 2x =4 X +4, (D),

2y=ﬂ%y+ﬂz @),

2z
2:=22_2 3),
z /1125 2 3)
2 2 2
L A (4),
4 5 25
x+y—-z=0 (%).

Al multiplicar cada una de las tres primeras ecuaciones por x, y y z respectivamente y luego
2 2 2
sumar se tiene que 2(x2 + 7 +Zz) =2/, [%+%+;—S—IJ+ZQ (x+y—z); de donde, por la

ecuacion (4) se obtiene que f(x,y,z)=4,.

252,
24,-50°

De (1) se tiene que x = 24, ;de (2), y= >4 ;de (3), z
4-1 10-24,

Reemplazando lo anterior en la ecuacion (5), se tiene que

24, Sk 25k _
4-4 10-24 24 -50

b

de donde (4, —10)(174,—75)=0 yentonces 4 =10 o 4, =%.

El valor maximo pedido es 10. Geométricamente esto quiere decir que los puntos mas
alejados de la curva de interseccion entre elipsoide definido por (1) y el plano definido por (2)

estan a una distancia de ~/10 unidades de longitud del origen.
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El volumen corresponde al de la region
y2 ZZ
Dz{(x,y,z)e]R3 X +T+2—5£1,x20,y20,220}.

Al considerar el cambio u=x, v=y/2, w=z/5 laregion D se transforma en

D' ={(uv,w) e R’ +V7 + ' < Lu20,v20,w20]

o(x,y,2)

G(u,v,w) =10, se tiene

y dado que

Voo = [[]1d (.3.2) = [[J10d (o) =10] [ [ psin(g) dpdpdo =5
8 D D
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b)

Considerar el espacio vectorial R” xR" = {(x, y) xeR",ye R”} provisto de la norma
||(x, y]| = ||x||2 + || y||2 . Sea B:R"xR"” —->R una funcion bilineal, es decir, existe una
funcién lineal L:R" — R" tal que B(x,y)=(L(x),y), V(x,y) e R" xR".

Probar que existe una constante C > 0 tal que [B(x,y) < C|x||y]| V(x,y)eR"xR".
Probar que B((x,y)+(h,k)) =B(x,y)+B(x,k)+B(h,y)+B(h,k).

(Es B es continua V (x,,y,) e R" xR"?

(Es B diferenciable en (x,,7,) € R" xR" si DB(x,,y, \h.k)= B(h, y,)+ B(x,,k)?

Sabiendo que .[ ;zdx = %Arctan (%} , /> 0; calcular justificando adecuadamente,
0

,82+x

la integral Iﬁ dx.

Usar una integral multiple y un sistema de coordenadas conveniente para calcular el
volumen del solido que queda tras perforar un orificio cilindrico de radio » por el centro

de una esfera de radio R (b < R) .

y x—=2
(x—2)2 +y2 ’ (x—2)2 +y2

Green para evaluar ICF -dr , donde C es la curva de ecuacion x* +y° =9.

Dado el campo vectorial F (x, y) = [4 V- ) , usar el Teorema de

Para F(x,y,z)=x" + '] +2°k y las superficies definidas por
S, :x*+y*+z>=a’,z>0 (semiesfera) y S, :z2=0,x" +y° <a’ (disco).

Calcular '[ IF -ndS , indicando una orientacién para S, .
S5

Usar el Teorema de la divergencia para deducir el valor de la integral '[ J‘F -ndS,
Sl
indicando la orientacion considerada.

150

http:// www.udec.cl/~egavilan




b)

d)

Desarrollo:

De la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el hecho que L es lineal (ver problema 1 en la pagina

98), se tiene que |B(x,yX = KL(x), y>‘ < ||L(x]|||y| < ,con C>0.

Teniendo en cuenta la linealidad de L y la bilinealidad del producto interior

B((x, )+ (k)= B(x+h,y+k)

<L x+h y+k>
<L(x y+k>
(L(x) > (L(x).k)+(L(h),y)+(L(»).k)

B(x,y)+B(x k)+B(h y) (h k).

B(x,y)= B(x—x, + %0, 5 = ¥y +¥,)
ZB(x_xmy_yo)'i'B(x_x():yo)'i'B(xoay_yo)"'B(xmyo) (porparte b))

Se tiene,

(an’)_B(XOaJ’oj < |B(X—x0,y—yox +|B(x—x0,y0] +|B(x0ay_yox
< Cllx =% flly = oll e = xalllyol + Iy = 3]

Como lim C(||x x0||||y y0|| ||x x0||||y0|| ||x0||||y y0||) 0, entonces por Teorema

(x} —>(x y

del sandwichse tiene  lim  B(x,y)=B(x,,»,) y Bescontinuaen (x,,y,) eR" xR".

(%.2)>(x0.0)

B es diferenciable para todo (x,, y,) € siy sélo si

lim B((xo,yo) +(h’k))_B(x0ayo)_DB(anyo)(h’k)

(h)~(0,0) H( 3 k)H vale cero

. : : .. : ~ : B(h,k
Teniendo en cuenta la diferencial dada y la parte ii) este limite queda L = lim ( ) .
()>(00)||(h, )|

Suponiendo ahora que este limite es cero, acotando (usando parte a)), se tiene que
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IBh | Ihllllkll

(7. k)

y como " khmgg CH (h, k H =0 entonces L =0 y por tanto B es diferenciable en (xo,yo)

a

Sea F(f)=[——

B x dx,como u :R—>R,u(B)=0, u,:R—> R, u,(B)=a sonde clase
0

C' yf:RzaRy%;Rz—)R definidas por f(ﬂax)=ﬂ 1 2 y%(ﬂ )z_ﬂzzfxz

son continuas V(3,x) e R" xR, se tiene, por la regla de Leibniz que

F(B)- J T (p.x)ds

Por otra parte, como F'(/3) =%[%Arctan [%D = —%Arctan[%j ;,3 ! 5 s tiene

que

.‘f :—lﬁ):l[iArctan[a}ri ! j
0,B+x 28 2\ F B) BB +x

x”+ 3’ +z> = R*: esfera de radio R y centro en el origen

x” +y* = b*: cilindro que tiene como eje al y y de radio b
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b)

La proyeccion en el plano z =0 de la region interior a la esfera y exterior al cilindro esta dado

por b2 < x* +1? < R?; luego, V:T]i R.[r rdzdrd€=4—7[(l’32 —b2)3/2-
0b_Jg_2 3

x=¢cos(t)+2

) , te [0,27z] en sentido antihorario y la
y = esin(r)

Para F =(p,q), las curvas C y CO:{

region D encerrada por C que es exterior a C,, para aplicar la segunda version del Teorema

de Green, se tiene

'[CF.dr—'[COF-dr = '[S[(Z—Z(x,y)—g—i(x,y)j d(x,y) = —4drea (D) = 4dre’ - 367 .

Al usar la parametrizacion de C, se tiene que '[CF -dr =2x —4re’, de donde

jCF -dr =-34r .

Usando la parametrizacion para S, dada por ¢, (x,y)=(x, ,0), se tiene que 7i = —k yel

campo ectorial queda F(¢2 (x,y)) = x3f+y33' +0k . Luego, ”F-ﬁdS =0.
S5

Considerando a la primera superficie con vector normal apuntando hacia arriba y al

volumen V' talque oV =S8, US,, por Teorema de Gauss se tiene

27 7/2a

F-idS+ || F-ndS =3 p'sin(p dpd(pd@zéﬁas, y por lo tanto se tiene que
S S 0O 0 0 ) 5

F'fldSZQﬂ'as.
I .

Sy
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b)

a)
b)

b)

Sea f(x,y,z)=x2 +y? +2\/§xy+22x+2z.

Determinar, si existen, los puntos de maximo local y de minimo local para f en R’.
Suponer que f (x, Vv, z) representa la distribucion de temperatura del medio ambiente en
el cual esta sumergida una placa plana, ademas suponer que dicha placa se encuentra en
el plano xy y que su borde es x° +y° =1. Determinar el punto de mayor temperatura y
el punto de menor temperatura en dicha placa.

N e
El volumen de cierto sélido esta dado por la integral V' = '[ '[ 1 dzdydx.
0 0

Describir el solido exhibiendo las ecuaciones de todas las superficies que forman su
frontera.
Calcular V.

Aplicando el Teorema de Green, hallar (ﬁ(2xy + 3sinh(x))dx + (3x2 - 8y)dy si C=0R,y

C
R es la region por el eje y, y=g(x) e y=g(x)+cos(x),donde g:[0,7/2] >R esuna

funcion continua y positiva.
Sea F:R’— R’, tal que F(x,y,z)= (e)‘ cos(y)+ yz)f + (xz —e" sin(y))j +(xy+2)k .

Calcular Vx F.
Calcular el trabajo realizado por F a lo largo de la curva C determinada en el primer

octante por la interseccién del cilindro z=2-73” yel plano y = x, recorrida en sentido
desde abajo hacia arriba.

Considerar el campo vectorial en R’ definido por F (x, y,z): (xy, v, yz) y la region D
del espacio limitada por los planos de ecuaciones x=0, y=0, z=0 y x+y+z=4. Sea
S la superficie que encierra a D, orientada con la normal exterior.

Calcular, usando el Teorema de la divergencia, el flujo ® del campo F a través de la
superficie S ; es decir, calcular © = '[ '[ F-ndA.
N

Calcular la integral / = cﬁF-dr donde C es triangulo cuyos vértices son los puntos A,
r
B, C de interseccion del plano x+y+z =2 conlos ejes X, Y, Z respectivamente.
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b)

Desarrollo:

Se igualan las derivadas parciales a cero para hallar los puntos criticos, y
fx(x,y,z)z 2x+2\/§y+z2 =0
fy(x,y,z)=2y+2\/§x =0

f(x,y,2)=2xz2+2=0

1 5

Hay un solo punto critico F, :(5,—7,—2j yélestalque A, =2 , A, =-16 , A, =16, por

tanto, P, es un punto de silla. No existen puntos de méaximo local ni de minimo local.

Las derivadas parciales no se anulan en el conjunto 4 = {(x,y,O) eR:x*+y° < 1} .

No hay puntos criticos en A4 .

En el conjunto 4, = {(x, y,O) eR :x*+)* = 1}, que corresponde a una circunferencia, puede
usarse la parametrizacion x = cos(¢), y =sin(¢), z=0; donder e [0,27].

f puede expresarse ahora como una funcion de la variable ¢ y f (t) =1+2+/5sintcost.

Sz 3x Ix

) , Vs
Slt€]0,27l'[: f(t):() = ‘tan(t)‘=lc>t=z,7 T,T

Evaluando en f (considerando también los extremos del intervalo), se tiene

4

f[£j=f[57”j=l+x/§, f[%j:f[%jﬂ_ﬁ, 7(0)= fl2x)=1.

. 1 1
Los puntos de maximo absoluto sobre la placa son los puntos A, = (—,—j y P, =—F; los

2 42
de minimo absoluto son P, = (— 1/ V2, 1/ V2 ) y P,=-P,.
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b)

0<x<2; 0<y<+2x—x < (x-1)+y* <1, donde y>0.

—Jd-x’ =y’ <z<J4-x" -y’ o xP+y*+z7 <4,

En coordenadas cilindricas, la expresion (x—l)2 +y2 <1 < x> +y’ <2x se escribe
r<2c0s0y —4/4-x"—y> <z<J4—x—y® seescribe —V4—r® <z<V4-r7 .

La parte superior de (x —1)2 +y? <1 esté en el primer cuadrante, luego 0< 8 < %

V=j j Jj._zrdzdrd9=§7r—%.

Sean p(x,y)=2xy+3sinh(x) y ¢(x,y)=3x>-8y,si C estd orientada en sentido

antihorario y dado que g(x)=g(x)+cos(x) < x=7/2, se tiene

§ pax +qdy = H(%(x,y) —g—i(x,y)jd(x,y)

C

(JS pdx+qdy = Jjn j:(;)ms(x) 4xdy dx
C

(f)pdx+qdy:2(7z—2)
C
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4.

a)  VxF=(00,0).

b)  El punto inicial de la curvaes P, = («/5 , \/5,0) y elfinales P, = (0,0,2), un potencial para F
2
es f(x,y,z)=ex cosy+xyz+§ .

1.5

2 2

b)  Considerando T antihorario, dado que Vx F =(z,0,-x), si d(x,y)=(x,».2—-x-y),y

D={(x,y)eR2:OSxS2, 03y$2—x},setiene la normal 7 =(1, 1, 1) y por Stokes:

[=[[VxF-Add={[(2-x-y,0,-x)-(1,1,1)d (x,y)=0.
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3
Y s (x,)#(0,0)

Sea f(x,y)=1+x"+)’

0 ,81 (x,y) = (0,0)
Calcular las derivadas parciales Zf y Zl en todo R*.
x y

Probar que f esdeclase C' en R*.

Encontrar la buena aproximacion afin para f(x, y) cerca del punto (l,l).

Encontrar la direccion de maximo crecimiento de / en el punto (l,l). . Cual es la razon
de cambio de f en esa direccion?

Verificar que el punto (0,0) es un punto de silla de f.

Considerar la transformacién ¢: R’ — R? definida por ¢(x,y)=(u,v)=(2x~y,y).

Mostrar que ¢ es una biyeccion.
Encontrar la imagen D = (p(R) en el plano uv, donde R es la region del plano xy
limitada por las rectas y=2x-4, y=2x, y=0, y=2.
2 (y+4)2
Calcular j '[y3 (2x—y)e®  dx dy.

0 y/2

Calcular el volumen de la region del primer octante acotada por el cilindro parabdlico
x=4—y” ylosplanos z=y, x=0, z=0.

Sea F(x,p,z)= 3xz? +6y,6x—2yz, 3xzz—y2 . Calcular la integral / =| F-dr donde I
g
r

es el arco de la curva interseccion de las superficies x° +y”> =1, x+ y+z=1 que une los
puntos 4=(1,0,0) y B=(0,1,0) y que esta bajo el plano z=0.

Sean F(x,y,z)=2xi —yj+3zk, V la regién del primer octante limitada por el cilindro
z=4-x" y el plano 4x+3y =12 y sea ademas S =0V orientada exteriomente. Hallar

utilizando el Teorema de la Divergencia, Cﬁj‘) F-ndA.
S

Desarrollo:

of of of 2x*y+3x*y’ of x’
-—(0,0)=0==—(0,0), —(x, ) =———F—, (%, V) =———.
5)6( ) ay( ) ox (o) (x2 +y° )3/2 oy Ce) (x2 +y° )3/2
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b)

. oy o oy o
Si(3,0) #(0,0), im | 2 H(or) =2 ber) v fim 2 (6r) =50 (e )
af : of, . of

(x )| < SH( N> ¥ (x,»)#(0,0) y entonces (x,yl)lir(lo,o)a(x,y) =0= 5(0, 0),
5f 2 ) of O

(x P H(x,y) , V(x,y)#(0,0) y entonces (x,yl)lil’(lo,o)g(%y) =0= 5(0, 0).

De lo anterior, las derivadas parciales son continuas en todo R”, o sea f e C' (]Rz).
A(x,y)= £ (L1)+VF (L) (x- 1y +1) = ﬁGx%_ j

La direccién es Vf (1,1) = %f +ﬁ} y la razén de cambio es [V£(L1)|=

4
)

Como para ¢ >0, se tiene que f(—&,~£)< f(0,0)=0< f(&,¢); el punto (0,0) no es de

maximo relativo ni tampoco de minimo relativo; es punto de silla.

@ es lineal con matriz asociada no singular; luego, ella es invertible y es una biyeccion.

La imagen D en el plano uv corresponde al rectingulo [0,4]x[0,2].

2 (y+4))2

_([ _[y 2x — y 2)‘ydxdy “y 2x — y) (2xy)d(x,y):%“uv3e“2d(u,v):e16—1.

y/2 D

jz
i
.‘,i'
§
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412

24-y"y
V='[ '[ Ildzdxdy=4.
0o 0 0

) 3 ) ) .
Un potencial escalar es f(x, v, z) = ) x°z> +6xy—y’z, sise considera el sentido de la linea

B
desde 4 hasta B se tiene que I:.[F-dr:.[Vf-dr =1(B)-f(4)=0.
r A

04
029 ok ~
B4] 2 ]
NS
el i Qi : /
S )

0.8 Qé £ .
LN < 02

S 06

0E 0.8

4 SSE
=
ES
3 -
SS S;
2 | i
= -
1 Si
P
il 0
0
1 1
2 ¥
y =
4" 2

Claramente F es de clase C' entodo R’ (en particular sobre cualquier abierto acotando a

V'), como S es seccionalmente suave y orientada exteriormente, por Teorema de Gauss, se

4

o
tiene C.E.f)F-ﬁdA=J.£J.V-F(x,y,z)d(x,y,z) =4'(2[ 'f '([ ldzdydx =64 .
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b)

. (1 .
Sea la funcién dada por f(x,y)=x’ sm(—jntyz six=0y f(0,y)=0.
x

o

Calcular P en cada punto (x, y), donde exista.

X
. .o . .
Determinar si ™ es continua en (0,0) el origen.
X

Determinar si / es diferenciable en el origen.

Verificar que la funcién u:R*> > R definida por u(x,y)= f(xy)+xg (zj donde /'y g
X

son funciones reales de variable real derivables es solucion de la ecuacion en derivadas

parciales
,0'u  ,0u 0
X F -y F =V.
X y

Sea D la placa circular {(x,y) eR* :x*+y*< 4} y la funcién f:R*> — R, definida por

f(x,y)=3x*y? +2x* +2y". Encontrar los valores maximos y minimos de / sobre D.

Sean Q la region del primer octante acotada por los planos coordenados, el cilindro
eliptico 4x* +)” =16 y por el plano x+y=4, S la superficie frontera de Q) orientada

exteriormente. Si F(x,,z) = 2xzi +xyj — 2’k , calcular #F -AdS.
S

2x—-y » +2y 4 ~
Un campo de fuerzas esta dado por F(x,y,z)= zx )/2 i+ xz yz j+z°k.
x+y x4y

Para la trayectoria C, correspondiente a la interseccion entre el cilindro x*+z* =1y el
plano y =1, aplicar el Teorema de Stokes para determinar el trabajo (ﬁF -dr.
G
Para la trayectoria C, correspondiente a la interseccién entre el cilindro x°+ )’ =1y el
plano xy, calcular (ﬁF -dr.
G
Si C, es una curva suave, simple y cerrada, contenida z=3 y que da una vuelta en

sentido positivo en torno al eje z ; utilizar el Teorema de Stokes para calcular (ﬁF -dr.
G
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b)

Desarrollo:

X X

1
hZ . |+ 2
o )or
h
o

—(0,y), no existe para y #0; g(0,0) =0.
ox ox

%(x,y):bc sin(lj—cos(lj , x#0.

, este limite existe (y vale cero) solosi y =0;

: . (1 : 1
lim g(x,y): lim 2xsin 1 —Cos 1 ,como limxsin| — |=0 y limcos| —
(x.3)—(0.0) Ox (x,9)—(0,0) X X x—0 X x—=0 X

. 0 .
no existe, entonces al no es continua en (0,0).
x

9 (0,0)=0= g (0,0)=£(0,0).

ox oy

f es diferenciable en el origen si ysolosi L:= lim f(x,y) =0. Considerando que
(x.)=(0.0) H(x,y)”

|/ (x0)

H(an’)H < H(x,y)” y teniendo en cuenta que (x,yl)iir(lo,o)u(x,y)u =0, entonces L=0y f es

diferenciable en el origen.

u(x,y)= f(xy)+xg(£j = f(xy)+g(x"y),

%(x,y) =yf'(xy)+g(fj—x1yg’(§j, %(x,y) =y /() +x7y g(%j
%(x )—xf’(x )+ I(Zj
By s V)= V)T & <)
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Sh(n) = r)ex e 2

x2y2 f”(xy) + xflyz gu(%j _ x2y2 fr(xy) + xlyzgu(fj — O,

2 2
de lo anterior, xz%(x,y) —yZ%(x,y) =0

Puntos criticos en D: f,(x,y)=0=6xp’ +6x° =0, f,(x,y)=0=6x"y+6y’ =0.
Si las variables x e y son no nulas entonces estas dos ecuaciones quedan y> +x =0y
x* +y=0; luego, los puntos criticos son P, =(0,0) y B =(-L11).

En Fr(D)= {(x,y) eR:x*+)* = 4} : Si g(x,y)=x*+y? —4, utilizando multiplicadores de

Lagrange se tiene el sistema

6xy> +6x>=2Ax (1),
6x°y+6y> =24y  (2),
glxy)=0.

Si las variables x e y son no nulas:

Despejando A de la primera ecuacion se tiene que A =3y’ +3x, de la segunda ecuacion se

tiene que A =3x’ +3y; igualando, se tiene (y+x)(y—x): y—X.

Si y# x, al reemplazar y =—x en la ecuacion (3) se tiene que x=42 y esto a su vez

implica que y = 2.

Ahora si se considera que y = x, reemplazando en la ecuacion (3) se tiene que x = +/2 y esto

a su vez implica que y = +/2..
Si x =0 por la ecuacion (3) setiene que y =12.
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b)

c)

Si y =0 por la ecuacion (3) se tiene que x =12
Asi, en el conjunto Fr(D) = {(x,y) eR : X"+’ = 4} , se han encontrado los puntos

P, =(\/§,—\/§)=—P3, P, :(\/E’\/E):_Psa Py =(0,2)=—P7, Fy :(2’0):_})9'

Evaluando, se tiene f(P,)=0, f(P)=-1, f(P,)=7(P,)=12, f(P,)=12+4/2,

S(P)=12-42. f(F)=f(R)=16. f(P,)=f(P,)=-16.

Asi; el punto P, corresponde al punto de maximo absolutoy P, y P, corresponden a puntos
de minimos absolutos.

3 . . .
Claramente F es de clase C' entodo R’ (en particular sobre cualquier abierto acotando a
Q), como S es seccionalmente suave y orientada exteriormente, por Teorema de Gauss,

N

”F.ﬁdA=J.£J.V-F(x,y,z)d(x,y,z) =:[ .([ j xdzdydx=?.

Vx F =(0,0,0).

Si S, ={(x,y,z)e]R3 cxt 42 Sl,y=1}, entonces (ﬁF.dr:“-VxF.ﬁdAzo.
G s,
Considerando C, (t) = (cos(t),sin(t),O), con ¢t €[0,27]; se tiene que <ﬁF dr=2r.
G

Si § tiene como bordea C, ya —C,, por Teorema de Stokes se tiene que

(ﬁF—dr—(ﬁF—dr:”VXF-ﬁdAzo;por lo tanto, (ﬁF-dr:27z.
N

G G G
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Sea f:R’—>R, (x,»,z)—> f(x,y,z) una funcion diferenciable, al introducir las
coordenadas cilindricas (r,6,z) definidas por x =rcos(6), y =rsin(6), z=z se obtiene
g(r.0,z):= f(r cos(@),rsin(&’),z) . Hallar una expresién en coordenadas cartesianas (en

términos de los vectores i, j, k) para

B, 108, 0oy
or r o6 Oz

A

donde 4, =cos(0)i +sin(0)j y 4, =—sin(8)i +cos(8) .

Una caja rectangular sin tapa debe tener un area superficial de 12m°. Determinar las
dimensiones de la caja de modo que su volumen sea maximo.

Sean f:R’—>R, definida por f(x,y)=g(x)h(y), con g y & funciones reales de

variable real continuasy R = {(x,y) eR*:a<x<bhc<y< d} .
a) Demostrar que Hf(x,y)d(x,y) = jbf(t)dt.[dg(t)dt.
R

b) Calcular la integral doble ”D e sin[(y - 1)3}1 (x,y), donde D =[0,27]x[-1,3].

Calcular el volumen del primer octante limitado por la superficie de ecuacion z=xy y
por el plano de ecuacion x+ y =1.

Evaluar la integral triple J. J. J. zd(x, y,z), donde S es el solido limitado superiormente
N

por la esfera x> + > +z° =2az (a > 0) e inferiormente por el cono z = /x> + .

Desarrollo:

Como % _g@+ga_y = cos(@)gntsin(é’) o

a—, entonces

or  ox or oy or ox )y
Z—fﬁr = [cos2 (9)%+sin(9)cos(0)%}f+[sin(9)cos(9)%+sin2 (9)%}) (1),
como % _ ga_x+ga_y = —rsin(é’)gnL rcos(@)g, entonces

00 oOx 060 oy ol ox oy
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%2—‘2&9 - [sin2 (9)%—5in(6’)cos(6’)%}f +[—sin(0)cos(6’)%+ cos’ (6’)%}) (),
como o =@, entonces 8_g]€ =g1€ (3).
0z Oz 0z 0z

De (1), (2) y (3), al sumar se obtiene

G, Mo, g O A (00T g
or r o6 oz ox oy oz ox Oy Oz
Se debe maximizar V (x,y,z)=xyz, sujeta a la restriccion xy +2xz+2yz =12 donde x>0,

y>0y z>0.8Si g(x,y,2z)=xy+2xz+2yz—12, utilizando multiplicadores de Lagrange se
tiene el sistema definido por Vf(x,y,z) = /IVg(x,y,z) y g(x,»,2)=0.

Hay 4 ecuaciones, yz=2A(y+2z) (1),
xz=/1(x+2z) (2),

xy=A(2x+y) (3),

xXy+2xz+2yz=12 4).

Al multiplicar en (1) y (2) por x e y e igualar se obtiene que 24z(y—x)=0; de donde

y =x;reemplazando y =x en (3), se tiene que x =44 ; reemplazando x =44 en (2), se tiene
que 2z =44.

De lo anterior, x = y =2z yde (4) setiene x = y=2 =z =1. Por lo tanto, las dimensiones
son ancho y largo iguales 2m vy alto igual 1m.

[[ £ Gev)d ()= [ f (x.r)dvas
[[7Gy)d () =[[ g (x)h(y)dv

[ )y =["g(@)[ n(y)dvar

b

[ 7(e0)d ()= [ n(r)dv- g (x)ax

166

http:// www.udec.cl/~egavilan




b)

d

h(y)dy

c

1 (x2)d (xr)=[ g ()|
[[ £ (ev)d ()= 1 (r)ar-[ ()t

I, sin[(r=1)"Ja ()= [ ar [ sinf (1=1)Jar = [ *sin(=*)
como /(y):= sin(y3) es funcién impar, entonces fz sin(z3)dz =0 y por lo tanto,

.”De"z sin[(y—l)qd(x,y)zo.
1 pl-x pxy 1
V=J.0J.0 J.O ldzdydx=£.

Al reemplazar z=+/x" +3° en la ecuacién la ecuacion de la esfera, la cual se reescribe como
2 2 2 2 . . . .
X +y +(z—a) =a se tiene z=0 o z=a; por tanto, la interseccion antes ambas

superficies se da en los planos z=0y z=a.

La proyeccion del sélido sobre el plano xy es el disco x* + y*> <a”. Al utilizar coordenadas

cilindricas la ecuacion de la esfera queda z=a ++/a® —7* yladel cono z=r, se tiene
_ 27 pa pNa*—r* +a _ 772' 4
.[Z[.[zd(x,y,z)—.[o .[0 .[r rzdzdrdﬁ—?a :

Observacion: En coordenadas esféricas, se tiene que

[[Jzd(enz)= [T psin(o)dpdoao.
N
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b)

sin()c2 + yz)

Sea f(x,y)= l—cos(\/x2 +y2)

a ,si (x,)=(0,0)

,si (x,)#(0,0)

Determinar el valor de & de modo que f sea continua en el origen.
Con el valor de o antes obtenido, calcular las derivadas parciales en el origen.

Considerando lo de b), decidir si / es diferenciable en (0,0).
. . . . of .
Si /:R" >R es diferenciable en X, demostrar que F(XO) =Vf(X,) V.
v

Utilizar el cambio de variables dado por x =u—v e y =u—v para calcular la integral

g x,y),donde D={(x,y)eR*: x> +xy+y° <Il.
, (x.¥) (x.)

Usar integrales triples para calcular el volumen del solido acotado por las esferas
¥’ +y*+z2 =1y x* +y* +z° =9 que se encuentra sobre la hoja superior del cono

z =3(x2 +y2).

Hallar la masa del solido del primer octante que esta bajo el plano Rl +% +Z= I,con a,
a

c
by c positives sabiendo que la densidad esta dada por &(x,y,z) =kx.

Desarrollo:

Si x=rcos(8) e y=rsin(0), se tiene que

sin(x2 + yz) i sin(rz) 5
=lim————*—=2;

1i ’ N
(x,y)lir(lo,o)f(x y) (x,y)lir(lo,o) 1— COS( [xz n yz ) r—>0 ] — COS(I")

luego, debe tenerse que a =2 .

Y 0.0)=0=2
~-(0,0)=0= > (0,0).
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c)

-2
f es diferenciable en el origen ssi L:= lim /(%) =0.

mmwjﬁﬂr

Si se considera, nuevamente el paso a coordenadas polares, se tiene que L =0 y por lo tanto,
/ es diferenciable en (0,0).

Por definicion, se tiene que g()( ) =lim S (Ko tv) — f(XO) .

Yy t—0 t

Si g(t):=f (X, +1), se tiene que g'(O)=l}_I}1(}M=ZJi(XO).

Al considerar C(¢):= X, +V; se tiene que C(0)=X, yque C'(t)="V, VieR.

De la regla de la cadena, se tiene que

o d o Of dx,  of dx o d, |
N=2(r(x I T s S
g'(1) =4 (/ (Xy+19)) or dr o, di ok, dt

por lo tanto, g'(0) = Vf(C(O)) -C'(0) y entonces se deduce que %(XO) =Vf(X,) v
A%

Con el cambio de variables indicado, la region D en las coordenadas u y v queda descrita

por la regién eliptica D” = {(u,v) eR*: 3’ +1v° < 1} y como 8(x,y) =-2, se tiene

o (u,v)
'['[D ef(x2+xy+} ’y 2'['[ 3u 2 d u v

Considerando ahora u—\/_rcos(H) y v=rsin(0), se tiene que ZE;‘:;;:% y
(327%) L e arag= 2121
”De d(u,v)—\/gjo jore drd@-\/5 1 ;
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Utilizando coordenadas esféricas, se tiene que
27 pnl6 03, 267 \/—
V=J.0 J.O Lp sm((/))dpd(pd6’=T(2— 3).

Observacion: En coordenadas cilindricas, se tiene

_.[Zzz.[l/Z.[\/7 rdzdrd@+.[02”.[13//22.[J‘/§‘17rdzdrd922677[(2—\/5)_

MTetraedro = .[.I[.[g(x’ y’Z )C Y,z .[ .[ .[ 75 % dzdydx = azzb:k .
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Sean f(x,y)=+x"+3>+1y g(x,y)=x>-)". Determinar todos los valores para a y b
de modo que las curvas de nivel N, (/) y N,(g) sean ortogonales.

Hallar los puntos mas alejados y los puntos mas cercanos al origen sobre la elipse de
ecuacion 3x° +4xy+6y° =140.

1
Calcular el volumen de la region del espacio acotada por las superficies y = x° +Z ,

x+y=0,x-y=0,x+y+z=1yx+y+z=2.

Calcular la masa del sélido comprendido entre las esferas de ecuaciones x” + ) +z> =1y

x*+y*+2z> =9 sabiendo que &(x,y,z)= H(x,y,z)” .

Determinar el drea de la porcién del paraboloide hiperbélico de ecuacién z = y* — x°

acotada por los cilindros x* +y* =1y x* + > =9.
Desarrollo:

N,(f)y N,(g) ortogonales = Vf (x,y)-Vg(x,y)=0.

2 2
i ) J +(x,—»)=0; luego, r ) b =0y
\/x2+y2+1 \/x2+y2+1

\/x2+y2+1=\/x2+y2+1_

Se tiene {

por lo tanto » =0 y por la definicion de f* debe tenerse que a > 1.
Sea f(x,y):= x*+ y° (la distancia al cuadrado de un punto cualquiera del plano al origen), al
considerar g(x, y) :=3x” +4xy + 6> —140 y utilizar multiplicadores de Lagrange se tiene el
sistema definido por Vf(x,y) = /lVg(x,y) y g(x,y) =0.
Hay 3 ecuaciones, 2x=A(6x+4y) (1),

2y=/1(4x+12y) (2),

3x2 +4xy +6y° =140 3).

Las dos primeras ecuaciones, pueden reescribirse como el sistema lineal y homogéneo (en las
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(3l—l)x+21y=0
2lx+(6l—l)y=0

elipse, entonces deben existir infinitas soluciones para el sistema lineal y por lo tanto el

) . : : 1 1
determinante de la matriz asociada debe ser cero; se tiene entonces que A = 5 odl= r

variables x e y) dado por { ; como (0,0) no satisface la ecuacion de la

Si 4 =%, de (1) se tiene x =—2y; de (3) se obtiene que y =+J14 y se tienen los puntos

P =(2v14,~V14)=-

Como f(PB)=f(P)=70y f(P)=f(P,)=20, setiene que P, y P, son los puntos de la

elipse que estan mas alejados del origen mientras que £ y P, son los mas cercanos.

_J' 1/2'[7:“/4'[12 = dzdydx+'|.l/2'|.x +1/4J.2 x- }ldzdydx 2J-1/2J-x +1/4 dydx=%_

S(x,p,z)=x’+y"+2°, M = .f:ﬁ.[:.[:kﬁ sin(¢p)d pdepdd =80z .

Utilizando la féormula del problema 2 de la pagina 107, se tiene que el area pedida esta dada

por
a=[f Jl +[%<x,y>j2 +[%<x,y)jzd<x,y>,

donde f(x,y)zyz—x2 yD:{(x,y)eR2:1£x2+y2£4}.

Utilizando coordenadas polares, se tiene que A4 = .[02” .[ 13 rNar’ +1drdf = %(37@ -5/5 ) .
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Sea f:R* >R, (x,y) > f(x,»), al considerar x =e’cos(¢) e y=e’sin(¢) se obtiene

g(s.t) = f (e’ cos(r),¢'sin(t)). Probar que

o’f & o’g ©°
e” ]: + ]: =28,58,
ox~ 0Oy Os~ ot

Utilizando multiplicadores de Lagrange, determinar la distancia entre el punto
Py =(Xy,¥,.2,) Yy ¢l plano de ecuacién ax+by+cz+d =0.

Calcular el volumen de la region R del primer octante y tal que x + "> +z"° <1.

Utilizar coordenadas cilindricas para calcular el volumen de la region acotada por el
cilindro x* + y* =4, el paraboloide z =4 — x> — y*, la esfera x’ + y* +(z—8) =4 y tal
que x+ y <0.

Un plano corta un casquete de altura // en una esfera de radio R, con 0 < H < R. Usar
coordenadas esféricas para calcular el volumen del casquete.

Desarrollo:

De la regla de la cadena, se tiene

G o Yy ¥,
0s OxOs Oy Os ox oy

2 2 2 2 2
Fz_ o [FrE F1a), ¥, (O Oy
Os ox Ox~ Os OyoOx Os oy Ox0y Os Oy~ Os
Ig_ o L0f of o o'f  .0f

=X +X =Sty ——Fy—F+xy——+ )y —5 1
Os’ xax * ox’ xyayﬁx yay xyaxay 4 oy’ )

g dx g o, I
ot Ox Ot Oy ot ox Oy

2 2 2 2 2
Fz__ o [(Ffex Fra) o, (&fa Ofd
ot ox Ox~ Ot Oyox ot oy ox0y ot Oy” Ot

0’ 0 ol 0’ 0 ol ol
—;g:—xlwtyz—{—xy—f—yl—xy—fvtxz—{ 2)
ot ox ox 0yox oy Ox0Oy oy
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De (1) y (2), al sumar, se obtiene que

azg 2 2 azf azf .
¥=(x +y) Ox? +8y2 ’

2 2 2 2
por lo tanto, ez‘v[8f+8fj_8g+8g

ot o) ot ot

Sea f(x,y,z)= (x—xo)2 +(y —yo)2 +(z- 20)2 , al considerar g(x,y,z):=ax+by+cz+d y
usar multiplicadores de Lagrange para minimizar la distancia desde un punto P =(x, y, z) en

el plano indicado hasta F, se tiene que Vf(x,y,z) = /IVg(x,y,z) y g(x,y,z) =0.
Hay 4 ecuaciones, 2(x—x))=ak (1),

2(y=y,)=ba (2),
2(z—z,)=cA (3),
ax+by+cz+d=0 4)
Como al menos una de las componentes del vector normal al plano debe ser no nula, puede

2(x—x,)

a

asumirse que a # 0 y en tal caso de (1) se tiene A = , de donde por las ecuaciones

, b(x—x,) c(x—x,) :
(2) y (3) se obtiene que y =——=+y, y z=———=+z,, respectivamente.
a a

a(ax, +by, +cz,+d)
a+b’+c’

De estas tltimas dos igualdades y de (4) se deduce que x —x, =— , de

b(ax,+by, +cz,+d) c(ax, +by, +cz,+d)
Z—zy=— ;
a+b+c’ Y ‘ a+b+c’

donde y—y,=—

9

2
(ax, + by, +cz,+d)
a+b+c’

se tiene entonces que el valor minimo para f es por lo que la distancia

|ax0 +by, +cz, + d|

\/a2 +b +

entre £ y el plano es
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Al considerar el cambio de variables dado por x=u, y=v* y z=w’, R se transforma en s

o(x,y,2)

= 6vw?, se tiene
G(u,v,w

R ={(u,v,w)eR3 :u+v+w£1} y como

V(R) = ”jld(x,y,z) = ”j6vw2dwdvdu = 6.[01 J‘Olfuj‘;iufvvwzdwdvdu :% )
R R

v=[""T[ “ rdzdrde = 2%

37/4 J0 —r 5

or ol S e » 7H*(3R—H)
V:.[o .[0 5 ,[(RfH)Sec(w)p Sln(@)dpd@dgz—'
Observacién: En coordenadas cilindricas, V = .[02” jom J‘RJR;_’ZI, dedrdo
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cos(x)
cos(y)

Si f(x,y)=

, hallar el desarrollo de Taylor de orden 2 para / en torno a (0,0).

Al calcular el volumen 7/ situado bajo el paraboloide z = x> + y° y sobre una cierta
region S del plano xy, se ha llegado a la suma de integrales

22—y

(x +y )dxdy+'['[ X +y )dxdy

1 0

-

o'—,.—
S ey

Expresar el volumen /' mediante una integral iterada en la que el orden de integracion
esté invertido y luego calcular V.

Si D= {(x y)eR?:(x— h) +(y- k)2 < 1}, hallar los valores de /# y k de modo que la

integral H 2x2 +xy+y —x—2y+ 17)d(x,y) sea minima.
D

Mostrar que la superficie z = =, con z2> 1 se puede llenar pero no pintar.

x*+y

Sean S la superficie definida por 4x° +9y° +36z> =36, con z >0 y el campo vectorial

F(x,y,z) = (y,xz,(x2 +y4)3/2 Sll’l( J_)) calcular el flujo ”VXF -ndS.

Desarrollo:

Como %(x’y):_sm—(x) af(x’y):sin(y)cos(x) af(x’y):_sil’l()c)

cos(y) oy cos’(y) @ cos(y)’
of __sin(x)sin(y) 9°f _cos’ (y)cos(x)+2sin’(y)cos(x) .
Ox0y (%.y)= cos’ (y e (%.y)= cos’(y) > S¢ tiene
que l(0,0) =0= 1(0,0) of (0 0) of (0 0) of (0,0) =1 y por lo tanto el

oy - OyOox ox oy

2

2 2 2
desarrollo pedido es p, (x, )= £(0,0) —%[xz 88 j: (0,0)+ »? 88 S (0, 0)} =1 _%er?_
x Y

V= '[ x+y dydxz%.
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Considerando f'(x,y)=2x+xy+ )y’ —x=2y+17, x=rcos(0)+h e y=rsin(0)+k, el
conjunto D se transforma en D* = {(r, 6’) eR*:0<r<1,0<0< 27[} y

[[ £ (x.y)d(x.y) =j02”j;rf(r,9)drde=7z(k2 —2k7z+7?1+2h2 —h+hkj =g (hk).

El Gnico punto critico para g es (h,k)=(0,1) ycomo para él se tiene que A, >0y A, >0,

entonces por criterio de la matriz hessiana se tiene que ¢l de un minimo.

1
Sea D={(x,y)eR’:x’ + > <1}{. Como ||| ————=-1|d(x,y)=7, el volumen bajo
o) ) coms | 1ot
z= % y sobre el plano z=1 es 7 y por lo tanto la superficie se puede llenar.
X“+y

Utilizando la féormula del problema 2 de la pagina 107, se llega a la integral

I:= H x+y +1d(xy)

2 1 : o o
y usando coordenadas polares, como —<r,|— +1 se tiene por criterio de comparacion directa
r r

para integrales simples que / diverge y por lo tanto la superficie no se puede pintar.

2 2
El borde de S corresponde a la elipse %+T =1 que se encuentra en el plano z =0, siella

se considera en sentido antihorario una parametrizacion es C(t)= (3 cos(t),2sin(t),0), con

te [0,27[] . Si § posee vector normal unitario apuntando hacia arriba, entonces por Teorema
de Stokes, se tiene

[[VxF-ids=§F-dr=["F(C(r))-C(t)dt =6z .
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El cambio de variables dado por x=¢’ e y =¢' transforma a f(x,y) en g(s,t) siendo

g(s,t) =f (e“,e’) . Sabiendo que f satisface la ecuacion en derivadas parciales

2 2
x2%+y2%+xg+yg:0
ox oy ox oy

b

2 2
utilizar la regla de la cadena para demostrar que 6_§ +a—‘2g =0.
S t

Demostrar que cerca del punto (x,, y,,u,,v,) =(1,2,1,—1) se puede resolver el sistema

e +yv+3=0

y+

e —xu=0

para u y v como funciones de las variables x e y y luego calcular %(1,2) .
28

2 x 4 2
Evaluar la integral '[ '[ sin[ﬂj dy dx + '[ '[ sin [ﬂj dydx .
1Jx 2y 2 Jx 2y

Sean D=[0,1]x[-11] y f:R?>—R una funcién de clase C” tal que f(1,1)=6,

f(1,-1)=3, £(0,1)=1y f(0,~1)=2. Calcular ”aaxaj;(x,y)d(x,y).

Calcular el volumen acotado por x> +)° =2y z2 =x"+y° —1.

Desarrollo:

2 2 2
Como 282 _ O P o [(Fra) 0 & Ay o
Os Ox Os ox Os ox Ox~ Os ox ox Ot Oy oy oy

a 2 a 2 2
O L Y-
ot oy

—2 4+ y——; se tiene que
oy° or o oy a

2 2 2 2
8§+8§=x28]:+y26]:+x@+yg=0_
os> o ox oy°  ox T 0y
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2.

5.

Sea F:R* 5> R?, (x,y,u,v)HF(x,y,u,v) :(f(x,y,u,v),g(x,y,u,v)) donde

y+v

f(xyuv)=e+yv+3y g(x,y,u,v)=e""" —xu; sea ademas, F, =(x,, Uy V).

Como F esdeclase C' cercade F,, F(F,)=(0,0)y ol/-2) ——=2(F))=1#0, por el Teorema
G(x,y)

de la Funcion Implicita, el sistema define de manera tnicaa u y v como funciones de clase
C' (y por tanto diferenciables) en las variables x e y . Derivando las dos ecuaciones del
sistema con respecto a x, se tiene que

(121,20

ox ox
ey”@—u—x%zo
Ox ox

aqui al evaluar en P, y resolver el sistema lineal, se llega a que Cu (1 2) -3.

jlzj;}Sln[zdedeJr'[ L_sm[ yjdydx jj sm( yjdxdy_ (7;+2)'
5[68)6(;; d(x.y) .[.[155 (x,y)dy dx
.[;[aa:gy(x,y)d(x,y)=I;(%(x,l)—%(x,_1)jdx
gs:;y(xay)d(xayFI;%(x,l)dx—j;%(x,—l)dx

o f
.[axay(x’y)d(x’y):f(lal)—f(O,l)—(f(l,—l)—f((),_l))

d( ,y)=4

D

/2

Coordenadas cilindricas: V = .[ .[ .[ rdz drdf =—
3
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Si > —4ac<0, a>0, b>0 calcular el Area encerrada por la elipse de centro en el origen
y de ecuacién ax’ +bxy +cy’ =1.

La Transformada de Laplace para una funcién f/:R; —> R, esta dada por

cuando la integral converge, sabiendo que el producto de convolucién entre /' y g esta

dado por (f *g)(7)= .[Otf(t—u)g(u)du , probar que L{(f*g)(t)}:L{f(t)}L{g(t)}.

La rigidez flexural £/ de una viga uniforme es el producto de su modulo de elasticidad
de Young £ y el momento de inercia / de la seccion transversal de la la viga en x, con
respecto a la recta horizontal / que pasa por el centro de gravedad de esta seccion

transversal. Aqui, / =”[f(x,y)]2d (x,»), f(x,) esla distancia de (x,y)a /y R esla
seccion transversal de 11; viga considerada.

a) Hallar / cuando R eselrectangulo —1<x <1, -2<y<2 y/ esel eje x.

b) Hallar / cuando R es el circulo de radio 4 y centro en el origeny / es el eje x .
Calcular el volumen de la region limitada por las superficies y° +z° =a°, y* +z° =b",
x(y2+zz):1 y x=0,con0<a<bh.

Hallar (ﬁF -dr, si F(x, v, z) = (22,8x—3y,3x+ y) y L es el borde de la placa triangular
ABC orLientado positivamente siendo 4 =(1,0,0), B=(0,1,0) y C=(0,0,2).
Desarrollo:

Al considerar f(x,y):=x"+)"y g(x,y):=ax’ +bxy+cy’ -1 procediendo de modo
similar a como se hizo con el problema 2 de la pagina 171 y como el area encerrada por una
elipse es igual al producto de la longitud de sus semiejes multiplicado por 7, se obtiene que

27

Ndac—-b* '

el area pedida es

180

http:// www.udec.cl/~egavilan




L{(r =)0} =1{[] 1 (1-u) g ()]
L{(r*) (O} =], e[ £ (e-u)g(u)dudi

() (O =]" [ e f (- u) g (u)dude
L{(r=e) )= [ e f(-u)g(u)drdu

(O} = ][ () )
L{(f*2) )= e g ()| e 1 (w)dwdu
L{(f ) ()} = [ e (w)dw- [ g (u)du
L{(f )0} =L{s ()2 {s ()}

S0 B 32
1_.[,1.[,2)} dydx—?,
1 :.[02”.[041”3 sin’ (0)drd6 = 64r .
. . 27 ¢b o172 b
Para y =rcos(0) y z=rsin(6), se tiene V:jo L .[0 rdxdrd9:27zln(5j.

El plano que contiene a los 3 puntos es 2x+2y+z =2 y una parametrizacion de ¢l es la dada
por ®(x,y)=(x,y,2-2x-2y), con D, = {(x,y) eR*:0<x<1,0<y< l—x} y vector
normal 7 =(2,2,1); como Vx F =(1,—1,8), por Teorema de Stokes se tiene que

HVXF-ﬁdA:H4 d(x,y):4A'rea(D):4.
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(Cuales deben ser las dimensiones de una lata cilindrica con volumen /' fijo y de modo
que para su fabricacion se utilice la menor cantidad de material?

- 2 I
Maximizar f:R" — R, donde f(x,,x,,...,x,)=(xx,...x,)" sobre la esfera unitaria de

R" y luego verificar que la media geométrica es menor o igual que la media aritmética.

De todas las curvas de Jordan orientadas en sentido antihorario, encontrar aquella sobre
1 1
la cual el trabajo realizado por el campo F (x, y) = (Z X’y +§ y? ,xj es maximo y luego

determinar dicho valor.

Sean f:R’— R arménicay R un sélido tal que S =0R es suave, orientable y con

normal unitaria exterior 7. Probar que ”S%dA =0y .[.[ng_],;dA = IJIR||Vf||2 av.

Sea f:R’> — R una funcién arménica. Para cada r >0 considerar la circunferencia

C, :x*+y’ =r” recorrida en sentido antihorario y definir ¢(r)= % j fdr.
e
Probar que lrl_r)lgq)(r) = 1(0,0).

Verificar que ¢'(r) :Lj—gdxvtgdy.
2rre oy ox

Deducir que ¢ es constante y que go(r) =f (0,0) , Vr>0.
Desarrollo:

Al resolver el problema de minimizacion de f (h,r)=hr+ r* con la condiciéon zhr’ =V

utilizando multiplicadores de Lagrange se obtiene que h =2r = Javiz.

Observacion:

De la condicion dada puede despejarse una variable en funcion de la otra y luego resolver el
problema utilizando una funcién de una sola variable.

Al parecer algunas empresas conocen este problema y (al disefiar sus envases consideran) la
solucidn de este;
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por ejemplo, en algunos tarros del lujoso Nescafé, se tiene que 4 =~ 2r .

Utilizando Lagrange, se tiene el sistema de (n+1) ecuaciones
2 2 2 2 2.2 _ 2 2 2
XXy oo X, =AX, X[ Xy oo X, =AXy ey XX, .0 X, =AX, Y X, +X, +...+x, =1.

Como la esfera es un conjunto compacto y f es continua, el Teorema de los valores extremos
asegura la existencia de un maximo absoluto y de un minimo absoluto, este ultimo se alcanza
cuando alguna de las componentes de (x,,x,,...,x,) es cero.

2
n

2.2 2
=..=xX,...x, ;de

*n-1°

De las n primeras ecuaciones, si x, #0 con i=1,n se tiene A =x...x

. ., . 1
donde al reemplazar x’ = x; =...=x en la Giltima ecuacién se tiene que x, = iT y por lo
n
tanto el maximo absoluto es f' (Jr ! + ! + ! j _d
Sy ity S

i

Sa

i=1

De lo anterior, si ¢, >0 y x, = como se verifica la ecuacion (n+1), se tiene que

_aa,...a a,+a,+...+a,

=

IA

lo

< Ln , de donde t/aa,...a,
n n n
i=1

cual demuestra que la media geométrica es menor o igual que la media aritmética.

f(xl,xz,...,xn)=(x1x2...xn)2

[SS]

2
Silacurvaes C =0R, por Teorema de Green, se tiene CﬁF -dr = H(l —% —yzjd(x,y) :
C R

2
Al considerar el paraboloide eliptico z = f (x, y) =1 _x? —y*, se tiene que el volumen bajo

2
él'y sobre el plano z =0 serd maximo cuando D, = {(x,y) eR’ :XT +y° < 1} ; basta tomar
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b)

2
) X
entonces a la curva C como la elipse vy +y =1.

Utilizando coordenadas elipticas, se tiene que (JSF -dr = J. 02” J. 01 2r(l - rz)drd O=r.
C

Si F =Vf ,entonces V-F =0 y por Teorema de Gauss, .Us%dA =0.
n

2
, por Teorema de

Como V-(fVf)=(£.Y + 1 fut(f,) + S Lo+ (LY + .=

Gauss es claro que .Usfgj,; dA =.U.[R||Vf||2 dv.

Con C, (1) = (rcos(t),rsin(t)) y t€[0,27], se tiene que o(r) =iz.|?f(rcos(t),rsin(t))dt

0

r—0

y limg(r :—'[ rylm f rcos(t),rsin(t)) dt = £(0,0).

Si /. :2— J. 2 dx+ dy por definicion, de integral de linea, se tiene que
’ r Ox

1 Zﬁ{gf (rcos(t),rsin(t))cos(t)+g(rcos(t),rsin(t))sin(t)}dt;de la regla de la

¢~ 2r oy

cadena, ¢'(r) = ZTZZ (rcos(t),rsin(t))cos(t) + %(rcos(t),rsin(t))sin(t)}dt ; por lo

tanto, ¢'(r) =1, .

Del Teorema de Green, si C =0R, se tiene que /. = 5 H{a f 0 f} y) =0 ypor
" r

lo tanto ¢'(r) =0 y @ es constante y dado que el limite de una constante es dicha constante,

por la parte a), se deduce que (o(r) = f(0,0).
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Erratas Recopilacién de ejercicios resueltos para Caélculo III (521227)
Texto: Disponible en http://www2.udec.cl/~egavilan
= Pagina 5, problema 4: En la definicién de f, en la seqgunda columna, debe decir

—y? en lugar de 32

= P3gina 26, problema 3: Debe decir del Teorema en lugar de por del Teorema.

- y Oz, y) s, )\
= Pagina 41: En la solucion del problema 1 debe decir =
d(s,1) d(z,y)

= Pagina 41, problema 9: En la ecuacién de la esfera debe decir 9 en lugar de 18.
= Pagina 44, resultado problema 9: Debe decir 53 y 27 en lugar de 57 y 23.

= Pagina 48, problema 7: En el recubrimiento después del segundo simbolo < debe
decir 2 en lugar de 2 — x.

» Pégina 58: Debe decir h(0,2) — h(3,0) en lugar de f(0,2) — f(3,0).
= Pagina 60, problema 6: Debe decir si n es la normal en lugar de si es la normal.

= Pagina 63, problema 8: En la segunda solucién, tltima integral, deberia decir 2r
en lugar de 7.

» P4igina 116, problema 1: En el enunciado debe decir # = 4 — 9* en lugar de
2 =9 —y? y en la integral triple el orden debe ser dz dz dy.

= Pagina 125, problema 5: Debe decir esferas de radio 4.

» Pagina 148: En la ecuacién (1) debe decir A\;x en lugar de A\ z?.

2 2 2
» Pagina 148: Después de (5) el factor que acompana a 2\; debe ser T + L + <

4 5 25
= Pagina 172, problema 4: En el integrando hay una letra k& demas.

1
= Pagina 177, problema 4: En el lado izquierdo de la desigualdad deberia decir —.
r

» Péagina 178, problema 2: Deberfa decir (1,2, 1, —2) en lugar de (1,2,1, —1).
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Universidad de Concepcion
Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Departamento de Matematica

Pauta Test N°1
Cilculo IIT (521227)

1. Hallar la adherencia, el interior, el conjunto de los puntos de acumulacion y la
frontera para

A:{(x,y,z)€R3:z>\/x2+y2,4§z§9}.

Ademas, indicar justificadamente, si A es cerrado, abierto o acotado.
Solucién:

adh(A) = {(m,y, 2ERP 2> /2 +y2,4< 2 < 9} (4 puntos)
int(A) = {(as,y, 2)ER 2> /a2 +y24<z2< 9} (4 puntos)

A" = adh(A) (3 puntos)

Fr(A) = {(:v,y,z) CR?:z= /22 + 24 < zSQ}U{(:r;,y,z) eER3: 22+ 9% < 16,2 =4}U
{(%,y,Z) ER3 : 952"‘2/2 < 81,2 = 9} (9 puntos)

A o es cerrado pues A # A (3 puntos)
A 1o es abierto pues int(A) # A (3 puntos)

A es acotado pues, por ejemplo, A C B((0,0,0);9v/2 + 1) (4 puntos)



2. Calcular, si es posible, los siguientes Irhites:
) z’y?
a) lim ———
(z,9) = (0,0) 2° + y*

(z —2)%y(z — 1)

b) lfm :
(29.2) = (200 /(x —2)2 +y2 + |z — 1

Solucion:
x3y2

a) Sixz =0, se tiene que  lim = 0. (5 puntos)

(@,y) = (0,0) 26 + y*

3,2
. 2 3 . /, x y
Siy® = x°, se tiene que  lim

1
7 _Z (5 ¢
(z,y) = (0,0) 8 + y4 2 ( pun Os)

3,2

De lo anterior, lim vy

(z,y) — (0,0) 26 + y* = 0 no existe. (5 puntos)

b) Para (z,y,z) # (2,0,1), se tiene que

(= 2%z~ 1) .
\/(a:—2)2~|—y2+|z—1|§(x 2le -~ 1

y COmo lim (x—2)*|z—1| = 0 (8 puntos), por Teorema del sandwich,
(z,y,2) = (2,0,1)

—2)%y(z — 1
. (= 2%z~ 1)
(9,2) = (200 /(2 —2)2 + 42 + |z — 1

= 0. (7 puntos)

GAJ/EBC/EGG/egg
22 de Septiembre de 2016



Universidad de Concepcion
Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Departamento de Matematica

Pauta Test N°1
Caélculo IIT (521227)

1. Encontrar el interior, el conjunto de los puntos de acumulacion y la frontera para
A={(r,y,1) eR?: 2?2 —y?> > 9, -5 < x < 5}. Ademds, indicar si A es abierto, ce-
rrado o compacto.

Solucién:

int(A) = ¢ (5 puntos),

A ={(z,y,1) eR3: 22 —¢y* > 9, —5 <z <5} (5 puntos),
Fr(A) = A (5 puntos),

A no es abierto pues int(A) # A (5 puntos), A es cerrado pues A = A (5 puntos).
Dado que A C B((0,0,0),100), se tiene que A es un conjunto acotado; luego, como
A es cerrado entonces él es un conjunto compacto. (5 puntos).

2. Calcular, si es posible, los siguientes limites:

2 2

o) lm — 71 b lim Y
(z)=(00) 2% +y* + [y ()=(00) 2% +y* +y
Solucién:
2
. Y
a) Para (x, 0,0) se tiene que ———— < 5 puntos como
) (z,y) # (0,0) S R lyl (5 p )y
( 1)1rr% )|y| = 0 (5 puntos), entonces por Teorema del sandwich, se tiene
z,y)—(0,0
y 2
que = 0. (5 puntos)

lim — ———
(z,9)—(0,0) 2 + y% + |y
2

b) Siy =0, entonces lim %
(@000 %+ y* +y

entonces  lim Yy
(@y)—00) 2 + Y2 +y

= 0 (5 puntos); en cambio, si y = —z?

= 1. (5 puntos)

2

De lo anterior, lim Y

————— no existe. (5 puntos
(z,y)—(0,0) T2 + Y2 +y (5p )

EGG/JRC/CFS/JOF/HPYV /egg
23 de Marzo de 2017



Universidad de Concepcion
Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Departamento de Matematica

29/03/2018 JCG/JRC/EGG/JOF /HPV

Pauta Test 1 Calculo III (521227)

NOMBRE:
MATRICULA:
SECCION:
1
1. Para cada n € N, se define el conjunto C,, = {(Jc, y) ER? 12?497 = —2}
n

[e.9]
Considerando A = U C,, , determine el conjunto de puntos interiores int(A), el
n=1
conjunto de puntos de acumulacién A’, el conjunto de puntos de adherencia A y el
conjunto de puntos frontera Fr(A). jEs A un conjunto cerrado?.

Solucion:

. mt( ) =10

= A= AUL(0,0)}

= AU{(0,0)}
( ) = AU{(0,0)}

(4 pts) cada una

{Es A un conjunto cerrado?

Respl Por definiciéon un conjunto es cerrado si su complemento es abierto. Luego,
si escogemos el punto (0,0) y lo tomamos como centro de una bola abierta,
digamos B((0,0); ), nos damos cuenta que no existe algin valor para e tal que
dicha bola esté contenida en A€. Asi, A° no es abierto. Por lo tanto A no es
cerrado.

Resp2 Otra forma de probar que no es cerrado es el hecho de que A no contiene a
todos sus puntos de acumulacion.((0,0) € A)

Resp3 Asimismo se puede probar que A no es cerrado pues no coincide con su
adherencia A.

(4 pts) cualquiera de las respuestas posibles



2. Calcule, si existen, los siguientes limites. Justifique adecuadamente.

, 3 + sen(3y?) , 2° cos(zy?)
CZ) lim o2 .2 b) lim -~ Z 7
(@y)—(00)  2x%+y (2,9)=(0,0) /22 + y*
Solucién:

a)

Si nos acercamos a (0,0) por el camino By = {(z,y) : z = 0} tenemos que

3 +sen(3y?) ., sen(3y?)
fm — " =lim ——= =3.
(@,)€B1,(z,y)—(00) 222 + 12 y—0 g2
(8 pts)
Si escogemos otro camino dado por By = {(z,y) : y = 0} obtenemos
3 +sen(3y?) 3 , X
im ———————=lm—=1lm- =0
(2,9)€B2,(z,y)—(0,0) 222 + y? 2—0 222 20 2
(8 pts)
Por lo tanto, el limite no existe.
(4 pts)
Tomando el camino dado por C' = {(z,y) : x = 0} tenemos que
5 3 0
m esly) g, 0
(2 €C,(zy)—=(00) (/z?2 +y4  y=0y
Luego, el candidato a limite es este valor (0).
(6 pts)

OBS 1: El puntaje anterior se asigna sélo si la respuesta del alumno concluye
aqui.

OBS 2: Si el alumno responde lo que a continuacién se detalla, también estaria
correcto. En este caso el desglose de puntos es como sigue:

Entonces,

x° cos(zy?)

4
2l <2* =0 cuando (z,y) — (0,0)

0 <

]

(16 pts)
Asi, por el teorema del encaje, el limite es igual a 0.

(4 pts)



UNIVERSIDAD DE CONCEPCION
FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS Y MATEMATICAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Tiempo de desarrollo: 40 min. 06/10/2015

Test n°2 - 521227
(Cdlculo IIT)

Problema.- Sea f:R? — R definida por

o, V7 a?
fla,y) =
0 , y=a°
1. Decida la continuidad de f en (0,0) y en (1,1). (05 ptos c¢/u)

Respuesta:
i) Continuidad de f en (0,0).

2
Como limo . <$2x_ ) =1y f(0,0) =0, entonces f no es continua (0,0).
(w,yzzo( 0) Y

ii) Continuidad de f en (1,1).

Como lim (:c2) =1y lim 22—y =0, entonces lim <L2> no existe.
(z,y)—(1,1) (z,y)—(1,1) (zy) =L \T — Y
Luego f no es continua en (1,1)

2. Calcule, si existe o1 (0,0) en la direccién del vector @ = (\/5, 1).

T O
V3 1)

Respuesta: Como ||| = 2, entonces @ = (7, 3 (02 ptos)

Asi, si limite existe,

f (t@,tl) —£(0,0)

of L 272
95 (00 = lim ¢

(08 ptos)



0 0
. Encuentre of (r,y) y of (x,7) en cada punto (z,y) € R? tal que y # x2. ( 05 pts c/u)

Ox oy

Respuesta:

of (z,y) = _ T2y of (z,y) = ozt

R A R

A of of
. Calcule, si existen, 9z (0,0) y M (0,0). (05 ptos c/u)

Respuesta: Si limite existe,
N Of _ o S(R0)—F(0,0) 1 of :
i) 5 (0,0) = }ILILI(I) - = }ILILI(I) = oo Luego, pe (0,0) no existe en R.

ii) g_g (0,0) = lim f(0,h) — f(0,0)

h—0 h

= 0. Luego, g—ij (0,0) =

. Decida la diferenciabilidad de f en (1,1). ( 05 pts)

Respuesta: Como f no es continua en (1, 1), entonces f no es diferenciable en (1,1)

. Pruebe que f es diferenciable en (1,2) y exhiba la buena aproximacién afin de f en una

vecindad de (1,2).

Respuesta: Como f es racional en una vecindad de (1, 2), entonces es diferenciable en (1, 2).
(05 pts)

La buena aproximacién afin de f en una vecindad V' de (1,2) esta dada por:

B(z,y) = f(1,2)+dagf(z—1y—2) (( 05 pts ))
= fL,2)+f(1,2)(@-1)+ f,(1,2)(y—2)
en donde: f(1,2)=-1, f.(1,2)=—-4y f,(1,2)=1
Asi,
B(zy) = -1-4(@@-1)+({y—-2) (( 05 pts))
—dr+y+1



UNIVERSIDAD DE CONCEPCION
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Test N° 2 -521227

INOINIDTE = oottt e e e e ettt eeeeeeees
ProfeSOT: ..o
Tiempo : 45 minutos

30 puntos cada problema

6/04/2017
JRC
x3y4
1. Dada f:R* SR, f(x,y) = 4 6345 ° (&9 700

0 (,9)=(0,0)
(a) Estudie la continuidad de f en el punto (0,0).
(b) ¢f es diferenciable en el punto (0,0)?.
(c) if es diferenciable en el punto (1,1)7.

sin 3

+2y , z#0 es diferenciable en (0, 0).

2. Digasi f:R? - R, f(x,y) =
y2 s ZL’ZO

Solucién.-



1.

UNIVERSIDAD DE CONCEPCION
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Pauta Test N° 2 -521227

3,4 3 pts.
’ (=,9)#(0,0) ; Yy 4 pts. ;, 1 13p
a lim x, = lim = lim- = - 0,0)=0
(@), j1 0 @9 (24)-(00) 26 + 48 @202 2 # £(0.0)
23—y J
Esto prueba que f no es continua en el punto (0, 0). (3 pts.)

(b) f no es diferenciable en el punto (0,0) ya que f no es continua en ese punto. (6
pts.)

(c) f es una composicién de funciones diferenciables sobre el conjunto abierto A =
R? —{(0,0)}. Luego f es diferenciable sobre el conjunto A, en particular f es difer-

enciable en el punto (1, 1). (10
pts.)
sinh? ,
aof apts. 1, f(h,0)—f(0,0) ngo ., “p  —° ., sinh® 2 pts.
g (00) "8 i STt S i g = fim e =017
0 s 0,h) — f(0,0) 4= h* -0 5.
01 (0,0) 2 1y L0 Z SO0 a0 g, —1fmh 2" 0
of af
— f(0,0) — ==(0,0)x — == (0,0
A(m y)?’p:tsf(xay) f(’ ) ax(a )ZL’ 8y(7 )y?;p:ts f(l',y)
’ 1z, ) vVt +y?
lim A(x,y) W )m 2 gy = lim +25 ) =
(w?;y:);(féﬂ) (x;gi);c(fé()) V42 -0t 2z 20 \ /222 x
/O
in 3 2 pt
. X s 4 pts. pts.
Esto prueba que f no es diferenciable en (0, 0). (3 pts.)

31 de Marzo de 2017

JRC



UNIVERSIDAD DE CONCEPCION
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

12/04/2018. Tiempo: 30 minutos

NOIIDT: e

Profesor: ...oooevieieee

Solucién Test N° 2.
Calculo 11T 521227

Sea f : R? — R, definida por f (z,y) = 2% +y|y|.

1. Analice si f es diferenciable en:

a) el punto (0,0) : b) el punto (1,0)
Solucién.-

of o fO)—F(0,0)  R-0
R A S R K
of _ . SO,h) - f(0,0) . hlh] B
oy OO Ty o

of of

Alr.y) = Oz dy flry) 2 +yly

oo = ey - VAP
_ |332 +y|yl| DT 2% +y° . 3 5 (2.9)—(0,0)
= x—Q—I—yQ < ,—x2+y2— x4 +y — 0

Por lo tanto, ( l)inrzo ) A(z,y) =0y [ es diferenciable en el punto (0,0).
I7y — K

Az, y)|

(20 puntos)

of f (14 h,0)— f(1,0)

b) 5y (1:0) = Jimy h

(R’ —1 . 2h4R? B

ST Ty Tmeeh =2
N L R i R L R

0 0
Fa) - L0 -0 @-1-F 1oy
A(z,y) = =
o [y~ @Ol

1



_ Pyl -1-2@-1) (-1 +ylyl

(= 1)" +y? (x—1)* 432
Ay = |EZ Dyl @Dy T s eesto
(z=1)" +y? (= 1)* + 42

Por lo tanto,  lim 0 A(z,y) =0y f es diferenciable en el punto (1,0).

(z,y)—(1,

(20 puntos)

Alternativa.-

Las derivadas parciales parciales de f se calculan de:
0
h(x) = f(z,90) = 2% + yo [yo| = a—i (z,y) =W () =2z

_ _ _ [ @ty st y>0
9(0) = o) =z byl ={ 200, 5 V2]

para y > 0: 1 (a,) = g (1) = 2

para y < 0+ 51 (a,) =9/ (s) = 2
of

=0:—
para y o

(x,0) = ¢’ (0) = 0, se calcula por definicién (limites laterales)

Lo que determina: % (x,y) =2|y|.
Y

Se obtiene asf que f es de clase C! en R?, por tanto es diferenciable en todo
punto de su dominio.

2. Si existe, determine la ecuacién del plano tangente a su grafica en (1,0,1).

Solucién.- Como f es diferenciable en (1,0) , la grafica de f posee plano tangente
en (1,0,1), cuya ecuacién es

0 0
s = J0L0+ G M0 E -1+ 5 L0y
z = 14+2(x—1) (20 puntos)



Universidad de Concepcién

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Departamento de Matematica
GAJ/EBC/EGG/gaj 20-10-2016

Nombre

Test n°3  Calculo I11(521227

2,2 1 .
1) sea (x,y)= (x*+y )sen[mj si (x,y)#(0,0)

0 si (x,y)=(0,0)

Justificando su respuesta indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o
falsas.

a) f esdiferenciable en (0,0).Es verdadera porque

%(0,0)20, %(0,0)20,% que paraxX =0, e y=0 setiene

f(x0)= x?sen [iJ y f(x0)= x2sen [lj :Por lo tanto

X X
f(x,0)—f(0,0) f(0,y)-f(0,0)

—0 cuandoy —0

—0 cuandox—>0 vy

X y
Ademas
f(xy)=f(0,0)-Vf+0,0) _ (x
< ,y) .Luego
o 1)
. f(x,y)—f(0,0)—Vf(0,0)«x,y)
M, y)000) [yl =0
.......................................................................................... 12 puntos

of
b) f esdeclase C! en R?.Es falsa basta notar que 8_ no es continua en (0,0),
X

Porque para (X, y) # (0, 0)

101 [ 1 J _
— Ccos no tiende a 0

1
X,y )=2xsen ——
8X( ) { (X2+y2J 2 {Xz_'_yz sz_'_yz

cuando (X, y) - (O, 0).

........................................................................................................................ 12 puntos



c) f es diferenciable en todo abierto no vacio Ade R? tal que (0,0)% A. ES
verdadera porque f esdeclase C! en A ...veeeeencerverssecesnenn. 6 puntos
d) La buena aproximacién afin de f en el punto (1,2), es una funcién polinémica
deltipo T:R* >R T (X, y) =ax+by+c, donde a,b, c son constantes reales
Es verdadera porque las buenas aproximaciones afines en R%de las

funciones son siempre funciones polindmicas de grado a lo mas uno.

.......................................................................................................................... 6 puntos
2) Sea f:R* —>R?, talque f(x,y):(y+exy,x—exy).

a) Comprobar que f es diferenciable en R? y hallar su matriz Jacobiana.

f es diferenciable porque f esde clase C* en R?

La matriz jacobiana de f en (X, y) es

[of (x, y)]{ ye” 1+Xexy}

1-ye¥ —xe?

.......................................................................................................................... 6 puntos

b) Comprobar que la funcién compuesta g = f o f es diferenciable y calcular su
matriz jacobiana en (O, O) .
g es diferenciable por ser la compuesta de 2 funciones diferenciables.

Y se tiene.

La Matriz jacobiana de g en (0, 0) es:
[dg(0.0)]=[d(fef)(0,0)]=[df (f(0,0))-df(0,0)]=[df (1,-1)][df (0,0)]

Se obtiene entonces

—% 1+ 0 1 1+é —%
(0= 5 L 0} 1

14= -2 = 1=

e € € €

.................................................................................................................... 18 puntos



Departamento de Matematica
Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Universidad de Concepcién

Calculo IIT (521227)
Test 3.

Semestrel-2017

Nombre:

Seccidn:

Problema 1.

Problema 2.

Considerar la funcién definida por

f(z,y) = 2* +sen (zy).
Determinar todas las direcciones en las que la derivada direccional de f
en el punto (1,0) es igual a 0.

Sea g = g(z,y) una funcién dada, de clase C? y arménica en IR?.
Considerar la funcién definida por
h(s,t) =g (se’, 1+ se").
Encontrar 2
=, (1,0).
0sot
Recordar que el hecho que g sea armoénica significa que satisface la
igualdad

Cada problema vale 30 puntos.

TODAS LAS RESPUESTAS DEBEN REDACTARSE CONSISTENTEMENTE Y JUS-
TIFICARSE ADECUADA Y DETALLADAMENTE
Tiempo Méaximo: 45 Minutos



Pauta

Solucion 1.

Como f es de clase C', en cualquier direccién v = (p, q),

of
— = 1,0) - v.
L v
(5 pt)
Se tiene, evaluando en cada caso en el punto (1,0), que
% = 2z + ycos (zy) = 2,
(5pt)
0
a—Jyt = zcos (zy) = 1.
(5pt)
Luego,
Vf(1,0)=(21).
y o7
— =(2,1)- =2 :
5y = (21 (0,9) =2p+q
(5pt)
Por lo tanto, debe cumplirse
2p+q¢=0 = q=-2p = v=7p(l,-2).
Por lo tanto, las direcciones en que la derivada direccional es 0, son
vi=1/V5, =2/V5) y vy=(-1/V5, 2/V5).
(10pt)
Solucion 2. Se tiene:
oh dg , dg _, g, dg
o o "o g Ta, )
(10pt)

Y, como las derivadas mixtas son iguales al ser g de clase C?,
*h 99 , 0Og _, Pg, g ., Pg , Pg .
osot _oz° oyt T <(@e taros )¢ "Gt Tt e

. dg , 09 _, 829 2t 829 —2t
= &ce 8ye + s a%26 8y2e

(10pt)
En el punto (s,t) = (1,0), aplicando que g es arménica, se tiene
?h 0 0 0?
_0g g i g

dsot  dx Oy Ox?




_ 9y g 0%g

pues (z,y) = (1,2).
(10pt)



Universidad de Concepcion
Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Departamento de Matematica

Pauta Test N°3
Cilculo IIT (521227)

1. Hallar la razén de cambio de f(z,y, z) = xyz en una direccién normal a la superficie
de ecuacién z%y + xy* + y2*> = 3 en el punto (1,1, 1).

Solucién: Al considerar g(z,y, z) = %y + xy* + yz2, se tiene que un vector normal
a la superficie en el punto (1,1,1) es

n="Vg(l,1,1) = (3,4,2). (10 puntos)

Por otra parte, como f es diferenciable en el punto (1,1,1) (5 puntos), la derivada
direccional de f en dicho punto en la direccion de 77 esta dada por
of

1 9
—(1,1,1) = 1,1,1) - —(3,4,2) = —. (1 t
aﬁ< )+ ) Vf( y 4y ) \/@(37 5 ) m ( 53 pun OS)

2. Las longitudes z, y y z (altura) de una caja rectangular sin tapa varian en el tiempo.
Para la superficie total S de la caja:

a) Utilizar la regla del cadena para expresar la variacion o en términos de las

de dy dz

longitud de 1 iaci —, =y —.
ongitudes y de las variaciones —, =y —
d
b) En un instante t, las aristas miden z = 2, y =3y z = 5 y ademés —x(to) =2,
d d
d_lt/(to) =-3y d_j(to) = 4, encontrar la razén de cambio de S en dicho instante.
Solucién:

a) Como S(z,y,z) = xy + 2xz + 2yz, se tiene que

ds _ 9Sdv  9Sdy  0Sdz
dt — Ordt Oydt 0zdt

d d d
= (y+ 2z)d—f + (z + 2Z)d_i +2(x + y)d—j (15 puntos)

b) S'(tg) =13-2+412--3+410-4 = 30. (15 puntos)

JCG/JRC/EGG/JOF/HPV /egg
26 de Abril de 2018



Universidad de Concepcion
Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Departamento de Matematica

Pauta Test N°4
Caélculo IIT (521227)

Sea f : R* — R definida por f(z,y) = 22 — 4oy + y? + 20z + 20y. Justificar por qué f
posee extremos absolutos sobre el conjunto compacto

D ={(z,y) e R*:2® +y* + zy < 12}

y luego hallar dichos valores.
Solucién:

Dado que f es continua y D es compacto, entonces por el Teorema de los valores extremos,
estd asegurada la existencia del maximo y minimo absolutos. (10 puntos)

En int(D) no hay puntos criticos. (10 puntos)

En Fr(D), utilizando multiplicadores de Lagrange, al considerar g(x,y) = z*+y*+ry—12,
se tiene el sistema determinado por Vf(x,y) = Vg(z,y) v g(x,y) = 0 (10 puntos), esto
es,

20 — 4y + 20 = A2z + y) (1)
2y — 4 + 20 = Mz + 2y) (2)
2+ oy +yt =12 (3)

De (1) y (2), restando, se tiene que (z —y)(6 — A\) =0, de donde y =z 0 A = 6.
Si y =z, de (3) se tiene que x = £2 y se obtienen dos puntos P, = (2,2) = —P.

Si A =6, de (1) se tiene que y = 2 — x; luego, de (3) se tiene que © = —2 0z =4 y se
obtienen dos puntos més, P3 = (—2,4) y P, = (4,—2). (20 puntos)

Como f(Py) =72, f(P2) = =88, f(P;) =92y f(Py) = 92, se tiene que el minimo absoluto
es —88 y el maximo absoluto es 92. (10 puntos)

GAJ/EBC/EGG/egg
3 de Noviembre de 2016



UNIVERSIDAD DE CONCEPCION
FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS Y MATEMATICAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

EGG/JRC/CFS/JOF /HPV 04 Mayo 2017

Test 4
Calculo IIT (521227)

Nombre:

Matricula: Seccion:

2 2
1. Calcular, en caso de ser posible, el valor de / / eV dy dz.
0 T

Solucion.

Notemos primero que f definida por f(z,y) = e ¥ es una funcién continua sobre
el conjunto medible D = {(z,y) : 0 < x <2; z <y < 2}. Luego, f es integrable en
D. - - - (3 puntos)

Ahora, puesto que no es posible calcular directamente la integral / eV dy, re-
alizaremos un cambio de orden de integracion en la integral doble.

Al cambiar el orden de integracién tenemos:

2 2 2y
/ / eV dy dr = / / e V" dr dy — — — (12 puntos)
0 Ja o Jo

Luego, como
y
/ eV dx =ye ¥ — — — (7 puntos)
0

2V e 2 1
/ / eV dr dy = / ye ¥ dy = ~(1—e?)
o Jo 0 2

Consecuentemente,

se deduce que

2 2
1
/ / eV dy do = 5(1 — e — — — (8 puntos)
0 T



2. Encontrar el valor del volumen de la region del primer octante acotada por los tres
planos coordenados y el plano = + 2y + 3z = 6.

Solucion.

Proyectando la regién sobre el plano XY tenemos que:

6_
D={@wy:0<e<60<y<""}

y luego el volumen pedido es

V= //D (#) d(z,y). — — — (15 puntos)

185
V:—// (6 —x—2y) dy dx
3Jo Jo

De este modo,

Ahora, como

6—x

6= 2 2 2
_ 6 — 6 —
/02 (6—m—2y)dy:(6 ZI) —( 4x) :( 4a7) — — — (8 puntos)
tenemos que
1 6 (6— 1) 1 /6
Vzg/o (6 43:) :E/O(6—m)2dx:6unid.3———(7puntos)

* * El volumen de la regién pedida puede también ser expresado como: * *

!

6—x 6—xz—2y

2/ ’ 1 dz dy dx = 6 unid.?
0




UNIVERSIDAD DE CONCEPCION
FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS Y MATEMATICAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

JCG/JRC/EGG/JOF/HPV 10 de mayo 2018

TEST N°4
Célculo 11T (521227)

1. Sea f: R? — R definida por f(x,y) = 2* + xy? + 1. Justificar la existencia y hallar
los extremos absolutos de f sobre el conjunto

K={(z,y) eR*: x>0,y >0,2° -2z +y* <3}

Sol.

Como f es funcién continua en R? (f funcién polinomial) y K es subconjunto com-
pacto de R? (K conjunto cerrado y acotado en R?), por Teorema de valores extremos,
f alcanza su valor méximo y minimo absoluto sobre el conjunto K. (10 puntos)

a) Ptos criticos en int(K) = {(z,y) € R? : 2 > 0,y > 0,2? — 2z + y* < 3}.

0 0

Puesto que a—f(a:, y) =2x+2xy y a—f(:t, y) = 2xy, tenemos que el sistema:
Z Y

20 + 22y =0

22y =0

admite como solucién todo punto de la forma (0,y). Como (0,y) ¢ int(K), f no

tiene puntos criticos en int(KC). (10 puntos)

b) Valores extremos en Fr(K) = F; U Fy U F3 donde:
Fy ={(z,0) e R? : x € [0, 3]}

F,={(0,y) e R*: y € [0,2]}

F3={(z,y) e R*: (x — 1> +y?> =4,2 €0, 3]}

Denotemos por ¢; a la funcién f restringida a Fi. Luego

91:0,3] = R, gi(z) =2>+1

es continua en [0, 3] y alcanza sus extremos absolutos en [0, 3]. Ahora,
gi(x)=0&2=0

Como 0 ¢ (0,3), g1 no tiene puntos criticos en (0,3). Asi, ¢1(0) = 1 es minimo
absoluto de g; en [0,3] y 91(3) = 10 es maximo absoluto de g; en [0,3]. (10 puntos)



Denotemos por ¢, a la funcién f restringida a Fy. Luego
g2 : [072] — Ra gQ(y) =1

es continua en [0,2] y alcanza sus extremos absolutos en [0,2]. Como g5(y) = 0
Yy € (0,2), todo punto del intervalo (0,2) es punto critico de g y como g(y) = 1
Yy € [0, 2], todo punto de este intervalo es valor extremo de go. (10 puntos)

Denotemos por g3 a la funcién f restringida a F3. Puesto que en F, y* = 3—2%+2x,
podemos definir g3 como sigue:

g3:10,3] = R, gs(x) = 32° + 3z — 2° + 1.

Luego, g3 es continua en [0, 3] y alcanza sus extremos absolutos en [0, 3]. Ahora,
G@)=0r=1+/2

Como 1 —+/2 ¢ (0,3), g5 tiene un tnico punto critico en (0,3), z = 1+ /2. Ahora,
como g3(0) = 1, g3(1 4+ v/2) = 6 + 4v/2 y g3(3) = 10, tenemos que g3(0) es minimo
absoluto de gs en [0, 3] y g3(1-++/2) es méximo absoluto de g3 en [0, 3]. (10 puntos)

Considerando lo anterior tenemos que:

91(0) =1=g3(0) = f(0,0) =1

91(3) =10= f(3,0) =10

92(y) = 1¥y € [0,2] = f(0,y) =1 ¥y € [0, 2]
g3(14+v2)=6+4v2= f(1++2,v/2)=6+4v/2 (8 puntos)

Asi, f alcanza su minimo absoluto es todo punto del intervalo [0,2] y su maximo
absoluto en el punto (14 v/2,1/2). (2 puntos)

COOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO0

Si se hace uso del método multiplicadores de Lagrange, podemos considerar la
funcion
F(z,y,\) = 2> + 2y®> + 1 — M\h(x,7)

para construir el sistema correspondiente.

(a) Para h(z,y) = y tenemos:

2x +1y* =0
20y — A =0
y=0

Luego, la tnica solucién del sistema es (0,0,0). (10 puntos)



(b) Para h(z,y) = = tenemos:

20+ 12 —A=0

22y =0

=0

Luego, toda solucién del sistema es de la forma (0, y, y?) con y € [0,2]. (10 puntos)

(c) Para h(z,y) = 22 — 22 + y* — 3 tenemos:

20 4+ > — 22X+ 22 =0

2y —2yA =0

22 —22+1y?—-3=0

Luego, considerando las condiciones de frontera de C, si y = 0 entonces el punto
(3,0,32) es solucién del sistema, y si A = 2 entonces el punto (1+1+/2, v/2) es también
solucién del sistema. (10 puntos)

Como f(3,0) = 10, f(0,y) = 1 Yy € [0,2] v f(1 +v/2,V2) = 6 + 4V/2, se deduce
que f alcanza su minimo absoluto es todo punto del intervalo [0,2] y su méximo
absoluto en el punto (14 v/2,1/2). (10 puntos)



UNIVERSIDAD DE CONCEPCION
FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS Y MATEMATICAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Tiempo de desarrollo: 40 min. 17/11/2016

Test n°5- 521227
(Cdlculo IIT)

1. Problema.- Sean S; = {(z,y) / 0<z <2y—y*}, So= {(z,y) /0<y <2z, 0<z <1},
9 2
S3 = {(m,y) /0<y< o 1<z < 2}, y sea f lafuncién definida por f (z,y) = %, con

(r,y) e Rx R

(a) Calcule contenido de la interseccién S; N So y el contenido de la interseccién S N Ss.

(b) Justificando adecuadamente sus respuestas, decida la veracidad o falsedad de cada una
de las siguientes afirmaciones:

1. Si S:SIUS2> /Sf(xvy)d(xvy): f(x,y)d(:c,y)—i— f(w,y)d(:v,y)

Sl 52

2. Si =505 /9f<x,y>d<x,y>= [ tewaea+ [ fa ey

En caso de respuesta afirmativa, calcule / f(zy)d(z,y).
S

2. Sea f :R? — R una funcién continua, pruebe que:
(3—2x) 3— 2y
// fxydydw—i—// xydydx—// f(z,y)dz dy

Respuestas

Problema 1.

1-a-1. Medida de S1 N Sy : m(S1NS2).
S1NS2={(z,y)/y/2<z<2y—y? 0<y<3/2}

3/2 p2y—y? 3/2 3
m(S1NSy) = / / dx dy = / <§y — 2 > dy (15 ptos)
y/2 0

1_6
1-a-2. Medida de Sy NS3: m (SN Ss).

SoN Sy ={(z,y) /0<y<2 x=1} (segmento de recta en R?)
Como S3 N S3 es un segmento de recta en R? entonces

m(S2NS3) =0 (15 ptos)



Problema 2. Sea S la regién acotada del plano tal que

/Sf@c,y)d(x,y)—/Olfff@,y)dy dr +/13/0(“)/2f<x,y>dy dr 1)

Es claro que la regién de integracion S' es

S={(x,y)/0<y<az® 0<zx<1}U{(z,y)/0<y<(B3-x)/2, 1<z<3 (10 ptos)

Esto es, S es la regién del plano limitada por la pardbola C :y = x2]larecta L:y = (3 —x) /2
y el eje OX

1.0
y

0.5
00 T : : 1
0 1 2 3
X

Asi, S tambien puede describirse mediante
S={(@,y)/ Vy<e<3-2, 0<y<1} (10 ptos)

entonces,

1 p3-2y
[r@waey = [ /ﬁ f (2,y) d dy
Luego, de (1) y (2)

1 pa? 3 pr(3-x2)/2 1 p3—2y
/0/0 f(z,y)dy dz +/1/0 f(w,y)dyde/O/ﬂ f(z,y)dx dy (10 ptos)
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UNIVERSIDAD DE CONCEPCION
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

18/05/2017.

Test N° 5.
Calculo 11T 521227

Sea D la regién del primer octante limitada por la superficie: z = 4 — 2% —y

1. Representa graficamente la regiéon D.

y=4—a%—y

(12 puntos)

2. Escriba las integrales iteradas que permiten calcular el volumen del sélido,
considerando los érdenes: a) dzdydz y b) dxdzdy

a) La proyeccioén del sélido en el plano xy es y = 4 — 2

que se describe: 0 <2 <2, 0<y <4 — 22

Por tanto, el sélido D se describe

0 < <2
0 < y<4-2°
0 < z§4—x2—y2



INOIIIDIC: oo ettt 2

y su volumen estd dado por

2 4—z2 4—z2 —y2
/ / / dzdydx (16 puntos)
o Jo 0

b) La proyeccién de D en el plano yz es

que se describe 0 <y <4, 0<2<4—y

Por lo tanto, el sélido se describe

0 < y<4
0 < 2<4—y
0 < z<\V4—-y—=z

y su volumen estd dado por

4 pdey p/Ay—z
/ / / dxdzdy (16 puntos)
o Jo 0

3. Calcule el volumen de D
2 rd—z? pd—z?—
Is Jo 0 Ydzdydx =

2 4—z2 ) 2 1 ) 9 128
(4—a®—y)dyde = | = (2 —4) do=— (16 puntos)
o Jo 0 2 15
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UNIVERSIDAD DE CONCEPCION
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

JCG/JRC/EGG/JOF /HPV. 24/05/2018.

Solucién Test N° 5.
Calculo 11T 521227

Sea D la regién del primer octante limitada inferiormente por el plano z = 0,
superiormente por la superficie z = y/z y el plano z + z = 2, y lateralmente por
los planos y =0ey = 3.

1. Representa graficamente la regiéon D.

2. Mediante integral doble o triple, calcule el volumen de D.

Solucion.-

1.

w

/,
N .
[N R

(20 puntos)

2. La proyeccién en el planozzes A: 0<2<1 A 22<2<2—2

Por lo tanto la regién se describe por

< z<1
22 < x<2—2
0 < y<3

El volumen de D se puede calcular a partir de la integral triple

vy - [ [ [ 1d@.e)



INOIIIDIC: oo et 2

o bien de la integral doble

V(D)://A?)d(:c,z)

Para el primer caso la integral triple se calcula a través de las integrales iter-

adas:
12—z 3
/ / / dydxdz (20 puntos)
0 Jz2 0
lo que determina el valor:

12—z 3
V(D):/0 /2 /0 dyd:sdz:; (20 puntos)

Obs.- Se debe considerar otro posible orden de integracion, tal como

3 1 pE 3 2 p2-x
/ / / dzdxdy + / / / dzdzxdy
o Jo Jo o J1 Jo



Universidad de Concepcién
Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Departamento de Matematica
GAJ/EBC/EGG/gaj 01-12-2016
Test N°6 (Calculo 1l1)

Nombre: Matricula:

Problema 1: Calcular el volumen del cuerpo K del espacio que se encuentra dentro de la esfera
X* +y?+12°=100 y dentro del cono X*+y? =z%z>0.

Problema 2: Calcular, mediante el cambio de variables dado por X = aﬁ, y= b\/v, 7= C\m

2 2 2
la integral Izjxyzd(x,y,z),con Dz{(x,y,z)eR3:%+§+§—2£1,x20,y20,220}.
D

Desarrollo:

Problema 1

VO|(K)=j1d(X, % 5 puntos
K

Pasando a coordenadas esféricas

Se tiene VoI (K) = Ipzsen(¢)d(p,6,¢)
o

donde K~ :{(p,ﬁ,q)):OSpSl0,0S@S 27[,0S¢S%} ............................ 15 puntos
10| 27 %
Luego Vol (K) :I J- j(pzsen(¢))d¢ (012 To R TR 5 puntos
0 0 0
Por lo tanto Vol (K ) = 1020” (2 —\E) .............................................................. 5 puntos
Problema 2

La funcién g: D" > R? definida por g(u,v, W)Z(X, y,z), donde
x=a\u,y=bJv,z=cyw, de dominio D" ={(u,v,w):u+v+w<Lu>0,v>0,w>0} es



de clase C'sobre el interior A” de D*, inyectiva, con Jacobiano

abe distinto de cero en
8J/uvw

en A"={(u,v,w):u+v+w<Lu>0v>0w>0}y g(D*)z [ 15 puntos

Luego por el teorema del cambio de variables aplicado al subconjunto
2 2 2
X zZ

A:{(x,y,z)eR3 —+§+—2<1,X>O,y>0,z>0} de D vy ala funcién continua f
a C

dada por f(X, y,x)=xyz que es integrable sobre D vy sobre A y ademas

[f(xy.2)d(xy.2)=[1(xy.2)d(xy.2).

D A

Se tiene

................................................................................................... 15 puntos




Universidad de Concepcion
Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Departamento de Matematica

Pauta Test N°6
Caélculo IIT (521227)

1. Utilizar coordenadas cilindricas para calcular el volumen del sélido acotado por los
cilindros parabdlicos de ecuaciones z = 22 y z = 4 — y>.

Solucién: La proyeccién del sélido en el plano xy corresponde al disco 2% + y? < 4
y al usar coordenadas cilindricas se tiene que 0 < 0§ < 27y 0 < r < 2. (10 puntos)

]

. NS
y LSS
EEN RSN

SRR

\

T o

4

Como la cota inferior para el sélido est4 dada por z = x? y la superior por z = 4—y?2,
el volumen es

27 2 pd—r2sin?0
V = / / rdzdrdf (10 puntos)
0 0 r

2cos2 6

= 8. (10 puntos)



2. Calcular la integral de linea
/ 3xy dr + 22dy,
c

donde C es la curva frontera del conjunto D = {(z,y) e R*: 1 <2 <3, 1 <y <2z —1}
recorrida una vez en sentido antihorario.

Solucidén 1: Al considerar como C} el segmento orientado desde (1, 1) hasta (3, 1),
él puede parametrizarse por C;(t) = (2t +1,1), donde 0 < ¢ < 1 y por lo tanto

1
/ 3vydx + xidy = / 6(2t +1)dt = 12. (8 puntos)
C1 0

Al considerar como Cy el segmento desde (3, 1) hasta (3,5), él puede parametrizarse
por Cy(t) = (3,4t + 1), donde 0 <t < 1y por lo tanto

1
/ 3vydx + xidy = / 36 dt = 36. (8 puntos)
Co 0
Al considerar como Cj3 el segmento desde (3,5) hasta (1, 1), él puede parametrizarse

por Cs(t) = (3 — 2t,5 —4t), donde 0 < ¢t < 1y por lo tanto

! 172
/ 3y dx + vidy = / (—6(3—2t)(5 —4t) —4(3 — 2t)*) dt = —%. (8 puntos)
Cs 0

De lo anterior, como C' = C 4+ Cy 4+ (4, se tiene que

172 28
/ 3vydr + v2dy = 12 + 36 — 3 -3 (6 puntos)
c

Solucién 2: Al considerar el campo vectorial F' : R? — R2, definido por

F(z,y) = (p(z,y), q(z,y)) = (3zy,27),

se tiene que él es de clase C! en todo R? y en particular, es de clase C'!' sobre un
abierto que contiene a D. Por Teorema de Green, se tiene

/C3xy dr + 2*dy = //D (%(:)j,y) - g—z(:p,y)) d(x,y) (10 puntos)

3 p2o—1
= / / —zdydzx (10 puntos)
11

28
= —5- (10 puntos)

EGG/JAG/CFS/JOF/HPV /egg
8 de Junio de 2017



Universidad de Concepcion
Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Departamento de Matematica

07/06/2018 JCG/JRC/EGG /JOF /HPV

Pauta Test 6 Calculo III (521227)

NOMBBE:
MATRI’CULA:
SECCION:
e 3 - _ “
Sea la funcién f: Q C R° — R definida por f(z,y,z) = m , donde

Q:{(:v,y,z)/x2+y2+z2§4,222x2+y2,220}e1:///f(x,y,z)d(x,y,z)
Q

(a) Exprese I como integral iterada, usando coordenadas cartesianas (sin realizar los
célculos)

(b) Calcule la integral anterior utilizando un adecuado cambio de variable
Solucién:

(a) Notar que de 22 +y2 +22<4 y 22 +y2 < 22 tenemos que x? +y2 < 2 que corresponde
a la proyeccion sobre el plano XY.

Es decir,
D={(z,y): 2> +9* <2} C XY
(7 pts)
Equivalentemente,
D={(z,y): —V2<2<V2, —V2—22<y<V2—2?}
(7 pts)

Por otra parte, de estas mismas expresiones y considerando que z > 0, obtenemos

Varz+y? <z <4 — 2% -2

(7 pts)



Luego, la region €2 se puede describir como

Q={(z,9,2): —V2<a<V2, —V2-22<y<V2-22 Va? + P <2 < VA -2 — 7}

De este modo la integral triple puede adoptar la forma siguiente:

4— :L‘ny p
/ / / — 5 dzdydx
—V2—a2 z2+y e+ y +z

(4 pts)

Consideramos el cambio a coordenadas esféricas dado por

x = pcos(f)sin(¢)
y = psin(f) sin(¢)
z = peos(¢)

Reemplazando en 0 < 22 + 3% + 22 < 4 obtenemos 0 < p < 2.

De 2% + y? < 2% se obtiene p?sin®(¢) < p?cos?(¢) que equivale a 0 < tan(¢) < 1y
asf 0 < ¢ < 7.

Por otra parte, de 22 + y? < 2 obtenemos 0 < 6 < 27

Luego, la representacion de {2 en coordenadas esféricas es

(15 pts)

Luego,

(10 pts)



dpdfde

L 1 i

w/4 pr2m P2 pCo
/ / ,0 % sin(¢)dpdfdde
o Jo

/pcos sin(¢)dpdfde

cos(¢) sin( d(b/ d9/ pdp

sin?(¢)|5/* - 27 - %|o =

o
o

N\c\%

N | —

(10 pts)

OBS: Si se considera el cambio a coordenadas cilindricas la integral queda expresada
por




Universidad de Concepcion
Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Departamento de Matematica

Pauta Test N°7
Caélculo IIT (521227)

1. Considerar F(z,y,z) = (3222 + 6x2)i + (223%y + 22%)) + (322 + 4y2)k.
a) Indicar justificadamente, si el campo vectorial F' es conservativo.

b) Sea C' la curva que se encuentra en el primer octante como interseccién entre
los cilindros 22 + 22 = 4 e y?> + 2> = 4. Indicando una orientacién para C
)

calcular el trabajo W = / F-dr.
c

Solucién:
a) El campo F es conservativo pues V x ' = (0,0,0). (10 puntos)

b) Al considerar f(z,y,2) = 2%y* + 32%2 + 2y2?, como V f = F; se tiene que f es
un potencial para F. Considerando como punto inicial de C' a P, = (0,0,2) y
como punto final a Py = (2,2,0), se tiene

W = / F.dr = f(Pf) — f(P,) = 32. (25 puntos)
c

Observacion: En la parte a) también se puede exhibir un potencial para mostrar
que F' es conservativo.

2. Calcular la integral de linea }{(ex + 32%y?) dw + (4 + 22°y) dy, donde T es la curva
r
simple y cerrada cuya traza es el cuadrilatero de vértices A(1,1), B(3,0), C(2,2) y

D(0, 3) recorrida en sentido antihorario.

Solucién: Al considerar p(x,y) = e® + 32%y?, q(z,y) = 4r + 223y y la regién
encerrada por I' como R, aplicando el Teorema de Green (10 puntos), se tiene que

fg pdr+qdy = / /R (%(m,y) - %(w,y)) d(z,y) = 4 Area(R) = 12. (15 puntos)

GAJ/EBC/EGG/egg
15 de Diciembre de 2016



Departamento de Matematica
Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Universidad de Concepcion

Calculo IIT (521227)
Test 7.

Semestrel-2017

Nombre:

Seccidn:

Problema. Sea S la parte de la superficie del cilindro 2% + y* = 1 que est4
limitada por el plano z = 0 y por el paraboloide z = 2% + (y — 1)%.

Parte I. Determinar el drea de S.

Parte II. Determinar el valor de

/ / F.ds,
S
donde F' es el campo vectorial

F(z,y,z)=(x, y+1, z+2),

y la orientacién de S es la que considera como vector normal al que apunta hacia
el exterior de la region encerrada por el cilindro.

Cada parte vale 30 puntos.

TODAS LAS RESPUESTAS DEBEN REDACTARSE CONSISTENTEMENTE Y JUS-
TIFICARSE ADECUADA Y DETALLADAMENTE
Tiempo Méaximo: 45 Minutos



Pauta
Parte 1.

Una parametrizacién de S es

B(0,z) =(cos O, sen @, z), 0<0<2r, 0<2z<2—2send.

La medida del area de la superficie esta dada por

//dS /ZW/”%”&;% %)) o

Calculamos
9p op
(= 1
20 (—sen @, cos 6, 0) , 9% = (0,0,1),
86 gﬁ (cos 0, sen 6, 0).
Luego,

z
21 2—2 senf 27
/ / dz df = / (2 — 2senf) df =
0

(10pt)

(10pt)

(10pt)

Parte II. Se aplica la definicién de integral de superficie de un campo vectorial.

Una parametrizacién de S es

B(0,z) =(cos O, senf, z), 0<60<2m, 0<2z<2—2senb.

El vector normal asociado es

35 ap
(96’ 0z

el cual apunta en la direccion positiva dada.

= (cos 0, sen 6, 0).

Por lo tanto, tenemos que

2r p2—2senf
// F-ds= / / (cos®0 + sen’d + senf) + 0) dz df
S o Jo

2w 2m
= / (2 — 2sen’d) df = / (14 cos26) df = 2.
0 0

(10pt)

(10pt)

(10pt)



Universidad de Concepcion
Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Departamento de Matematica

Pauta Test N°7
Cilculo IIT (521227)

1. Para F(z,y) = (4z + 2y, 5z + y), calcular / F - dr, donde C es la unién del seg-

c
mento de recta que va desde (2,0) a (1,1) y el arco de parabola de ecuacién y = z*

que va desde (1,1) a (2,4).
Solucién:

Una parametrizacién del segmento que va desde (0,2) hasta (1,1) estd dada por
Ci(t) = (2 —t,t), donde t € [0,1] y por lo tanto

1
/ F-dr = / (2 —2t) dt = 1. (10 puntos)
o 0

Una parametrizacién del arco de pardbola que va desde (1,1) hasta (2,4) esta dada
por Cy(t) = (t,t%), donde t € [1,2] y por lo tanto

2
83
/ F.dr = / (2t3 + 1282 + 4t) dt = 5 (10 puntos)
Co 1

De lo anterior, /

F-d?":/ F-d7"+/ F-dr:§. (10 puntos)
c C1 C2 2



2. Aplicando el Teorema de Green, calcular la integral de linea
§I§ (2zy + 3sinh(z)) dx + (32% — Sy) dy
c

si C'= Fr(D) y D es la regién acotada por el eje y, y = g(z) e y = g(x) + cos(x),
donde g : [0,7/2] — R es una funcién positiva y de clase C*.

Solucién:

Al considerar el campo vectorial F : R? — R2, definido por

F(x,y) = (p(x,y),q(z,y)) = (2ry + 3sinh(z), 32 — 8y)

se tiene que él es de clase C! en todo R? y en particular, es de clase C' sobre un
abierto que contiene a D. Por Teorema de Green, se tiene

pracrady = [ (Ghewa) - Fwn) dwy) 10 puntos)

w/2  pg(z)+cos(z)
= / / 4x dydx (10 puntos)
0 9(z)

= 2(m—2).(10 puntos)

JCG/JRC/EGG/JOF/HPV /egg
21 de Junio de 2018
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Pauta Evaluacién 1
Cailculo IIT (2025)

1. Sea f:R? — R definida por

a)
b)

c)

2y
fog = g o700

0 ,(CL’,y) :(070)

Es f continua en el origen?

Justificar la diferenciabilidad de f en (2,—4) y luego determinar la ecuacién
del plano tangente al grafico de f en el punto (2, —4, 3).

Determinar el valor minimo, si existe, de la derivada direccional de f en el
punto (2, —4).

Solucion:

a)

Como para (z,y) # (0,0), [f(z.y)| < |2+ lyl v lim (| +]y]) =0, por

Teorema del sandwich se tiene que ( 1)111%00 f(x, y) = 0 y por lo tanto f es
T,y)—

continua en (0,0) ya que lim f(z,y) = f(0,0). (4 puntos)
(2,y)—(0,0)

23+ P
En una vecindad abierta de V' de (2, —4), se tiene f(z,y) = —;
l‘ —
8f( ) xt — 322y — 2xy? 8f( ) 2 + 222y — 2

b l’, — —_— :L‘7 =

or Y (% —y)? Yoy (% —y)?

Como las derivadas parciales de f son funciones continuas (cuocientes de poli-
nomios con denominador no nulo) en V entonces f es de clase C' en V' y por

, de donde

tanto ella es diferenciable en (2, —4). (4 puntos). Dado que g(?, —4)=0y
x

of 5 R,
ay —=(2,—-4) = s la ecuacion pedida es
T NN )
= f(2,—4) + 572, -4)(= 2)+—ay(2, 4)(y +4)

y el plano estd determinado entonces por 5y 4+ 8z = 4. (4 puntos)

De la parte anterior como f es diferenciable en (2, —4), la derivada direccional
de f en el punto (2, —4) existe en cualquier direccién ¥, su valor es

af 9o
B

y en este caso el valor minimo, se alcanza en la direccién de —V f(2, —4). Dicho

—4) =V f(2,—4) - v (2 puntos)

D
valor minimo es — ||V f(2,—4)| = -3 (4 puntos)



2. Sea f : R? — R definida por

ay@® —y")
flz,y) = 22 + o8 ,(w,y) #(0,0)

0 ,(ZL’,y) :(070)

Aplicando el Teorema de Schwarz, mostrar que f no es de clase C? en una vecindad
del origen.

Solucién: Si f fuese de clase C? en una vecindad V del origen, entonces por el
Teorema de Schwarz, para cada (z,y) € V, se tendria que

P (ay) = L o)
OyOx HY = Oxdy Y

Dado que para cada y € R, se tiene que

of of
02 f y 5, 01 = 5-(0,0) -
entonces y8x<0’0) = lim ; = —1. (4 puntos)

De manera analoga, dado que para cada y € R, se tiene que

af , f(iE, h) —f(%,O)

——(z,0) = lim =z

of of
(0,0) = Ifm 2 J
0xdy h—0 h

O*f O*f
OyOx (0,0) # Oxdy
una vecindad del origen. (4 puntos)

y entonces = 1. (4 puntos)

(0,0), se tiene que f no es de clase C? en

De lo anterior, como



3. Sea f:R? — R de clase C' en todo R? y sea w(x,y,z) =9>f (f’ E) Decidir, de
yy

manera justificada, si se satisface la relacién

xa—w+ 8_w+28_w_3w
Ox y@y oz

Solucidén: De la regla de la cadena, como f es diferenciable, al considerar u = L y
Y

z .
v = — se tlene que
)

ow_ 30 ou _

ou ou _ 500 00 _ 401
ox -y ou Or

aof
20] ow
Y " (2 puntos) y

P =y 5 95 Yy o (2 puntos)

Por otra parte, de la regla del producto y nuevamente la regla de la cadena

ow

i 3y* f(u,v) +y° <

0f ou , of o

+ = of
Oou dy  Ou Oy

0
) = 3y°f(u,v) — Y5 —yza—i. (4 puntos)

De lo anterior,

ow  Ow  ow - 20f o _ 22 2 0F 0 OF
xax+yay+zaz = :Cyau+3yf(u,v) i y28v+y28v
= 3y’ f(u,v)
= Jw

y por lo tanto, la relacién indicada si se satisface. (4 puntos)



4. Sean f:R?* — R definida por f(z,y) = 22 + 2y*> — 22 — 4y y el conjunto

a)
b)

c)

D:{(:c,y)ER2zx+y§5,x20,y20}.

Justificar adecuadamente el hecho de que f posee extremos absolutos sobre D.

Utilizando el criterio de la matriz hessiana, determinar la naturaleza del inico
punto critico de f en el interior de D.

Determinar los valores extremos absolutos de f sobre D.

Solucion:

a)

Dado que f es continua y D es compacto, entonces por el Teorema de los va-
lores extremos, f posee extremos absolutos sobre D. (4 puntos)

El tnico punto critico de f en el interior de D es P = (1,1). Dado que

H(f(P)) = (g 2), se tiene que A; > 0y Ay > 0, por lo tanto P, es un

punto de minimo relativo. (4 puntos)

De la parte anterior, el punto P; = (1,1) es candidato a extremo absoluto para
fenD.

Para el lado horizontal del tridngulo, con = € 10,5, f(x,0) = 2* — 2z tiene
como unico punto critico a « = 1, por lo que se considera el punto P, = (1,0).

Para el lado oblicuo del tridngulo, con x € 10, 5[, f(z,5—x) = 32?—182+30 tie-
ne como tnico punto critico a x = 3, por lo que se considera el punto P; = (3,2).

Para el lado vertical del tridngulo, con y € |0,5[, f(0,y) = 2y — 4y tiene como
tnico punto critico a y = 1, por lo que se considera el punto Py = (0,1).

Dado que los extremos absolutos podrian alcanzarse en los vértices del triangu-
lo, entonces también se consideran los puntos P; = (0,0), P = (5,0) y
P; =(0,5). (7 puntos)

Evaluando en f, se tiene que f(P;) = =3, f(P) = —1, f(P3) =3, f(FPy) = -2,
f(Ps) =0, f(Fs) =15y f(Pr) = 30, por lo tanto el minimo absoluto es —3 y
el méximo absoluto es 30. (3 puntos)

14 de Enero de 2019
EGG/egg
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1. Sea f(z,y) =< |=[°+y?

Pauta Evaluacién N°1
Cilculo IIT (521227)

W (2y) £ (0,0)

0 7(1’,,@) = (070)

Determinar:

a)
b)

c)

Si f es continua en el origen.
Si f es diferenciable en el origen.

El valor minimo, si existe, de la derivada direccional de f en el punto (—1,2).

Solucion:

a)

Como para (x,y) # (0,0) se tiene que |f(z,y)| < |z| ¥ ( l)inr%o 0)|93| = 0, por
'7:7y H‘ K
Teorema del sandwich se tiene que ( l)iII%O 0 f(x,y) = 0 y por lo tanto f es
'7:7y H‘ K

continua en (0,0), pues lim f(z,y) = f(0,0). (5 puntos)
(2,y)—(0,0)

Como f(0,0) =0 = g(0,0) = ?(0,0), se tiene que f es diferenciable en el
T Y

origen si y solo si

L= lm L&Y g

(0)—0.0) || (z, y)]

1
Siy=ux >0, se tiene que L = E # 0 y por lo tanto f no es diferenciable en

el origen. (5 puntos)

2
En una vecindad V' de (—1,2), se tiene que f(x,y) = — Y = por lo que
y:—
of _Axbyt 4yt of 225y

%(ﬂ%y) = W Y a—y(ﬂ%y) = —m;

como estas derivadas parciales corresponden a funciones continuas (cuocientes
de polinomios con denominador no nulo) en V' entonces f es una funcién de
clase C! en V' y por lo tanto, f es diferenciable en (—1,2).

De lo anterior, el valor minimo pedido se da en la direcciéon de =V f(—1,2) y

4
él estd dado por —||V f(—1,2)|| = ~3F" (5 puntos)



2. Sea f: R* - R, (z,y,2) — f(x,y,2) una funcién diferenciable, al introducir las
coordenadas cilindricas (r, 0, z) definidas por = = rcos(f), y = rsin(f) y z = z
se obtiene g(r,0,z) = f(rcos(f),rsin(f), z). Hallar una expresién en coordenadas
cartesianas (en términos de los vectores 7, J y l%) para

dg . 10g . g »
ol T gl T gk

donde 1, = cos(0)i + sin(f)j y ty = — sin(#)i + cos(0)).
Solucidn:

De la regla de la cadena,

Jdg _0f0x 0fdy of of
—— + sin

dr Oz or oy dy Or - (9)6:17 (H)G_y’
dg _0fox  0f0y
00— 9z 00 83/ a0

dg _of . _9f
5 = 3. 1= 5, (5 puntos)

=—r sin(G)% +r 005(9)% y

de donde,

@ar — (COSQ(Q)g—f + sin(0) cos(&)g, sin(0) cos(@)g + sin (H)af O),

or x Yy Ox dy’

19g . _ 2 8_ _ 8_f i 8_f 8_f
gl = (sm (0) 5 sin(#) cos(0) oy’ sin(#) cos(0) e + cos?() 8y’0) y
dg . af

&k (0, 0, %) (5 puntos)

De las tultimas tres igualdades, sumando

+ -ty + 5ok = or dy 02

99,  10g9.  Og; (0f Of Of
o' T T 9" T

) = Vf.(5 puntos)



3. Sea F: R? — R? tal que F(x,y) = (u,v) siendo u = =3z +y3 y v = =3y + 22

a) Mostrar que F' admite una inversa local, G : V — U, (u,v) — (z,y) de clase C",
donde U y V son vecindades de (z9,v0) = (1,0) y (uo,v0) = (—3,1) = F(1,0).

b) Si G = (g1, g2), encontrar la aproximacién afin de la primera componente g;
en el punto (—3,1).

Solucion:

a) Como las funciones v y v (polinomiales) son de clase C* en todo R?, en parti-
cular lo son en U y por lo tanto F es de clase C! en U; ademds, como

O(u,v)
(z,y)

-3 3y?

-3 0

S | =oro

S

(1,0) ‘
entonces por el Teorema de la funcién inversa, se tiene que existe G : V — U
de clase C' en V. (5 puntos)

b) Del Teorema de la funcién inversa, se tiene que

(%(—3,1)) = ( _23 _03 )1 = ( :;?S _? 3 ) (5 puntos)

Como G = (g1, g2) es de clase C' en V, entonces, su primera componente g,
es diferenciable en el punto (—3,1) y la aproximacién pedida estd dada por

A(u,v) = ¢1(—3,1) + Vg1 (—=3,1) - (u+3,v — 1)

=1+ (=1/3,0) - (u+3,v— 1)

= —% (5 puntos)



4. Hallar todos los puntos criticos para f(z,y, z) = 4x%e¥ —2x* —e® — 22 e identificarlos
segun su naturaleza. Ademas, determinar si f posee minimo absoluto.

Solucion:
0 0
Como a—i(m,y,z) = 8ze¥ — 8a3, a—Jyt(:v,y, z) = 4dx’e¥ — de'y y %(as,y, z) = —2z, se

tiene que los puntos criticos de f son tales que

z(eV —2%) =0
2 —e =0

z=0.

De las dos primeras ecuaciones se tiene que €¥ = 22 y 22 = €%, de donde z = £1 e
y = 0; de la tercera ecuacion, se tiene que z = 0. Hay dos puntos criticos, ellos son
P =(-1,0,0) y P, = (1,0,0). (5 puntos)

Como
8e¥ — 2412 SxeY 0

Hf(x,y,2) = 8xeY 4x%e¥ —16e* 0 |,
0 0 —2

para los dos puntos P; y Ps, se tiene que Ay < 0, Ay > 0y Agz < 0. Luego, del
criterio de la matriz hessiana, P; y P, son puntos de médximo relativo. (5 puntos)

Ademads, como HI_EI £(0,0,2) = —o0, f no posee minimo absoluto. (5 puntos)
Z—r+00

Otra justificacion de lo anterior es que como todos los puntos criticos son maximos
relativos y dado que el dominio de f (que es R3) es abierto, si hubiese un punto de
minimo absoluto él deberia ser también de minimo relativo.

24 de Octubre de 2016
GAJ/EBC/EGG/egg
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Pauta Evaluacién N°1
Cilculo IIT (521227)

1. Sea f(x,y) = 2| + 12 , (z,y) # (0,0)
0 ’("L‘7y) — (0,0)

a) (Es f continua en el origen?
b) ;Es f diferenciable en el origen?

c¢) Justificar la diferenciabilidad de f en (—4,2) y luego determinar la ecuacién
del plano tangente al grafico de f en el punto (—4,2, 3).

Solucion:

@) Como para (z,y) # (0,0), [f(@y)l < |zl + [yl y Im (lz]+yl) = 0, por

Teorema del sandwich se tiene que » 1111%00 f(x, y) = 0 y por lo tanto f es

continua en (0,0) ya que . hnr%0 O)f(as ,y) = f(0,0). (6 puntos)

h.0) —
b) Como h’mf( 0) = /(0.9 no existe, entonces g(o, 0) no esta definida y por
h—0 h Ox

lo tanto f no es diferenciable en el origen. (6 puntos)

2,3
¢) En una vecindad abierta de V' de (—4,2), se tiene f(z,y) = 'zi, de donde
y?—x
8f( ) —22 4+ 2xy% + 42 8f( ) —22%y — 3ay? + o
—\X — —I\T =
oY (y* —x)? TR (y* —x)?

Como las derivadas parciales de f corresponden a funciones continuas (cuo-
cientes de polinomios con denominador no nulo) en V' entonces f es de clase
C' en V y por tanto ella es diferenciable en (—4,2). (4 puntos)

of __5 of
Como %(—4, 2) = 3 8y( 4,2) = 0, la ecuacién pedida es
_ s of _ of _ _
2= F(-4,2) + GHA D@+ 4+ 54,2 -2

y el plano estd determinado por 5z 4+ 8z = 4. (4 puntos)



2. Sea f :R? — R de clase C? tal que para t € R se cumple

fltz,ty) = £f(z,y), V(z,y) € R
Considerar el cambio de variables u =tz y v = ty para:

a) Mostrar que f satisface la relacion 5f(x,y) = Vf(z,y) - (z,y).
b) Decidir si es valida la igualdad

0*f 0*f 0*f

2063 f(x,y) = x2w(u, v) + Qxyavau(u, v) + yzw(m v).

Solucion:

a) Al derivar con respecto a t a ambos lados de la relacién indicada se tiene

_Ofdu _9fov  of  0f

“9udt Tovor - aa” oY= VIt (@),

de donde, al evaluar en ¢ = 1 se obtiene que

5t f(x,y)

5f(x,y) =V f(z,y)-(z,y). (10 puntos)

b) Dado que

of  of
4 - _ _
5t f(x,y) = Ty

derivando nuevamente con respecto a t, se tiene que

0% f ou O%f Ov O*f ov 0% f ov
5 _ O fou ov v 2 Jov
20t° f(z,y) = Touz ot +$8v8u ot * Y oudw ot +y8v2 ot’

y como f es de clase C?, entonces

62
200 f(,y) = 404 (u,0) + 22y

>’f 2 0°f
dvou (u7 U) + Yy w(ua U)

por lo que la igualdad indicada si es valida. (10 puntos)



3. Sea f:R? — R definida por f(x,y) = 2* — 4xy + y* + 2z + 2y. Justificar por qué f
posee extremos absolutos sobre el conjunto compacto

D ={(z,y) e R*: 2* + azy +y* < 12}

y luego hallar dichos valores.

Solucién: Como f es continua y D es compacto, el Teorema de los valores extre-
mos, asegura la existencia del maximo y minimo absolutos. (4 puntos)

Al igualar las derivadas parciales a cero se tiene que

20 —4y+2=0
2u—4x+2 =0,
de donde z = 1 e y = 1 y por lo tanto en int(D) hay un tnico punto critico,

Py=(1,1). (4 puntos)

En Fr(D), utilizando multiplicadores de Lagrange, si g(z,y) = 2% + zy + y* — 12,
se tiene el sistema determinado por Vf(x,y) = AVg(z,y) v g(z,y) = 0 , esto es,

20 —4y+2=X2z+y) (1)
2y —dz+2= ANz +2y) (2)
2’ 4y +y* =12 (3) (4 puntos)

De (1) y (2), restando, se tiene que (z — y)(A —6) =0, de donde y = z 0 A = 6.

Siy =z, de (3) se tiene que x = +2 y se obtienen dos puntos P; = (2,2) = —FP.

1
Si A =6, de (1) se tiene y = = luego, de (3) se tiene que 25x? —5x —299 = 0, de

1+ 3133 1—3v133 1+ 3\/133>
0 10 10

donde x = y se obtienen dos puntos més, P3 = (

V133
5 .

(4 puntos)

14+3v133 1 -3
YP4: 10 ) 1

Dado que f(Fy) =2, f(P1) =0, f(P) =—-16y f(P3) = f(Py) = 3—21, se tiene que

36
el minimo absoluto es —16 y el maximo absoluto es - (4 puntos)

25 de Abril de 2017
EGG/JRC/CFS/JOF/HPV /egg



UNIVERSIDAD DE CONCEPCION
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Certamen N° 1 - 521227

20D Gy
1. Sea.f : R?* — Rdefinidapor f (z,y) = { 22+ (y — 1’ " e

0 , (z,9)=(0,1)
(a) ;Es f continua en (0,1)?

[

(b) Calcule ?j% (0,1) donde V = (a,b).
(c) {Es f diferenciable en (0,1)7
(d) Encuentre, si existe, la diferencial de f en el punto (0,0).

(5 pts. ¢/p)

. Sea w = f (u,v) con f € C? (R?). Considerando u =z +y,v =12z —¥.
(a) Decida si w verifica la relacién

' Fw  Fw G

Oybxz ~ Ou?  Ov?

(13 pts.)

(b) Para f (u,v) = vcos (uv) — u decida si la ecuacién f (u,v) = 0 define
implicitamente a v = h (u) en una vecindad del punto (0,0). Encuentre la
ecuacién de la recta tangente a la gréfica de h en el punto (0,0).

(12 pts.)

. Determine la naturaleza de los puntos criticos de la funcién f : R — R
definida por '

ey 2 = 7% + 322 — 29° +4y-—2z2 + 62+ 2
(15 pts.)

Tiempo: 90 minutos

JCG/JRC/EGG/JOF/HPV
7 Mayo de 2018
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Pauta Evaluacién N°1
Cilculo IIT (521227)

1. a) Para(z,y) # (0,1), como | f(z,y)| < |[y—1| y( l)m% )|y—1| = 0, por Teorema
z,y)—(0,1
del sandwich, se tiene que  lim  f(z,y) = 0. (3 puntos)
(z,y)—(0,1)

Esto muestra que ( l)mzo f(z,y) = 0= f(0,1) y por lo tanto, f es continua
T,y)—
n (0,1). (2 puntos)

_ 2
b) Como lim (0, 1) +t(ab) = (0. 1) = lim Jlat, bt +1) = lfm a—b; si
t—0 t t—0 t t—0 a2 + b4t2
of af
a#0, 5 —=(0,1) = b (4 puntos) y si a =0, 5 —=(0,1) = 0. (1 punto)

c¢) De la parte anterior, se tiene que g—f(O, 1)=0y ?(O, 1) = 0. Al considerar
T Y

Alwy) = Iy) — @, 1] VT

(2 puntos) siy =z + 1 (con z > 0), entonces( hrr% )A(x Y) =—=#0y
z,y)—(0,1

por lo tanto, f no es diferenciable en el punto (0,1). (3 puntos)

§H

d) Para (z,y) # (0,1), como las derivadas parciales de f estdn definidas por

Of oy~ 22y —1)° of v _ e (@ =3 -1
9 oY) (22 + (y — 1)4)° Y 8y< 9) (22 + (y — 1)4)°

se tiene que ellas son funciones continuas en R?* — {(0,1)} (cuocientes de poli-
nomios con denominador no nulo), por lo que f es de clase C'! en una vecindad
abierta del origen y entonces, f es diferenciable en (0,0). (2 puntos)

)

La diferencial de f en (0,0), es la aplicacién lineal D f(0,0) : R? — R, donde

c(';f(o 0)h+ 8_f<0 0)k=0. (3 puntos)

(h, k) = (D£(0,0)) (h, k) = By



2.

a) De la regla de la cadena, se tiene

ow _0fou 0fov _of , of

St 5

Or  Oudr  Ovor Ou (5 puntos)

Por otra parte, como =
barte, Oyoxr Oy

0? g [0 0
w —f + —f , al aplicar nuevamente la regla
ou Ov

de la cadena, se tiene

Fu _Brow Ff o Ffou #lon
Oydx  Ou2dy  Ovdudy Oudvdy  Ov?dy

0w _82f_ 0*f N o0 f _82f
dydxr  Ou?  Owdu  Oudv  Ov?

y como [ es una funcién de clase C?, por Teorema de Schwarz, se tiene que

o*f B 0*f
ovou  Oudv

, de donde resulta

w  Of O

dydxr  Ou?  Ov?’

y entonces, la relacién indicada si es véalida. (8 puntos)

Como f : R? — R, definida por f(u,v) = vcos(uv) — v, es de clase C' en una
vecindad del origen (pues lo es en todo R?), f(0,0) =0y %(0,0) =1#0,
v

entonces por el Teorema de la funcién implicita, la ecuacién f(u,v) = 0 define
implicitamente a v = h(u) en una vecindad de (0,0). (4 puntos)

0.0
Ademas, por el mismo teorema, h'(0) = —g;ﬁ— =1 (4 puntos) y por lo

tanto, la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de h en el punto (0,0) estd
dada por

v—0="h0)(u—0)<v=mu (4 puntos)



3. Como %(m,y,z) = 322 + 6, g—]yc(a:,y, 2) = —4dy+4y %(m,y, z) = —4z 4 6, se

tiene que los puntos criticos de f son tales que

r(z+2)=0
—4y+4=0
—4z+6 = 0.

Del sistema de ecuaciones, se obtienen dos puntos criticos, ellos son P, = (0,1, 3/2)
y P»=(-2,1,3/2). (5 puntos)

Como
6z+6 0 0
Hf(x,y,2) = 0 —4 0 |, (4 puntos)
0 0 —4

para P, se tiene que Ay > 0, Ay < 0y Az > 0y por el criterio de la matriz
hessiana, se tiene que él es un punto de silla. (3 puntos)

Para P, como A1 < 0, Ay > 0y A3 < 0, también por el criterio de la matriz
hessiana, se tiene que él es un punto de maximo local estricto. (3 puntos)

7 de Mayo de 2018
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1. Determinar el valor de la integral doble

2 1 ,
/ / xe’ dydx
0 Jx2/4

mediante un cambio en el orden de integracién.

Solucion: Dado que la region de integracién puede describirse por
0<y<l1
0<z<2/y

2 1 , NN/
/ / xe' dydr = / / xe? dz dy (6 puntos)
0 Ja2/a o Jo

= e—1. (6 puntos)

se tiene que

2. Calcular el volumen del sélido D que se encuentra acotado superiormente por el
cilindro parabdlico de ecuacién z = 4 — y?, inferiormente por el plano xy y que
esta entre los planos verticales de ecuaciones x+y =2y x4y = 6.

Solucién: La proyeccion de D en el plano xy esta determinada por
—2<y<?2
2—y<r<6-y
y por lo tanto, el volumen es

V(D) — / 22 /2 6;y(4—y2)dxdy (8 puntos)

128
= 3 (8 puntos)



3. Determinar el valor de la integral triple

/// xyzd(x,y, z),

donde R es la region del primer octante acotada por los cilindros hiperbdlicos de
ecuaciones 2y = 1, 2y =3, 22 =2, 22 =6, yz =3 e yz = 12.

Solucion: Considerando 1 <wu =2y <3,2<v:=22<6y 3<w:=yz <12,
oz, y, z)

1
como =— (3 puntos), del Teorema del cambio de variables,
O(u, v, w) 2xyz

1 3 6 12
///xyzd(x,y,z) = 5/// 1dwdvdu (6 puntos)
1 J2 Js
R

= 36. (3 puntos)

4. Calcular, por medio de una integral triple y un cambio de variables adecuado, el
volumen del sélido S acotado superiormente por el cono de ecuacién 2% = 2 + 1/
e inferiormente por la esfera de ecuacién 2% + y? + 2% = 62.

Solucién: De las ecuaciones del cono y de la esfera se tiene que z = 3 y que
2?2 4+ y?> = 9, de donde, la proyeccién de S en el plano xy corresponde al circulo
determinado por z? +y? < 9. (5 puntos)

Utilizando coordenadas cilindricas, dado que la ecuacion del cono es z = r y la de
la parte inferior de la esfera es z = 3 — v/9 — 12, se tiene que el volumen de S estd

dado por
V(S) = ///1d(a:,y,z)

2m 3 T
= / / / rdzdrdf (10 puntos)
o Jo Ja-vo=2

= 97. (5 puntos)

Observacién: Utilizando coordenadas esféricas, dado que la ecuacién del cono es
¢ =m/4y lade la esfera es p = 6cos (¢), se tiene que el volumen es

V(S) = /// ld(z,y,z) = /027r /7;:2 /06COS(¢) p?sin (¢) dpdep df = 9r.
S
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1. a) Calcular la integral // evied(z,y), donde
D

D={(z,y) eR*:2>0,y>0,2<z+y<4}.

b) Calcular el volumen del sélido S acotado superiormente por el cono 2% = 2% +43?
e inferiormente por la esfera x? + y? + 22 = 4z.

Solucién:

a) Al considerar u = x +y y v =y — x, la regién de integracion se transforma en

B
R={(w0) €R?:2<u<4—u<uv<u}y como 20Y)

d(u,v)

1
=5 (6 puntos)

se tiene que

//Dey+zdxy // o/ 4, v) = 3(e — ¢-1). (6 puntos)

b) Utilizando coordenadas esféricas, la ecuacion de la hoja superior de cono queda
¢ =m/4 y la de la esfera queda p = 4 cos (¢) (6 puntos); el volumen es

2 pw/2  pdcos(¢) {7
/// ld(z,y, z) :/ / / p?sin (¢) dpdedf = 3 (7 puntos)
S 0 w/4 JO

Observacién: Utilizando coordenadas cilindricas, la ecuaciéon de la hoja superior
del cono queda z = r, la de la esfera queda z =2+ V4 —1r2y

2m 2 r 87
:///1d(a:,y,z):/ / / rdzdrdf = —
S 0 0 J2—vi-—r? 3




2. Un campo de fuerzas F' se define por
F(z,y,2) = yi + zj — yzk, con (z,y,2) € R®.
a) Decidir si F' es o no conservativo en R3.

b) Calcular el trabajo W = / F - dr efectuado al mover una particula desde el

punto (2,0,+/5) hasta el punto (—v/3,1,/5), con y > 0, a lo largo de la curva
de interseccién C entre la esfera 22 + y? + 22 = 9 y el plano z = /5 bajo la
influencia del campo F'.

Solucion:

a) Como V x F'# 6 en R3 F no es un campo conservativo. (5 puntos)

b) La curva C corresponde al arco de circunferencia x? + y?> = 4 en el plano
2z = /5 desde (2,0, \/5) hasta (—\/g, 1, \/3) (con y > 0) y una parametriza-
cién para ella es C(t) = (2cos(t), 2sin(t), v/5), donde ¢ € [0,57/6]. (6 puntos)

De lo anterior, como

/F dr = /577/6 (2 sin(t), v/5, —2v/5sin(t )) - (—2sin(t), 2 cos(t),0) dt

\/_

>
se tiene que W = /5 — — — ?ﬁ (6 puntos)



3. Sea S la parte de paraboloide z = 22 + y? — 1 por debajo del plano z = 8, con
orientacién n tal que n -k > 0 y sea F el campo el campo vectorial definido por
F(z,y,2) = (2> —y — 4, 2y, 22 + 2%).

a) Calcular el drea de S.

b) Utilizando el Teorema de Stokes, calcular % F -dr.
as

Solucion:

a) Una parametrizacién para S es ¢(z,y) = (x,y,2% + y? — 1), cuyo dominio es
D= {(z,y) e R?: 0 < 22+ y* <9} (3 puntos), luego

= // 1dS = // Vv 1+ 422 +4y? d(z,y). (2 puntos)
S D
Utilizando coordenadas polares, se tiene que

27 3
= / / rvar? + 1drdf = % <37\/§ - 1) . (3 puntos)
o Jo

b) Como S es suave y orientable, con borde S una curva cerrada simple y F es
de clase C*! en un abierto que contiene a S, entonces por Teorema de Stokes se

tiene que
% F-dr://VxF-ﬁdS, (3 puntos)
a8 5
donde n orienta a S de modo que 7 - k> 0.
Utilizando la parametrizacién de a), se tiene,
7{ F- dr—// -2,y + 1) (=2z,—2y,1)d(z,y) = 97. (7 puntos)
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1. Calcular la integral de linea
I, = / (y + €%) dx + (Zx + cos y2) dy,
c

donde C' es la curva que limita la regién encerrada por las pardbolas z = 3% e y = 22,
orientada en el sentido contrario a las agujas del reloj.

Solucién: El campo vectorial F : R? — R?, definido por

F(z,y) = (p(x,y),q(z,y)) = (y + €, 22 + cos y*) ,

es de clase C'! sobre un abierto que contiene a D := {(x,y) : 0 <z < 1, 2* <y < /7}.

Como C = Fr(D) es una curva cerrada, simple, seccionalmente suave y tiene orien-
tacién positiva, por Teorema de Green (10 puntos), se tiene que

_ dq dp B IV 1
I = //D (8_x<x’y) - a—y(I,y)) d(z,y) —/0 /I2 ldydx = 3 (10 puntos)

2. Sea Q el sélido limitado por el cilindro 2% + y? = 2y, el cono z = /22 +y2? y el
plano z = 0. Determinar el volumen de 2.

Solucion: Utilizando coordenadas cilindricas, el solido €2 se describe por 0 < 6 <,
0<r<2sinf y 0<z<r.

Luego, el volumen pedido es

m  r2sinf  pr
V(Q) = / i /Ordzdrdﬁ (10 puntos)

0
= §/ sin® 0 do
3 Jo

32
= 3 (10 puntos)



3. Calcular la integral de superficie

1 1 1
I = ? 2 ? - dS
2 //S <xy +4+22,yz +4+x2,zx +4—|—y2) nas,

donde S = S1US; es la unién de las superficies esféricas Sy = {(x,y, 2) : 2? + y* + 2% = 1}
v Sy = {(z,y,2) : 2% + y* + 2? = 4}. La orientacién de S; considera el vector nor-

mal que apunta hacia el origen y la orientacién de S5 considera el vector normal que
apunta en la direccion contraria al origen.

Solucién: El campo vectorial F' : R? — R?, definido por

1 1
— 2 2 2
F(z,y,z) = (xy +4+Z2,yz +4+x2,zx +4—|—y2>

es de clase C! sobre un abierto que contiene a V := {(x,y,2) : 1 < 22 +¢y* + 22 < 4}.

Como la superficie S correspondiente a la frontera del sélido V' es suave, cerrada y
esta orientada exteriormente, dado que

V'F($7y,2):y2+22+l'2,

por Teorema de Gauss, se tiene que
I, = /// (® +y* + 2°) d(z,y, 2). (10 puntos)
1%

Utilizando coordenadas esféricas, el s6lido V' se describe por 0 < ¢ < 7,0 <60 <27
y 1 < p <2, por lo tanto

™ 2w 2 124
I, = / / / ptsine dp df do = Tﬂ (10 puntos)
o Jo J1
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1. Calcular el volumen de la regién R, en el primer octante, acotada por el cilindro
parabélico de ecuacién z = 9 — y? y el plano de ecuacién y = 3z.

Solucién: Una descripciéon de la proyeccién del volumen en el plano xy es

{(m,y)€R2:0§y§3,0§$§y/3},

de donde, el volumen de R estd dado por

y/3 r9-y?
V(R) = // / ldzdzdy (10 puntos)

= — (5 puntos)

2. Determinar el valor de la integral doble
/ Va2 +y2d(z,y)
D
donde D = {(z,y) € R? : 2* + y* < 4y}.
Solucion: Utilizando coordenadas polares, el conjunto D, se describe como

0<6<7m y 0<r<4sind.

Luego, la integral doble es

T 4sin6
/ Vai+yrd(ry) = / / r?drdf (7 puntos)
D 0 0

= %/ sin® @ d6
3 Jo

256
= ——. (5 puntos)



3. Sea F el campo vectorial en R?, definido por

F(z,y) = (:L*JrL,y_L)

x2+y2 x2+y2

a) Usando la definicién, calcular la integral de linea de F' a lo largo de la circun-
ferencia C' de ecuacién 22 + y? = a? orientada en sentido antihorario.

b) Usando el Teorema de Green, calcular la integral de linea de F' a lo largo de la
curva correspondiente a la unién de los segmentos de recta C; y Cy, donde C}

va desde (—1,—1) a (0,1) y Cy va desde (0,1) a (1,—1).

Solucion:

a) Al considerar C(t) = (acost,asint), donde t € [0, 27], se tiene

2m
/ Fdr= —/ 1dt = —2m. (6 puntos)
c 0

b) Sea Cj el segmento orientado desde (1,—1) a (—1,—1) y con parametrizacién
Cs(t) = (—t,—1), donde t € [—1, 1], por definicién de integral de linea, se tiene

! 1 s
/03 dr /_1(t2+1+t)dt 5 (4 puntos)

S YY) = —_—, YY) =y— ————=yCrelt 1 tad
ean p(z,y) = x + R q(z,y) =y R y Cr el tridngulo orientado

en sentido horario correspondiente a la unién de los segmentos C, Cy y Cs.

Sea ademds D la regién encerrada por la curva C' del ftem anterior (con a > v/2)
y exterior a Cp, como p y ¢ son de clase C* sobre un conjunto abierto que
contiene a D, por Teorema de Green (segunda versién) se tiene que

/CF~dr+/CTF-dr://D (%@,@-%@,@) d(z,y). (6 puntos)

0 0
Como a—q(:c, y) = 8—])(37, y), de la igualdad anterior y del hecho que
Z Y

/F-dT:/F-dr+/ F-dr—l—/ F - dr,
Cr C Ca Cs

se obtiene que

3
/ F'dr:—/F-dr—/ F~dr:27r—zz—7r.(4puntos)
C1+Co C Cs 2 2



4. Sean F el campo vectorial definido por F(z,y,2) = %1+ 3] + 2Bk y S el tronco de
cono de ecuacién z? = z* + g, con 1 < z < 4; orientado segiin el vector 7 tal que
n -k <0 (S orientada hacia abajo).

a) Parametrizar la superficie S.

b) Usar la parametrizacion anterior para expresar la integral de superficie

[ Fenda
s

como una integral doble.

Solucion 1:

a) Una parametrizaciéon para S, es

®:D — R’

(z,y) — @(w,y)=<x,y,vx2+y2),

donde D = {(z,y) € R?*: 1 < 2? + y* < 16}. (6 puntos)

b) Del item anterior, dado que @, (x,y)x®,(z,y) = | — < ,— id 1,
Va2 +y? a4 y?
se tiene que la orientacion para S esta dada por

Como F (®(z,y)) 7 (z,y) = —(z% + y2)3/2, por definicién de integral

de superficie, se tiene que

//F ndA = // < xx;r+yy (2? +y2)3/2) d(z,y),

donde D = {(z,y) € R? : 1 < z* + y* < 16}. (7 puntos)



Solucion 2:

a) Una parametrizacién para S, es

®:D — R’
(r,0) — ®(r,0) = (rcosf,rsinf,r),

donde D = {(r,0) e R*:1<r <4,0<6<2r}. (6 puntos)

b) Del item anterior, dado que
D, (r,0) x Oy(r,0) = (—rcosf,—rsind,r),
se tiene que la orientacion para S esta dada por
1 (r,0) = (rcosf,rsind, —r)

Como F (®(r,0)) -7 (r,0) = r* (cos* § + sin* § — 1), por definicién de integral
de superficie, se tiene que

2w 4
// F-ndA= / / r* (cos® 0 + sin* § — 1) drdf. (7 puntos)
S o J1
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1. Sean F : R? — R3, definido por F(xz,y, z) = (322yz —3y)i+ (232 — 3x)j+ (z3y+22)k
y la curva ' de ecuaciones paramétricas z(t) = ¢, y(t) = 3 + > — 1, z(t) = t + 3,

donde t € [—1,1]. Determinar el valor de la integral de linea [ F - dr.
r

Solucién: Un potencial escalar para Fes f(z,y, 2) = 23yz —3xy+2? (5 puntos) y
como F es de clase C'! en todo R?, entonces F' es un campo conservativo. (5 puntos)

Por otra parte, como el punto extremo inicial de I" es A := (—1,—1,2) y el punto
extremo final es B := (1,1,4), (5 puntos) se tiene que

/FF ~dr = f(B) — f(A) = 14. (5 puntos)



. Y r+1
2. Calcular la integral ych -dr, donde F(x,y) = <2y — G R G yz)

y C es la elipse de ecuacién 4z%+9y* = 36 recorrida una vez en sentido antihorario.

Y (2,7) r+1
— 7, q(2,y) = ————
@+ D2y TV T Ty
cunferencia de radio 1 con centro en (—1,0) orientada en sentido antihorario.

Solucién: Sean p(z,y) = 2y — y Cy la cir-

Sea D la regién entre las curvas C'y Cy, como F = (p,q) es de clase C'! sobre un
abierto A tal que D C A y las curvas C'y C son suaves, simples y cerradas, entonces
por la segunda version del Teorema de Green, se tiene que

dq Op
dr +qd —§l§ dr +qd ://<———) x,y)d(z,y). (6 puntos
§l§p ady =P » qu% ay(y)(y)(p )

Como %(m, y) — g—i(x, y) = —2, entonces
dq _9p _ o4 _
// (£ 8_y) (z,y)d(z,y) = —2 Area(D) = —107. (6 puntos)
D

Por otra parte, dado que una representacién de Cy es la dada por las ecuaciones
paramétricas = cos(t) — 1 e y = sin(t), donde ¢ € [0, 27], por definicién de integral
de linea, se tiene que

§é Fedr = /0 " (sin(t), cos(t)) - (— sin(t), cos(t)) dt = 0 (6 puntos)

y por lo tanto, de lo anterior, 55 F -dr =—10r. (2 puntos)
C



3. Sea R la regién acotada por el cilindro parabdlico z = 1 — 22 y los planos z = 0,
y=0 ey+2z=2 Sean S la frontera de R orientada exteriormente y F': R? — R3,
el campo definido por F(z,y, z) = 2xzi+ 3yzj—|—z212:. Indicar, de manera justificada,
si puede aplicarse el Teorema de Gauss para calcular

//F-ﬁdA
s

y luego determinar el valor de dicha integral.

Solucion: Como S es seccionalmente suave, cerrada y orientada exteriomente y F'
es de clase C'! en todo R3, entonces es aplicable el Teorema de Gauss (6 puntos) y

L

0,01 _ _
( ) - y=2-z:
0L
/// B
{1,0;0)/ (52\0);
X
z=1—x7

#F.mm _ // V. F(zy,2) dz,y2)
_ 7 /// 2d(z,y, 2) (T puntos)

// /zdydzdx

= — (7 puntos)



4. Sean F(x,y,z) = 22yi+ (x+1y2)j+y2zk y C el borde de la superficie que se muestra
en la figura

ZA

Utilizar el Teorema de Stokes para calcular % F -dr.
C

Solucién: Como F es de clase C! en todo R?, del Teorema de Stokes, la integral
de linea puede calcularse como sigue

prear= [[vxradn
c
S

donde S es la parte del cilindro parabdlico que tiene como borde a la curva seccio-
nalmente suave C'y cuya proyeccion en el plano xy es el conjunto

D={(z,y) eR*:0< 2 <3/2 20 <y<3}. (6 puntos)

Una parametrizacion para S, es

®:D — R’
(z,y) = ®z,y) = (z.4.9-y"),
de donde 7i(z,y) = ®,(z,y) x ®,(z,y) = (0,2y,1). (7 puntos)

De lo anterior,

%F-dr = // (18y — 2¢*,0,1 — 2°) - (0,2y,1) d(z, y)
C

3/2
—/ /1—x dy dx
2x

= — (7 puntos)
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xy(z? — 9>
2 . % ,(ZL’,y) 7& (070)
1. Sea f:R* — R definida por f(z,y) = xt+y .
0 (2, 9) = (0,0)

a) Calcular %(z,y) y %(m,y) para todo (z,y) € R

0% f 0% f
Oxdy (0,0) 7 OyOx

c¢) ;Es f de clase C? en una vecindad abierta del origen? Justificar.

b) Mostrar que (0,0).

Solucion:

a) Para (x,y) # (0,0), se tiene que

of y(a! + 42y — y) of v(z! — da’y? —y')
_<$,y): 2 212 y _('xay): 2 2\2 :
ox (22 + y?) Dy (22 +y?)
Ademés, %(0,0) = }ILILI%) : =0y a—y(0,0) = 0. (7 puntos)
of
b) i (0,0) = li a_y(h’()) o S P
Oxdy = o h Thon
of
2 _(07 h) - f(ov O)
o7 (0,0) = lfm 92 i =,
aya’t h—0 h h—0 h
2 2
de lo anterior, 8axﬁfy<0’ 0) # (()ay(({x (0,0). (7 puntos)
c¢) Si f fuese de clase C? en una vecindad abierta del origen, por Teorema de
2 2
Schwarz, se tendria que Zigy (0,0) = aiéfx(0,0); por lo tanto, de la parte

anterior, f no es de clase C? cerca de (0,0). (6 puntos)



2. Sea C'la curva de interseccién de la esfera 2% + 4% + 22 =1 con el plano y + 2 = 1,
orientada de manera que la curva C7, proyeccién de C sobre el plano zy, esté en
sentido antihorario.

a) Encontrar una representacién paramétrica de C'.

b) Calcular la integral f ydr + zdy + 4dz.
c

Solucion:

a) De la ecuacién del plano se tiene que z = 1 — y y reemplazando en la ecuacién
de la esfera se tiene que

Y

; luego, una representacion pa-

1 1 1
de donde z = ECOS(t) ey = ésin(t) t3

ramétrica para C esta dada por

C(t) = <% cos(t), % sin(t) + %, % — %sin(t)) ,

donde t € [0,27]. (10 puntos)

b) Al considerar F'(z,y,z) = (y, 2,4) y la parte anterior, se tiene que la integral
pedida esta dada por

]i Fedr— /0 CRC@w) - O —2—\1/§7r. (10 puntos)



3. Sean ¢ : [a,b] — R una funcién positiva de clase C' y S la superficie del espacio
xyz que se obtiene al rotar en torno al eje x la curva y = g(z) con x € [a, b]. Notar
que S admite por representacién paramétrica suave ¢ : [0, 27 x [a,b] — R3, dada
por ¢(6,z) = (x,y, z), donde x =z, y = g(x) cos(f) y z = g(x) sin(f).

a) Calcular el vector normal principal n(f,x) a S en el punto ¢(6, x).
b) Encontrar el borde 0S de la superficie S.

c) Para F(x,y,2) = (y,z,x) y S orientada exteriormente, determinar el valor de

la integral // V X F-ndA:
S

i) Usando el Teorema de Stokes.

it) Usando el Teorema de Gauss.

Solucién:

a) n(0,z) = (=g'(2)g(x), () cos(f), g(x) sin(6)). (5 puntos)

b) El borde de la superficie S estd definido por 9S = Cy U Cy, donde C es la
circunferencia en el plano x = a de centro en (a,0,0) y radio g(a) y Cs es la
circunferencia en el plano x = b de centro en (b,0,0) y radio g(b). (5 puntos)

c) i) Del Teorema de Stokes, como S es una superficie orientada suave y F es
de clase C! en un abierto que contiene a S, se tiene que

//VXF’TALdA—% F~d7’—]{ F -dr.
S C1 Ca

Como una parametrizacion para C es

Ci(t) = (a, g(a) cos(t), g(a) sin(t))
y una para C5 es

Ca(t) = (b, g(b) cos(t), g(b) sin(t))

donde t € [0,27] en ambos casos, al calcular las integrales de linea por
definicion, se obtiene que

//SV X F-ndA = 7T(g2(b) —g2(a))_ (5 puntos)



i1) Sean Sy y Sy los discos en los planos z = a y « = b cuyos bordes son C y
(5 respectivamente, S orientada segtn el vector —2 y Sy orientada segin
el vector 1.
Sean ademas S; =S + 57+ 5S> v R el volumen acotado por S;.
Como S; es suave y esta orientada exteriormente y V x F = (=1, —1,—1)

es de clase C'! en un abierto que contiene a R; del Teorema de Gauss, dado
que V- (V x F) =0, se tiene que

//VXF-ﬁdA—{—/ VXF-deA—i—/ VXxF-ndA=0,
S S1 So

de donde

//VxF-ﬁdA:—/ VxF-ﬁdA—/ V x F-ndA.
S S1 So

Del Teorema de Stokes, se tiene

//VXF-ﬁdA:% F~dr—j{ F-dr
S C1 Ca

y de lo obtenido en la parte i), se obtiene que

//SV x FndA = 7T(92(b) . 92(CL)), (5 puntos)

3 de Enero de 2017
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Solucion Evaluaciéon Recuperacién.
Calculo ITI.

1. Determine el volumen méximo de una caja rectangular inscrita en una esfera
de radio 7. (20 puntos)

Solucién.- Una esfera de radio r se representa por S : 22 + y? + 2% = r2.

Tomando un vértice (x,y, z) € S, el volumen de la caja inscrita, con ese vértice,
estd dado por V = 8xyz.

Por lo tanto el problema se resuelve determinando el médximo absoluto de

V(z,y,z) =8xyz
sujeto a g (z,y,2) =2+ + 22 —r* =0 (6 puntos)

Este médximo absoluto existe porque V' es una funcién continua sobre el com-
pacto S. Ademsds, por simetria podemos considerar que este punto estd en el
primer octante (x > 0,y > 0,z > 0) y como V y g son de clase C' y Vg # 0
en S, se puede usar el método de multiplicadores de Lagrange y se resuelve el

sistema
8yz = A2x
8rz = A2y
8ry = N2z
4y + 2 = r? (7 puntos)

Considerando que todas las variables son positivas, se divide la primera por
la segunda y la segunda por la tercera, para obtener

y_x/\z )

x Yy Yy oz
Asi, 2?2 = y? = 2? y por tanto, * = y = 2 y reemplazando en la cuarta
322 =r*yr = T

V3

N

T

Portanto,x:y:z:%y)\:

3

El volumen méximo es V = 8 (%) = % 3r3

(7 puntos)



2. Haciendo uso del Teorema de Green, determine el drea de la regién limitada
por la curva C' parametrizada por 7 : [0, 27] — R? con 7 (¢) = cos®t-i+sint- )

(15 puntos)

Solucién.- La curva es simple y cerrada, suave por tramos. Por tanto, para un
campo F (z,y) = P (z,y)i+ Q (z,y) j de clase C* en un abierto que contenga

aCuUD
0Q oP
/Cde + Qdy = //D (_ax — _ay) d(z,y) (5 puntos)

Si se toma el campo F (x,y) = 0 + x) se obtiene ?9_? - %_I; =1

A(D) = //Dld(:c,y)
= /C:Udy

2m
= / cos® t cos tdt (5 puntos)
0
3
= 7 (5 puntos)

3. Sea S la porcién del cilindro 22 + y? = 1 comprendida entre los planos z = 0
y z=19y+ 3, y sean C; y (5 las dos curvas que conforman el borde de S.

a) Haga la representacién geométrica (grafico) de S y de su borde.

b) Encuentre representaciones paramétricas de la superficie S y de las curvas

Cl y 02.

c) Para el campo F (2,y,2) = z-i4x-j+y-k, calcule su rotacional y escriba
claramente la férmula integral entregada por el Teorema de Stokes para F'y la
superficie con borde considerada, indicando las orientaciones correspondientes.

d) Calcule la integral de superficie [ [¢ (V x F ) -n dS.

(25 puntos)



Solucién.-

a)

(4 puntos)

b) Parametrizacién de S.- De las coordenadas cilindricas:
®(0,z) = (cosh,sinb,z) , definida en
D : 0<60<2r,0<2z<3+sinf
Parametrizacién de C;: curva en el plano zy
z(t)=cost, y(t)=sint, z(t)=0con 0 <t <27
Parametrizaciéon de Cs: curva en el plano z = 3 +y
x(t) =cost, y(t) =sint, z(t) =3 +sint con 0 <t <27 (8 puntos)

¢) Vx[z,x,y] =i+ j+k (constante)

Para aplicar el teorema de Stokes, se orienta la superficie S por el campo 7
que apunta hacia afuera del cilindro y las curvas C; y C5 como se indica en
las parametrizaciones anteriores, para tener

/ ﬁ~df—/ ﬁ-dF:/(VXﬁ)~ﬁdS (6 puntos)
C1 Cs S

d) Para calcular [ (V X F ) -7u dS usamos la parametrizacién indicada obte-

niendo

27 3-+sinf
/vXﬁds _ / / [i+j+l%]-[cose-i+sin9-j+o-l%]dzd9
S 0 0

2m p3+4sinf
= / / (cos B + sin ) dzdb
o Jo
7r

(7 puntos)
f03+3in9 (cosf + sinf) dz = (sinf + 3) (cos 6 + sin )
f027r (sinf + 3) (cosf +sin ) df = 7

07/07/17
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Pauta Evaluacién de Recuperacion
Cilculo IIT (521227)

1. La funcién f : R® — R, de clase C?, determina la relacion w = f(z,y,z). La

transformacién 7' : R? — R3, definida por

xr = psingcosl

y = psingsinf

z = p COS ¢
permite expresar w en términos de las coordenadas esféricas p, 6 y ¢. Aplicar la
. . ow  *w
regla de la cadena para obtener las derivadas parciales — y ——.
dp = 000p
Solucién: De la regla de la cadena, se tiene
ow _ 0fox 0foy  0f0:
dp  Oxdp Oydp 0z0p
= sin¢cosf g—i + sin ¢ sin # Z_;c + cos ¢ g—i (5 puntos)
Nuevamente, de la regla de la cadena
0w , . Of . Pfox  O*f Oy _ of
9007 = —singsinf Iz + sin ¢ cos @ (@% 3x8y%> + smgzﬁcos@a—y +

8% f O a2fay) +COS¢( 0’f ox | 0f @>’

ox , _ oy .
donde 20 = —psingsinf y 0 = psingcosf. (10 puntos)



2. Sean f:R? — R la funcién definida por f(z,y) = zy +x —y y el conjunto

K ={(z,y) eR*: 2" + y* < 2},

calcular los valores extremos de f sobre K.
Solucién: Los valores extremos para f podrian alcanzarse en int(K) o en Fr(K).
En int(K) no hay puntos criticos. (3 puntos)

En Fr(K), usando multiplicadores de Lagrange, al considerar g(z,y) = 2%+ 3% — 2,
se tiene el sistema determinado por Vf(x,y) = Vg(z,y) y g(x,y) = 0, esto es,

y+1=2xx (1)
r—1=2\y (2)
2?4y =2 (3) (4 puntos)

De (1) y (2), sumando, se tiene que
r+y=2\Nz+y) =0,

de donde y = —z 0 A =1/2.
Si y = —x, se obtienen dos puntos P, = (—1,1) y P, = (1,—1).

Si A =1/2, de (2) se tiene que y = x — 1; luego, de (3) se tiene que

1+43
2

1-3 1+\/§> <1+\/§ 1—\/§>
- y Py = 5 .

2 2 2

T

y se obtienen dos puntos més, P3 = (

Como f(P) = =3, f(P2) = 1y f(P3) = 3/2 = f(Py), se tiene que el minimo
absoluto es —3 y el méximo absoluto es 3/2. (8 puntos)



3. Calcular la integral doble

// evte d(,y),
D

donde D = {(z,y) eR?:2>0,y>0,2<z+y <4}

Solucion: Al considerar el cambio de variables dado por
u=zr+y y v=y-—uz,

la region de integracion se transforma en

R = (u,v)€R2:2§u§4,—u§v§u} (6 puntos)

ANz,y)

[\Dll—‘ ——

, (3 puntos) la integral doble es

o(u,v)
//D€Z+zdxy // o (. v) = 3(e — e1). (6 puntos)

y como




4. Sea C'la curva de interseccién de la esfera z? 4+ y? + 22 = 1 con el plano y + z = 1,
orientada de manera que la curva C7, proyeccién de C sobre el plano zy, esté en
sentido antihorario. Utilizar el Teorema de Stokes para calcular

j{ydx—i-zdy—l—éldz.
c

Solucién: De la ecuacion del plano se tiene que z = 1 — y y reemplazando en la
ecuacion de la esfera se obtiene que

21y
(1/v2) (127

= 1. (5 puntos)

Sea S la parte del plano que estd encerrada por C. Una parametrizacion para S es

d:D — R?
(:Ea:U) = (I)(xay>:(xay71_y)a

2 =12

donde D = < (z, R? : > .
{( VR T

§1}yﬁ:(0,1,1).

Definiendo F(x,y,z) = (y, 2,4), como S es suave y F es de clase C!, entonces por
el Teorema de Stokes

]{F-dr/ V x F-ndA. (5 puntos)
c s

De la igualdad anterior, como V x F' = (—1,0,—1), se tiene que

jiF-dr _ // (0,1,1) d(z.y)

= — Area(D)
= \/_ (5 puntos)

9 de Julio de 2018
JCG/JRC/EGG/JOF/HPV /egg






