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Introduccion

La ubicacion de los polos en sistemas lineales contiene mucha de la informacion
relevante de éste. En efecto, a partir de ésta se puede concluir de su estabilidad y
caracteristicas dinAmicas y estaticas. En este capitulo se revisa el concepto de Lugar
Geomeétrico de las Raices como el grafico de la ubicacion de los polos de un sistema

lineal.

En particular, se revisan técnicas para bosquejar esta ubicacion a partir de la F. de T.
en L.D. de sistemas continuos, discretos e hibridos como funcion de un parametro del

sistema. Normalmente, este parametro corresponde a la ganancia del controlador.
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Introduccion PLEV 2010

Sea la planta tiempo continuo en L.C. como se muestra en la Fig.5.1(a). La F. de T. en L.D. es,

k
/ - -
(S) S(S+4)
Y por lo tanto las raices en L.A. sons, ,=0y -4. LaF.de T. en L.C. es,
Y(S) _ kg(S) _ k _ k
yd(S) 1+k'g(S)'V(S) S(S+4)+k S2+4S+k

Y por lo tanto las raices en L.C. son S12 = (_4“—L V16 _4k)/2 =—2%J4-k , las cuales
dependen de k. Algunos valores se muestran en la tabla.

k g 52 T T T
0 -4 0 - .
2 —2+42 ~2-42

4 =2 =2 _1';,1'{'.’:7]' ) E— | _1-{_1;]. af See e — i .

D—> k
6 242 -2-42 - S6+9) |
8 -2+ 2 -2-2 i {7
| I. - l
(a) (b)
Fig. 5.1 Sistema en L.C. y su L.G.R. en funcién de k;(a) diagrama,(b) L.G.R.
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Introduccion PLEV 2010

Se observa que,
- Para k = 0 se tiene que las raices en L.C. son las raices en L.D.,

- A medida que k aumenta, las raices del polinomio en L.C. se mueven por ramas, por lo que
hay un niumero de ramas que es igual al nimero de raices, el cual a su vez es igual al orden del

polinomio caracteristico.

Si ahora - por ejemplo - la F. de T. en L.D. de un sistema discreto (con r(z) = 1) es,

I(Z) _ z—0.5
z
Hay un polo en 0 y ademas hay un cero en 0.5. La F.de T. en L.C. seria,
y(z) _ k-g(z) _ k(Z—O.S) _ k(Z—O.S)

Y, (Z) B 1+k~g(z)-r(z) B Z+k(z—0.5) B Z(1+k)—0.5k

Por lo que el polinomio caracteristico es el
denominador de la F. de T. ]
_ 0.5k ._ A

zZ, = ——
k+1

()
J
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Introduccion PLEV 2010

De la expresion anterior se concluye que,

- Para k = 0 se tiene que el poloen L.C. es el poloen L.D..
- El polo viaja al cero a medida que k aumenta.

En un caso mas complicado, como por ejemplo, la F. de T. en L.D. dada por,
(s+4+3j)(s+4-3))

S(S+2)(S+6)(S+5+6j)'(S+5—6j)
la cual genera una F. de T. en L.C. dada por,

I(s)=k

y(S) _ s’ +8s+25

v (s) s°+18* +1355° +(608+k)s® +(732+8k)s +25k
En donde queda claro que no es posible determinar la ubicacion de los polos de esta funcidn
por inspeccion. El resultado exacto se encuentra en la Figura 5.2

T 1 T - T T T
i k>0 Mo :".l": 4 < :u\x S
'\ (
resmmmmp ?i"')-"l . — H—-'i- o e
LY o Kn : - LA ’ i
i 1 i I .-*"_l:"* 1 i |

Fig. 5.2 L.G.R. sistema en L.C.
-6 -
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Introduccion PLEV 2010

El método del L.G.R. es una técnica grafica para determinar los polos de la F. de T. en L.C.

h(s) o h(z) a partir de la F. de T. en L.D. I(s) o [(z), respectivamente, conforme varia uno de los

parametros del sistema. Este método proporciona un grafico que permite estudiar,

- estabilidad — polos en el S.P.I./S.P.D..

- dindmica — ubicacion de polos en el diagrama (complejos: oscilaciones).

- estado estacionario — error en estado estacionario en el diagrama (polos en el origen).
- sensibilidad — variacion del L.G.R. en funcidn de algun parametro.

- diseio — ubicacion de los polos.
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El Método del L.G.R. PLEV 2010

Es un conjunto de reglas que permiten encontrar la ubicacion de los polos en L.C. del sistema

general dado por la Fig. 5.3 sin resolver la ecuacion caracteristica. Los polos en L.C. estan dados
por las raices de la ecuacion,

1+1(s)=1+kgr(s)=0, 0 bien 1+/(z) =1+kgr(z) =0

por lo que todo punto s 0 z en el plano complejo que cumpla con la ecuacion anterior, es un polo
del sistema en L.C.. Las expresiones anteriores pueden ser escritas como,

gl"(S) = —% :%ej” :%ej(rﬁznﬂ) :%ejn(1+2n)’ 0 bien gI/'(Z) — —% :%ej” :% j(rr+2nm) :%ejn(l‘FZ”Z

pis) el e
7t HAT)
val5) els) ) l,r :I Vi) ValZ) elz) wiz) F ¥z

vl ) elt) vit) Wiy  yakT) el kT vikT) T kT
" N &l 5), Byls) : = ) ik 81y Bol(s)
" L Lt St —— | — . e ] "}
i) e > [Apbg e, d, e, f) E, e 1 Ag By g dg. € Jod

Vel5) il z)
1) i VAT #(2)
:-ir:hrgcr: dl:' :-‘*"r:hr:tr: “""I':-

()
(h)

Fig. 5.3 Sistema generalizado en L.C. para analisis con el L:G.R., (a) Sistemas Continuos (b) Sistemas Discretos
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El Método del L.G.R. PLEV 2010

Por lo tanto, se debe cumplir que,

‘gr(s)‘ = —% y arg(gr(s)) = 7T(1+2n), o bien ‘gr(z)‘ = —% y arg(gr(z)) = 7T(1+2n)

las cuales se conocen como la condicion de magnitud y angulo, respectivamente. En general,
un punto en el plano complejo debe cumplir con la condicion de angulo para que corresponda a
un polo del sistema en L.C.. La ecuacion de magnitud puede ser posteriormente utilizada para
determinar la ganancia k necesaria para tener el punto en L.C. como polo.
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El Método del L.G.R. PLEV 2010
Ejemplo 17,

Supongamos que kgr (S) = (L . Determine si -6 y -1 pertenecen al L.G.R.
S

S+4)

Sea s;= -1 un punto del lugar geometrico, entonces, arg(gr(s,))=arg(1/(-1(-1+4)))=180°, por lo

tanto s, si pertenece al L.G.R.; ademas |gr(s,)|=1/k=|gr(s,)|=|1/(-1)(-1+4)|=1/3, por lo que k=3.

Por otro lado, sea s, =-6 un punto del L.G.R., como arg(gr(s,))=arg(1/(-6(-6+4)))=0°, entonces s,

no pertenece al L.G.R.. Esto se corrobora en la figura 5.1

A continuacion se exponen las reglas para construir el L.G.R.. Si bien se hace mencion sélo al

caso continuo, éstas son utilizables sin modificaciones en sistemas discretos. Las reglas son,
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El Método del L.G.R. PLEV 2010

Regla N°1. Niumero de Ramas.

El nimero total de ramas es igual al nimero de polos de la F.de T. en L.D. I(s). Dem: En L.C.
hay igual nUmero de polos que en I(s)

Regla N°2: Puntos de Inicio (k—0)

Las ramas del L.G.R. comienzan en los polos de la F.de T. en L.D. I(s). Dem:

_ M(s+z)
1+kgr(s)—1+k|_|(s+pj)

[ (S + pj) = (0 Por lo tanto, los valores de s que satisfacen esta ecuacion son los polos del sistema

=0,0 |'|(5+pj)+k|'|(s+zl.) =0, conk=0 se tiene que

Regla N°3: Puntos finales (k. — )

Sil(s) tiene n, polos y n, ceros, entonces n, ramas terminan en los n, ceros y las n, — n,
ramas restantes terminan er( el |nf|)n|to.

L+hgr(s) =14k 5D 20 0 (54 p, )+ A (s +2,) =0, o también

Z.
i

H(S+pj)

%H(s+pj)+|_|(s+zl.)20 con k — oo, |_|(5+zl.)20

Por lo tanto, los valores de s que satisfacen esta ecuacion son los ceros del sistema.
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El Método del L.G.R. PLEV 2010

Regla N°4: Comportamiento a lo largo del eje real s=o

Un punto en el eje real es un punto del L.G.R. si la suma del nUumero de polos y ceros que se
encuentran a la derecha del punto es impar.
Dem.: Utilizando el criterio de los angulos. El aporte neto de angulo por un numero par de ceros

y/o polos es cero. Por lo tanto, el nUmero debe ser impat.
Regla N°5: Determinacion de la ganancia

La ganancia en un punto arbitrario s, que pertenece al L.G.R. se calcula como

k:#

2r(s)

S=8

Dem: |gr(s)|=1/k, por definicion de punto que pertenece al L.G.R.
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El Método del L.G.R. PLEV 2010

Ejemplo 18
Sea el sistema de la figura 5.5 (a) Determine su L.G.R.
2(s+2)
La ecuacion caracteristica es,. 1 +kgr(s)=1+k——==0
S (S + 4)
R1= Polos en L.D. = 2, por lo tanto hay 2 ramas.
R2= Los puntos de inicio son los polos de L.D. s,=0y s,=4
R3=n,=2 n,=1, luego n,-n, =1 ramas terminan en el infinito.
4 T T
et e, . S
15)

(b)
Fig. 5.5 Sistema en L.C. del ejemplo 18., (a) Diagrama (b) L.G.R.
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Reglas adicionales para la construccion del L.G.R. PLEV 2010
Regla N°6: Simetria del L.G.R.
El diagrama del L.G.R. es siempre simétrico respecto del eje real. Dem.: Los polos complejos

siempre aparecen como complejos conjugados. Notar que éstos pueden originarse no soélo cuando

I(s) tiene polos complejos.

Regla N°7: Puntos de salida (llegada) sobre el eje real.

Un punto de salida (llegada) del (al) eje real sucede en un maximo (minimo) relativo de la

ganancia. Estos se pueden se pueden encontrar resolviendo % =0
A s=0
Dem.: En cualquier punto del L.G.R. se tiene que 1 + kgr(s) =0, lo que se puede asumir como
n(s) |
1+km =00 como d(s)+kn(s)=0 En el eje real se cumple que s = o, por lo que
S
d(o)+kn(o)=0 .Paraun pequefio incremento de k se tiene d(0)+(k +2k)n(o)=0
d(o)+kn(o)+bkn(o)=0 otambién 1+Ak y (U;J(r?n ) =0
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Reglas adicionales para la construccion del L.G.R. PLEV 2010

Si se asume k de manera de estar en el punto de partida (llegada) entonces hay polos multiples
y por lo tanto d(o)+k-n(0)=0 se puede escribir como (o- o,)" w’(0), con n la multiplicidad del polo y

0, el punto exacto en el eje real del punto de partida (llegada). Por lo tanto se puede escribir,

n-1
1+ Ak n(U) =0, 1+MM— 1+%M—O Ak _ Ao

(0-0,) (o) Ao AoAo"' Ao y(o)

Por lo que si Ao—0, entonces Ak/Ac —0
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El Método del L.G.R. PLEV 2010

Ejemplo 19
Determine el punto de partida/ llegada de . kgr(s) = ( k+ 4)
S\s
dk:d _ 1 :d(—S(S+4)):O
ds ds| gr (S) ds
Al tomatr,
dk__ dk :i(—02—40):—20—4:0, entonces, g = —2
do ds|., do
M Universidad de Concepcion -16 - Javier Mufioz V.
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Reglas adicionales para la construccion del L.G.R. PLEV 2010
Regla N°8: Angulo de salida (llegada) del (al) eje real.

Las lineas que entran (salen) del (al) L.G.R. estan separadas por un angulo dado por 180°a en el
punto de entrada (salida), donde a es el nimero de ramas que se cruzan.

Dem.: El nUmero de ramas que se cruzan es siempre multiplo de dos y ademas se tiene,

n(0)
1+ Ak =0 ar .
+ d(J) +k-n(a) Cerca del polo multiple en L.C. que es s, se puede escribir,
W(s) __, p ¥l *Bo+he)
(S -, )n ’ (A0+Aja))”
(Ao +Ajw)" =-Dky (s, + Ao +Djw)
(A0 +Ajw) =¥ -1k (s, + Ao + Djw)

JAV.s

De donde arg (AU + Aja)) = argQ/?l +arg dAk-lﬂ (SO +A0 + Aja))
Eltomar Ag +Ajw - 0 implica que Ak - 0,
asi [im arg (AJ + Aja)) = argf/—_l + Alim0 arg (/Ak-(// (SO +A0 + Aja)) = arg?/—_l

Ao -0
Aw-0 Aw-0
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Reglas adicionales para la construccion del L.G.R. PLEV 2010
Regla N°8: Angulo de salida (llegada) del (al) eje real.
Puesto que el argumento de la raiz es siempre positivo, Asi para n=2,
lim arg(AJ+Aja)) arg(j),arg(—j):900,—900

Ao -0
Aw-0

Para n=4 arg(\/_/2+]\/—/2) 45°
(—V2/2+j2/2) =135°
lim arg(A0+A]a))
Ao arg( ~2/2- j\2/2)=225°
arg(f/z j2/2)=315°

arg
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Reglas adicionales para la construccion del L.G.R. PLEV 2010
Ejemplo 20
Dibuje el L.G.R. para el diagrama en bloques de la figura a la derecha
ydz) — 4 1 z)
4 z+0.5 > » & >
k -5 g =04
gr(z)=k3 2(z-0.4) Y T
R1= Polos en L.D. = 2, por lo tanto hay 2 ramas. 205 |

R2= Los puntos de inicio son los polos de L.D. p,=0y p,=0.4

R3=n,=2 n,=1, luego n,-n, =1 ramas terminan en el infinito. z,=0.5

N dda{_ grl(z)} =0 dda{_ 342 ((ZZ " 554))} - ‘i{a(;:ao._s())f} -

0, =-0.5++/0.45=0.171, 0, =-0.5-/0.45 =1.171 . .
R8: 90°,-90°: |

IS,

o b qe— b 4 5
™

=1
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Reglas adicionales para la construccion del L.G.R. PLEV 2010

Regla N°9: Comportamiento asintotico para valores de k gran des.

El L.G.R. tiende a los ceros en infinito a través de asintotas centradas en o, y con angulos @,.
Cuando el numero finito de ceros n, es menor que el nimero de polos n,, entonces n, - n, ramas
del L.G.R. terminan en ceros en el infinito. Las ramas del L.G.R. viajan en asintotas cuando k — <,

Las asintotas estan centradas en un punto en el eje real dado por,

Zlocalizacion polos — Zlocalizacion CEros

g, = -
n,=—n,
El angulo respecto del eje real esta dado por,
2g +1 o
g, =——180°, ¢=012..(n,-n -1)
n,—n,
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Reglas adicionales para la construccion del L.G.R. PLEV 2010

Regla N°10: Cruces en el eje imaginario.

Las ramas del L.G.R. cruzan el eje imaginario cuando la ganancia (k = k;) y la frecuencia (w =

w,) cumplen con,

Dem.: 1 +1(s) =0. Enelcruce k=k, s=0,+jw, =jw.. Ademas, I(s) = kn(s)/d(s), entonces,

n(]“‘c) . .
l+k, —==0=d(jw )+k, njw

Esta ecuacion es una ecuacion compleja, por lo tanto, su parte real e imaginaria deben ser
idénticamente iguales a cero. Nota: alternativamente, k. se puede encontrar utilizando el criterio de
estabilidad de Routh-Hurwitz.
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Reglas adicionales para la construccion del L.G.R.

Ejemplo 21

Dibuje el L.G.R. del siguiente sistema kg7 (s) s(s+1)(s+2)

R1= Polos en L.D. = 3, por lo tanto hay 2 ramas.
R2= Los puntos de inicio son los polos de L.D. p,=0y p,=1, p;=2

R3=n,=3 n,=0, luego n,-n, =3 ramas terminan en el infinito.

R7 3 5
d | 1 i d | o +30° +20
do gr(s) "do 6 Y

o =-1++/3/3=0.422, 0, =-1-3/3=-1.571

=30*+60+2=0

R8: 90°,-90°:
. 60° ¢ =0
RY: (0-1-2)-0 _ oo . —
g, = 120 =—] @ = 180° g =1
300° g =2
d Universidad de Concepcion -22 -
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Reglas adicionales para la construccion del L.G.R. PLEV 2010

Ejemplo 21

R10

Re(je (ja +1)(j@ +2))+ Re(6%.)=0  3a’ -6k, =0
m(jaw (jw +1)(jw +2))+In(6k.)=0 -’ +20’ =0

donde ), =+2,y k. =1

ik
|
1
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Reglas adicionales para la construccion del L.G.R. PLEV 2010

Regla N°11: Suma de los polos en Lazo Cerrado

SienlaF. deT. en L.D. se cumple que n, - n, 2 2, entonces la suma de los polos de la F. de T.
de L.C. permanece constante (independiente de k) y es igual a la suma de los polos de la F. de T.
de L.D. Dem.: El polinomio caracteristico de I(s) es:

np np
- n,—1 n.o—r _
(S_pj)—sp +anp_1.s P +...+anp_r-sp +m+a0, donde, anp_l _ij
. JjT L. P
El polinomio caracteristico de la F. de T. en L.C. es,

n, n, n,

[]G+p)*[]lr2)=[](+2)
Por lo tanto, a i=1 =

n n,—1 n,—r n, n, -1
s 4+a, "4 va, st v, k(s 4D, T+ 4D

P

_ n n, -1
_S P +bnp_1S ’ +...+d0

En donde, ",
a’np_1 =Z}’k.81nz =n,~ryn,~r<n,—l=n_<n, —1=n_<n, —2setiene,
k=1

P

-1 - -1
s” +a, 5" +...+(an . +k)-s"” Ctetaytkby =5 +d, s+t d,

nP nP
entonces, a, | = dnp I ZPk = ZPJ
k=1 j=1
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Reglas adicionales para la construccion del L.G.R. PLEV 2010

Regla N°12: Angulos de salida(llegada) de (a) un par de polos (ceros) conjugados

El angulo de partida de un polo complejo esta dado por,

Z angulos desdelos ceros —Z angulos desdelos res tantes polos —180° =6

p
ecuacion que corresponde al criterio de angulo, y el angulo de llegada por,,

Z angulos desdelos polos —Z angulos desdelos restantes ceros +180° = 8,

Dem.: 1+I(s)=0

arg(gr(s)) =180°=arg< -

Sea p, el polo complejo en donde se desea saber el 6,,.,

n

n, P

)]s

i=

1807 = arg{

(+2)

J=1
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Reglas adicionales para la construccion del L.G.R. PLEV 2010

Regla N°12: Angulos de salida(llegada) de (a) un par de polos (ceros) conjugados

En el entorno de p., s=p.+Ac+Ajw, se cumple,.,

n,

180°= arg{l_l

=1

n,=l
(Pc +A0 + jAw+ zi)}—arg(A0+jAa))—arg{r| (pc +AJ+jAa)+pj)}

J=1

Entonces el angulo de partida 6, =arg (Ac+Aw) cuando Aoy Aw — O es,

8, =arg{|n_2| (p. +zi)}—arg{’ijjl(pc +pj)}—1800

i=1

6, = Zangulos desde los ceros —Z angulos desde los restantes polos —180°
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Reglas adicionales para la construccion del L.G.R. PLEV 2010
Ejemplo 22

Dibuje el L.G.R. para , | ) |
kgr(z) -z +z+05 —k(Z+O'5 +O-5])(Z+O.5 0.5])

2 —z+05 (Z—O.5+O-5j)(z_0'5_0'5j)

6, =0°+45°-90°-180°=-225°=135°
8, =180°+135°-90°+180°=405°=45°
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Diagramas del L.G.R. de los Sistemas de Control Dig ital PLEV 2010

Efectos de la Ganancia k y del periodo de muestreo T.

Veamos la figura mostrada en esta ponencia. Supongamos que el controlador digital es del tipo

integral.

Dibujemos el L.G.R. para el sistema para tres valores del periodo de muestreo T: 0.5 seg, 1 seg
y 2 seg. También determinemos el valor critico de K en cada uno de los casos. Y finalmente,

localicemos los polos en lazo cerrado correspondientes a K=2 para cada uno de los caso.

o) . ooh 1 clr)
i s —> Gjls) . aE o
Riz) 5, 5 ke Clz)
Ct:fnlro1adnr G, (s) G, (s)

integral
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Diagramas del L.G.R. de los Sistemas de Control Dig ital PLEV 2010

Efectos de la Ganancia k y del periodo de muestreo T.

Primero obtenemos la transformada z de G,(s)G(s)

2[4, ()= = -2 = e

2[6,(5)6, (5)] =125

Z—

Luego el lazo directo queda dado por...

-T
z l—e

I(z)=k

z=1z-e"
1.-Periodo de Muestreo T=0.5 seg. Para este caso el lazo directo se convierte en...

kz:0.3935
(z-1)(z-0.6065)

I(z)=k
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Diagramas del L.G.R. de los Sistemas de Control Dig ital PLEV 2010

Efectos de la Ganancia k y del periodo de muestreo T.

ElL.G.R. es paraT = 0.5 seg... Ima Plano 2

T=0.5seqg)
K =2 ( it

K =0.1244

Circulo unitario

2.-Periodo de Muestreo T=1 seg. Para este caso el lazo directo se convierte en...

k20.6321
I(z) =k
(2) (z-1)(z-0.3679)
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Diagramas del L.G.R. de los Sistemas de Control Dig ital PLEV 2010

Efectos de la Ganancia k y del periodo de muestreo T.

EIL.G.R.esparaT =1 seg... '"‘+ Plaiis. 2

{T=1seqg)

K =0.2449

K =4.328

Circulo unitario ’,/

3.-Periodo de Muestreo T=2 seg. Para este caso el lazo directo se convierte en...

k20,8647
I(z) =k
(2) (z-1)(z-0.1353)
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Diagramas del L.G.R. de los Sistemas de Control Dig ital

Efectos de la Ganancia k y del periodo de muestreo T.

EIL.G.R.esparaT =2 seg... ny

k Plano z

K =2.164

(T= 2 seg)

K =0.4622
K =2.626

g 0.1353
Circulo unitario | Iy
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Criterio de Estabilidad de R&uahth. PLEV 2010

El criterio de estabilidad de Routh es un criterio de estabilidad absoluta. Se basa en la
determinacion del nimero de raices de un polinomio que se encuentran en el semiplano derecho

del plano S. Para su aplicacion deben verificarse dos condiciones..

Condicidn Necesaria:

., . s "+ hs" N+ 4+ . .
Dada la funcion de transferencia y( ) bys™ +b;s b, . debe escribirse el denominador

Y, (S) a,s" +as" +..+a,
de la forma: a,s" +a,s"" +...+a, ,con a, #0 (se eliminan las raices en el eje imaginario).

Criterio: Si existe algun coeficiente negativo o cero en presencia de algun coeficiente positivo,
entonces existen una o0 mas raices imaginarias puras o0 con parte real positiva, lo cual implica que
el sistema es inestable. En otros términos, para garantizar estabilidad, a partir del primer a, # O

todos los coeficientes deben estar presentes y ser positivos.
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Criterio de Estabilidad de R&uahth. PLEV 2010

Condicion Suficiente:

. . ., . . -1
Debe aplicarse el algoritmo de formacion siguiente: a,s" +a;s" +..+a,,cona, #0

S8
Las primeras filas se obtienen directamente del polinomio caracteristico, el resto de coeficientes

se obtienen segun las expresiones:

al-az—ab-as dal -a4—an-as dl-a6—an-a7
| = ; b2= ; ba=
al al al
bi-ai—ai- bz bi-as—ai- ba bi-ar—ai- b4
Cl= . C2= Ly =
bi b hi
Universidad de Concepcion -34 - Javier Mufioz V.
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Criterio de Estabilidad de R&uahth. PLEV 2010

El criterio de estabilidad de Routh determina que el nimero de raices con parte real positiva del
polinomio estudiado es igual al nimero de cambios de signo de la primera columna del algoritmo
de formacion.

De este modo la condicion necesaria y suficiente para que un sistema sea estable es:
- Todos los coeficientes del polinomio caracteristico deben existir y ser positivos.

- Todos los coeficientes de la primera columna del algoritmo de formacién deben de ser positivos.:

Universidad de Concepcion -35- Javier Mufioz V.
% Departamento de ingenieria Eléctrica Eduardo Espinosa N.




Criterio de Estabilidad de R&uahth. PLEV 2010

Ejemplo
El criterio de estabilidad de Routh puede utilizarse para determinar el valor maximo de una

ganancia para el cual el sistema alcanza la estabilidad critica o limite. Supongase el sistema en

lazo cerrado siguiente:

Ris) + G(s) C r.u._

G (s) :k%; H(s)=—

His) lem |

DondelaF. de Ten L.C. es
C(s) ., s> +60s +800
R(s) s’ +30s* +(200+k)s +40k

El rango de valores de ganancia k para el cual el sistema es estable quedara establecido al

aplicar el criterio de Estabilidad de Routh sobre el polinomio caracteristico:

s’ +30s® +(200+k)s +40k = Se verifica la condicion necesaria para valores de k positiva
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Criterio de Estabilidad de R&uahth. PLEV 2010

Algoritmo
. | ) . 1 200 +k
s* +30s” +(200 +k)s + 40k s
) 30 40k
A
1130200 + k) - 40k
A
0 30
° 40k 0
30{(200 + k) — 40k
>0 =k <600
30
40k >0=k >0

En conclusion, el rango de valores de k para los que permanece el sistema estable es para:

0O<k<600
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Criterio de Estabilidad de R&uahth. PLEV 2010

Estabilidad en sistemas de tiempo discreto .

Se puede demostrar que un sistema discreto es estable cuando posee todos los polos de su
funcion de transferencia en el interior del circulo de radio unidad en el plano transformado Z.
La funcion de transferencia del sistema de control discreto de la figura se puede expresar:

CONTROL
DISCRETO) ZOH PLANTA

ceies |—F | Ganw G6s) i , C(z) Ge(2) - GohG(z)
“ - GLc(z) = =
T R(z) 1+ Ge(z) GohGH(z)

Hiz)

ELEMENTO DE MEDIDA

donde la ecuacion caracteristica del sistema en lazo cerrado 1+G.(z2)G,,GH(z)=0 no es facilmente
resoluble y deben buscarse métodos transformados para poder determinar la posicion de sus
raices.

En este caso, la aplicacion directa del criterio de estabilidad de Routh no es util, porque determina
el nUmero de raices de la ecuacion caracteristica que se encuentran en semiplano derecho y no en
el exterior del circulo de radio unidad.
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Criterio de Estabilidad de R&uahth. PLEV 2010

Sin embargo, si es posible aplicar el CER tras una transformacion que convierta el interior y el
exterior del circulo de radio unidad en un semiplano izquierdo y un semiplano derecho

respectivamente; a esta transformacion se le denomina transformacion bilineal.

_1+R
1-R

z

Ejemplo:

Obtenga el L.G.R para la siguiente F. de T en L.D. l(z) =k
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Criterio de Estabilidad de R&uahth. PLEV 2010

Ejemplo : (z + 0.6)
Obtenga el L.G.R para la siguiente F. de T en L.D. Z(Z) = km

R1: 2 ramas.
R2:p;=0y p,=1
R3: 21=-0.6 n,-n,=1 polo al infinito
R7:
dk z(z-1) | _ (2a+1)(a+0.6)—02+a_O

dz|., | (z+06)[  ~ (o+0.6) ) -/

1

o =0.3798, g, =-1.5798 o /

Como se puede apreciar el punto de aterrizaje se
encuentra afuera del circulo unitario. Es por esto
que se utiliza el CER para sistemas discretos con el
fin de determinar el valor de k en el cual el sistemd
se hace inestable. EI CER ocupa la transformacion .- \ /

bilineal B 1+R
I1-R

z

05
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Criterio de Estabilidad de R&uahth. PLEV 2010

Para aplicar CER hay que obtener la ecuacion caracteristica
(z+0.6)

Z(Z—l)

Luego haciendo el reemplazo con la transformacion bilineal se obtiene lo siguiente.

2
(”Rj +(k—1)(1+Rj+o.6k:0
- R - R

Desarrollando la expresion anterior se obtiene que,
(2.6-k)R* +(2-1.2k)R+0.4k =0
—— N —

a,

1+1(z)=1+k =z" +(k-1)z+0.6k =0

) a

Aplicando el algoritmo de Routh se tiene que,

R*|(2.6-k) 0.4k 26-k>0=£k<2.6
R'|(2-12k) 0 )=2-12k>0=£k<1.67
R’ 0.4k 0 0.4k>0=£k>0

Por lo tanto el sistema es estable para un rango de k dado por 0 < k < 1.67

M Universidad de Concepcion -4]1 - Javier Mufioz V.
% Departamento de ingenieria Eléctrica Eduardo Espinosa N.
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Si reemplazamos el valor de k en la ecuacion caracteristica obtendremos el valor de las raices,

para verificar si el resultado es correcto el mddulo de la raiz debe ser igual a uno.

Root Locus
1.5, T T
2 _ _ B o i
22 +(k-1)z+0.6k=0/k=1.67 System sys
Gain: 1.67
2 — 05 - Pole: -0.336 + 0.941i -
z-+0.67z+1=0 5 Darrpity

Overshoot (%):
Frequéncy (rad/sec):

z,, ==0.335+ j0.9422

,,,,,,,,,, | N o

Imaginary Axis
o

_ _ Systeﬁn: Sys
2, = /(-0.335) +(0.9422) =1 R
\ . Pole: -0.336 - 0.941i
-0.5 - \ Dampihg: -
\ N Overshoot (%): S
N N \ Frequency (rad/sec):

1- — = -

-15! ! ! ! | ! ! |
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Real Axis
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Analisis de Sistemas y Ejemplos de Sintonizacion. PLEV 2010

Para el analisis de sistemas mediante el L.G.R. se debe generalizar su utilizacion en donde el

parametro pueda ser distinto de k, incluir k negativos y considerar sistemas con retardos.

A. El L.G.R. con parametros distintos a k.

Hasta ahora se han estudiado sistemas como el ilustrado en la Fig. 5.3, donde la ecuacion
caracteristica es de la forma,

1+ kgr(s) =0

El estudio se fundamenta en encontrar la ubicacion de las raices (polos) de la F. de T. en L.C. sin
tener que solucionar la ecuacion 1 + I(s) = 1 + kgr(s) = 0. El problema que persiste es como
estudiar el caso en que k esta definido (k = 5, por ejemplo) y en gr(s) hay un parametro que puede
variar de 0 a infinito o en algun rango. Es decir, se debe estudiar el caso 1 + kgr(a, s) = 0, donde a
puede tomar un rango de valores. Este andlisis se puede efectuar ordenando la ecuacion
caracteristica de manera de obtener 1 + aw(s, k) = 0, donde wf(s, k) es una nueva funcién de s
(con k dado). Naturalmente, en 1 + aw(s, k) = 0 se pueden aplicar las reglas de construccion del

L.G.R. anteriores.
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Analisis de Sistemas y Ejemplos de Sintonizacion.

Ejemplo 23
2

S+a’)(s+2)(s+3)

Dibuje el L.G.R. de 1+ ( =0 siavaria de 0 a infinito.

(s+a)(s+2)(s+3)+2=0

(s> +(s+2)a +2a)(s +3)+2=0

s*+(2+a)s® +2as+3s +3(2+a)s +32a+2=0
s>+(5+a)s’ +(Sa+6)s+6a+2=0

a(s* +5s+6)+s° +55* +65+2=0

s*+55+6
s +557+6s+2

> +55+6
l+a =0,por lo que w(s)=
> +55° +65+2 P q ()

(S+2)(S+3)

(S+2+\/§)(S+2—\/§)(S +1)

l+a =0
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Analisis de Sistemas y Ejemplos de Sintonizacion. PLEV 2010
Ejemplo 23 g (S+2)(S+3) 0

(S+2+\/§)(S+2—\/§)(S +1)

R1= Polos en L.D. = 3, por lo tanto hay 3 ramas.

R2= Los puntos de inicio son los polos de L.D. p;=-2+V2 y p,= =-2-2, p,=-1

R3=n,=3 n,=2, luego n,-n, =1 ramas terminan en el infinito.

R7
da da | s*+5s>+6s+2 (352+10s+6)(s2+5s+6)—(2s+5)(s3+5S2+6s+2) 0
do  do sS+5s+6 J| (S2+5S+6)2 B
=g Root Locus
0, =-0.812, 0, =-2.484, 0, =-3.352+ j1.284, 0, =-3.352—-j1.284
1+ //
R8: 90°,-90°: N
g o e S x—}—x -
£ \
1 \\/

1 1 1 1 1 1 | |
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1
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Analisis de Sistemas y Ejemplos de Sintonizacion. PLEV 2010

Otro ejemplo interesante es cuando un parametro puede variar en torno a un valor promedio 0
nominal. Este analisis es interesante para conocer la estabilidad del sistema respecto de este
parametro.

Ejemplo 24
20.7(s +3) o .

S = ,donde [ = A =& .Estudie el sist d
ABea gr(s) G0+ 5) onde 8=, + B con S, studie el sistema para variaciones de
La ecuacion caracteristica es, 1+ 20.7(s +3) =0, s(s+2)(s +8+A8)+20.7(s+3) =0
s(s+2)(s+8+A,8)
1+A8 S(S+2) =0, 1+A8 S(S+2) —0

s* +10s® +36.7s +62.1 (s+5.274)(s +2.363 £ j2.488)

R1= Polos en L.D. = 3, por lo tanto hay 3 ramas.
R2= Los puntos de inicio son los polos de L.D. p,=-2.363+j2.488 y p,= =-2.363-j2.488, p;=-5.274

R3=n,=3 n,=2, luego n,-n, =1 ramas terminan en el infinito. z,=0y z,= =-2
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Analisis de Sistemas y Ejemplos de Sintonizacion. PLEV 2010
Ejemplo 24

_0'+40°-16.70" 12420 -124.2 _

2 2 0
o’ (o+2)

do S(S +2)
o, =-1.256, 0, =-5.072, g,, =-3.908 = j2.056,

R7: dA,B{f +10s> +36.7s+62.1}

S=0

R12:
6,=6,+6,-6,-6,-180°

6, = {900 +tg! @} + {900 syt 23037 2} gt 2888 g0 1g00= —78.7°

2.488 2.488 5.274-2.363
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Analisis de Sistemas y Ejemplos de Sintonizacion. PLEV 2010
B. EI L.G.R para k Negativos

La ecuacion caracteristica es 1 + kgr(s) =0, por lo que gr(s) = —%, como k se asume negativo,
entonces, -k es positivo, y por lo tanto, gr(s) :—Lk :_ikeﬂ” :_ikeﬂ”", por lo tanto, el médulo y
fase pueden ser escritos como, |

or(s)=—
arg(gr(s))=2m=0°,360°,..
Ejemplo 25
1

Determine si los puntos -2,-8 y 4 pertenecen al L.G.R. de gr(s) =—
S(S +4)

La verificacion se realiza utilizando el criterio del angulo. Para s,=-2,

S-2):“’”g{—z<—lz+4)}:“’”g{i}:1800

Por lo tanto s,=-2 no pertenece al L.G.R.

arg (gr (S)
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Ejemplo 25

La verificacion se realiza utilizando el criterio del angulo. Para s,=-8,

B e S Tl

Por lo tanto s,=-8 si pertenece al L.G.R.

)= {4(414)} = arg {3%} o

Por lo tanto s;=4 si pertenece al L.G.R.

Ganancia para s;=4 es,
arg(gr(s) ) =arg _ =arg {L} =0°
s=4 4(4+4) 32

1

arg(gr(s)

Para s;=4,

arg (gr (S)

1
4(4+4)

s=4
_k3

2r(s)
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Las 12 reglas revisadas anteriormente deben modificarse para ser utilizadas en la obtencion del
L.G.R. con k negativo en forma rapida. Dado que solo el criterio del angulo se modifica, se
redefinen las reglas que se sustentan en éste. Estas son,

Regla N°4: Comportamiento a lo largo del eje real s=o
Hay L.G.R. en los puntos del eje real tal que la suma del nimero de polos y ceros a la derecha de
éstos sea par.

Regla N°9: Comportamiento asintotico para valores de k grandes.

Los angulos en este caso estan dados por .

@, = rffi . q=012..(n,—n, 1)

El origen es el mismo.
Regla N°12: Angulos de salida (llegada) de (a) un par de polos (ceros) conjugados.
El angulo de partida de un polo complejo esta dado por,

Z angulos desdelos ceros —Z angulos desdelos res tantes polos =6,

ecuacion que corresponde al criterio de angulo, y el angulo de llegada por,,

Z angulos desdelos polos —Z angulos desdelos res tantes ceros = 6,
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Ejemplo 26
20.7(s+3
Sea gr(s) = ( " 2()S( +),8) ,donde B =B, + AL con 3, =8 .Estudie el sistema para variaciones de
S\S S
AB negativas
1+ AIB > (S " 2) =0

_ s+5.274)(s +2.363 % j2.488
‘9p1 =0,+0, - epl - epZ ( ) )

L2 ,2363-2) ., 24
6 = 00° +1g™ 2203 | 4 Jgge 4yt 2303721 o 8 _90°=101.3°
7 2.488 2.488 5.274 -2.363

_ - +2jw
o (j0) +10(jw) +36.7jw+62.1 —j@ —100 +36.7 jw+62.1

s? +2s _ (ja))2 +2jw
s +10s* +36.7s +62.1

~1067 +62.1- k.o =0 ' |
- +36.7w+2kw=0=k =-721= w=4.71 5T (r"""-* 1
- maa SR — =
L K...-" 4
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Ejemplo 27

Para el diagrama en bloques de la figura de la derecha se pide:

a) Dibujar el L.G.R. para k; > 0. va(2)

el(z)

b) Dibujar el L.G.R. para k. < 0.
c) El rango exacto de k. para tener un sistema
estable.

d) El rango exacto de k, para tener un sistema
estable oscilatorio.
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C. Variacion de Parametros Mudltiples (Sintonizacion)

Otra consideracion es el L.G.R. para sistemas en donde dos parametros pueden variar. En este
caso se mantiene un parametro constante mientras se grafica el L.G.R. en funcion del otro
parametro. Para obtener los graficos no existe una técnica especial, solo se debe dejar la
ecuacion caracteristica de la forma 1 + k,gr(s, k,) = 0, de esta manera se grafica el L.G.R. para
varios valores de k,. Por ejemplo, si se tiene la ecuacion caracteristica s?+sk+a=0 , se puede

escribir como,
1+k

S
2 :O’
S”ta

por lo que para cada valor de a se dibuja el L.G.R.

Universidad de Concepcion -53-

. o o Javier Mufioz V.
% Departamento de ingenieria Eléctrica

Eduardo Espinosa N.




Analisis de Sistemas y Ejemplos de Sintonizacion. PLEV 2010

Ejemplo 27
Sea el controlador P.I. como ilustrado en la Fig. 5.6, dibuje el L.G.R. en funcionde ky T

Oks
La ecuacién caracteristicaes 7 S(S + 1)(S + 2) +6k 0 , con T=0 se tiene el origen de las

ramas en funcion de k que implica S(S +1)(S + 2) + 6k =0 lo que se puede expresar como

6
1+k =0 i To '
S(S +1)(S +2) , cuyo L.G.R. es el origen de las ramas en funcion de T. Al aplicar las reglas
sobre 1+7T Oks =0, se tiene que, = '
S(S +1)(S +2) + 6k
(0+1+2)-0 2t :
RY:0,=- =-1.5
3-1
R10: ZLocalizacion de polos =3 RI12: Hp =205° :”—'_ |
= T'__’ k rll..'.'_l g (5= l]f::.'.'—*‘-] [J_[L] =r i
Fig. 5.6. Sistema en L.C. del ejemplo 27 == ,': L ;
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D. Sistemas Continuos en Variables de Estados

Otra consideracion es el caso de sistemas y/o controladores que quedan mejor representados por
sus ecuaciones de estado (es el caso de controladores de orden > 2). Lo recomendable es
obtener un sistema de ecuaciones de estado que represente a todo el sistema en su conjunto.

Este es el caso ilustrado en la Fig. 5.7 en donde se tiene que el modelo de la planta es,
X(t)=AY(t)+bv(t)+ep(t), y(t)=ex(t)+dv(t)+fp(t)=cx(t)

el cual asume d = f =0 (como en la mayoria de los casos). La relacion en el actuador es,.

n(t)=An(t)+by(t), u(t)=c (1) +dv(t)

pls)
l pit)
sl 14 ¥} dara W)
o {5 F
[+

e Ax)
contral anélogo | Ay, by gy, d)

B TR RITE

Fig. 5.7. Sistema en L.C continuo representado en sus variables de estado

Universidad de Concepcion -55 - Javier Mufioz V.
% Departamento de ingenieria Eléctrica

Eduardo Espinosa N.




Analisis de Sistemas y Ejemplos de Sintonizacion. PLEV 2010

donde n(t) es el vector de estados asociados al actuador. La relacion en el sensor/transmisor se
puede escribir como.

V(t)=At)+b,y(t), yi(t)=cy(t)+d,y(t)

donde y(t) es el vector de estados asociados al sensor/transmisor. Finalmente, se asume que el
controlador es de la forma

E(1)=AY(t)+by(t), w(t)=k, (c.&(t)+de(t))

donde k. es la ganancia sobre la cual se desea obtener el L.G.R.. Luego de algo de algebra se
llega a las expresiones generales,

")) [A-bdikddc be, -bdkde, bdie |[xi)] [bdid] e
il ~b kdd. ¢ A, -bkde, bke |[Inn| | bkd Ll
L sdl = £ ¥k ¥ + M i+ (£},
20} —b.d.c 0 A, be, || gn e [0 | @)"
Ly ] | b, e 0 0 A, |yl | o | 10]
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donde la nueva entrada es y,(t), Fig. 5.7, y la perturbacion sigue siendo p(t). Para la salida,

x(¢)

n(t)

40
401

Asi, otra alternativa, para estudiar la estabilidad del sistema en L.C., es estudiar la ubicacion de
los valores propios de la matriz,

(| A-bd kdd,c bc, -bdkdc, bdkc.

a ccst a“a "¢ cst a a ¢ ¢

~bkddc A -bkdc, bk,

y(t)=[c 0 0 0]

bc dst ¢ O Ac _bc Cst
b.c 0 0 A,

Que se puede expresar como,
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A be, 0 0 bd
0 A, 0 0 | b,
| =4 kldde 0 de, =c.]
—h: -Hr:_ C ] -'*"-: _h:Ell 0
I I_']-"E [I “ :""ll & "

y que es funcion de k.. Esto dado que los polos son un subconjunto del conjunto de valores
propios de un sistema.
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Para el diagrama en bloques de la figura de la derecha se pide:

a) Dibujar el L.G.R. para k. > 0.

b) Dibujar el L.G.R. para k_ < 0. yals) —_ els) A S s—1 y(s)
c) El rango exacto de k. para tener un sistema o "| 1
estable. -
. control planta

d) El rango exacto de k, para tener un sistema
estable oscilatorio.
e) Rango de k. para tener un sistema estable que
se comporte como sistema de 1°" orden.
f) Rango de k, para tener un sistema estable que
se comporte como sistema de 2° orden sin
sobrepasos.
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E. Sistemas Continuos con Retardos .
Notese que el manejo de sistemas con retardos no es inmediato en sistemas continuos. Si se
sume el sistema general de la Fig. 5.3(a), pero ahora se considera, por ejemplo, que la planta tiene
un retardo t, entonces, la F. de T. en L.C. es,
y(S) kg, (S)e_t’s
¥, (S) 1+ kg (S)r(s)e_trs

donde g,(s) es la F. de T. de la planta sin retardo. La ecuacion caracteristica queda,

1+1(s)=1+kg,(s)r(s)e™ =0

Asi, los polos en L.C. estan dados por las raices de la ecuacion anterior. La ecuacion es
ciertamente una ecuacion trascendental y por tanto las reglas para la construccion del L.G.R. no
se aplican. Sin embargo, sigue siendo valido el hecho de que todo punto s en el plano complejo
gue cumpla con la ecuacion anterior, es un polo del sistema en L.C.. La expresion anterior puede

ser escrita como,
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g, (S)I"(S)e—trs = _% = %ejﬂ — %ej(ﬂﬂmfz) — %e_jn(nzn)

Por lo tanto, se debe cumplir que,

g (S) r(s)e_trs

las cuales son la condicion de magnitud y angulo, respectivamente. En general, un punto en el
plano complejo debe cumplir con la condicion de angulo para que corresponda a un polo del
sistema en L.C. La ecuacion de magnitud puede ser posteriormente utilizada para determinar la
ganancia k necesaria para tener el punto en L.C. como polo. No obstante que las reglas del L.G.R.
no se aplican y por lo tanto la soluciéon de la ecuacion anterior debe realizarse por métodos
numeéricos; el retardo se puede reemplazar por una aproximacion de primer orden (u orden
superior si es el caso), por lo que,

=t.8 e_tr% l_tr%
)=k () 21 () = e () =0
2

gue es una expresion que admite la aplicacion del método del L.G.R.

_1

v arg(g, (s)r(s)e™ )= m(1+2n)
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F. Sistemas Discretos con Retardos.
Si se asume el sistema general de la Fig. 5.3(b), pero ahora se considera, por ejemplo, que la

planta tiene un retardo t =T (con | entero), entonces, laF. de T. en L.C. es,,
-
y(z) B kg, (z)z
- ~1
Y, (z) 1+kg, (z)r(z)z
por lo que la ecuacion caracteristica es,

1+l(z) =1+kg, (z)r(z)e_l =0

Asi, los polos en L.C. estan dados por las raices de la ecuacion anterior. La ecuacion no es una
ecuacion trascendental y por lo tanto las reglas para la construccion del L.G.R. se aplican
directamente. Como era de esperar, el retardo solo agrega polos en el origen. Es mas, se puede
visualizar que su presencia hace que el L.G.R. despegue facilmente del eje real y por consiguiente

escapando del circulo unitario haciendo al sistema en L.C. inestable.
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