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Definiciones

Definiciones

<

= (wjj) matriz de pesos simétrica de n x n
G(W) = (V, E) su grafo asociado no dirigido.

V ={1,...,n} las neuronas.

E ={(i,j) : wjj # 0} el conjunto de arcos.

Vi ={j € V:wj # 0} los vecinos de la neurona i.
{MA, MI'} una particién de V.

vV V.V vV Vv Y
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Definiciones

Funcidn de activacion local

La funcién de activacidn local estd definida de la siguiente forma
yi =sgn{fi(wjix; : je Vj)} VieV, xe{-11}"
donde

max{uj: j € Vi} siie MA

fi(uj:je Vi) = ) : .
(] € Vi) {mln{uJ'ZJEV,‘}SIIEM/
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Definiciones

Ejemplo con actualizacién sincrénica

0 -2 31
wo| 2 0 01 MA = {1,2}
3 0 0 2 MI = {3,4}
1 1 2 0
x()\i| 1] 2| 3| 4
x| 1] 1] 1[1
x(1)|-11-1]-1] 1
x2) | 1] 1] 1|1
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Definiciones

Ejemplo con actualizacién secuencial

Para la iteracién secuencial vemos a x(t) de tal forma que una
iteracién es completada si t € {kn: k € Ng}

x(O\i] 1] 2] 3] 4
xO) [ 1] 1] 1]-1
x(1)|-1] 1] 1]-1
x(2)|-1] 1] 1]-1
x(3)|-1] 1]-1]-1
x(4)|-1] 1]-1]-1
x(5)| 1] 1]-1]-1
x(6) | 1]-1]-1]-1
x(7)| 1]-1]-1]-1
x(8) | 1]-1]-1]-1
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Propiedades Dinamicas

PROPOSICION

Sélo interesa el signo de wj;, es decir, dada una MMN
A={G=(V,E), W, MA, MI} existe una MMN
B={G=(V,E), W, MA, MI} con el mismo comportamiento, tal
que w; € {—1,0,1}

DEMOSTRACON
(W) == sgn(wij)
sgn(max{a, ..., an}) = max{sgn(a1), ..., sgn(an) }
sgn(min{ay, ..., an}) = min{sgn(a1), ...,sgn(an)}
sgn(ab) = sgn(a)sgn(b)
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Propiedades Dinamicas

Dada una MMN A = {G = (V, E), W, MA, MI}, definamos una
red B={G = (V,E), W, MA =V}

3 {w,-jsiieMA,jeMAoieMI,jeMl
Wi =

—wjj €.0.C.
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Propiedades Dinamicas

Dada una MMN A = {G = (V, E), W, MA, MI}, definamos una
red B={G = (V,E), W, MA =V}

3 {w,-jsiieMA,jeMAoieMI,jeMl
Wi =

—wjj €.0.C.

(X) L x; sii e MA
PIVIZ —x siie M
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Propiedades Dinamicas

TEOREMA

Sean F y G las funciones de activacién global de Ay B
respectivamente. Entonces

poF=Goyp
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Propiedades Dinamicas

DEMOSTRACION
Seaxe{-1,1}"eic Ml

Gi(p(x)) = max{W;p;j(x):j€ Vi}

= max({Wjpj(x) : j € V;n MI},
{Wwipj(x) : j € Vin MA})

= max({wjpj(x) :j € Vin MI},
{—wijpj(x) :j € ViN MA})

= max(—{w;x;:j € Vin Ml},
{—wjxj : j € Vin MA})

= —min{wjx;j:j € V;}

= —Fi(x)

= pi(F(x))
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Propiedades Dindamicas

Iteracidn secuencial: G o ¢(x(0))

xO\i| 1] 2] 3[4
xO) [ 1 111
x(4)|-1] 1] 11
x@®) | 1]-1| 1|1
x(12) | 1]-1] 11
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Funcional de Energia

Convergencia

Una MMN es un caso particular de una red de Hopfield, pues

min(x) = sgn(Zx,- —n—+0,5)
i=1

max(x) = sgn(z xi +n—20,5)
i=1

entonces converge en O(||W/||) pasos, luego converge en O(n?)
pasos.
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Funcional de Energia

Teorema

Para una iteracién secuencial, €(x(t)) se incrementa en al menos 2
si x(t + n) # x(t), donde

Vi={ieV:3ecV,w=1}
Vo i=V\ V"t

e(x(t)) =D xi(t) = Y xi(t)

iev+ iev—
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Funcional de Energia

Demostracion

La i-ésima neurona se actualiza en el paso
t' e {kn+i—1\ k € No} y cambia, eventualmente, en el tiempo
te{kn+i\keNpy}
Sea i € VT y xj(an) =1, entonces existe j € V; tal que w;; =1
Sij<i
xi(an) =1 = xj(an+j)=1
= xi(an+i)=1
= xj(an+n)=1
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Funcional de Energia

Sij>i
xilan) =1 = xj((a=1)n+i)=1
= xi((a=1)n+j)=1
= xj(an) =1
= xj(an+i) =
= xj(an+n)=1

Similiarmente para j € V~

xi(an) # xi((a + 1)n) = (Ae); =2

x(t+n) # x(t) = e(t+n) —e(t) > 2
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Funcional de Energia

Corolario

La MMN converge a un punto fijo en a lo mas n iteraciones
completas, para una actualizacién secuencial.
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Funcional de Energia

TEOREMA
Para una actualizacidn sincrénica,
x(t+2) #x(t) = e(t+2) —€(t) > 2
DEMOSTRACION

Seajie V*t

xi(t)=1 = JjeVi:wj=1x(t+1)=1
= xi(t+2)=1
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Funcional de Energia

COROLARIO

Para una actualizacién sincrénica, la MMN converge a un punto
fijo o a un 2-ciclo en a lo mas 2n iteraciones.
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