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Prélogo.

El curso "Sistemas Lineales Dindmicos" es obligatorio para alumnos de pre-grado de las carreras de
Ingenieria Civil Eléctrica, Electronica y Biomédica de la Universidad de Concepcion. Este ramo es la
base para el analisis desde una perspectiva matemadtica de los sistemas encontrados en las variadas
disciplinas de la ingenieria; en particular, en la Ingenieria Eléctrica, Electronica y Biomédica.
Especificamente, en esta asignatura se entregan herramientas para el estudio de sistemas lineales
continuos 'y discretos tipo SISO y MIMO.

Los topicos revisados en este texto permiten abordar sistemas que se caracterizan por tener estructuras
lineales y que normalmente corresponden a una simplificacion de la realidad. Se asume que se conoce o
se puede obtener el modelo de éstos en forma fenomenologica y/o empirica. En particular, se tratan temas

de seriales, transformaciones, discretizacion, Funcion de Transferencia, Diagrama de Bode y
estabilidad.

El lector debe tener dominio de los temas entregados en los cursos de Modelacion de Sistemas y
Ecuaciones Diferenciales para avanzar fluidamente en los topicos de este documento. Ademas, un
holgado manejo de programas de simulacion es definitivamente necesario para seguir los ejemplos. Se
recomienda, MatLab ™, SimuLink ™, MathCad ™, PSim™ y PLECS™; sin embargo, la programacion
en otros lenguajes de alto nivel (por ejemplo, C) es también altamente recomendada.

El documento fue digitado enteramente en Word for Windows de MicroSoft™ y los ejemplos y ejercicios
fueron desarrollados en MatLab ™, SimuLink ™, MathCad ™, PSim™ y PLECS™.

Dr. José R. Espinoza C. Dr. Daniel G. Sbarbaro H.

Profesor Titular

Depto. de Ingenieria Eléctrica, of. 220
Facultad de Ingenieria

Universidad de Concepcion

Casilla 160-C, Correo 3

Concepcion, CHILE

Tel: +56 41 2203512

Fax: +56 41 2246999
jose.espinoza@udec.cl
http://www.udec.cl/jose.espinoza/
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Nomenclatura

Matrices

A : matriz de parametros de dimension n-n.

B : matriz de parametros de dimension n-p.

C : matriz de parametros de dimension g-n.

D : matriz de parametros de dimension g-p.

E : matriz de parametros de dimension n-m.

F : matriz de parametros de dimension g-m.

T : matriz de transformacion de dimension de n-n.

At : matriz de pardmetros transformada mediante T de dimension n'n. At = TAT"!
Br : matriz de parametros transformada mediante T de dimension n-p. Br =TB
Cr : matriz de parametros transformada mediante T de dimension ¢g'n. Cr = CT-!
Dr : matriz de parametros transformada mediante T de dimension g-p. DT =D
Er : matriz de parametros transformada mediante T de dimension n-m. Er = TE
Fr : matriz de parametros transformada mediante T de dimension g-m. Fr=F
Tabc-apo : matriz de transformacion de ejes abc a a0, dimension 3-3.

Tapo-abe : matriz de transformacion de ejes af0 a abc, dimension 3-3.

Topo-dq0 : matriz de transformacion de ejes a0 a dg0, dimension 3-3.

Tag0-ap0 : matriz de transformacion de ejes dg0 a af0, dimension 3-3.

Tabe-dqo : matriz de transformacion de ejes abc a dq0, dimension 3-3.

Tag0-abe : matriz de transformacion de ejes dg0 a abc, dimension 3-3.

H(s) : matriz de transferencia. H(s) = C(sI - A)'B + D.

ﬁ(s) : matriz de transferencia inversa. ﬁ(s) =H(s).

H(s)” : matriz conjugada transpuesta de H(s). H(s)" = (H(s)")".

c : matriz de controlabilidad.

| : matriz de observabilidad.

L(s) : matriz de transferencia en L.D.

D(¢) : matriz de transicion.

ad;j{P} : matriz adjunta de la matriz P.

diag{xi,...} :matriz diagonal compuesta por los valores x1, x2, ....

Re{X} : matriz parte real de la matriz X.

Im{X} : matriz parte imaginaria de la matriz X.

X : matriz compuesta por elementos X; ; que son fasores.

Vectores

X : vector de n variables de estados, x = [x1 x2 =+ xa]”

u : vector de p variables de entrada, u = [u1 u2 - up]”

y : vector de g variables de salida, y = [y1 y2 -+ yq]”

p : vector de m perturbaciones, p = [pi p2 *** pm]’

X : vector de n variables de estados, X =[X; X, - X, ]” (estimacion de x).

y : vector de g variables de estados, y =[ 3, 7, -+ ,]” (estimacion de y).

X : vector de n variables de estados, X =[X; X, - X, ]” (error de estimacion de X=x - X
).

x?be : vector de tres variables de estados, x**¢ = [x? x* x°]” (ejes estacionarios abc).
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: vector de tres variables de estados, x*#° = [x* x# x°]7 (ejes estacionarios af30).
: vector de tres variables de estados, x
: condicion inicial del vector de estados, Xo = [x10 X20 *** xn0]”

: vector de estados en el punto de operacion, Xo = [X10 X20 *** Xno]”

: vector de entradas en el punto de operacion, uo = [t10 U20 *** Upo]”

: vector de salidas en el punto de operacion, Yo = [Vio V20 *** Vo]

: vector deseado (referencia) de g variables de salida, ya = [y1d y2d *** Vqd]”

: vector de perturbaciones en el punto de operacion, po = [Pio P20 *** Pgo]”

: variacion del vector de estados x en torno a Xe, AX = [Ax1 Axz -+ Axs]”

: variacion del vector de entradas u en torno a ue, Au = [Aui Auz -+ Aup]’

: variacion del vector de salidas y en torno a yo, Ay = [Ay1 Ayz -+ Apg]”

: variacion del vector de perturbaciones p en torno a po, Ap = [Ap1 Ap> -+ Apm]”
: Laplace de x, x(s) = [x1(s) x2(s) *** xn(s)]”

: Laplace de u, u(s) = [ui(s) ua(s) = up(s)]?

: Laplace de'y, y(s) = [y1(s) y2(s) -~ yp(s)]"

: Laplace de p, p(s) = [pi(s) p2(s) =+~ pm(s)]”

: k-ésimo vector propio de A.

: k-ésimo vector propio de AT,

: conjugado del k-ésimo vector propio de A.

: vector de estados para entrada cero.

: vector de estados para c.i. nulas.

: vector de salidas para entrada cero.

: vector de salidas para c.i. nulas.

: k-ésima fila de la matriz C.

: k-ésima columna de la matriz B.

: gradiente de la funcion V(x). VI(x) = oV(x)/0x.

: vector de fasores, X =[X X, = X,].

940 = Tx? x7 x%7 (ejes rotatorios dq0).

: k-ésima variable de estado.

: derivada de la k-ésima variable de estado.

: k-ésimo coeficiente del polinomio caracteristico de A.

: k-ésimo valor propio de A.

: conjugado del £-ésimo valor propio de A.

: ganancia relativa entre la entrada i-ésima y la salida j-ésima.
: funcion de transferencia en L.D.

: elemento jj de la matriz D.

: elemento ij de la matriz H(s).

- elemento ij de la matriz H(s) = H-\(s).

rango de la matriz P(s).

: determinante de la matriz P(s).

: &ngulo del niimero complejo x.

: traza de la matriz P(s).

: maximo elemento de la matriz W,.
: maximo valor.

: minimo valor.

: logaritmo en base 10.
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Apuntes: 543 214
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: entrada escalon.

: entrada rampa.

: norma del elemento e.

: [-ésimo valor singular de A.
: maximo valor singular de A.
: minimo valor singular de A.

: radio espectral de A.

: nimero de condicién de A.

: funcion de Lyapunov.

: vecindad en el espacio de estados de x.

: conjunto invariante.

: conjunto invariante subconjunto de G.

: vector de error en estado estacionario.

: banda de asentamiento.

: tiempo de asentamiento.

: valor medio (RMS) de la senal continua (alterna) v(z).
: funcidn en el tiempo continuo.

: funcion en el tiempo discreto (también escrita f{kT), con T el tiempo de muestreo).
: funcidn en el plano de Laplace.

: funcion en frecuencia continua de tiempo continuo.

: funcion en frecuencia continua de tiempo discreta.

: funcion en frecuencia discreta de tiempo continuo.

: funcion en frecuencia discreta de tiempo discreta.

: fasor.

Copyright © por Prof. José¢ R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H.

vii



Apuntes: 543 214

Abreviaciones.

Mayusculas

L.A.
L.C.
L.D.
L.IT.
S.P.I
S.P.D.
F.deT.
F.D.

M. de T.
B.W.
E.S.
S.S.
SISO
MIMO
L.GR.
P.ID.
S.P.
M.G.
M.F.
FCD
FCC
FCO
FCJ
T.L.
T.F.
T.F.F.D.
T.Z.
T.F.T.D.
T.F.D.
D. de B.

Minusculas

c.i.
Li.
1.d.
c.C.
c.a.
a.c.a.

: lazo abierto.

: lazo cerrado.

: lazo directo.

: lineal invariante en el tiempo.

: semi-plano izquierdo.

: semi-plano derecho.

: funcion de transferencia.

: funcidn descriptora.

: matriz de transferencia.

: ancho de banda.

: entrada/salida.

: estado estacionario.

: sistema de una entrada y una salida (single input single output).
: sistema de varias entradas y varias salidas (multiple inputs multiple outputs).
: lugar geométrico de las raices.

: controlador proporcional integral derivativo.

: sobrepaso.

: margen de ganancia.

: margen de fase.

: forma canonica diagonal.

: forma canoénica controlable.

: forma canonica observable.

: forma canénica de Jordan.

: Transformada de Laplace.

: Transformada de Fourier.

: Transformada de Fourier de Frecuencia Discreta.
: Transformada Z.

: Transformada de Fourier de Tiempo Discreta.
: Transformada de Fourier Discreta.
: Diagrama de Bode

: condiciones iniciales.

: linealmente independiente.

: linealmente dependiente.

: corriente continua (en inglés es d.c.).
: corriente alterna (en inglés es a.c.).

: abscisa de convergencia absoluta.
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1 Introduccidn

En este capitulo se introducen formalmente los conceptos de proceso, sistema y modelo,
como también la relacidn entre ellos. Especial importancia se da a la identificacion de las
cantidades asociadas a un sistema y a la clasificacion de éstas en variables de estado,
entradas, salidas, perturbaciones y pardmetros. Ademds, se proponen varias
clasificaciones de sistemas de acuerdo a sus principales caracteristicas. Los tdpicos son
ilustrados con ejemplos extraidos de las variadas disciplinas de la ingenieria.

1.1 Proceso y Sistema

Def.: Por proceso se entendera una realidad fisica cualquiera que conlleva, en algun intervalo de tiempo,
un cambio de estado que exhiben sus componentes esenciales.

El andlisis de procesos tiene por finalidad conocer el comportamiento que exhibe un cierto aspecto
asociado a un proceso. Este aspecto y el estudio a realizar quedan determinados por los objetivos de
andlisis que se hayan establecidos.

Def.: Un sistema es una abstraccion de una realidad fisica de acuerdo a los objetivos de estudio
planteados.

De este modo, a un mismo proceso pueden asociarse variados sistemas. La asociacion depende de cudles
sean los objetivos de andlisis considerados.

Ejemplo 1.1. Considere el sistema de generacion hidroeléctrico que se muestra en la Fig. 1.1. Los posibles objetivos de
estudio asociado a este proceso podrian ser:

— Pérdidas de fluido en las cafierias.

— Rendimiento del generador.

— Aumento de la temperatura del agua.

— Generacion de tension constante.

Como era de esperar, dependiendo de la perspectiva, los objetivos pueden ser muy distintos.

Es asi entonces, que cada objetivo hard necesario extraer un aspecto restringido de la realidad fisica
concreta, tendiente a focalizar y por tanto simplificar el andlisis a realizar.

A . Cantidades en sistemas

Los sistemas se caracterizan de acuerdo a como estan constituidos y como interactian con el medio, para
ello se definen los siguientes conceptos:

Copyright © por Prof. José¢ R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H.
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Def.:

Las variables de entrada son aquellas mediante las cuales se actia desde el exterior sobre el
proceso y a total voluntad. Estas permiten determinar las principales caracteristicas de
comportamiento del proceso.

Def.:

Las variables de salida constituyen el medio que permite efectuar el andlisis del proceso, mediante
la evaluacion directa de los objetivos de estudio.

Def.:

Las perturbaciones son variables que también actian desde el exterior pero que no son manejables
a voluntad y cuyo efecto sobre el proceso siempre es conocido. Introducen una componente de
incertidumbre en el estudio.

Def.:

Las variables de estado son aquellas variables que definen totalmente la condicion del sistema,
desde el punto de vista de los objetivos de estudio, en cuanto a la informacion contenida en éste y
a su evolucion frente a una accion del medio.

Def.:

Los parametros son cantidades que fijan ciertas caracteristicas del proceso, estableciendo un
marco al cual estard condicionado su comportamiento; se consideran fijos cuando el resto esta
sujeto a variaciones.

Ejemplo 1.2. Considere el sistema de generacion hidroeléctrico de la Fig. 1.1. Para este caso se puede identificar las
siguientes cantidades:

—Uu:

—fo

—fo1:
—f2:
—hi:

Porcentaje de apertura de la valvula de escape.
Flujo de alimentacion del estanque.

Flujo de vaciado no alterable.

Flujo de vaciado manipulable.

Altura de la columna de agua del estanque.

Fig. 1.1 Sistema de generacion hidroeléctrica. Fig. 1.2 Sistema de generacion solar.

Copyright © por Prof. José¢ R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H.
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—v: Voltaje en los terminales del generador.
—o: Velocidad de giro del generador.

— P : Potencia consumida por la red.

—h2: Altura del canal de alimentacion.

— ..

Ejemplo 1.3. Considere el sistema de posicionamiento de un generador solar presentado en la Fig. 1.2.
Los objetivos de estudio que se pueden plantear son:

— vour V/s angulo del sol.

— Regulacion de tension.

— Generacion de tensiéon maxima.

— Generacion de tension constante.

Ademas, podemos identificar las siguientes cantidades:
—01: Angulo del sensor 1.

—02: Angulo del sensor 2.

— 0501 : Angulo del sol.

— 0cer : Angulo de la celda mayor.

—vi: Voltaje del sensor 1.

—w: Voltaje del sensor 2.

— vour : Voltaje de celda mayor.

—ve: Voltaje de alimentacion del motor posicionador.
— ..

1.2 Modelo

Un modelo es una representacion de un sistema. Cabe destacar que para efectuar un analisis de un proceso
es necesario conocerlo. En general, se desea llegar a conocer factores (internos y externos) que
condicionan el comportamiento del mismo, tales como interrelaciones entre variables, el efecto de las
perturbaciones, rangos de estabilidad, el efecto de la variacion de parametros, etc. El mayor conocimiento
del proceso se obtiene mediante la experimentacion, la cual generalmente no se puede desarrollar con
profundidad en plantas industriales, debido a esta situacion se debe recurrir a medios alternativos tales
como la simulacion de los experimentos en modelos del proceso completo o en modelos parciales de los
fenémenos de interés.

Dentro de los factores que normalmente limitan la experimentacion en plantas industriales se pueden
citar los siguientes:

Factibilidad tecnologica, que dice relacion con los medios disponibles para realizar los experimentos:
instrumentacion, posibilidad de acceso a todos los puntos de variables que requiera medir, precision
exigida, etc.

Modelo 1

Objetivo 1—p Sistema 1 4 Modelo 2

Modelo 3
Objetivo 2 —p Sistema 2

Proceso

Objetivo n —p Sistema n

Fig. 1.3 Relacion entre proceso-objetivo-sistema-modelo.

Copyright © por Prof. José¢ R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H.
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Costos asociados a la experimentacion tanto en recursos humanos, uso de equipos, materiales,
alteraciones del proceso o su operacion, tiempo de experimentacion, etc.

Tiempo de experimentacién que permite obtener informacién util a los propositos del estudio en
particular, adecuado para detectar variaciones en el medio.

Caracteristicas de los medios y herramientas existentes para la experimentacion.

La importancia de los modelos reside, principalmente, en que proporcionan un medio mas simple para
conocer el comportamiento del proceso. Es decir, son sustitutos del proceso para el analisis, en relacion
tanto a los efectos que el medio ejerza sobre éste, como también de aquellos derivados de las
modificaciones de sus caracteristicas internas. En otras palabras, el modelo es una herramienta usada
para el andlisis de procesos, a través del analisis de sistemas. En la Fig. 1.3 se presenta la relacion entre
proceso y modelos.

Dependiendo de la naturaleza de los modelos se pueden clasificar en:

Conceptuales describe al sistema en forma global, permiten la transferencia de ideas o conceptos en
forma clara y precisa, generalmente los modelos conceptuales toman la forma de diagramas.
Matematicos los cuales a su vez se podrian clasificar en: Analiticos los cuales representan un conjunto
de ecuaciones asociadas a la descripcion de un sistema, y Numéricos que representan un conjunto de
algoritmos que no tiene necesariamente un equivalente analitico.

Lingiiisticos que son un conjunto de reglas que describen a un sistema.

Ejemplo 1.4. En la Fig. 1.4 se muestra un sistema compuesto por una fuente, un interruptor y una lampara conformando un
circuito eléctrico Fig. 1.4(a), también se muestra el modelo conceptual Fig. 1.4(b), el modelo matematico Fig. 1.4(c), y el
modelo lingiiistico Fig. 1.4(d) asociado a este sistema. «

Existen consideraciones generales en la practica que deben tenerse en cuenta al modelar un sistema:

Complejidad versus representabilidad. La complejidad del modelo muchas veces estd asociada a los
objetivos de estudio, y conlleva al uso de herramientas sofisticadas de analisis. Es por eso, que es siempre
deseable tener modelos lo mas simple posible, pero que representen el fenomeno que se quiere estudiar.
Lamentablemente, muchos fendmenos que se presentan en los procesos industriales son complejos, y asi
sera necesario tener un modelo que sea un balance entre complejidad y representabilidad.

¥
& ol
interruptor 4
. Fuente o 14
220V ’\D v .j alterna » Lampara
; -
¢
a) circuito eléctrico b) modelo conceptual
S,=1 => v =Ri Si S, esta en 1 entonces la lampara se enciende
S,=2 =>1i =0 Si S,, esta en 2 entonces la lampara se apaga
¢) modelo matematico d) modelo lingiiistico

Fig. 1.4 Circuito eléctrico y los diferentes modelos asociados.
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Simplificaciones. Para reducir la complejidad de los modelos se puede recurrir a simplificaciones tales

como:

® Reduccion de orden: en este caso se eliminan algunos parametros o ecuaciones que tienen poca
influencia en la variable que se esta modelando.

o Concentracion de parametros: en sistemas con parametros distribuidos se puede resumir
(concentrar) los efectos en tan solo un punto.

e Linealizacion: se considera el sistema operando en un rango pequeio de variaciones, donde una
aproximacion en serie de primer orden da una muy buena aproximacion. Cabe destacar que esta
simplificacion sustenta gran parte de este curso.

Rango de validez El rango de validez determina la zona donde el modelo es valido; es decir, donde

concuerda con el comportamiento del proceso. Dentro de los factores que podemos citar y que afectan el

rango de validez estan las suposiciones simplificatorias.

Ejemplo 1.5. En la Fig. 1.5 se muestra el diagrama de bloques asociado al sistema de generacion hidroeléctrica del Ejemplo
1.2. En este caso no se conoce como esta relacionada la salida y entrada de cada bloque. Se espera que las leyes fisicas nos
permitan obtener tales expresiones. Esta alternativa es conocida como modelacion fenomenologica. Por ultimo, se puede
utilizar la experimentacion para obtener el modelo de aquellos sistemas en donde no es posible escribir ecuaciones fisicas,
metodologia conocida como modelacién empirica. Este es el caso de la presion arterial y/o el ritmo cardiaco del cuerpo
humano en funcién de variables de entrada como puede ser la aplicacion de algiin medicamento. &

1.3 Clasificacién de Sistemas y Modelos

Los sistemas asi como los modelos se pueden clasificar de acuerdo a las caracteristicas de los elementos
que los componen.

A . Lineal y no-lineal

Los sistemas y modelos lineales cumplen con el principio de superposicion y homogeneidad. Es decir, si
v1(¢) e y2(?) son las respuestas del sistema H a las entradas ui(¢) y ua(t), respectivamente; entonces, el
sistema serd lineal si y so6lo si se cumplen las siguientes igualdades:

Hu, () +u,(0) =310 +7:(0)  y  H(awy (1) = ay, (0),

donde, y1(¢) = H(u1(?)), y2(t) = H(u2(f)) y o es un nimero real. Estas representaciones pueden tomar la
forma de expresiones algebraicas, ecuaciones de diferencias, ecuaciones diferenciales ordinarias o
ecuaciones diferenciales parciales.

Ejemplo 1.6. Considere el circuito eléctrico de la Fig. 1.6(a), el modelo obtenido considerando las cantidades R y L
constantes (parametros) es,

e=Ri+i(Li) :Ri+Lii R
dt dt

el cual corresponde a un modelo lineal; sin embargo, si se considera el efecto de la corriente sobre la inductancia L = L(i), el
modelo obtenido es,

i dL
e= Ri+i(Li) = Ri+Lﬂ+—i ,
dt dt dt

resultando un modelo no-lineal. Este es el caso de inductores que operan con corrientes muy elevadas y que no han sido
disefiados para operar a tales niveles, este fendmeno es conocido como saturacion. &
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B. Continuos y discretos

Hay procesos cuyas variables son discretas por naturaleza como por ejemplo el valor de la U.F. la cual
tiene un valor cada dia (variable discreta en el tiempo), a diferencia por ejemplo de una planta papelera
donde se puede saber a cada instante la cantidad de papel producida (variable continua en el tiempo). En
este curso se utilizaran los términos continuos y discretos para referirse a la calidad de la variable
independiente que es el tiempo. Asi en un sistema de evolucion continua las variables de interés asumen
alguin valor en cada instante, mientras que en sistemas discretos los valores de las variables, cambian tan
solo en ciertos instantes.

Ejemplo 1.7. Para un depoésito P(0) se tiene que al cabo de un mes la cantidad es P(T) = (1 + I)P(0), donde / es el interés
mensual y 7" es un mes. Asf, la cantidad de dinero al cabo de un mes arbitrario k7" denotada por P(kT + T) esta dada por P(kT
+ T) = (1 + DP(kT) o equivalentemente,

P(kT+ T) - (1 + DP(kT) = 0.

Esta expresion corresponde al modelo del proceso y es claramente discreto, pues solo hay valores para los instantes k7, que
en este caso corresponden a meses. Se sabe que la solucion de esta ecuacion es P(kT) = (1 + I)*P(0). En este curso se revisaran
técnicas matematicas para resolver ecuaciones como las anteriores. &

Ejemplo 1.8. Hay un par inicial (macho y hembra) de conejos, Fig. 1.7. Suponer que los conejos nunca mueren y que cada
hembra gesta una pareja cada mes a partir del segundo mes de nacida. ; Cuantos pares de conejos hay en un mes arbitrario
k ?. R.: Al escribir la cantidad para los meses iniciales se puede determinar que si y(k7) es los pares de conejos que hay en un
mes arbitrario &, con 7'= 1 mes; entonces, y(kT) = y(kT-T) + y(kT-2T) o equivalentemente,

VKT + 2T) - W(KT+T) - y(kT) = 0,

con ¥(0) =(7T) = 1. La expresion analitica para y(kT) se determinara con las herramientas a estudiar en este curso. &

estanque generador

Fig. 1.5 Modelo de la mini-central de la Fig. 1.1.

—ANAN\ —YYY ° Y YY) °

+ R L + Ly 2
e(?) e(t) velt) =1
- i) - - j ¢
° <l ° <l
a) circuito RL b) circuito RLC

Fig. 1.6 Clasificacion de modelos; a) lineales y no-lineales, b) dindmicos y estaticos.
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Las ecuaciones discretas no son dominio exclusivo de los sistemas financieros o de poblacion. Por el
contrario, cualesquier realidad fisica “abordada” mediante un sistema digital queda mejor representada
por ecuaciones discretas; en particular y en ingenieria, los sistemas eléctricos y electronicos que son
operados mediante computadoras (microprocesadores en general).

C . Estaticos y Dinamicos

Esta clasificacion es consecuencia de los objetivos de andlisis que se hayan planteado. Asi por ejemplo,
si el objetivo de andlisis es conocer los valores que toman las diferentes variables de un proceso cuando
las entradas son fijas, el modelo debera ser estatico, por cuanto no interesa el comportamiento temporal
de las variables. Sin embargo, si el objetivo de analisis es conocer lo que sucede a las variables del
proceso luego de provocarse un cambio en las condiciones de operacion (entradas y/o perturbaciones),
se debera considerar un modelo dindmico.

Un proceso estd normalmente en evolucion, por lo tanto, no puede hablarse de un proceso estatico, pero
si puede decirse respecto de su modelo. El andlisis mediante modelos estaticos es realmente util en la
practica, puesto que resulta conveniente para simplificar el andlisis y el empleo de técnicas de solucién
de modelos.

Los modelos estaticos generalmente se representan mediante ecuaciones algebraicas lineales y/o no
lineales, y en derivadas parciales (respecto a la ubicacion espacial). Por otro lado, los modelos dindmicos
son representados matematicamente mediante ecuaciones diferenciales ordinarias (respecto del tiempo)
o parciales (respecto del tiempo y ubicacion espacial).

Ejemplo 1.9. En la Fig. 1.6(b) se muestra un circuito eléctrico RLC. El modelo dindmico de este circuito esta dado por:

di dv, v,
e=L—+v, i=C—+—=,
dt dt R
y el modelo estatico asociado sera tan solo |
v
e=v, i=—.
R

Es posible notar que la diferencia entre el modelo dindmico y el estatico es que en este tltimo no se consideran variaciones
en las variables. Notese que se obtiene haciendo las derivadas nulas o bien “abriendo” los capacitores y “cortocircuitando”
los inductores del circuito. &

Fig. 1.7 Clasificacion de modelos. Sistema discreto: poblacion de pares de conejos, Ejemplo 1.8.
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D. Causales y no-causales

Un sistema causal es aquel cuya salida es una consecuencia del valor actual y pasado de la sefial de
entrada. Los sistemas no causales generalmente surgen de algoritmos matematicos y son representaciones
abstractas, el ejemplo mas simple es el filtro promediador revisado a continuacion.

Ejemplo 1.10. Considere el conjunto de puntos que se muestran en la Fig. 1.8(a). Si se quisiera promediar tres datos
adyacentes se tendria — entre otras — las siguientes opciones:

y(k)+ y(k=1)+ y(k-2)
3

ymedl (k) =

b

yk=D+yk)+y(k+1)

ymedZ (k) = 3

La primera representa un sistema causal, Fig. 1.8(b), en cambio, el segundo filtro, Fig. 1.8(c), es no causal puesto que la sefial
de salida depende de los valores futuros de la sefial de entrada. Esto impide su implementacion en tiempo-real; sin embargo,
no es dificil aceptar que el caso no-causal no introduce retardo entre la sefial de salida y la sefial de entrada. Esta es una
caracteristica muy deseada en sistemas de filtrado. &%

I I I I I I I I I
2 B V(h) .
OTT‘I’O | OTTTO | OTTT)
} l ) ) l !
- \‘ —
| | | | | | | | | k
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
a)
I I I I I I I I I
o b Vmear (k) i
1e 019, AR Ak
Il Il
Nl | | | | | | | | | -k
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
b)
I I I I I I I I I
2 Vmed2(k) .
IEaAN Jere, el
Il b1
i | | | | | | | | | -k
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

c)

Fig. 1.8 Promediador; a) sefal de entrada, y(k), b) salida del promediador causal, ymea1(k), ¢) salida del promediador no-
causal, ymea2(k).
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E. Tiempo invariantes y variantes

Todo proceso real, con mayor o menor rapidez, sufre modificaciones en sus caracteristicas, en particular
en sus parametros. Sin embargo, si estos cambios son suficientemente lentos respecto a las caracteristicas
que se desea estudiar mediante el analisis, los pardmetros pueden ser considerados constantes con el fin
de obtener un modelo de este proceso. Estos modelos, cuyos pardmetros no son dependientes del tiempo
son llamados invariantes en el tiempo. Si por el contrario, el modelo desarrollado considera en forma
explicita la dependencia temporal de los parametros, se les llama variantes en el tiempo.

Ejemplo 1.11. En un estudio del movimiento de un cuerpo sometido a una fuerza, la masa de éste puede ser considerada un
parametro. Si el cuerpo es, por ejemplo, el trasbordador espacial, Fig. 1.9(a), su masa estara variando constantemente a causa
del combustible consumido; por este hecho, es un sistema cuyo modelo debera considerar la variacion de la masa en forma
explicita en funcion del tiempo. &

F. Parametros concentrados y distribuidos

Un modelo de pardmetros concentrados considera que las propiedades en un proceso asumen valores que
son independientes de su ubicacion espacial, ya sea porque se considera homogénea o porque se define
una caracteristica representativa de ella. Por el contrario, un modelo distribuido pone en evidencia
explicita la dependencia espacial de estas propiedades. Los primeros se rigen, ya sea por ecuaciones
algebraicas o diferenciales ordinarias; los segundos por ecuaciones diferenciales parciales.

La solucién de modelos de parametros concentrados es bastante mas simple que aquellas usadas en la
solucion de modelos de parametros distribuidos. En algunos casos, la solucion de éstos se logra luego de
resolver un conjunto de aproximaciones a modelos de pardmetros concentrados.

Ejemplo 1.12. Considere un intercambiador de calor como se muestra en la Fig. 1.9(b). En este caso la ecuacion que describe
el comportamiento del sistema en funcion de la longitud del intercambiador esta dada por la siguiente ecuacion diferencial en
derivadas parciales,

oT oT
c, A—+pc, vVA—=nDU(T,-T),
p P at p P aZ ( st )

donde v es la velocidad media del fluido, U es el coeficiente de transferencia entre el vapor y el liquido en el tubo, i es la
temperatura del vapor saturado, D diametro interno del intercambiador, A es el area transversal del intercambiador, ¢, calor

Vapor Vapor
— —
Liquido Liquido
e s
Vapor Vapor
«— «—
a) transbordador espacial b) intercambiador de calor

Fig. 1.9 Clasificacion de modelos; a) tiempo variante e invariante, b) parametros concentrados y distribuidos.
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especifico del liquido y p su densidad. En el caso de parametros concentrados estd descrita por la siguiente ecuacion
diferencial:

dT,
pe, A" 2 =nDU(T, ~T)~c,vA(T, ~T))

donde se considera que la temperatura de salida 7> es la misma temperatura dentro del reactor. &

1.4 Principios Basicos de Modelacién de Sistemas

La experimentacion es la herramienta principal para obtener modelos de procesos, pero este
conocimiento obtenido de los fendmenos que rigen el comportamiento de muchos procesos ha sido
formalizado mediante expresiones matematicas. Las expresiones matematicas obtenidas pueden ser
usadas, a su vez, para el propdsito de modelacion. Es asi como se distinguen los modelos
fenomenologicos y los empiricos.

Modelos fenomenolégicos, se obtienen mediante la aplicacion de leyes que rigen los fendémenos de
interés en el proceso. Es decir, se aplica la experiencia acumulada respecto a determinado fenémeno,
traducida a leyes que sintetizan un comportamiento en particular.

Modelos empiricos, son los que se determinan de la observacion directa de los resultados de excitar un
proceso con entradas conocidas, y posterior correlacion de la informacion obtenida. En estos casos se
hace total abstraccion de los patrones de comportamiento internos al proceso. La metodologia usada para
obtener modelos empiricos se le denomina identificacion de sistemas.

El uso de la modelacion fenomenolédgica requiere del conocimiento de los fendomenos que ocurren en el
proceso, y de las leyes que rigen su comportamiento. Es por ello que un modelo de este tipo, desarrollado
para un proceso en particular, puede ser representativo de otro proceso equivalente, luego de un ajuste
apropiado de sus parametros.

Dado que esta modelacion puede realizarse conociendo la naturaleza de los fendmenos, es posible
desarrollar modelos en ausencia del proceso. La obtenciéon de modelos fenomenoldgicos se basa
principalmente, en la aplicacion de las leyes de conservacion (balance) y del principio de minima accion.

A . Ecuaciones de balance

En procesos industriales, los balances de materia y energia son de particular interés. La forma general
que tienen los balances de una propiedad P() en el sistema en un intervalo de tiempo es:

{cantidad de P} [cantidad de P}

generada consumida

[acumulacion de P| {ﬂujo de P} [ﬂujo de P} s

periodo de tiempo | que entra que sale | periodo de tiempo periodo de tiempo

Haciendo el periodo de tiempo muy pequefio, At — 0, bajo los supuestos de continuidad de las funciones
involucradas se obtiene:

Existen dos maneras de aplicar las ecuaciones de balance con el fin de determinar la estructura del
modelo:
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Balance macroscopico. El proceso en cuestion se caracteriza por propiedades globales que no
representan variaciones espaciales. Asi Fe(?), Fi(t), Cg(f) y Cc(t) son s6lo funcion del tiempo y la ecuacion
anterior es so6lo una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden. El modelo obtenido corresponde a
un sistema de parametros concentrados.

Balance microscopico. En este caso el balance descrito por la ecuacion anterior se realiza en un elemento
de volumen dV, resultando la dependencia espacial de 'y C. Estos balances dan lugar a un conjunto de
ecuaciones diferenciales parciales tanto con dependencia espacial como temporal. Tales modelos
corresponden a un sistema con pardmetros distribuidos.

B. Principio de Minima Accién

Segun este principio, que nacid con la mecanica clasica, todo proceso esta caracterizado por una funcion
de energia L{x(¢)} cuya evolucion entre dos instantes de tiempo 71 y © es tal que su integral,

J= j Lix(t)}dt,

tiende el valor minimo posible. El vector x(¢) representa el vector de variables de estado del sistema. La
funcion L en sistemas mecanicos se le llama Lagrangiano, el cual corresponde a la diferencia entre la
energia cinética y potencial. La condicion necesaria de minimo para la funcion J es,

d(oL) oL .
—|—=|-—=0 i=L..,n,
dr\ ox, | ox

donde los Q; representan las senales externas (fuerzas o torques) asociadas a la variable de estado x;.

C . Ecuacién Diferencial y Ecuaciones de Estado

La ecuaciéon diferencial corresponde a la representacion de un sistema a través de una ecuacion
diferencial de orden n y sobre una variable de estado,
dy . d"'y L dy d"v . d"u

+a, +eta,—+a,y=h, +b, ,——+
" " dr! Var o ° drm " dem

q o M,
dt

donde y es la variable de estado. Es normal considerar que se divide por a,, lo que resulta en,

n n-1 m dm—l d
QJraH d _)]}+~--+a1 d—y+a()y:bmM+bmfl—_bll+~--+b1 —u+b0u,
dt" dt" dt dr" dr" dt

dy &, du
o en forma resumida como Za Y b,—, donde a, = 1.
= dt T dr

Ejemplo 1.13. Escriba una ecuacion diferencial que describa el circuito de la Fig. 1.10. R' En este caso se tiene que

( ) . Por lo tanto, e(t) = RC dv;t(t) +LC ( )

e(t)=Ri(t)+L d;( ) +v,(t) yademas que i(f) = C ——— +v,(t),lo que se puede

2
escribir ordenadamente como, d ch(f) LR dv (1) L
dt L dt LC

1/(LC). »

v.(8) =$e(r) ,porloquen=2,m=0,a1=R/L,a0=1/(LC)y bo=
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En el caso de las ecuaciones de estado, el sistema se representa por un conjunto de n ecuaciones
diferenciales de primer orden. Para ilustrar el concepto de estado de un sistema consideremos el circuito
mostrado en la Fig. 1.10 y definiendo,

- variables de estado: x1(¢) = ve(?), x2(¢) = i(?),

- entrada: u(?) = e(?),

- salida: y(¢) = i(?),

el modelo se puede escribir como,

k0] [0 velxol o] o [50
50|l =L —riL || [Ty 1O YO=0 A )

De esta forma se puede ver que cualquier variable de salida que se quiera definir estara determinada por
estas variables de estado. El nimero de variables de estado es el orden del sistema y estd intimamente
ligado con el nimero de acumuladores de energia que son Li.. En forma general la ecuacion de estado de
un sistema queda representada por,

x=f(x,u,p), y=h(x,u,p),
0 en sus componentes,

X, Si(x,u,p) N h(x,u,p)

3

xn f;z(x’uﬂp) yq hq (Xouvp)

Fig. 1.10 Circuito serie RLC.

|.=
|
v
2
I
> —
@
Ve

» D

Fig. 1.11 Diagrama en bloques de las ecuaciones lineales dinamicas generalizadas.
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en donde, x = [x1 ... x4]” es el vector de variables de estado, u = [u1 ... up]” es el vector de entradas, y =
1 ... yq]" es el vector de salidas, p = [pi1 ... pm]” es el vector de perturbaciones. La segunda ecuacion
siempre representa las mediciones que podemos realizar, ya sea ficticias o reales. En el caso lineal se
puede escribir,

Xx=Ax+Bu+Ep, y=Cx+Du+Fp,

donde A, B, C, D, E, y F son matrices de parametros con dimensiones apropiadas. Si hay » variables de
estados, entonces siempre se cumple que las dimensiones de cada componente son; X: n, u: p, p: m, y: ¢,
A:nn,B:np, C: qgn,D: gp, E: n-m, y F: g-m, respectivamente. Una representacion en diagrama de
bloques se muestra en la Fig. 1.11.

1.5 Transformaciones de Similitud en Ecuaciones de Estado

Las transformaciones de similitud representan un cambio de coordenadas de las variables de estado, y
estan expresadas por una matriz invertible de manera que z = Tx, donde x es el vector de estados original
y Z es el nuevo vector de estados, por lo tanto, x = T-'z y por ende dx/dt = T-'dz/dt con lo que la
representacion original x = Ax + Bu + Ep, y = Cx + Du + Fp, queda,

T'z=AT!'2z+Bu+Ep, y=CT'z+Du+ Fp,
multiplicando la primera ecuacion - por la izquierda - por T, se obtiene finalmente,
z=TAT'z+ TBu+TEp, y=CT!z+ Du+ Fp,

Normalmente se acostumbra definir nuevas matrices de parametros. Es decir, Ar = TAT"!, Br = TB, Cr
=CT!, Dr=D, Er = TE, Fr = F. Por lo que la representacion alternativa quedaria,

z=Arz+ Bru+ Erp, y=Crz+ Dtu+ Frp,

Es importante destacar que los vectores de entrada u, perturbaciones p y la salida y no son alterados, tan
solo las matrices de pardmetros y las variables de estado originales han sido modificadas. Un caso
particular interesante y util es la transformacion de similitud que trasforma la matriz A en una matriz
diagonal A = diag{\i, Aa,... , A}, asi debemos encontrar T tal que, TAT! = A o bien AT"! = T"'A. Sea,

T-! =[v1, va,..., va], por lo tanto, A[v1, Va,... , Va] = [V1, V2,... , va]diag{\i, Xa,... , Au}, lo que resulta en
[Av1, AVa,... , AVa] = [MV1, AaVa,... , AuVa], por lo tanto, los v; que componen T-! son los que cumplen
con,

AVi=7\,iVi, i=1,2,...,n

es decir, las columnas de T-! son los vectores propios de A.

. { I . oy, 0,
la I } lf d Ity
l— 1/ k ’
4 (Dms eiﬂ
Jmat
maquina cc carga

Fig. 1.12 Accionamiento en c.c. con ¢je flexible.
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0 0 -1/J, k,/J, 0
0 -d /J, 1/J 0 0
Ejemplo 1.14. El sistema de la Fig. 1.12 tiene el modelo dado por, A = lk ! 0 ! Nk b= Bk
—k, /L 0 0 —R/L 1/L
0
-1/J, . . . . .
ye= 0 (ver anexo), considerando a x1 = @m, X2 = 1, X3 = t:, X4 = Ia, U = Va, p = t1. Si por el contrario, las variables de
0
0 1 00
. ) 1 -1 0 0 .
estado requeridas son z1 = @y, z2 = ®m - ©1, 23 = 1, z4 = ia, entonces, T es, T = 00 10 y por lo tanto las matrices de la
0 0 01
—d, 1 J, 0 1/J, 0 0 -1/J,
. d,/J, 0 -1/J,-1/J, k,/J, 0 1/J,
nueva representacion son, A, = , by = ,y €ep =
0 k 0 0 0 0
—k,/L -k, /L 0 —-R/L 1/L 0

1.6 Linealizacion

Como se menciond en el capitulo anterior la linealizacién es una técnica para simplificar un modelo y
tiene por objetivo en particular la obtencién de un modelo lineal. La ventaja de los modelos lineales
reside en la abundante cantidad de herramientas para el analisis de éstos y la posibilidad de obtener una
solucion en forma analitica de su comportamiento.

Analicemos el caso de un sistema monovariable descrito por la siguiente ecuacion diferencial ordinaria
de primer orden,

_dv _
r= f(x),

y consideremos un punto cualquiera x, en la trayectoria de x. Asi desarrollando en serie de Taylor la parte
derecha de la ecuacion se obtiene:

1a’f(X) 1 d’f(x) R
fe =1 g TRy | Ry
considerando tan sélo el término de primer orden, tenemos,
ld X df (x
i= 1=+ I )= )+ L ),

Si se define la variable desviacion Ax = x - x, como la diferencia entre la variable x y el punto donde se
hizo la linealizacion x,. En particular, si se supone que el punto de linealizacion corresponde a un punto
de equilibrio del sistema, es decir

=f(x,)=0,
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entonces, al derivar la expresion Ax = x - x, se tiene,
At =x- 3
= M+M
’ dx

_ ()
dx X=X,

=a(x,)Ax ”

(x—x,)

X=X,

Ax

el cual corresponde a un modelo lineal en Ax.
En general, si consideramos un sistema no-lineal MIMO como,

x=f(x,u,p), y=h(x,u,p),
0 en sus componentes,

xl ﬁ(xﬂuﬁp) yl hl (Xauap)

xn f;q(x’ u’ p) yq hq (Xeu, p)

b

una representacion lineal en torno a un punto de operacion dado por ue, Xo, Po, Yo €S,

Ax = AAx + BAu + EAp, Ay = CAx + DAu+FAp,

h
donde, Aa-Jfewp) g dwp) o ohGwp) o, ch(xup)
ox - ou . iy ox s ou I
P=p, p=p, p=p, p=p,
g-Twp) ; p- 0P ; y AX, Au, Ap, y Ay, son variaciones de X, u, p ey,
2 v
P:P: P:PZ

respectivamente, en torno al punto de operacién dado por u,, Xo, Po, Yo. NOtese que en el caso no-lineal
Uo, Xo, Y Po satisfacen,

0= f(Xo, Uo, po)

En general, al tener un valor para las entradas u, y po, se encuentran los valores de X, que satisfacen la
expresion anterior, los valores de y, se determinan de,

Yo = h(Xo, Uo, Po).

X,
Ejemplo 1.15. Considere el estanque piramidal invertido de la Fig. 1.13(a), cuyo modelo dinamico esta dado por, x = { ! }

x2
_ | @ ru—kfgn)/x _[ﬂx,u’p)
3a2(p1p2 -(p, +u)x2)/x13 f>(x,u,p)
concentracion de producto cs, u es el flujo de entrada del liquido sin producto fz, p1 es el flujo de entrada de liquido con

producto fn v p2 es la concentracion del producto en este Gltimo cn. Este modelo es claramente no lineal, para linealizarlo
encontramos sus derivadas con respecto a las variables de estado, entrada y perturbaciones para obtener el modelo,

}, donde x1 es la altura de la columna de agua en el estanque 4, x2 es la
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A, | _ of,/ox, of,/0ox, Ax, N of, / Ou At of,/ op,
Ax, | | of,/0x, of,/0x, —_— Ax, of, / ou o Do, of, / op,
cuyo resultado es,
o o] _ d'gk, 2d'(p,+u,—k/gx,) 0 _ad’gk,
A = axl axZ — lezo V gxla xl}" = 2x120 gxl”
% % _9a2(plnp20 _(plo +un)x20) _3a2(p10 +u()) O
ox, Ox, Jus oo, X X,
2 2
o, a 9 9 a 0
bo| Ou Yoo | g_|P P _ x,
% _3a2x20 ’ % % 3a2(p20 _'XZU) 3a2p10
8” UooPo X x130 apl apz u,,p, X, x130 x130

16

o/ 8p2} {Apl}
o 10p; |, o LOP: )

0

2 >
_ 3a (plo + uo)
X,

Notese que el modelo resultante, Ax = AAx+bAu+EAp, tiene matrices A, b y E dependientes del punto de operacion.

Resultados de la simulacion del sistema se muestran en el Fig. 1.13(b). La linealizacion corresponde a una entrada u, = 1 1t/s.
Claramente, el sistema lineal indica otro punto de operacion y otra dindmica al alterar la entrada del sistema. Esto era esperable
dado que la linealizacion es un método aproximado, que es mas exacto en la medida que se esté cerca del punto de operacion.

L3

Ejemplo 1.16. Linealizar y simular el circuito elevador ilustrado en la Fig. 1.14(a). R.: El circuito de la Fig. 1.14(a) tiene

: sensor de
concentracior

flujo de agua [lt/s] vs tiempo [hrs]

2 \ n
1 = =
0 | | | |
0 5 10 15 20
altura [m] vs tiempo [hrs]
10 T T T !

b)

Fig. 1.13 Estanque piramidal invertido; a) estanque, b) simulacion del sistema original (linea continua) y del sistema
linealizado (linea segmentada).
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por modelo promedio a e= L % +v(l-d) e i(l-d)=C % +% (parametros en el anexo). Al linealizarlo se encuentra que,
_ L 1-4, L 0
A=| RC C b= C ce=|1].
_1-4, 0 Yo N
L L

Notese que el modelo resultante, AXx = AAXx+bAu +eAp, tiene matrices A y b dependientes del punto de operacion. Los

cuales estan dados por e, =v,(1-d,) e i (1-d,) :%, por lo que dados e, y d» (entradas) se puede encontrar v, € io.

Resultados de la simulacion se encuentran también en la Fig. 1.14(b) y (c). Notese que la linealizacion entrega resultados
equivocados tanto dindmica como estaticamente; sin embargo, ante cambios de la perturbacion (senal e), es exacta, lo que se
debe al efecto lineal que tiene la perturbacion sobre el sistema real. &

1.7 Alcances del Curso 543 214 - 547 309

En este curso se estudiaran sistemas lineales del tipo continuo y discreto. Serd de especial importancia la
modelacion de éstos mediante el andlisis fenomenologico, para lo cual se revisaran las leyes fisicas
basicas de la ingenieria. Los sistemas mecanicos, hidraulicos, electromecanicos y térmicos seran
revisados acuciosamente. La modelacion de sistemas eléctricos se asume conocida.

Las senales seran analizadas formalmente en este curso para dar paso al estudio de las transformaciones
de éstas, comenzando por la Transformada de Laplace para sefales continuas. Las senales discretas seran
analizadas como el resultado de una transformacion de sefiales continuas. Para el estudio de éstas se
utilizard la Transformada Z. La Transformada de Fourier de senales continuas y discretas sera
introducida sobre la base de la necesidad de un operador de uso fécil para sefiales periodicas.

Los modelos de sistemas estaran basados én ecuaciones diferenciales de orden 7 o en n ecuaciones de
estado. Se revisaran distintos métodos de solucion de estas ecuaciones con el &nimo de introducir algunos
conceptos nuevos como lo es la Matriz de Transicion de sistemas y sus propiedades. Los resultados
anteriores daran paso al concepto de Funcion de Transferencia —uno de los mas importantes en sistemas

o 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

Fig. 1.14 Convertidor dc/dc elevador; a) circuito, b) comparacion de voltajes, ¢) comparacion de corrientes.

Copyright © por Prof. José R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H.
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—y con ello los conceptos de polos y ceros, para finalmente presentar una alternativa de representacion
grafica de la Funcion de Transferencia conocido como Diagrama de Bode.

Finalmente, se revisaran los conceptos de estabilidad de acuerdo al tipo de representacion del sistema.
Con esto nace el concepto de estabilidad de entrada/salida — relacionado con los polos del sistema — y
el de estabilidad interna, este ultimo relacionado con los valores propios de la representacion en
variables de estado.

1.8 Ejercicios Propuestos.

Resuelva los problemas siguientes. Anote todo su trabajo.

A.

l.-
2.-

l.-
2.-

4.-

l.-

3.-
4.-

Nivel basico.

Indique por lo menos tres objetivos de estudio en las realidades fisicas ilustradas en la Fig. 1.15.
Identifique para las realidades fisicas anteriores todas las cantidades posibles asociadas a cada uno
de los objetivos de estudio propuestos.

Clasificar las cantidades anteriores — para cada objetivo — en variables de estado x = [x1, x2, ...]7,
salidas y = [y1, y2, ...]7, entradas u = [u1, uz, ...]7, perturbaciones p = [p1, p2, ...]” y parametros.
Clasifique los sistemas anteriores en lineal/no-lineal, continuo/discreto, estatico/dinamico,
causal/no-causal, variante/invariante, concentrado/distribuido.

Nivel intermedio.

Como se identifica matematicamente un sistema variante/invariante.

Como se identifica matematicamente un sistema de parametros concentrados/distribuidos.
Como se identifica en términos practicos un sistema variante/invariante.

Como se identifica en términos practicos un sistema de parametros concentrados/distribuidos.

Nivel avanzado.

Detalle lo mas posible cinco sistemas de parametros distribuidos que se pueden encontrar en las
variadas disciplinas de la ingenieria.

Detalle o mas posible cinco sistemas que sean intrinsecamente discretos o que contengan alguna
componente discreta importante.

Discuta si un computador personal es un sistema de pardmetros concentrados o distribuidos.
Discuta si una tarjeta de red es variante o invariante en el tiempo.
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+Va- -Vf+

@, 05,

D> O,

maquina cc Jns T

Fig. 1.15 Sistemas para ejercitar; a) tren, b) pala eléctrica, ¢) estanques, d) amortiguacion de un automdvil, e) generacion
solar, f) estanque diluidor, g) circuito reducidor de tension, h) motor de cc con eje flexible
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2

2.1

Senales en Sistemas

Las variables en sistemas son sefiales que evolucionan de acuerdo a las de entrada. Para
caracterizar los sistemas se introducen sefiales estdndar que son revisadas en este
capitulo. Se destaca las sefiales escaldon, rampa y sinusoidal. Se introduce la sefial delta
tanto continua como discreta como una necesidad matemadtica para el andlisis de
sistemas. Se revisa la transformacidn mas recurrida en el analisis de sefiales como son la
Transformada de Laplace y se introduce y revisa en profundidad la Transformada Z para
sistemas discretos.

Introduccion

En este capitulo se introduce formalmente el concepto de sefial y se definen las sefiales normalizadas. A
partir de operatorias sobre sefiales continuas se introducen las sefiales discretas y por dualidad se definen
las sefiales discretas normalizadas.

A.

Conceptos

Entre los conceptos mas importantes esta el de senal y el de soporte de ésta.

Def.:

Seifial es una funcion matematicamente definida que representa la evolucién de una magnitud de
un proceso, Fig. 2.1, Fig. 2.2.

Def.:

El soporte de una sefal corresponde al rango de la variable independiente en el cual la sefial no es
idénticamente nula. Asi, D es el soporte de f{¢) si:

=0 te¢D

f(t){io teD’

Def.:

Una sefial se dice con soporte positivo si no es equivalentemente nula para todo valor real positivo
de la variable independiente.

Modelo 1

altura
Objetivo 1—p Sistema 1 < Modelo 2 > Magnitudes < voltaje
Modelo 3

flujo
Objetivo 2 —p Sistema 2 !
Proceso

Objetivo n —p Sistema n

Fig. 2.1 Asociacion de magnitudes a un sistema.
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Def.: Una sefal se dice con soporte negativo si no es equivalentemente nula para todo valor real
negativo de la variable independiente.

Def.: Una senal se dice con soporte compacto si no es equivalentemente nula en un rango determinado
de valores de la variable independiente.

Ejemplo 2.1. En la Fig. 2.3 se muestran las sefiales definidas por,

Asin2rft—m) t>0
0 1<0’

2 te[2,3]

0 otro valor’

f{(t)={ fz(t)={

donde puede verse que la primera tiene soporte positivo mientras que la segunda tiene soporte compacto. &

B. Propiedades

Simetria. (Sefiales pares e impares, Fig. 2.4) .
La sefial x,(¢) es par si x,(¢) = x,(-t) (simetria c/r eje y).
La sefal x;(¢) es impar si x,(¢) = -x;(-f) (antisimetria c/r eje y).

T T 0 T
En sefiales pares se cumple que: J_T x, (1) = 2.[0 x, (1), J_T x, (1) = jo x,(1).

. r 0 T
En sefiales impares se cumple que: J:T x(t)=0, I_T x,(t)= —IO x,(1).

Pro.: Toda sefal x(¢) puede ser descompuesta en una sefial par x,(¢) y una impar x;(¢), tal que x(¢) = x,(¢)
+ xi(¢), donde,

x(?)+x(—t¢ x(t)—x(—t
2 XOECED L xO-xCn)
2 2
altura voltaje corriente

2 T 2 T 4 T
1 1 1 2 1
0 t 0 L+ 0 — pl

0 5 0 5 0 5

Fig. 2.2 Evolucion de magnitudes en el tiempo.

/i S
2 T I
= _
0 A
- ] t 0 | t
0 5 0 5

Fig. 2.3 Soporte en sefiales.
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Periodicidad. x7(¢) es perioddica si x7(f) = x7(t + kT), k € Z de periodo T, o bien, x1(¢) € [a, b] = x1(t) €
[a + kT, b + kT).

Ortogonalidad. Dos senales xi(f) y x2(f) son ortogonales en [a, b] si '[ bxl(t)xz(t)dt:O 0
<x (1), %,(1) >=0 6 || x; () ||| x,(£) [| cos(at) = 0.

C. Iindices de Sefales

Son valores numéricos que tratan de describir una caracteristica de la sefal. Entre los mas utilizados
estan:

1 b
Esperanza Media: f,,, = b—J‘ f()dt Momento estadistico 1°°
—a a
Varianza Momento estadistico 2% Energia
. , 1 ¢,
Potencia Entropia RMS: f,,. = b—'[ S (t)dt
j— a a

2.2 Senales de Prueba

Las sefiales de prueba se utilizan para caracterizar los sistemas. La sefial se aplica a la entrada de éstos
para estudiar la respuesta en el plano del tiempo como en el de la frecuencia. A continuacion se
introduciran las sefiales mas utilizadas en las distintas disciplinas de la ingenieria.

A . Impulso

El impulso (¢) es una funcion continua “inventada” para apoyar el andlisis de sistemas lineales. Hay tres
formas de definirla. Estas son,

Def.: El impulso 6(7) es una funcion de valor no nulo en ¢ = 0 y de area unitaria; matematicamente,

5(6)=0 0
J': S(t)dt =1

A S
4 T 10 T
2 n (U n
0 t -10 | t
-2 0 2 -2 0 2

Fig. 2.4 Sefial par x? € impar x°.
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Def.: El impulso 6(¢) es una funcién definida en funcién de la funcion auxiliar 67(¢) - ver Fig. 2.5(b) -
como,

8(1)=1im,.(1).

Def.: El impulso 6(#) es una funcion definida en funcién de sus valores instantaneos como,

{0 t#£0
5(¢) = .

o t=0

Notar que, f;S(z) f()dt = I:ES(O) £(0)dt = £(0) IiS(O)dt = 7(0) .

B. Escalon

El escaldn u(?) es una funcion continua cuya definicion se ajusta a la percepcion intuitiva de ésta. Hay
también tres formas de definirla; éstas son,

Def.: El escalon u(?) se puede definir mediante una integral como uU(¢) = J._t d(t)dr.

Def.: El escalon u(f) se puede definir mediante una funcién auxiliar como U(t) = lTln% u,(t), Fig. 2.6(b).

3(f) Or(?)
T T

2 n Ur 2r- 1

)

t
0‘2 0 2 0‘2 0T 2
a) b)
Fig. 2.5 Senales de prueba; a) impulso, b) funcion auxiliar 5r(¢).
u() ux(1) n)
T T 2 T
1~ 1~ 1~ n
1
T
t t t
0‘2 0 2 0‘2 0or 2 0‘2 0 2
a) b) )

Fig. 2.6 Sefiales de prueba; a) escalon, b) funcion auxiliar, ¢) rampa.
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0 <0
Def.: El escalon u(?) se puede definir por partes como uU(¢) = {1 (50’ Fig. 2.6(a).

C. Rampa

La rampa n(¢) es una funcidon continua que se obtiene integrando el escaléon. Sin embargo, otras
definiciones también son validas. Estas son,

Def.: La rampa r(¢) se puede definir mediante una integral como, r(t) = J._t u(tydr.

0 <0
Def.: La rampa r(¢) se puede definir por partes como r(¢) = {t 50’ Fig. 2.6(c).

Def.: La rampa r(¢) se puede definir alternativamente como r(z) =¢u(t).

Notar que, =u(t), =08(¢), r(t)= I u(t)dt,y que u(t)= I d(t)dr.

dr(t) du(t) _
dt dt
D. Exponencial

(—a+jb)t

La funcion exponencial se expresa como, f(f)=e ,con j2 = -1.

Dependiendo del valor que posea el parametro b es posible tener,

Conb=0  exponencial real, f(t)=e“, Fig.2.7.

. a > 0 exponencial decreciente.
. a < 0 exponencial creciente.

Conb=0  exponencial compleja, f(¢t)=e """ =e“e’ =e “(coshbt+ jsinbt), Fig. 2.8, donde el
modulo es ey la fase es bt.

E. Sinusoidal

La funcion sinusoidal se expresa como f(¢) = Asin(wt + ¢) = Asin(27nf +¢) y es mostrada en la Fig. 2.9;
donde, 4: amplitud, ®: frecuencia angular con ® = 2nf=2n/T, ¢: fase.

F. Senales en sistemas

En esta seccion se analiza la respuesta que presenta un sistema ante una entrada de prueba. En un primer
caso analizamos el sistema mecanico lineal masa-resorte-amortiguador, al cual se le aplica en forma
consecutiva aproximaciones de la funcién impulso. Estas aproximaciones son un pulso cuya duracion
disminuye mientras su amplitud aumenta manteniendo siempre el area unitaria. Los resultados son
mostrados en la Fig. 2.10, donde se aprecia que la respuesta dada por el sistema converge a una oscilacion
de segundo orden.
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Ahora se aplica una entrada que es una funcion sinusoidal de amplitud constante pero frecuencia variable.
En la Fig. 2.11 puede verse que la respuesta del sistema es también una sinusoidal de igual frecuencia a
la de entrada pero su amplitud depende de la frecuencia de entrada como se puede apreciar en la Fig.
2.11(b).

Finalmente se analiza el estanque concavo no lineal. A este sistema se le aplica una funciéon de prueba
sinusoidal de dos frecuencias distintas, y es posible apreciar que la respuesta del sistema ya no es una
sinusoidal como se muestra en la Fig. 2.12, esto implica que en la salida existen frecuencias que no estan
en la entrada.

Ademas es posible apreciar que al aplicar la misma funcion de entrada pero en dos puntos de operacion
distintos la respuesta del sistema es diferente, lo que no ocurre en sistemas lineales.

2.3 Transformaciones sobre Senales

Las transformaciones se aplican sobre una o mas sefales para dar origen a otra sefal. Entre las mas
conocidas estdn la normalizacion, discretizacion y convolucion. Las transformaciones se dividen en
simples como las aplicadas sobre una sefial y las complejas (en el sentido de complicadas) como las
aplicadas sobre dos sefiales.

A . Transformaciones Simples

Una funcioén cualquiera puede ser modificada utilizando, f(¢) > g(¢)=of(at+b)+p cona, B, a, y b

a)

Fig. 2.7 Exponencial real, b = 0; a) decreciente (a > 0), b) creciente (a <0).

| 1

1

R

-1 0

a)

1

3

b)

R

-5

]

0
c)

5

R

3 s

=5

d)

Fig. 2.8 Exponencial compleja,; a) a=0,b>0),b)a=0,b<0;¢)a<0,b>0),b)a <0, b<0.

2

T

|

=2

Fig. 2.9 Sinusoidal, 4 = 1.5, 7= 0.5, ¢ = 90°.

0.5
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como parametros de la transformacion.

Transformaciones sobre la variable dependiente, Fig. 2.13. Corresponden a a = 1, b =0, por lo tanto,
f(@O)—>g®)=af()+p

|a| > 1: Amplificacion.

la| < 1: Atenuacion.

a =0 : Anulacién.

a <0 : Inversion, reflexion c/r eje g(¢) = .
B> 0 : Corrimiento hacia arriba.

B <0 : Corrimiento hacia abajo.

Ejemplo 2.2. Normalizacién. Sea fo el minimo de f{¢) y f1 el maximo de f{f), entonces, la sefial g(z) = of{¢) +  es normalizada

Posicion y fuerza normalizada

40

k F@

Fig. 2.11 Respuesta a entrada sinusoidal del sistema masa-resorte-amortiguador para varias frecuencias.

flujo de ent. It/s - altura m
1 ] ]

5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 T 4

Fig. 2.12 Respuesta a entrada sinusoidal del sistema no-lineal (estanque) para dos puntos de operacion.
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—/o

, PB= T quedando sus valores en el rango 0-1. Lo anterior es debido a que,
f@®)elfy fi]
F@O—= 1, €10, fi = ;]
h=1o
JO- 1 1 —f
= t
it 55T,

Lo anterior demuestra que la sefial resultante es normalizada, pues su rango queda entre 0 y 1, Fig. 2.14. La normalizacién en
muchos casos no se realiza entre el minimo y el maximo, en cambio se realiza entre 0 y un valor nominal. &

entre sus maximos si o =

1
fi=to

Transformaciones sobre la variable independiente, Fig. 2.15. Corresponden a o = 1, B = 0, por lo
tanto,

f()—>g@) = f(at+b)

la| < 1: Dilatacion.

la|>1: Compresion.

a<0: Reflexion c/rejet=b.

b>0: Desplazamiento a la izquierda (derecha) con a > (<) 0.
b<0: Desplazamiento a la derecha (izquierda) con a > (<) 0.

Ejemplo 2.3. Retardo. En este ejemplo se muestra el efecto de retardo que se produce en una correa transportadora, donde
el flujo de entrada requiere un cierto tiempo #- para llegar a la salida, como se muestra en la Fig. 2.16. Asi, f.(t)= f.(t—t.)

donde el retardo es posible calcularlo a partir del largo de la correa transportadora d y de la velocidad que esta posee v como
t = d/v. Ast la funcion de salida corresponde a una transformacion sobre la variable independiente tiempo. &

Ejemplo 2.4. Desplazamiento. Una rampa desplazada queda como se muestra en la Fig. 2.17. La rampa es,

4.0} g, a=1,p=2 git),a=1,p=-2 g, a=2,=0 2(),a=05p=0
5 T T 5 T T 5 T T 5 T T 5 T T

e

1 | t | | { 1 1 t 1 | 1 1 1 1
0 5 0 5 0 5 0 5 0 5

Fig. 2.13 Transformaciones sobre la variable dependiente.

[ g(f), =0.33, =033
| 1 I |
2 — 2 -
- | | t - 1 1 t
2 0 5 2 0 5

Fig. 2.14 Transformaciones sobre la variable dependiente: Normalizacion.
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so=r={" "<
e 200
por lo que la rampa desplazada en 2 unidades de tiempo es,
()= f-2)=r((—2) = 0 ¢-2<0 [0 <2
8= B “le-2 =220 -2 122’

en este caso se tiene, b = -2 (desplazamiento hacia la derecha). «

Ejemplo 2.5. Descomposicion. Una sefial puede ser escrita como combinacion lineal de sefiales de prueba. En este caso se
analiza la funcion ilustrada en la Fig. 2.18. En este caso, f(¢)=-u(?)+2u(t—-1)+u(t—2)—-3u(t—4), en donde la funcion

original es compuesta por la suma de cuatro funciones escalon convenientemente amplificadas y desplazadas. &

Ejemplo 2.6. Una sefal diente de sierra se puede descomponer como una suma de rampas como la ilustrada en la Fig. 2.19.
La expresion general utilizando la expresion de cada diente es,

f@O=2r@)-2r-1)-2u@-D)+2r(t-1)-2r(t-2)-2u(t-2)+---+
2r(t—k)-2r(t—k—-1)-2u(t—k—1)+--- ’
esta sefal, al igual que el caso anterior esta compuesta por una sumatoria de rampas y escalones que generan cada una de los

dientes de la sefial diente de sierra. Una expresion general es, f(¢)= 22 r(t—i)—r(—i-1)—u(t—i—1). La expresion
i=0
anterior es una representacion alternativa a la Serie de Fourier de la sefial periddica. &

B. Transformaciones Complejas

\

Convolucion (Integral de Convolucion) )

‘ Def.: Se llama convolucion de f{f) con g(¢) y se denota por f{¢)*g(¢) a la integral,

1) g, a=1,b=1 gi),a=1,b=-1 g(f),a=2,b=0 g(1),a=05,b=0

T T T T T T T T T T
51 5 S5 5 S5 I
e ol N e ol E S B R

I [ | L, | [ | L, I |

0 5 0 5 0 5 0 5 0 5

f) &) =fit-2)
x T T T
7 A 1, +
b i 2y E | | 0 1 o -
o_ — ]
< 1 » | | - ] L dr - 1 L 1
@ “ S 2 0 5 2 0 5
- a) b)
Fig. 2.16 Ejemplo de retardo. Fig. 2.17 Ejemplo de desplazamiento.
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f0*g0)=]" ft-vg@dr=h).

Notese que esta transformacion utiliza dos sefiales para dar origen a otra sefial.
Si g(¢) tiene soporte positivo, entonces,

F0*g0=[" ft-vg@de= [ _fu-—vg@de + | f-vg@di=[" f1-vg@dr.

Si f(¥) tiene soporte positivo, entonces,

SO*g0 =" fe-vgmdi=[ fe-vg@dt+[" f-Dg)dr.

0
t

—00
, entonces x|0 , por lo tanto,

fO*e =] fe-vg@di-[" f)gt-xdc=[ f-Dg(dr+ M .

Si f(t) y g(¢) tienen soporte positivo, entonces,
r0*g=[ ft-vg@d= [ fu—vg@dr+[ ft-vgmdi=| ft-gydr.

Importancia de la convolucion

considerando que si ¢ - T = x, entonces -d7=dx y como T

Si se aplica fe(f) = 5(¢) a un sistema; entonces, la salida del sistema es una funcion que llamaremos /es(?).
Se encuentra que la salida A(f) para una entrada arbitraria fo(f) cumple con A(f) = fe(£)*hes(f). La
demostracion de esta importante propuesta se realizard mas adelante.

§.0) S S0 Si() §20)
2

A ] T T : . : . : :
— 0 -
0 - 2
o i
| 1 [ - | 1 t 1 | t | [ | [ ]
0 5 2 0 5 0 s 0 s YT o 5
a) b) c) d) e)

Fig. 2.18 Descomposicion de sefiales; a) funcién compuesta, b)-c)-d)-e) senales basicas.

A1) y0] ) ()
T ! T T T T T T
0 1 0 0 0
1 1 1 1 1 t 1 ! t 1 Il t
0 5 0 5 0 5 0 5
a) b) ) d)

Fig. 2.19 Descomposicion de sefiales; a) tren de rampas compuesta, b)-¢)-d) rampas individuales.
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Propiedades de la convolucion

Conmutatividad,
S@O*g@)=g®O* f ().

Para demostrar la propiedad anterior se utiliza la definicion de convolucion,
fo*g)=]" ft-gds.
considerando que si ¢ - T = x, entonces -d 7= dx y como T|i) , entonces x|:°, por lo tanto,
F@O*g@0)==[ " f@gt-x)dx =" f(Wgt-r)dx =] gt—7)f(x)dx=g)* f(1).

Distributividad con respecto a la suma,

FO*[g®+h®O]=fO)*g(O)+ f(O)*h(7).

Asociatividad,
£ g(t)
I I | I | I [ |
L | L k& & & IS i
t t
e s 4 L v W D) V9 I
A1), g(v) L Ag)

T 1 1 1 T I T T

AD*g()
; ; T T T T
| | | | 1
0 -2 0 2 4
A1-1)g(7)
T T T T
B | 0 | l | 1 t
1 -2 0 2 4
t 0 | | | t
-2 0 2 4
S2-1)g(v)
T T T T
1= _
t 0 | | 1
-2 0 2 4

Fig. 2.20 Convolucion de sefiales continuas.
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JO*[g@)*hO]=11/)*g(O]*h(r).
Convolucion con un Impulso,

F@O*(t—1)= f(t=1,).

F@*8(t—1)=[ fle-vd(—t)dr=[" f(t-1,)50)dv=f(t~t,)[ 8(0)dt=f(t~1,).

Convolucion con un Escalon,

forum=[ fdr.

Ejemplo 2.7. Convolucion de dos sefiales continuas como las ilustradas en la Fig. 2.20. &

Discretizacion

El proceso de convertir una sefial continua en una discreta se conoce como muestreo; es decir, consiste
en obtener muestras, un numero finito de ellas (o por lo menos numerable), de una funcion continua. Es
corriente que las muestras sean tomadas a distancias o intervalos regulares de tiempo.

Muestreador. Se considera un switch que se mantiene cerrado 7. unidades de tiempo de un total de 7,
como se muestra en la Fig. 2.21.

Muestreador ideal. En este caso el tiempo de cerrado del muestreador se hace tender a cero. Asi, la
definicion es S;(¢) = ;12% S, () enla practica T, <<< T, y se muestra en la Fig. 2.22.

kT =0
Representacion del muestreador ideal. Para esto se introduce la sefial 6(kT") = {O KT 0 donde T es
+

la distancia entre valores y k entero, entonces la sefal Si(f) = Si(k7) se puede definir como

S(kT)= ZS(kT —iT), por lo tanto, la representacion de la salida del muestreador ideal queda como,
i=0

Y(kT) = i Y(iT)S(kT —iT).

i=0

Muestreador con retencion. Debido a razones tanto de orden practico como tedrico, se introduce el
muestreo de area. En el muestreo de area las muestras no son iguales a la amplitud sino a un érea, en el
caso mas simple y mas comun, esa area corresponde a la multiplicacion del intervalo de muestreo 7 por
la amplitud. La utilizacion del muestreador con retencion se ilustra en la Fig. 2.23.
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Representacion muestreador con retencion. La salida del muestreador con retencion estd dada por

y(t)= Z u(iT)d,(t—iT)T . Notese que de la Fig. 2.23 se puede observar que, u(t) = 1rm3 »(t), por lo

i=—00

tanto, u(t) = le% Z u(iT)d,(t—iT)T = fo u(t)o(t —t)dt =u(t)*93(t), como ya se conocia.

2.4 Senales de Prueba Discretas

La senal 8(k7) introducida para representar al muestreador ideal corresponde a una sefial discreta
conocida como impulso discreto. Similarmente, se introducen a continuacion otras sefiales que son la
base de generacion de senales discretas.

A . Impulso Discreto

Def.: El impulso discreto se define como,

1 kT=0
O(kT) = ,
0 kT #0
y es mostrado en la Fig. 2.24.
B . Escalén Discreto
e 3 ) 1 kT>0
El escalon discreto es el muestreo del escaldén continuo, por lo tanto, U(k7T') = 0 KT<0’ y es mostrado
‘ <
en la Fig. 2.24.
u(t) »0) u(t) y(kt) u(?) kt) W)
—» —— S > —» —— s, > —» —— s »| retentor [—»
1 I 1
u(t) L(t) u(t)
2 2 2
| | |
0 0 2 t 0 0 2 t 0 0 2 t
1 ly 1 T
Sr(1) (1) (kT)
1 — — 1 — [ ) L[] ] L] L[] ] ] o —4 2 — ] ] L] o —»
0 0 - | 0 ° |
0 2 t 0 2 t 0 2 t
I T T
(1) (kT) (1)
2 — - 2 — L] L[] ] o —» 2 —
0 0 ° | 0 |
0 2 t 0 2 t 0 2 t
Fig. 2.21 Muestreador. Fig. 2.22 Muestreador ideal. Fig. 2.23 Muestreador con retencion.
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C. Rampa Discreta

kT kT >0
La rampa discreta es el muestreo de la rampa discreta, por lo tanto, r(k7') = { 0 KT<0’ y es mostrada
<

en la Fig. 2.24.

Entre algunas de las propiedades de las sefiales discretas, Fig. 2.25, podemos citar,

S(kT)=u(kT)—u(kT -=T)  u(kT)=[r(kT +T)—-r(kT)]/ T

u(kT) = Ek: S(kT —iT) r(kT) = Tzk: u(kT —iT -T)

i=0 i=0

D. Exponencial Discreta

(—a+jb)kT

La exponencial discreta se define como, f(kT)=Ce , esta exponencial puede ser real como se

muestra en la Fig. 2.26, o compleja como se muestra en la Fig. 2.27. También puede ser una combinacion
de componentes reales e imaginarias como se muestra en la Fig. 2.27.

E. Sinusoidal Discreta
La sinusoidal discreta, Fig. 2.28, se expresa como, f(kT)= Asin(wkT + ¢) = Asin(2nfkT + ¢) . La sefal
es periddica si para algin k* y N enteros se cumple, 2nfk' T =2nN — k" = N/(fT), donde N es el

menor entero positivo y £* resulta ser el periodo discreto.

Otro fendmeno importante al muestrear una sefial sinusoidal es la relacion entre la frecuencia de la sefial
y la frecuencia de muestreo. En la Fig. 2.30 se muestran las sefales andlogas fi(¢) = cos(2n?), f2(¢) =
cos(2m5¢) y las sefales resultantes de muestrearlas cada 7' = 0.25. Claramente las senales discretas
resultantes son iguales lo que llevaria a ambigiiedades. Es evidente que la frecuencia de muestreo debe
ser mayor que la frecuencia de la sefial. Esto queda establecido por el siguiente teorema.

d(kT) u(kT) r(kT)
T 2 1 2 T
L]
1 ° 1
1 — e o o o — l - L] -
L kT | kT I8 kT
0“2 0 2 0*2 0 2 0‘2 0 2
Fig. 2.24 Senales de prueba discretas.
S(KT-T) u(kT-T) rkT+T)
T 2 T 2 T
L]
1~ ® I
1 — e o o —p 1 - [ ] —
L
—o—o4 o—o—b kT —o—ob kT | kT
0‘2 0 2 0*2 0 2 0_2 0 2

Fig. 2.25 Senales derivadas de las sefiales discretas.
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Teorema: Teorema del Muestreo de Nyquist. Si la frecuencia mas alta contenida en una sefial analoga
f¥) es fmax y la sefial se muestrea a una velocidad 1/7 > 2f.x, entonces la sefal f{(¢) se puede
recuperar totalmente a partir de sus muestras.

En la practica, antes de muestrear una sefal andloga, ésta se filtra con filtros andlogos de manera de
asegurar que la sefial resultante no contenga componentes de frecuencia mayores a la mitad de la
frecuencia de muestreo a utilizar. En el caso de que esto no ocurra se produce el fendémeno de “aliasing”,
cuyo nombre proviene del efecto visualizado en el plano de la frecuencia.

Ejemplo 2.8. Aplicar una sefial discreta a un sistema continuo. R.: Una sefial discreta no puede aplicarse directamente a un
sistema continuo, en cambio, si se puede si se utiliza a la vez un retentor como el ilustrado en la Fig. 2.23. Este es el caso del
motor c.c. como ilustrado en la Fig. 2.31 al cual se le aplica la entrada rampa generada por un muestreador con retencion. Esta
entrada es la que se puede esperar de un sistema digital como por ejemplo un PC o un microcontrolador, en donde la salida
se actualiza a intervalos regulares quedando la tarea de generar una sefial continua a un retentor. &

2.5 Convolucion continua y discreta

Si la entrada es d(7) en un sistema continuo, entonces sea /4(7) la salida, si en cambio, la entrada es d17(),

6 T 6 T
b 3
4 = 47 n
°
3 * 3
° | ® o _|
) . \ ‘ L 2 s
& . s ® °
0 | ] .kT 0' 8 kT
-2 0 2 -2 0 2
a) b)

3 T T T 3 T T T 3 ﬁ—[ T ] 3 S—I T T]
° . . . « *° . .
¢ . . e®e . o * .
. o0 o . o 0% °
| . n | . LI A o o % o
0 b 0 ° * T U o % ‘e o T o, ° R 7
. . . o %ege® . %eeef o ®
. . . o cee’®
. ° ®
- L
L L L IR I I LR S0 ! R S0 ! R
~1 0 1 -1 0 1 =5 0 5 =5 0 5
a) b) o) d)

=2

Fig. 2.27 Exponencial compleja; a) a=0,5>0),b)a=0,5<0,¢)a<0,b>0),d)a<0,b<0.

Fig. 2.28 Sinusoidal discreta.
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Fig. 2.29 Integral y suma de convolucion.
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entonces sea hr(?) la salida, como se muestra en la Fig. 2.29. La interrogante es ;, cudl es la salida para
una entrada arbitraria x(¢) ?. Dado que,

x() =x(t)*8(t) = J‘i x(0)d(t—1)dt = ITILI(I) i x(iT)o,(t—iT)T

b

=lim {4 x(=T)8,(t+T)T +x(0)8, ()T +x(T)d,(t =T)T +---}
por lo tanto, la salida es,
(@) =Hm {4 x(=T)hy (¢4 T)T +5(0Vh (0T +x(T)hy (¢ =T)T +-+}

= lim i (T (t=iT)T = [ x()h(t = v)dT = x(0) % h(t) = h(t) * x(¢)

Esta ultima expresion es la convolucion continua o integral de convolucion. Similarmente en el caso
discreto se tiene que una sefal discreta puede ser escrita como,

x(kT) = ix(iT)S(kT—iT)

i=0 s

oot x(=T)ST +T) + x(0Y3(KT) + x(T)S(KT = T) +---

si la respuesta de un sistema discreto a entrada impulso (k7)) es h(kT), entonces, al someter a este sistema

f1(?) = sin(2n57)

[(KT) = f:(KT)

04

£(?) = sin(27r)
v \Y

a2 : 1
0 0.5 1.0 1.5 2.0

Fig. 2.30 Sinusoidales y su muestreo con 7= 0.25.

+Va- -t a) u(kt) V() ()
. . o, 1, J; —»| retentor [—»| motor c.c. ——»
lg f I } 7 d c)
—— T T T T T T T T T
4 d) u(kT) ,
—— O N ®
. carga e [ -
maquina cc I
Lol
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
b) €)
4 () 1 4r
v ) 0
2 \ 1 2 \ 1
p(?) p(?)
0 1 | Il Il Il Il Il 0 L | 1 1 1 Il Il 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fig. 2.31 Senales discretas en sistemas continuos; a) motor c.c., b) entrada rampa continua, ¢) diagrama, d) entrada rampa
discreta, e) entrada rampa desde un muestreador con retencion.
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a la entrada arbitraria x(k7) se tiene por salida a,

Y(kT) = -+ + x(=TYh(kT +T) + x(0Yh(kT) + x(T)h(kT —=T) +---

= i x(T)h(KT —iT)

i=0

A . Convolucion Discreta (Suma de Convolucion)

Por dualidad con el comportamiento de un sistema continuo, también se define la convolucion discreta.

Def.: Se llama convolucion discreta de f{kT) con g(kT) y se denota por f(kT)*g(kT) a la sumatoria,

FKT)*g(KT) = Y. KT ~iT)g(T).

Por lo tanto, la salida de un sistema discreto a una entrada arbitraria x(k7) puede ser expresada como,

ST g7
T T T T T T T T
1 — L] — 1 — 00000000000000000000»
L )
L] L]
L] L]
L L L L kT L I I I kT
0r 0 2 4 0 2 0 2 4
ST, g(iT) ~ fEDgGET)
T T T T T T T T
1 ° 1 -
e SED)*g(kT)
[ ] [ ]
° ° 10 T T T T
0 L L L L kT 0 L L L L kT
-2 0 2 4 -2 0 2
f(4t-lD, g(lT) f(4t—lT)g(lT) SE .ooooooooo.of:-
L]
T T T T T T T T o
0 L Le® I I kT
1F 000000000000000000009 1+ ° — -2 0 2 4
L ) L]
L] [ ] [ ]
L] L] L]
0 " I L L kT 0 L | L L kT
-2 0 2 4 -2 0 2 4
SBT-iT), g(iT) SBT-iT)g(iT)
T T T T T T T T
1 — 00000000000000000000p l — [ ] —
o o LN ]
[ ] L] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
0 N L L L kT 0 L L L L kT
-2 0 2 4 -2 0 2 4

Fig. 2.32 Convolucion de sefiales discretas.
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Y(kT) = i x(GTYh(kT —iT) = i h(kT —iT)x(iT) = h(kT) * x(kT).

i=0 i=0

donde A(kT) es la respuesta a impulso del sistema discreto.

Ejemplo 2.9. Ejemplo de la convolucion de las sefiales mostradas en la Fig. 2.32, las cuales corresponden a la discretizacion
de las senales utilizadas en el ejemplo anterior. El proceso de convolucion grafica puede verse en la Fig. 2.32. &

B. Convolucion Ciclica

La convolucion lineal de dos senales periodicas generalmente diverge. Por lo tanto, es necesario definir
una nueva forma de convolucién para tales sefales.

Def.: Se llama convolucion ciclica de f{kT) con g(kT) y se denota por f{kT)*. g(kT) a la sumatoria,
0-1
S(KT)*, g(kT)=" f(kT —iT)g(T),
i=0
donde se ha empleado el simbolo *. para especificar claramente que esta convolucion es ciclica,

en contraposicion a la convolucion lineal revisada anteriormente. El parametro Q es el largo de las
secuencias, que generalmente son iguales.

Notese que la formula es directamente aplicable a sefiales periddicas si s6lo se considera un periodo. La
secuencia resultante también es periddica.

Ejemplo 2.10. Ejemplo de la convolucion de las sefiales mostradas en la Fig. 2.33. Noétese que la sefial resultante es una
sinusoidal (casi). Esto se debe a que en este caso la convolucion con la sefial g(k7) opera como un filtro pasa bajos, donde la
sefal filtrada es la escalonada. &

2.6 Ejercicios Propuestos.
Resuelva los problemas siguientes. Anote todo su trabajo.

A . Nivel basico.

1.-  Grafique las siguientes sefales continuas.
(@) Ao =u(@) + u(t- 5rt->5)
(c)  fn)=20(t) + u(r) + u(-1)

(b) A = u-0) + u(z- 5)n-5)
() A7) = sin(2nS500)

AKT) g(kT) AKT)*cg(KT)
T I 1 T T 5 o0 T 00,
0.5 o o — o 0. o.
o — 0§ R hd
0 —.. L] L] o °°°, o L] “: ° ° °
o® % o® % ° °
| | K o5 l | kT L k1
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Fig. 2.33 Convolucion ciclica de sefiales discretas periodicas.
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(e)
(2

(1)
(k)
(m)
2.-
(a)
(c)
(e)

(2

3.-
4.-
5.-
(a)
(c)
(e)
(@)
(1)
6.-
(a)
(c)
(e)
(&)
(1)
7.-
(a)
(c)

(¢)
8.-

9.-
(a)
(c)
(e)
10.-

B.

l.-
(a)
(b)
(c)

At) = sin(2n50¢-1/6)u(t) (O  f¥) = sin(2w500)*u(z)
3 ui+1) -l<et<l
f= [ () +u(t—2))dz (h) A) ={
- 0 otro ¢
L) =e"u() () A=eu(t-2)
fiy= e Pu(t-2) M A= euG)
Jy=e""u() m) Ay e ™)
Grafique las siguientes sefiales discretas.
AkT) = u(kT) + u(kT- STY)r(kT-5T) (b) AkT)=u(-kT)+ u(kT- 5T)
AkT) = 0(kT) + 2u(kT) (d) AkT)=cos(2n50kT) + 1
SkT) = 10sin(2nS0kT-1t/6)u(kT) (f)  ftkT) = sin(2r50kT) u(kT)
‘ k T b ‘ r(kT+T) -T<kT<T
sk = TTuar) ()f(T){ 0 e x
Determine si las sefiales anteriores son pares o impares.

Exprese las sefiales anteriores como la suma de una sefial par y otra impar.
Determine si las sefiales son periddicas. Si lo es, determine el periodo fundamental.

) = sin(2n50¢7) (b) A¢) = sin(2n50¢-1/6)u(?)

At) = sin(2r506)r(z-5) (d) A7) = sin(2n50¢-1/6)*u(?)

f(t) = sin(2n50¢) + cos(2n507) ()  A?) =sin(2n50¢) + cos(2n100¢)
)= e—j2n50tu(t) (h) A= ej2r:50tu(t)

f(t) _ e—jZnsoﬂu(t) (]) ﬂl‘ = @ /S0 | ,mi2mI00
Determine el periodo de las siguientes sefiales discretas.

AKkT) = sin(2nS0kT) (b) AKT) = sin(50kT)u(?)

AKkT) = sin(2n50kT) + cos(2nS0kT) (d)  AkT) = sin(2n50kT-1t/6)*u(t)
SAkT) = sin(50(k + 1)) (f)  AkT)=sin(50(k + 1)/3)

f(kTv) — eaj7rrku(kT) (h) f(kTv) — ej3n(k+1/2)/5u(kT)

AkT) = ej3/5(k+1/2)u(kT) G)  AkD) = o250 o j2mI00
Obtenga y grafique las siguientes sefales donde f{7) son las indicadas en la parte (1).
g(®)=10f(t) + 2 (b) g =10(f¢) +2)

g =A-1+2) (d) g =/12)

g =f-1/2+2) () g()=f4r+2)

Normalice las sefiales indicadas en la parte (1) en el rango -10 a 10 para las no periddicas y en un
periodo para las periddicas.
Obtenga y grafique las siguientes sefales donde f{k7) son las indicadas en la parte (2).

o(kT) = 10f(kT) + 2 (b)  g(kT) = 10(AkT) +2)
g(kT) = f-kT + 2) (d) gkT)=fKkT/2)
o(kT) = f-kT/2 + 2) (f)  g(kT) = [4kT +2)

Normalice las sefiales indicadas en la parte (2) en el rango -107 a 107 para las no perioddicas y en
un periodo para las periodicas.

Nivel intermedio.

Realice la convolucion entre las sefiales:

A =u@) - u(-2) y g =u(t+2)-u@)
AD) = u(t) - u(t - 2) y g(f) = sin2n508)u(?)
A =1(t) - (£ - 2)r(t - 2) - u(t - 2) y g(f) = sin(2n500)u(?)
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(d)
(©)
()
2.-

3.-
(a)
(b)
(©)
(d)
(e)
®

D) =e'u(t)
D) =e'u(t)
D) =e'u(t)

39

y g0 =u() - u(t-2)
y g(f) = sin(2n50f)u(r)
y g(?) = sin(2w50¢)*u(z)

Realice la convolucion de una funcidn arbitraria f{¢) con soporte positivo y un escalon retardado 7

unidades de tiempo.

Realice la convolucion entre las senales:
ST) = u(kT)

AkT) = u(kT) - u(kT - 2T)

SKT) = u(kT) - u(-kT)

SKT) = r(kT)

AkT)=8(kT - 5T)

ST) = &(kT - 5T)r(kT)

A

-
1 @: sensor de nivel

F,

4

y g(kT) = (1/2)u(kT)
y g(kT) = (1/2)u(kT)
y g(kT) = sin(2rn50kT)u(kT)
y g(kT) = (1/2)u(kT)
y g(kT) = sin(2rn50kT)u(kT)
y g(kT) = (1/2)u(kT)

Fig. 2.34 Sistemas para ejercitar; a) estanques, b) amortiguacion de un automovil, ¢) generacion solar, d) estanque diluidor,
e) circuito reducidor de tension, f) motor de cc con eje flexible.
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4.-
(a)
(©)
5.-
6.-
7.-

(a)
(c)
8.-

(a)
(b)
(c)

(d)

(e)

(a)
(b)
(c)

l.-
2.-
3.-

Si la entrada u(k7T) y la salida y(kT) estan relacionadas por la expresion, y(kT + T) = -aoy(kT) +
u(kT). Determine la salida (asuma y(0) = 0) si la entrada es un delta discreto y,

ao=0.5 (b) ao=-0.5

ao=1.5 (d ao=-15

Repita (4) pero ahora asuma que la entrada es un escalon discreto.

Repita (4) pero ahora asuma que la entrada es un delta discreto sumado a un escalon discreto.
Identifique la expresion de la sefial g(k7) de la Fig. 2.33 y luego realice la convolucion ciclica de
ésta con las sefales f(kT) dadas por,

kT = sin(2n4kT) (b)  flkT) = sin(2n4kT)?

AkT)=rkT) - 4r(kT - 27) (d) AkT)=u(kT) + r(kT) - 4r(kT - 2T)

Para los sistemas ilustrados en la Fig. 2.34 — de los cuales usted tiene los modelos linealizados del
capitulo anterior — se pide para su modelo lineal,

Obtener la expresion para la respuesta a impulso.

Simular el sistema para entrada impulso. Comparar con lo obtenido en (a).

Simular el sistema para entrada escalén. Compare esta respuesta con la obtenida en la parte (b).
(, Corresponde esta respuesta a la integral de la respuesta anterior ?.

Simular el sistema para una entrada sinusoidal de frecuencia fija y para varias amplitudes. Para las
sefiales en S.S. responder: ;, Cudl es la frecuencia de la sefial de salida ?. ; Cuadl es la amplitud de
la sefial de salida ?. ; Cual es la fase de la sefial de salida respecto de la de entrada ?.

Simular el sistema para una entrada sinusoidal de amplitud fija y para varias frecuencias. Para las
sefales en S.S. responder: ;, Cudl es la frecuencia de la sefial de salida ?. ; Cual es la amplitud de
la sefial de salida ?. ; Cual es la fase de la sefial de salida respecto de la de entrada ?.

Si bien los sistemas ilustrados en la Fig. 2.34 son continuos, usted puede obtener su respuesta a
entrada impulso, escalon, etc. discretos por medio del uso de un retentor de orden cero, como en la
Fig. 2.31. Utilizando esta opcion se pide para el modelo lineal de los sistemas,

Simular el sistema para entrada impulso discreto.

Simular el sistema para entrada escalon discreto.

En las respuestas anteriores: ;Coémo influye el tiempo de muestreo 7' ?. ¢ Si T es muy grande, se
parece la respuesta a impulso discreto a la respuesta a escalon continuo ?. ; Si 7 es muy pequeiio,
se parece la respuesta a impulso discreto a la respuesta a impulso continuo ?. ;, Cudl es la relacion
exacta entre la respuesta a impulso discreto y la respuesta a escalon continuo ?.

Nivel avanzado.

Realice la convolucion de una funcién arbitraria f{f) con soporte positivo y su integral.
Realice la convolucion de una funcién arbitraria f{f) con soporte positivo y su derivada.
Demuestre que una sefal discreta f{k7) cumple con,

o0 0 0

> X (kT)= Y xX2(kT)+ D x}(kT),

k=—c0 k=—o0 k=—0

donde, x,(kT) y xi{(kT) son la parte par e impar de la sefial x(k7).
Realice la convolucion entre la sefial A{kT) = u(kT+ T) - u(kT - T) con la senal tipo “peineta”,

g(kT) =---+8(kT +2IT)+8(kT +IT) +8(kT) +&(kT —IT) +&(kT — 2IT) +---
= > 8(kT —ilT) ’

para /=4, 2y 1. Grafique todas las sefiales y comente los resultados.
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5.- Demuestre que las propiedades de distributividad, asociatividad, con un impulso y con un escalon
encontradas en la convolucion continua también se comprueban en la convolucion discreta y en la
convolucion discreta ciclica.
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3 Transformaciones

La solucién de problemas en ingenieria pasa ineludiblemente por el uso de
transformaciones. Por ejemplo, la Transformada de Laplace es utilizada para resolver
ecuaciones diferenciales ordinarias. En este capitulo se repasan las propiedades de la
Transformada de Laplace y se introduce la Transformada Z, sus propiedades y
aplicabilidad al tratamiento de sistemas que operan con sefiales discretas. Finalmente,
se introduce la Transformada de Fourier para sefales continuas y discretas, como
también transformadas apropiadas para sefiales periddicas continuas y periddicas
discretas.

3.1 Introduccion

La forma natural de solucionar los problemas en un dominio (por ejemplo, el tiempo) es permanecer en
ese domino y utilizar alguna técnica particular, Fig. 3.1. Sin embargo, los siguientes ejemplos ilustran
que el uso de transformaciones ha sido ampliamente utilizado en problemas de la ingenieria, Fig. 3.2.

Ejemplo 3.1. Considerar que se desea obtener la respuesta en el tiempo ante una entrada escalon del sistema descrito por,
() +2Cw, (t) + . y(t) = ko’ u(t) , donde la entrada u es un escaldn; es decir, u(f) = u(f). Utilizando la T.L., se tiene,

ko’

n

s*y(s)+2Cw,sy(s) + . y(s) = k. / s . Despejando la salida, y(s)= , y utilizando la T.L. Inversa se

s(szy +2Cw,sy+ (x)jy)
1

J1-¢

transformacion muy utilizada en S.L.D. dada la simplicidad en su aplicacion. &

e " sin(w,A[1-*t+cos™ €) ¢+, para 0 < { < 1. Evidentemente, la T.L. es una

obtiene la respuesta y(t) = k{l -

Ejemplo 3.2. Invertir la matriz A utilizando una transformacion de similitud. Sea D una matriz diagonal tal que, TAT™! = D,
para lo cual T-! debe estar compuesta por los vectores propios de A, lo que resulta en una matriz D compuesta por los valores
propios de A; es decir, D = diag{A1, A1,... , Ax}. Dado que D! = diag {1/A1, 1/A1,... , 1/A4}, entonces la inversa de D, (T'AT)
'=D, T!A'T=D"!, A'=T D'T"". No es evidente en este ejemplo que encontrar D y T sea més fAcil que utilizar un método
directo de inversion de A. &

transformacion
directa
problema problema » problema
o O = S &
2 2 2
y A transformacion y
., ., inversa .,
solucion solucion |« solucion
Dominio Dominio Dominio de la
original original transformacion
Fig. 3.1 Solucion tradicional de un Fig. 3.2 Transformaciones en la solucion de problemas.

problema.
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En general, el uso de transformaciones se puede deber a:

. Transformar el problema original en uno mas fécil de solucionar. Este es el caso de la T.L. aplicado
a la solucion de ecuaciones diferenciales. Se verd mas adelante que su campo de aplicaciones no
estd limitado a ecuaciones diferenciales. Por ejemplo, se utiliza también en la solucion y andlisis
de ecuaciones de estado.

. Obtener informacion adicional que es dificil (o imposible) de obtener en el dominio original. Por
ejemplo, el uso de la T.L. permite predecir la salida en S.S. de un sistema a una entrada sinusoidal
de frecuencia ®, amplitud 4, y fase ¢. Dada su caracteristica lineal también permite obtener la
salida para una combinacion lineal de sinusoidales, lo que corresponde a una sefial perioddica
arbitraria.

A continuacion se revisara la T.L. para luego dar paso a la Transformada Z, que aparece como alternativa
dual de analisis pero para sistemas discretos.

3.2 Transformada de Laplace

Se utiliza en sistemas continuos. Su aplicacion va desde la solucion de ecuaciones diferenciales a su
utilizacion en nuevas formas de analisis de S.L.D.. En particular, en la propuesta del concepto de Funcion
de Transferencia.

A . Conceptos

Convergencia de integrales. La integral j ) f(t)dt se dice que converge en forma simple si se tiene que
| rw

integral converge en forma absoluta, entonces converge en forma simple.

< M <o y se dice que converge en forma absoluta si on | f (t)| dt <M <. Notese que si una

Ejemplo 3.3. Encuentre la convergencia de las siguientes funciones f{¢) = sin(w?) y g(f) = e“’u(t). R.: Para el primer caso se

jjo sin(w?)dt| < M <o por lo que hay convergencia simple; sin embargo, j:O|Sin(mt)|dt — o por lo que no hay

tiene que

. o 1
convergencia absoluta. Por otro lado, I . edt =—e"
a

S ~1/a a<0 o
= —{e | - l} = por lo que hay convergencia simple
0 a inse o az0

y absoluta sia <0. &%

Estas definiciones nos permiten introducir la Transformada de Laplace.

Def.: Se define la Transformada de Laplace (T.L.) Unilateral de una funcion f{¢), como:

LY O} = f()=[ f0)e"dr,

endonde, f(t)e™, te™, s=c+joeC.

Notar que L{f(f)} = f(s) es una funcion de la variable s, L{f(¢)}= f(s):J.: fe™dt =
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J:O f()e HNdr = J:O f(t)e e ’dt, la cual converge solo para algunos valores de G.

Def.: Se define la abscisa de convergencia absoluta (a.c.a.) de la T.L. de una funcion £{¢), al valor o
tal que L{f(r)} converge Vo > o. .

Ejemplo 3.4. Determine la T.L. y la abscisa de convergencia de las siguientes funciones, (a) A7) = u(f), f(s)= L{f ()} =

.[: f()e™dt = .[: u(t)e dt = J’O“’ P g

= Lacemy=Laoeerony = Laseoeiony 21 v 65 0. Por to
S S S S S

0

0

tnto, 6 = 0. ) ) = eu. f() = [ fOTd=[ U0 d = [ et rdr =

s+a o
_ (I—e ™) = (I1—e orerio=y = (I—e e /") = YV 6 +a > 0. Por lo tanto, 6c = -a. (¢) f{t) =
s+a s+a s+a s+a
VTa(u(t) - u(t-Ta)), f(s) = J.wl/Ta(U(f)—U(f—n))e’“dt = ije’“dt—LJ.me"”dt = L(l—eﬂm)—i(@ﬂn —e) =
0 T 70 T, sT, sT,

1 —e . ) _ T,
(; V o. Por lo tanto, 6. = -c0. (d) f{¢) = 8(¢f) = }m}){l/n(u(z‘)—u(t —Ta))} ; por lo tanto, f{s) = }m}){l ? } =1yo.
§ a a a §

a

=-00. &

Lem: La a.c.a. de toda funcion acotada y con soporte compacto es o, = -oo.

Consecuentemente, la T.L. Unilateral Inversa es,

Pro.: La T.L. Unilateral Inversa de una funcién f{s), es:
1 1 e ts
fO=Lf e ===["" f(s)e"ds,
2mj e

en donde, ¢; > G..

No es practica la utilizacion de la definicion de la T.L. Inversa y se recurre a simplificar (normalmente
utilizando fracciones parciales) la expresion de f{s) para luego reconocer funciones tipicas.

Def.: Se define la T.L. Bilateral de una funcion f{¢), como:

L0 = fi) =] fyear,

endonde, f(t)e™, te™, s=o+joeC.

o 0 ©
Ejemplo 3.5. Determine la T.L. Bilateral de (a) i) = !, f,(s) = J‘_wefmef”dt = J.sce’efstaft+.[O e'edt =

o0 o0
+— 1 e—(]+s)t
0 I+s

o o © s o 1 )
_[0 e ’e'”dt+f0 e'edt = jo e ‘)’dt+J0 et =

I-s

0 _i{e_(]_s_jm)w _ 1} -
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. 1—
—L{e-““’”w)”—l}:L+Lv1-c>om+s>o:m 1>6A0>-1= —>_ Vo<lnc>-1(b)
I+s I-s 1+s A+s)1-s) 1-s
o T —st I —st 1 —st g 1 —sT, 1 ST, e“:’ _e_ST“
) = U(tHTa) - u(t-Ta), fo(s) = j(u(t+Ta)—u(t—Ta))e dt = jTe dt = ——e = eyl = Y
s “la S -, S N

o, pues la funcidn es acotada y de soporte compacto. &

B. Propiedades

Linealidad. Sean fi(¢) con T.L. fi(s), f2(f) con T.L. f2(s), o1 y a2 constantes reales, entonces la T.L. de
a1fi(?) + aufa(?) es aufi(s) + afa(s). Dem.:

Lo+ i)} =[O+ fOk d

=q, j: f (e dt +a, j: £ (et
=a, f(s)+a,f,(s)

En el caso general, dadas fi(#) con T.L. dadas por fi(s) y coeficientes a, reales, entonces la T.L. de

Zaifi(t) €S Zaifi(s)~ :
Escalamiento en el tiempo. Sea f{f) con T.L. f{s) y a una constante real, entonces la T.L. de f{at) es |
fis/a)/a. Dem.:

Lif (at)} = j: f(at)e™dt

si T=at, dT:adf, t|:—)'c|: a>0
:J‘“’f(r)efsr/ad'c/a:lj'mf(r)ef(s/a)rdr

0 T o
=lf(s/a)

a

Desplazamiento en el tiempo. Sea f{f) (soporte positivo) con T.L. f{s) y a una constante real, entonces |
la T.L. de f( - a) es e“f(s). Dem.:

Lif(t—a)} = j: f(t—a)e™dt si

T=t—a, dt=dt, t|:—>r|: a>0

=[ @ = [ f@e e tdn e [ f(medr
= /()

Desplazamiento en la frecuencia. Sea f{(¢) con T.L. f{s) y a una constante real, entonces la T.L. de |
e f(t) es f(s + a). Dem.:

L ()= jo“’ e f(t)e " dt

_ f f()e "t .
= f(s+a)
Derivacién. Sea f(r) con T.L. f{s), entonces la T.L. de £(¢) es sf(s) - {£)|—o. Dem.:
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Lf(D) = I: fo)edt dado que | b%dt =ab-[a %dt
= —f(t)%e‘“ : +§j:?e_”dt con % =e”, b=f@{t), a= —%e‘” :
1.,
=fO— +-L(©)
Sl S

Por lo tanto, £( f @) =sL(f(t)—-f (t)|t=0 =sf(s)—f (t)|t=0. En general la T.L. de la derivada n-ésima es
L) =5"f () =" [0, =5 F @)~ 1""0) .

Integracion. Sea f{(¢) con T.L. f{s), entonces la T.L. de J; f(t)dt esf(s)/s. Dem.:
@ ot da , db
L{f(0)= jo F(t)e ™ dt dado que | b~ -di =ab- [ adi

= I;f(r)dr e

s j:{ [ f(r)dr} se”dt con % = /@), b=e™, a= ! f(v)dx.
=s[” {jo f(r)dt} e dt=5sL { [ f(r)dt}
Por lo tanto, L{J‘Ot f(T)dT} = L{f(t)}/s = f(s)/s.En general, la T.L. de la n-ésima integral de f{?) esta

dada por L{ jo jo f(dr, ---drn} = f(s)/s".

Teorema del Valor Inicial. Sea f{f) con T.L. f{s), entonces f (t)|t=0 = liIIOl f (@) =limsf(s). Dem.:
se sabe que L{ f(z)} = j: ftyedt=sf(s)- f()] _,»

por lo tanto %1_{2{'[: a (t)e”a’t} = li_r)g(sf -f (t)|t:0)
0=limsf ()~ ()], -
o bien f(t)|t=0 = 113(3 sf(s)

Teorema del Valor Final. Sea () con T.L. f{s), entonces f (t)|[_oo =lim f(¢) = lin(} sf(s).Dem.:
= t—o s>

se sabe que L{f(t)} = I: ft)edt = sf (s) —f(t)|,=o ,

por lo tanto {15)13{]? f (l‘)e_Stdt} = £i_r>r01(sf ()—-f (l‘)L:O)

[ Fde =timsf5)- 10,
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SO =f Oy = msf )= 1O
£, = limsf(s)

Seiiales Periodicas. Sea fo(7) con T.L. fo(s) y la sefial periddica f(¢) = Z Jfo(t—=iT) , entonces la T.L. de

i=0

1
. Dem.:
e—vT

0 es f,(5)

L{fO) = {Zfo(t_lT)} J:ifo(t—iT)e_‘"dt=ij:ﬁ)(t—iT)e‘”d;

WO A®) o AO s
Convolucion. Sea f{¢) con T.L. f{(s) y g(¢) con T.L. g(s), entonces f{¢)*g(t) = f(s)g(s). Dem.:

L' {f(5)g(s)} = — j f(s)g(s)e”ds—— L r@eadgeas

=[ [ g Pdsf(vydn= [ gt-1) f(DdT=g0)* £ (1)
2mj Jemi 0
Convolucion Compleja (Modulacion). Sea f(¢) con T.L. f{s) y g(¢) con T.L. g(s), entonces f{t)g(?) = '

fis)*g(s) = %r_ﬂw f(s—m)g(w)dw. Dem.:
T Je-ie

L{f(g)} = j: F(Og(t)edt = j: f(t)L' L”f“ (o) doe"dt

— joo
c+

2n] ”wj F(Oe ™ dtg(w)do

[ ps- oo = £(5)*g6)
117

Ejemplo 3.6. Para el sistema ilustrado en la Fig. 3.3 se tiene que y(s) = A(s)x(s). Si A(f) = e“u(t), determine la salida y(7)
para la entrada x(?) = ku(?). R.: y(¢) = £'(h(s)x(s)), dado que h(s) = L(A(F)) = L(e*'u(t)) = 1/(s+a) y x(s) = L(x(1)) = L(ku(?)) =

ks, entonces, y(f) = L {LE} =7t {E[l— ! }} _k ol {l—;} = E[ u) - e“u(n)] = E[l -eu(r). %
a a

s+as als s+a a s S+a

Ejemplo 3.7. Para el sistema ilustrado en la Fig. 3.4 determine la expresion que relaciona la salida /(s) con la entrada Aa(s).
R.: En este caso A(s) = fe(s)/s, h(s) = (e(s)kas + e(s)/(Ts))/s, h(s) = e(s)(kas + 1/(Ts))/s, h(s) = (ha(s) - h(s))(kas + 1/(T5s))/s, por

lo tanto, A(s) = {h,(s)—h(s)} é{kds + %} , 0 bien A(s) {1 += ! {k s+ TLH h,(s)— {kds + %} , lo que puede ser reducido a

1 ks+L
h(s) s T B sk, T +1
- =— )
h,(s) 1+1{kds+1} S’T(+k,)+1
K Ts
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Ejemplo 3.8. Para el sistema ilustrado en la Fig. 3. S(a) determine la expresion que relaciona la salida /(s) con las entradas

ha(s) 'y f(s). R.. En este -caso h(s)— {f(s) f(s)} h(s)=— {v(s){k +—}e(s) f(s)} h(s) =

i{v(s){kc +Ti} (hy(5) ~ h(s) 1, (s)} , h(s)[l +iv(s>{ka +TLH - Aisv(s){kc +%}hd -7, Ho-
v(s){k +1} _
As Ts As . . 1
hy(s)+ f.(s) . Si el controlador se caracteriza por, c(s) =k, + e la planta por,
1+v(s){k +1} 1+1v(s){kc +1} i
Ts As Ts
1 y _ g()(s)c(s) ~g(s) . .
g(s)= e entonces la relacion se reduce a, A(s)= Tt g )es) h,(s )+1+g(s)v(s)c(s) f.(s). Finalmente, si
IOL00) ) . _ |
h(s)= T+ g(E)es) y hy(s) T+ 2GW(E)es) , se tiene que h(s) = h(s)h, (s)+h,(s) f,(s), lo que se representa en la Fig.

3.5(b). Notese que si desearamos que /(s) respondiera fielmente a la nueva entrada /44(s) y no a la perturbacion fi(s), entonces
hi(s) = 1y ha(s) — 0. Para esto debiéramos escoger apropiadamente c(s) y podriamos denominar a /4(s) nuestra referencia
de proceso; es decir, el valor deseado para A(s). &

Ejemplo 3.9. Para el sistema ilustrado en la Fig. 3.6(a) determine la respuesta a impulso aproximada y exacta utilizando la
T.L. Normalice el sistema en torno a un punto de operacion nominal. R.: El modelo promedio para el circuito elevador es

e:L£+v(1—d),i(l—d):Cﬂ+l,1inealizadoes Ae:Lﬂ-i-Av—(voAd—i-doAv), Ai—(i,Ad +d Ai)= Cm &
dt dt R dt dt

R
Al definir las variables normalizadas como Ae, = Aele., Adn = Ad/do, Avi = Av/ve, € Ain = Ailis, €l modelo normalizado
dA —d \ dAi
resultante es 9o =~ Lay p Lai o Tl ag B Ry gy cRa_ayaad +Ra-d yae . Los
dt RC RC RC(1-d)) dt L L L

impulsos aproximados por 6r se muestran en la Fig. 3.6(b) y la respuesta a esas entradas en la Fig. 3.6(c). Para obtener la
respuesta exacta se aplica la T.L. al modelo anterior para obtener Av, en funcion de Ad, para Ae, = 0. Derivando la primera

d
ki
x(s) y(s) hq e f. h

— i(s) —> A > I |

i 11

Fig. 3.3 Diagrama en bloques
simple. Fig. 3.4 Diagrama en bloques realimentado.
Controlador

|J§ fs

ha e u fe § h
+ »v(s) :é—; %% ha(s)
- 11 I -
f: Vélvula Estanque hd h 1 (s) h

Fig. 3.5 Diagrama en bloques realimentado; a) sistema, b) equivalente.

A
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d*Av, 1 dAv, 1 dAi, -d, dAd
+— +

ecuacion se tiene, = 2 ~ , reemplazando la segunda ecuacion en este resultado
dt RC dt RC dt RC(1-d)) dt
. d’A dA —d dAd
se tiene, L0 - L A% 1} Ry gyiny v Raa)and +Ra-dyae, l+—% 2% o denando se
dt RC dt RC| L L L RC(1-d,)) dt
d’A dA —d dAd
llega a 2v" +L i: +L(1—do)2 Av, = —“—”+L(l—d0)doAdn +L(l—d0 )’ Ae,. Tomando T.L. y Aex
d* RC dt LC RC(1-d)) dt ' LC LC

1

JLe

, ¥ considerando que si Ad» es un impulso entonces su T.L. es 1, la expresion anterior se

. 1 1
= 0 se obtiene, <s’+s—+—(1-d,)’ tAv, =
RC LC

JLC _d,

S LA
2rC(I—-d)" Y " TIC

d, + L (1-d,)d, }Adﬁ . Definiendo, , = (1-d,),

{RC(I—dG)S IC

g

o

2Em s+ _ , . i
%. Finalmente, la T.L. inversa de la expresion anterior resulta ser,
s +2Em,5 + o,

284J1-82
Ah,(2) :kpe'i‘“"’L\/1+8§2 sin {wn 1-&¢t—tan™ [é—&ﬂ, ilustrada en la Fig. 3.6(d) . Una vez conocida la

f1-¢2 1+2¢°

respuesta a impulso se puede obtener la respuesta a entrada escalon u(f) como su integral, asi, considerando c.i. nulas se tiene

'1_ 2

que la respuesta a escalon es Ayesc(r) = 1—k,e =" \/172111+8§2 sin {wn 1—§2t+tan'[ 3;’ ]} Para una entrada
1-¢

entonces dada por Auax(f) = u(t) — 2u(t - 0.015) + u(z - 0.030) la salida es Ayu(f) = Ayesc(t) - 2AVesc(t - 0.015) + Ayesc(t - 0.030)

como ilustrado en la Fig. 3.6(e). &

simplifica a, Av,(s)=Ah,(s)=k,

3.3 Transformada de Fourier

A . Conceptos

Se define para sefales continuas no-periddicas y tiene una relacion directa con la T.L. de sefales. La
importancia y/o campo de aplicaciones se aclarard mas adelante.

° [YYY\ - l,>= a) T T T T T b)
" L J} N i 2% 7=0.0005 i
R
e(?) Sw(?) v(t) =1 i
. C 7=0.005
R - T=0.010
l([) a) ‘ 1 4 | | |
(o} <t 0 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030
T T T T T T T T T T
T=0.005 © /\ D
200 — 200 —
\_/
200 1 200 —
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 [ 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030

| P Av ° | ’\ ’7&(\ D

° / T — ’ o / N N
d Av,

N Ad, AWQL/ i Ad, Jvi/ JVJ‘/

- 1 1 1 1 1
2 -2
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08

Fig. 3.6 Respuestas dinamicas; a) circuito, b) impulso aproximado, ¢) respuestas aproximadas a impulso, d) respuesta
exacta a impulso, e) respuesta exacta a entrada arbitraria, f) respuesta exacta a entrada periddica.
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Def.: Se define la Transformada de Fourier (T.F.) de una funcion f{¢), como:

Fif ()} =)= ft)e"dr,

endonde, f(t)e™, te~, joeC.

Notese que:

. F{f(H)} = flw) puede ser calculada como Lo {f(1)}]s=jo =f2(5)]s = jo.

o F{f(t)} = flw) existird si 6 = 0 pertenece a la banda de convergencia de f>(s). Es decir si o < 0.
J Si f(?) tiene soporte positivo entonces G < 0.

. 70! = cos(wr) * jsin(we).

. cos(mr) = (¢° + e7°1)/2.

. sin(w?) = (¢! - e7°9)/(2)).

Ejemplo 3.10. Determinar y graficar la T.F. de: (a) A7) = €1, como f,(s) = IL entonces, F{f (1)} =fw)= 2

’ 2
52 1-s
sT, —sT,
e

= " 2 - . La grafica se muestra en la Fig. 3.7(a). (b) f(t) = u(t+7Ts) - u(t-Ta), como f,(s) = _—e, entonces, flm) =
+® s

joT, —joT, ;
e —e e 2sin(wT))

jo

s=jo

. La grafica se muestra en la Fig. 3.7(c). (¢) f¥) = d(¢ - a), flw) = J.iS(t—a)e'j“”dt =

15T 1 3T T T T
0 0
1 2
| i T e - 2 PR 1 W -
o) =2/(1+o°
] g | @=20r0)
0.sf P\ = e . 1 .
1 I 1 1 I 1
0 -5 0 5 0 =4 =2 0 2 4
3T T T T 8T T T
0
oF
2
b) 4
1k
s
0 L 0
=4 -2
LS T 6 T T
0 0
)= u(t+T,) flw) = 2sin(0l,) ®
T ~u(T,) ] ir i
V]
0.5 ] 2 b
] |
0
0 -5 0 T, 5 =5 0 /T, 5

Fig. 3.7 Sefiales y sus T.F..
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J:i 8(0)e/'dt = e’ _[: 3(0)dt = ¢/**. En particular, para a = 0, se tiene que f{£) = 8(¢), Aw) = 1. &

Similarmente a la T.L., se cuenta con la T.F. inversa.

Pro.: La T.F. Inversa de una funcion flw), es:
-1 1 « jot 1 @ jot
SO =F Y (@)} == FlfOle"do=—]" f(w)"do,
2w 2w

endonde, f(t)e™, te~, joeC.

Ejemplo 3.11. Determine la funcién f(7) si su T.F. es ) = 8( - wo). R.: i) = 2ij°° f(w)e™do = 2i j " 8(w-,)edo
T Y—* T Y —*

1 - ) ejco‘,t © ejm,)t
=—| 8(0)*do = —| 80)do =
ZTEJ.’”D © 21 L’O © 27

. 1
. Noétese que si mo = 0; entonces la T.F. de f{¢) = py es O(w). &
T

Ejemplo 3.12. Determine la T.F. de f{£) = cos(wof). R.: Como f{¢) = cos(wot) = (& + e7®)/2, y utilizando el resultado
anterior se tiene que f{®) = t(® - o) + TO(® + o), Fig. 3.8(b). &

Ejemplo 3.13. Determine la T.F. de f{¢) = Z S(t—!IT;). R.: Como la sefial es periddica, se puede escribir como f{f) =

[=—0

s

n

inwyt 1 T — jne, 1 & jnwot 1 & jne,
¢, , donde wo=2m/Toy ca = FJ‘O 8(t)e "™ dt = 1/To; por lo tanto, f{f) = oy Z e yflw)= (F{— z e’ Ot} =
0 0

—0

i T{ej”“’“’} - TL i 2md(0—nw,) = o, i d(w—nw,), Fig. 3.9(b). %

0 n=-o n=—om

0 n=-o

N~

n=-0n

B. Propiedades

Simetria de la T.F.. Sea () con T.F. flw), si g(t) = (®)|» =+ entonces, g(®) = 2nf(t)|;= -», Fig. 3.7(a) y (b).
Dem.:

0 .

g@ = [ g d=[" f)|, e di=2n_[ f@e s

2 [ f@)e A =2n (1),
2 t=-o
Convolucion. Sea f(¢) con T.F. f{lo) y g(¢) con T.F. g(®), entonces, f{¢)*g(?) = flw)g(w). Dem.:
(F_l {f(@)g(()))} = i.[:o f(m)g(m)ej‘”’do) = i.[:) J-_o:) f('t)e*ﬂ”fd,tg(o))ejcotdw
= in [ g(@e™ dof@di=[" glt-1)/(dt=g®)* /(1)

Producto. Sea f{(¢) con T.F. f(®w) y g(¢) con T.F. g(®), entonces, f(t)g(t) = Aw)*g(w)/(2r). Dem.:
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Frwg0} =] fOgwe d=[" 10| gty dye d

[ e gy = [ f@-wigtwndy = f(@*g(©)
e 279 7

Modulacion AM (caso especial del producto, Fig. 3.8). Sea f(t) con T.F. f(w), entonces, la T.F. de
fH)cos(mot) es, 12flm - o) + 12f[® + ®,). Dem.:

T{f(t) cos((oot)} = iT {f(t)} *E {cos((oot)} = ﬁf((o) * {né(m— ®,)+no(ow+ 030)}

1
=§{f(w—(00)+f((0+030)}
Muestreo con Impulsos (caso especial del producto, Fig. 3.9). Sea f(t) con T.F. f{®), entonces, la T.F.

de f(t)i S(t=IT)) es Tii f(o—no,). Dem.:

0 n=—x

T{f(r)i 6(z—kT0>} =2inf<oo>*ff{i 6<r—lT0)}

k=—0

:if(o))*wo i 8(0)—71(1)0)=Ti i S (o—nw,)

n=-o 0 n=—o

Teorema de la Potencia. Sea f{f) con T.F. o) y g(f) con T.F. g(®), entonces J:w f(Hg (tydt =

1.5 3
1 - 2 R
flo) =2/(1+0") |
a) :
051 1 1~ 1
1 |
0
0 =5 0 5
cos(m,t) I
I 1':{5(0)—tu(,)-¢—6(ou+(u0 }
n
0 b)
1P
1 1 0 1 1
=5 0T, 5 -t 0 m 2rn

S0+ fo,)]

1 | 0 1 |
=5 07, 5 T 0 7 0 =2wT)

Fig. 3.8 Modulacion AM; a) sefial y su T.F., b) coseno y su T.F., ¢) sefial resultante y su T.F..
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1 = . .
%J.—co f(w)g (0)do. Dem.:

| rog 0 = j:f(t){% jig(co)efwdw} dt = J:f(l‘)i.[:g(w)*e_jwdwdz.

[ 2@ f@do=—_[" f©)g() do

Teorema de la Energia (Teorema de Rayleigh y caso especial del Teorema de Potencia). Sea f{¢) con |

T.F. flmw), entonces jw | f@O) dt = %Iw | f(w)] do. Dem.:
—0 TC ¥~

Dado que | f(x)|" = f(x)f(x)" se demuestra con el teorema anterior.

Ejemplo 3.14. Dado que f{t) = ¢!, tiene una T.F. dada por fw) = liz’ entonces, la funcion g(¢) = 0 2 tiene una T.F.
+

+1°

dada por g(o) = 2ret® = 2ne’®l Las graficas se muestran en la Fig. 3.7(a) y (b). %

1.5 T T T 3 T T T T
\
1 ™~ 2 AR B
flw) =2/(1+0")
a)
0.5 - 1 . .
0 0 1 | 1
-To0 T
1.5 T T T T T T
®, i (0 —nw,)
1 ] 2n N
liﬁ(r—lm b)
osk =11 [~ i I R R [ i
0 -Is 07, ; 0 -In 0 :r 2n
1.5 T T T T T T
3 f(o-no) /Ty
1 - G S —
ey b1y o
=
05k i I I T ] W N R— i
0 Y 1 1 A | 0 1 1
=5 0 5 - 0 n 0 =2wT)

Fig. 3.9 Muestreo por impulsos, 7o = 1; a) sefial y su T.F., b) tren de impulsos y su T.F., ¢) sefial resultante y su
T.F..
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3.4 Transformada de Fourier de Frecuencia Discreta

<

[ r@ear

La sefal f{¢) tiene por T.F. a f(w) si la integral J._w f(t)e ™dt converge. Dado que

[ |f@e
integrable en forma absoluta. Esto no sucede con la mayoria de las sefiales periodicas. Para estas sefiales
se tiene la Transformada de Fourier de Frecuencia Discreta (T.F.F.D.).

dt < j | f (t)|dt , entonces, una condicion suficiente para que la T.F. exista es que f{¢) sea

Def.: Se define la Transformada de Fourier de Frecuencia Discreta (T.F.F.D.) de una sefal f{¢) con
periodo 7o = 21/®o, cOomo:

_& 2/ oy — jnogt _l Ty — jnayt
fy=22[ e =7 [ raye ™ ar,

endonde, f(¥)e~, te™, jnw,eC.

Noétese que la definicion anterior corresponde al muestreo de la T.F. de un periodo de la sefal £{¢) dividida
por Tp. es decir,

b
®=nw,

1 r1 ot 1 1 % —jot
=7 [ rwe” Gl # %+ [ rwerdr

0=n0,

por lo tanto, si se dispone de la T.F. de un periodo de la sefial f{¢), entonces, la T.F.F.D. es inmediata, por
cuanto se requiere solo de un reemplazo. También se tiene la existencia de la Transformada de Fourier

1.5 T T 6 T ; T
. \
1)
1 - 4~ 1
a) flw) i
05 1 2 : fin)
0 1 1 0 H
~10 =5 0 Ty 10 -5 21/ Ty 5
3 T T 6 T T
0 0
S0
2 -1 4= -1
b) No) \
| _ | u
0 1 1 0 b
=10 -5 0 Ty 10 =5 20/ Ty 5
3 T T 6 T v T
0 0 é
2F S - 4F i .
Aw)
)
1 1 2r -
Sfn)
0 1 1 0 !
=10 =5 0 Ty 10 =5 20/ Ty 5

Fig. 3.10 Senales y sus T.F.F.D..
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de Frecuencia Discreta Inversa.

Pro.: La T.F.F.D. Inversa de una sefal f{¢) con periodo Ty = 27/, es:
f@0)=3 f(me™",

endonde, f(¥)e™, te™, jnw,eC.

El parecido de la expresion anterior con la serie de Fourier de un sefal periddica no es coincidencia. Es

Jnwyt

o0
mas, una sefal periddica puede ser escrita como, f(¢) = z c(n)e

—00

, donde c(n) son los Coeficientes de

Fourier dados por c¢(n) = [ax - jbs]/2, con a, = %JOTO f()cos(nwyt)dt y b, = szo% f(#)sin(nw,t)dt . Por
0 0

lo tanto, se espera que f(n) corresponda a los Coeficientes de Fourier de la sefial £{¢).

0

Ejemplo 3.15. Dada la sefial de pulsos periodica f{¢) = Z Jo @ —=1T}) con fo(t) = u(t+Ta) — u(t-Ta) se determina la T.F.F.D.

l=—0

2sin(w7T,
de f(#) como el muestreo de la T.F. de la sefial fo(7). Como fo(w) = w, entonces, la T.F.F.D. de f{¢) es f(n) = fo(®)|o -
®
2si T 2sin(2nnT, /T,
nog/ To = 1 2sinneol,) _ 1 2sin2nn, /T,) . La grafica se muestra en la Fig. 3.10(a). &
T, ne, T, 2nn/ T,

Ejemplo 3.16. Dada la sefial de dientes de sierra perioddica f{£) = Z Jo@—=IT}) con fo(f) = (t+Ta)u(t+Ta) — 2tu(t) + (t-Ta)u(z-
I=—0

2(1-cos(»T)))

T.) se determina la T.F.F.D. de f{t) como el muestreo de la T.F. de la sefial fo(¢). Como fo(®) = , entonces, la

1 2(1- T 1 2(1- 2nnT, /T, .
T.F.F.D. de f(¥) es f(n) = fo(®)|o = noy/ To = — ( cos(n(;)O ) _ 1 20~ cos@mn s ) . La grafica se muestra en la Fig.
T (nw,) T, Q2nn/T,)
ST T 2 T T T T T T
Sfn)
A .o 15
a) 1 -
° °
[ ] [ )
S ; ; Attt e
5 T T T 1 T T T T
a3 4l 2fin) 3%005{27[%} —
S0 R
0 - b)
’ 5k i
°
-5 1 1 0 b o b 1'..1..1..1_.'1..
0 2 4 6 0 2 4 6 8 10 12 14 16

Fig. 3.11 Senales periodicas conocidas y sus T.F.F.D..
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3.10(b) y (c) para dos valores de 7. &

Ejemplo 3.17. Dada la sefal periddica f(f) = Z fo(t—1T}) donde fo(f) = 3sin(2nt/To)-0.5sin(3 2wt/ To)-sin(5-2nt/To) que
[=—o0

contiene una fundamental, una tercera y una quinta componente. Se obtiene su T.F.F.D. numéricamente y se muestra en la

Fig. 3.11(a). Se puede apreciar que f{(n) con n =1 es 1.5 que corresponde a la mitad del valor de amplitud del primer armonico

de f(f). Similarmente, f{(n) con n =15 es 0.5 que corresponde a la mitad del valor de amplitud del quinto arménico de £{¢). Esto

corrobora la relacion entre f{n) y los coeficientes de Fourier de la sefial f{z). &%

Ejemplo 3.18. Dada la sefial periddica f{r) como mostrada en la Fig. 3.11(b). Al obtener su T.F.F.D. numéricamente y
graficarla amplificada por un factor de dos y so6lo para valores positivos de n, se encuentra que 2f(rn) con n = 1 es

4 T . . -
3—cos {ZK—} que corresponde al valor de amplitud del primer armoénico de f{t). &
T 0

Ejemplo 3.19. Para el sistema ilustrado en la Fig. 3.12(a) determine los primeros cuatro coeficientes de la serie de Fourier
de la respuesta a la entrada periddica Aun(t) = Adu(t) = u(t) — 2u(t - 0.015) + u(z - 0.030) con periodo 7, =0.045. R.: La T.L.
de un periodo de la entrada es Au (s)=(1-2¢"""+e*"")/s, la T.L. de la respuesta a impulso es

Ah,(s)=k,(-28w,s + ©)/(s* +28w,s+®.), por lo que la T.L. de un periodo de la salida normalizada es
Ay, (s) = (=2 +e %) /5 - k (22Em,5 + o) [(s* +2Ew,5 + @) . Por lo tanto, la T.F. de un periodo de la sefial de salida
es Ay, (@) =(1-2e"""" 1) [(jo) - k, (28, jo+o,) (-0® +2En, jo+o,) , Fig. 3.12(b) y (¢). La T.F.F.D. para la
sefial de salida periodica se encuentra reemplazando ® en Ay.(o)por 2nnF,, (con To = 1/ Fo) y dividiéndola por 7o, asi,
Ay, (n) =1/T,(1=2e"™0 4 e 2P0 [(jonmF,) -k, (—2Ew, j2nTF, + o, ) (—-(2nnF,)’ + 2Ew, j2n7F, + o) . La grafica

para varios valores de n y ® se muestran en la Fig. 3.12(b) para la magnitud y Fig. 3.12(c) para la fase. Finalmente, los

o YYY Ly D4 a)
+k l - i R
e(?) S,(?) W)
- i) y o - ‘ ¢
0.03 T T T 300

b) 2rg {000}

4 T ARRANN
w Y §

arg{Ay,(n)}
| 1 1 -300 | | 1
~1000  ~500 0 500 1000 ~1000 =500 0 500 1000

=1

2 T T T T T T T T

Av,

/ Alf A

d)

=2
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08

Fig. 3.12 Coeficientes de Fourier; a) circuito, b) médulo de la T.F. y T.F.F.D., ¢) fase de la T.F. y T.F.F.D., d) entrada,
respuesta aproximada y exacta.
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coeficientes seran la evaluacion de Ayu(n) conn =1, 2,4,y 5. Por lo tanto, una aproximacion a la sefial periodica de salida
considerando los primeros cuatro armonicos es Ayu(f) = 2|Aya(1)|cosnFot + arg{Ay.(1)}) + 2|Ayu(2)|cos(2-2nFot +
arg{Ayn(2)}) + 2|Ayu(4)|cos(4-2nFot + arg{Ayu(4)}) + 2|Ayu(5)|cos(5-2nF ot + arg{Ayx(5)}). La grafica de la entrada periddica
y las salidas exacta y aproximada se muestran en la Fig. 3.12(d). &

3.5 Transformada 2

La Transformada Z se introduce como el dual de la Transformada de Laplace. Es decir, como alternativa
de andlisis para sistemas que trabajan con sefiales discretas.

A . Conceptos

: = 1 .
La serie dada por Zrk =14r+r +-tr" +---:1—, con » € C converge si |r| < 1. Por otro lado, se
k=0 -r

2
tiene que {Zrk} =(l+r+r+-)l+r+r+-) = 14r+r 4t r 4+ kP 4 4P 1 =
k=0
1
(1-r)*"
Estas definiciones son preliminares para la introduccion de la Transformada Z.

o 2
1427 +3r7 +4r° + 57 4o = ) (k+r* = L ! }
k=0 -r

Def.: Se define la Transformada Z (T.Z.) de una secuencia de valores f(kT), donde, k=0, 1, ... y Tes
el periodo de muestreo como,

ZYUTY = fD=Y. f(T)

endonde, f(kT)e~, kee, z=u+;veC.

Notar que f(z)= f(0)+ f(T)z"' + f(2T)z > +---, por lo que su convergencia dependera de z. Esto es

equivalente a la convergencia en la T.L. de sefiales continuas f{¢), donde solo para algunos valores de s
la T.L. f{s) converge. En particular, se encontrd en el plano s que las regiones de convergencia eran
paralelas al eje imaginario. Si el limite inferior de la sumatoria en la definicion de la T.Z. se considera a
-oc, entonces se dice T.Z. Bilateral.

Ejemplo 3.20. Para la sefal discreta f{(kT) = e*"u(kT) determine su T.Z.. R.: En este caso, Z{f (kT)} =fz).= Zf(kT)z'k
k=0

o0 o0 o0
_k _ KT - o 1 . .
= Y e Mu(T)z™* = ez = Y ("2 = ———, que converge si [e”z| < 1, que es equivalente a || < | zI.
k=0 k=0 k=0 z

Notar que la region donde f{z) converge es el complemento de un circulo de radio |e”7]. &

Ejemplo 3.21. Calcule la T.Z. de, (a) AkT) = (kT), fiz) = i FkT)z* = ié(kT)z’k = 8(0)+8(T)z" +-++ = 1, (b) AAKT)
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= U(kD), flz) = DukT)z™* = >+ = 171 = 2 (QAKT) = kD), fiz) = Y kTu(kT)z™* = > kT =
F=0 k=0 1-z z—1 k=0 k=0
Tz 42Tz 43727+ = T(z' 4227 43z7 ++) = Tz '(14227" 4327+ = TZ’IZ(k+1)Z’k = Tz ﬁ .
k=0 -z
0 0 ej(ukT _efju)kT 1 ) ) ) )
(AKT) = sin(wkD), flz) = D sin(wkT)z"* = {— zF = —.{Ze/"’”zk —Ze’”’“zk} =
k=0 k=0 2j 2j > k=0

1 1 1 _ z ' sin(oT)
2/ [1=e"z7" 1—e /"7 1-2z"cos(@T)+z72 "

Al igual que los casos anteriores, para obtener la T.Z. Inversa se puede utilizar,

Pro.: La T.Z. Inversa de una funcién f{z), es:
-l _ 1 k-1
SUT) =2 ()= sz,

donde, T es el periodo de muestreoy f(kT)e~, kee ,, z=u+jveC yI es un contorno
cerrado donde f{z) converge.

Al igual que en la T.L. no es practico la utilizacion de la definicion de la T.L. Inversa y se recurre a
simplificar (normalmente utilizando fracciones parciales) la expresion de f(z) para luego reconocer
funciones tipicas.

—c1)z!

Ejemplo 3.22. Calcule la T.Z. Inversa de f{z) = “‘(1_271)(1_6%71) 4

R.: La expresion para f{z) se puede escribir como

1
f&) = -z i

, por lo que reconociendo términos se puede encontrar que AkT) = u(kT)- e*"u(kT). %
l-e 'z P q

B. Propiedades

Linealidad. Sean f1(k7T) con T.Z. fi(z), f2(kT) con T.Z. f>(z), a1 y o2 constantes reales, entonces la T.Z.
de aifi(kT) + oxf2(kT) es aifi(z) + a2f2(z). Dem.:

Zio fi(kT) + o, f(kT)} = D (o fi(KT) + o, f(KT) ) 2™

= ali fi(kT)z™" + azi fo(kT)z ™" .
= OL1f1 (z)+ azfz (2)

En el caso general, dadas fi(kT) con T.Z. dadas por fi(z) y coeficientes o, reales, entonces la T.Z. de
Zaifi(kT) s Zaifi(z)~

Escalamiento en el tiempo. Sea f(kT) con T.Z. f(z) y a una constante real, entonces la T.Z. de f{akT) es |
fz"%). Dem.:
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Z{f (akT)} = i f(akT)z™

si n=ak, k|: - n|00

=Y FOT)E =Y ST
- /")

a>0

Desplazamiento en el tiempo. Sea f(kT) con T.Z. f(z) y a una constante real positiva, entonces la T.Z

de (kT - aT) es Z“{f(z)+ Zf(nT)z”} y lade (kT + aT) es Z”{f(z)—az_lf(nT)z } Dem

ZAF (kT —aT)} = i F(T—aT)z ™

si n=k-—a, k|: —>n|00

a>0
_Zw: f(nT)z" " = Z f(nT)z "z

i f(nT)z"z™" + i f(nT)z"z"™

{Z f(nT)z" + Z f(nT)z"} — { S+ f(nT)z”}
ZAf (kT +aT)} = Z f(kT +aT)z™*

si n=k+a, k|w—>n|°o a>0

= i f(nT)z " = i fT)z ™"z +Z f(nT)z"z —z f(nT)z"z"
=z {if(nT)z” —az_:f(nT)Z”} =

4, {f(Z)—Zf(nT)Z”}

n=0 i
Escalamiento en la frecuencia. Sea f{k7) con T.Z. {z) y a una constante real, entonces la T.Z. de a*f(kT)
es fla''z). Dem.:

Zia f(KT)} =Y fUT)z" =Y fRTYa2) ™" = (a2
Diferencia. Sea f{kT) con T.Z. f{z), entonces la T.Z. de fAkT) - AkT-T) es (1 - z')f(z). Dem
Zf (kT)~ f(KT =T} = f(2) =2z f(2) =(1-2") f(2)

k
Sumatoria. Sea f(kT) con T.Z. f(z), entonces la T.Z. de Z f(@T) es

_1 — f(z). Dem.:
{Zf(iT)}ZiZf(iT)Z" = fO)+{f(O)+ f(D)} 27 +{f(O)+ f(T)+ f(2T)}

[fO)+ f(D)z" + fRT)z7 +f +{ fO) 7 + (D)7 4| +{ F(0)z7 -} -
{fO)+ f(D)z"+ fQT) 27+ + 2 [ f(0) + f(T)z 4o} 427 {£(0) 4+
Z f(kT)z +z*‘z f(kT)z +sz2 f(kT)z™" +-

=f(Z)+Zlf(Z)+sz(Z)+“'={ZZk}f(2)=?f(2)

Copyright © por Prof. José R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H

8



Apuntes: 543 214 60

Teorema del Valor Inicial. Sea f{kT) con T.Z. f(z), entonces f(kT)|, =lim f(kT)=1lim f(z). Dem.:
k=0 k—0 z—®

sesabe Z{f(kT)} = f(2)= Y F(kT)=" = () + f(T)z"+ fQT)z" +--

porlotanto  lim f(2) =lim{f(0)+ f(T)z" + f(2T)z" +---|
lim f(z) = f (0)+1g2{ f()z"+ f2)z7 +--+)
lim 7(z) = £ (0)

Teorema del Valor Final. Sea f(kT) con T.Z. f(z), entonces f (kT )| . I{im f(kT) = lirrll(l -z f(2). |

Dem.:
se sabe ZL(D)) = ()= Y f(KD)= = f(O)+ [T+ f QD)=+
y que Z{fGT =D} =" ()= 3 (T -T)z" = F-D)+ Q)"+ () 4

porlotanto  f(z2)—z ' f(2)=(f(0O)+ f(T)z"' + fRT)z" +--)—=(f(0)z' + f(T)z 7> +--)
lim(1-z") f(2) = lim f (kT)

Seiales Periddicas. Sea fo(k7) con T.Z. fo(z) y la sefal periodica f(kT)= Z fo(kT —ipT), entonces la

i=0

T.Z. de f(kT) es " !

—z 7

fo(2). Dem.:

k=0 Li=0 i=0 k=0

Z{f(kT)}:Z{ifo(kT—ipT)}:i{ifo(kT—ipT)}zk :iifo(kT—ipT)Z*k
. .
1-z77

Convolucion. Sea f(kT) con T.Z. f(z) y g(kT) con T.Z. g(z), entonces f(kT)*g(kT) tiene una T.Z. dada por |
flz)g(z). Dem.:

:iz—il’ﬁ)(z)zﬁ)(z)iz—z}’ :%(Z)

0

Z{f(kT)*g(kT)}= Z{f(kT) *g(kT)}z"

i=0
1S fGT)g(kT —iT) bz ™ si n=k—i, k|. =>n|"
k=0 (=0 0 l~

0

> > SGT)gnT) " = {Z f(z-T)szi g(nT)Zn}

= /(2)g(2) .
Convolucion de Linea. Sea f(kT) con T.Z. f(z) y g(kT) con T.Z. g(z), entonces f(kT)g(kT) tiene una T.Z.

dada por ﬁ :’.?f (z/v)v'g(v)dv. Dem.:
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Z{f (D)D)} =Y fF(RT)g(kT)=" =Y F(kT) {i J?g(vwk‘ldv}z-"
1 - —k k-1 _ L S -1_\—k -1
=0 JF; f(kT)z"V  g(v)dv = o I ; fKT)(v'2) }v g(v)dv.

1 -
= E JTf(z /v)v_ g(v)dv

Ejemplo 3.23. El caso del deposito inicial esta dado por la ecuacion P(kT + T) - (1 + )P(kT) = 0. Si el depbsito inicial es
P(0) = Po encuentre la ecuacion para determinar la cantidad resultante al mes AT arbitrario. R.: Al tomar la T.Z. a la ecuacion

queda z{P(z) - P(0)} - (1 + )P(z) = 0, por lo que P(z) = F,, tomando la T.Z. inversa se obtiene la cantidad al mes

z—(1+1)

kT como P(kT) = Po(1 + I*u(kT), correspondiente a la clasica ecuacion financiera para un deposito inicial a un interés fijo. &

Ejemplo 3.24. Estudiar el caso del depésito inicial Po més un aporte mensual fijo P1 a partir del 2¢° mes. R.: Este caso esta
dado por la ecuacion P(kT + T) = (1 + DP(kT) + (1 + Du(kT), donde u(kT) = P1u(kT — T). Al tomar la T.Z. se obtiene z{P(z) -

z

P(0)} = (1 + DP(z) + (1 + DPIZ{U(kT — T)}, 0 bien, zP(z) - zPo = (1 + DPE) + (1 + DPiz' —

1 por lo que P(z) =

h+ P, utilizando fracciones parciales se llega a P(z) = Y+ -
z—(1+1) z—(+1)z-1 z—(+1) 1 z—(1+1) z-1

z 1+17 17 z a4z .
v+ i -z , reconociendo los escalones retardados
z—(1+1) 1 z—(1+1) z—1

en una unidad de tiempo discreto se puede tomar la T.Z. inversa y por lo tanto la cantidad al mes k7 queda dada por P(kT) =

z 1+7 1 z P1+11{ 1 1}’

lo que se puede escribir como P(z) =

P(1+ 1) u(kT)+ ”T[Pl {(+ D —Bu(kT -T) . %

3.6 Transformada de Fourier de Tiempo Discreto

Sea f(f) una senal continua y sea g(f) la funcién f{¢#) muestreada con impulsos a intervalos regulares
distanciados en T. Asi, la funcion muestreada es g(f) = f(O){---+8(t+T)+8(t)+d(t—T)+-} =

{4+ O3 +T)+ f()8@)+ f(O)8E—T)+---} = {---+ f(=T)d(+T)+ f(0)3(t)+ f(T)8(1—T)+--},

g(t)= i f(kT)o(t—kT). Al tomar la T.F. de g(f) se obtiene, g(QQ) = ‘F{i f(kT)S(t—kT)} =

k=—0

D fUT)YF{3(t—kT)} = Y. f(kT)e™™" . Nétese que la expresion anterior sélo depende de la sefial

k=—00 k=—0

f(t) muestreada a intervalos regulares, que corresponde a la sefial discreta f{kT). Es decir, la operacion
anterior es una operacion aplicada a una sefial discreta. La operacion anterior se conoce como la
Transformada de Fourier de Tiempo Discreto, pues es una operacion que se aplica sobre una senal
discreta, pero resulta en una funcion continua que depende de Q. Se utiliza la variable 2 para denotar la
frecuencia, y no o, para resaltar que se trata de aplicar la operacion sobre una sefial discreta.

Def.: Se define la Transformada de Fourier de Tiempo Discreto (T.F.T.D.) de una senal f{(kT), como:
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F(©@) =Y fkT)e ™,

endonde, f(kT)e~, Te~, jOkTeC.

Notese que la T.Z. de la senal f(kT) es f(z)= z f(kT)z™* . Es mas, si la sefial tiene soporte positivo,

k=0

entonces, f(z)= Z f(kT)z™*, por lo que la T.F.T.D. de una sehal discreta se puede obtener
k=—0

reemplazando z por ¢’*" en su T.Z. Similarmente, se tiene la T.F.T.D. Inversa como,

Def.: La T.F.T.D. Inversa de una sefial {Q), es:

SUT) = f( Q™ a0,
endonde, f(kT)e~, Te~, jOkTeC.

0

Ejemplo 3.25. Calcule la T.F.T.D. de fikT) = u(kT+1u) - Uu(kT-Tz). R.: La T.Z. de fikT) es fiz) = Z ukT +T,))z ™" -

k=—0
) ) 0 T,/T -T,/T

Z ukT -T)z ™" = Z ukT +TT,/T)z™" - z ukT -TT, /T)z™* = % Por lo que, reemplazando z por e/’

k=—0 k=—0 k=-x

1571 T 6 T T
Sk |0 | 0 2T
1 D000 - 4 B
SQ)
a)
05 f0 - 2F -
Slw)
eobdoocsesel | 4o csee o

R 0 T s 0 10 0 10

1.5 T T 3 T T
0 0 2n/T
1 - 2F -
A b) fQ)
05 -1 1F -
ST
L N flw)
0 g 0
-5 0 5 -10 0 10
1.5 T T 3 T T
0 20/T
T i ? A9
S ©)
05 Ak ] 1
flw)
o o= > 0
-5 0 5 -10 0 10

Fig. 3.13 Senales discretas y sus T.F.T.D. (las sefiales en verde son las equivalentes continuas).
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( JjQr )Tu/T _ (e‘/'QT )*TH/T eJ'QTa _ e*/'QTa
se obtiene Q) = (@) = o La Fig. 3.13(a) muestra la grafica de f{¢) que muestreada resulta en
—(e —e
AkT), también se muestra f{®w) que es el modulo de 1a T.F. de la sefial continua f{kT) y el modulo de Q) que es la T.F.T.D.
e . Se puede ver que es periodica de periodo 27t/T'y que se asemeja a f{w) para bajas frecuencias. &
de f(kT). S d Q iodica d iodo 21/T j bajas fi i

0 0 0
Ejemplo 3.26. Calcule la TF.T.D. de fikT) = . R.: La T.Z. de fikT) es flz) = D ez = D ez + 3 Mz
=0

k=—0 k=—o0
0 0 0 0 l 1
-1= Ze"’”nz" + Ze’”z’k -1= Ze’"rz" + Ze’”z’k Z(e z)" + Z(e Y o-1= — + — - L.
= k=0 =0 k=0 =0 Cl-e’z  l-e’z
1 1 jor . _ 1 1 _ 1 1
Por lo que, reemplazando z por e se obtiene Q) = [T + [oTgr 1= [oar + [T " 1. La

Fig. 3.13(b) muestra la grafica de f{f) que muestreada resulta en f{k7), también se muestra f{m) que es el modulo de la T.F. de
la sefial continua f{¢) y el modulo de f{Q2) que es la T.F.T.D. de f{kT). Se puede ver que f{QQ) es periddica de periodo 2nt/T'y
que se asemeja a flo) para bajas frecuencias. La Fig. 3.13(c) muestra idénticos resultados pero con un 7 igual al doble del
anterior. Claramente, f{QQ) es periddica de periodo 2n/T y que se asemeja a f{w) para bajas frecuencias, pero ahora para un
rango menor de frecuencias. Esto es esperable, puesto que mientras menor sea 7 la sefial se asemeja alin mas a la sefial
continua y por lo tanto {Q2) y f(w) debieran tender a ser idénticas.

3.7 Transformada de Fourier Discreta

Similarmente al caso continuo, en el caso de tener senales discretas y periddicas la operatoria asociada a
la T.F.T.D. puede no converger. Por esta razon, se define una Transformada de Fourier Discreta para
senales periodicas de manera de mantener las propiedades asociadas al espectro en frecuencia obtenidas
con las transformaciones anteriores.

Def.: Se define la Transformada de Fourier Discreta (T.F.D.) de una sefial f(kT) con periodo 7o =
271/Qp, como:

1 Ty /T-1

N-1
f(m) — —ijOkT Zf(kT)e—jmeH/N ,
k:0

I,/T %
endonde, f(kT)e~, N=T,/T =2n/(Q,T)ce, jmk2n/NeC

Notese que la definicion anterior corresponde al muestreo de la T.F.T.D. de un periodo de la sefial f{k7)
dividida por N; es decir,

) = S AT = @, = D SUDE|

Q=mQ,

1
N

por lo tanto, si se dispone de la T.F.T.D. de un periodo de la sefial f{kT), entonces, la T.F.D. es inmediata.
Similarmente, se tiene la Transformada de Fourier Discreta Inversa.

Pro.: La Transformada de Fourier Discreta Inversa de una senal f{m), es:

T,/T-1

FUD) = 3 fme " = 3 fmen

m=0
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endonde, f(kT)e~, N=T1,/T=2n/(Q,T)ee, jmk2n/NeC.

Ejemplo 3.27. Calcule la T.F.D. de la sefial periddica f(kT) = z Jo(kT =IT,) con fo(kT) = u(kT+1u) - u(kT-Ta). R.: Con N

l=—0
ean _e—jQTH eijn/TOTn _ e—ijn/TDTa

= To/T, la T.F.T.D. de fo(kT) es fo(QQ) = —— a7 > por lo que la T.F.D. de fikT) es N-f(m) = =
e

1_ 1_efjm2n/T0T

ejm21r/T0Tu _ e*j’”27f/TnTu

. La Fig. 3.14(a) muestra la grafica de fkT), Tfo(€2) que es T veces el modulo de la T.F.T.D. de fo(kT) y

1_e—/'m21'r/N

Tof(m) que es To veces el modulo de la T.F.D. de f{kT). Se puede ver que Tof(m) es un muestreo perfecto de Tfo(Q2). &

Ejemplo 3.28. Calcule la T.F.D. de la sefial periodica f(kT) = Z fo (kT =IT,) con fo(kT) = (kT+To)u(kT+T.) — 2kTu(kT) +
l=—0

(kT-T)u(kT-To). R.: La T.F.T.D. de fo(kT) que es fo(Q2) (amplificada por T) y la T.F.D. de f{kT) que es f(m) (amplificada por
To) se muestran en la Fig. 3.14(b) para To = 4, también se muestran para 7o = 6 en la Fig. 3.14(c). Como es de esperarse, a
medida que 7o aumenta, el muestreo en frecuencia es mas continuo y por lo tanto Tof(m) se asemeja mejor a Tfo(Q2). &

Ejemplo 3.29. Dada la sefial periddica, Fig. 3.15(a), fikT) = Z fo(kT =IT,) donde fo(kT) = 3sin(2nkI/To)-
[=—0

0.5sin(3-21tk7/ To)-sin(5-2ntkT/To) que contiene una fundamental, una tercera y una quinta componente, calcule su T.F.D.. Se

obtiene su T.F.D. numéricamente y se muestra en la Fig. 3.15(a). Se puede apreciar que f{m) con m =1 es 1.5 que corresponde

a la mitad del valor de amplitud del primer armonico de (k7). Similarmente, f{(71) con m =5 es 0.5 que corresponde a la mitad

del valor de amplitud del quinto armonico de f{kT). Esto corrobora la relacion entre f{m) y los coeficientes de Fourier de la

1.5 T T T, 6 T T T
io ‘ 0! 2T
S | R I
1 ‘ ¢
é a)
051 —
| soae- i P 1
0 -5 0 5
3 T T T
0 T,=4
ST :
- e e > [] e - N
e oo oo oo oo b . :
) e il
IFe © o © oo o0 o e 2+ Tfim) &
e oo 'Y} X e o b
ol . o ' lao il
7o -5 0 5 10 0 -10 0 10
3 T T ] 6 T I T
' i7,=6 ofbwr, 2w
AKD) , x
2 ° ° - 4 -
oo oio oio ) i
IF e e .gl oo - 2 TH(Q) f' -
° o o : o o 5 ° f E Toflm)
I. 1 s L
270 -5 0 5 10 0 -10 0 10

Fig. 3.14 Senales discretas y sus T.F.D. (las sefiales en verde son las T.F.T.D. de un periodo de la sefial).
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sefial f{(kT). %

Ejemplo 3.30. Dada la sefial periddica f(kT) como mostrada en la Fig. 3.15(b). Al obtener su T.F.D. numéricamente y
graficarla amplificada por un factor de dos y so6lo para valores positivos de m, Fig. 3.15(b), se encuentra que 2f{(m) con m = 1

4 T . . - , o1 L .
es 3—cos {21‘5 F} que corresponde al valor de amplitud del primer armonico de f{kT). Notese que esta sefial tiene armonicos
T 0

5,7, 11, 13,...., usted encontrara mas adelante que esta forma de onda es caracteristica en sistemas eléctricos trifasicos de
rectificacion. &

Ejemplo 3.31. Determine los coeficientes de Fourier de la sefial de salida del circuito elevador de la Fig. 3.16(a) que se

ST T T T 2 T T T T T T T
oy 0 P ‘0
° . H
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. P N oif 7,
¥ Av(0). TF.D. N
Av,(kT) Avy(1), T.F.
1 1
0.07 0.08

b)

| | | 1 1 1 1 |
=2
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0

ST T T T T T T T 1T 3001|||1

arg {Av,(n)}

150 [

2|Av,(n)|
2|Avy(m)|

0.5

“150 = arg {Av,(m)}

~300
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fig. 3.16 Muestreo de sistemas continuos y los Coeficientes de Fourier; a) circuito, b) entrada y salida periodica
en S.S., ¢) muestreo de la salida, d) salida exacta, aproximada por la T.F.F.D. y por la T.F.D., ¢) modulo de la
T.FF.D.ydeT.F.D.,e) fase dela T.F.F.D.yde T.F.D..
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obtiene de muestrearla a una taza 7. R.: La sefal de salida continua y la resultante de muestrearla 10 veces por periodo se
muestra en la Fig. 3.16(c). Al tomar la T.F.D. se obtienen la magnitud y fase de los coeficientes de Fourier ilustrados en la
Fig. 3.16(e) y (f), respectivamente. También se muestra los coeficientes obtenidos mediante la aplicacion de la T.F.F.D. ala
salida continua. La Fig. 3.16(e) indica que los resultados de la T.F.D. son “apropiados” hasta una frecuencia normalizada
igual a la mitad de la taza de muestreo. Esto se justifica en la periodicidad de la T.F.D. Los resultados arrojados por la T.F.F.D.
y la T.F.D. no son idénticos por cuanto las sefiales reconstituidas por los primeros cuatro armoénicos y utilizando ambos
métodos no son iguales como ilustrado en la Fig. 3.16(d). Es natural pensar que esta discrepancia disminuye a medida que la
taza de muestreo aumenta. &

3.8 Ejercicios Propuestos.

Resuelva los problemas siguientes. Anote todo su trabajo.

A.
l.-
2.-

3.-
4.-

a)

Nivel basico.

Calcule la T.L. Bilateral f{s) de las sefiales f{¢) de la Fig. 3.17.

Calcule la T.F. flw) de las senales f{(¢) de la Fig. 3.17.

Grafique la T.F. flo) de (2) para To =12, A=To/4 y A =2.

Si las sefiales f{¢) de la Fig. 3.17 se hacen periodicas de periodo 7o calcule la T.F. f{n) de las sefiales
resultantes.

Grafique la T.F. f(n) de (4) para To =12, A=To/4 y A =2.

Si las sefiales f{¢) de la Fig. 3.17 se muestrean cada 7 unidades de tiempo calcule la T.F. f{C2) de las
sefales resultantes f{kT).

Grafique la T.F. f{Q)) de (6) para To =12, A=To/4,A=2y T=0.5.

Si las sefales f(kT) de (6) se hacen periodicas de periodo 7y calcule la T.F. f(m) de las sefiales
resultantes.

Grafique la T.F. f{m) de (8) para To =12, A=To/4,A=2y T=0.5.

Nivel intermedio.

Reemplace en las sefiales f{®) obtenidas anteriormente ® por ¢. Esto generard nuevas sefiales en el
tiempo que se denotaran por g(¢). Calcule la T.F. g(®) de las senales g(¢).

Si las senales f{¢) de la Fig. 3.17 se multiplican por la sefial g(¢) = cos(2nfof). Calcule la T.F. de las
sefal resultante f{(¢)g(?).

A A A
4 ! 4
b) ©)
T2 -A A Ty2 Ty2 -A A Ty2 Ty2 -Ty/4 T4 Ty2
A A A
A
A > A A
A R e) To/4 - 1) R N0 -
T2 A Ty2 Ty2 -To/4 u Ty/2 Ty/2
-A -A -A

Fig. 3.17 Senales para ejercitar.
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3.- Grafique la T.F. de f{¥)g(¢) obtenidas anteriormente para 7o = 12, A= To/4, A = 2 y para fo = 10/T,
5/To'y 2/Th.

4.- Determine a partir de los resultados anteriores los coeficientes de la Serie de Fourier de las sefales
f(?) de la Fig. 3.17 al hacerlas periddicas de periodo 7o, considere 7o = 12, A=3 y 4 = 2. Compare
estos resultados con los obtenibles en algin software matematico dedicado.

5.-  Obtenga la respuesta a impulso de los sistemas ilustrados en la Fig. 3.18 y obtenga la T.F. de estas
respuestas.

6.- Aplique las sefiales (d), () y (f) de la Fig. 3.17 como entradas a los sistemas linealizados obtenidos
de la Fig. 3.18 y obtenga la T.F. de la salida. Verifique que ésta es el producto de la T.F. de la
respuesta a impulso y la T.F. de la sefial. Utilice para: los estanques 7o = 10 s, la suspension activa
To =4 s, la central solar 7y = 5 s, el estanque diluidor 7y = 8 s, el circuito reductor 7o = 20 ms, y el
motor de cc 7o =6s.

7 Y&
B hl @ sensor de nivel
Ay Fy
a)
T N
D, (@} iy
Fs

D —J * SN N N 0

+ v, -

Fig. 3.18 Sistemas para ejercitar; a) estanques, b) amortiguacion de un automovil, ¢) generacion solar, d) estanque diluidor,
e) circuito reducidor de tension, f) motor de cc con eje flexible.

Copyright © por Prof. José¢ R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H.



Apuntes: 543 214 68

C.

l.-

Nivel avanzado.

Determine las condiciones que debe tener f{¢) para que flw) sea (i) par, (ii) impar, (ii1) real, (iv)
imaginaria.

Determine las condiciones que debe tener f(kT) para que f(QQ) sea (i) par, (ii) impar, (iii) real, (iv)
imaginaria.

Determine las condiciones que debe tener f{¢) que es periddica de periodo 7o para que f(n) sea (i)
par, (i1) impar, (iii) nula V z par, (iv) real, (v) imaginaria.

Determine las condiciones que debe tener f{kT) que es periddica de periodo Ty para que f{m) sea (i)
par, (i1) impar, (iii) nula V z par, (iv) real, (v) imaginaria.

Demuestre que otra propiedad de la T.Z. es la denominada Diferenciaciéon en el dominio z. Esta

indica que dado f(kT) con T.Z. f(z), entonces la T.Z. de kf(kT) es —z?.
yA

Verifique que las propiedades de la T.Z. se cumplen en la T.F. Tiempo Discreta.
2, K T)
>, [

Se define el centro de gravedad cg de una sefial f{kT) como ¢, = . Exprese ¢, en
funcién de f(Q).

Sea la sefial no-periddica fo(kT) con T.F. fo(Q2). Determine la relacion entre los Coeficientes de
Fourier ¢« de la senal periddica f(kT) = Zz_w Jo(kT —INT) y la T.F. fo(€2).

Determine la T.F. de la salida de un muestreador con retencion, en donde la salida estd dada por

0

y(t)= Z u(iT)d,(t—iT)T . Dejar la expresion en funcion de la T.F. de la entrada u(?).

j=—00

Copyright © por Prof. José¢ R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H.



Apuntes: 543 214 69

4 Caracterizacion Matematica

Muchos sistemas dinamicos pueden ser entendidos y analizados intuitivamente y sin
tener que recurrir a las matematicas y sin el desarrollo de una teoria general de
dindmicas. Es mas, en distintas situaciones de nuestra vida cotidiana tratamos sin
mayores problemas con muchas dindmicas simples. Sin embargo, para enfrentar
eficientemente situaciones mdas complejas, es necesario proceder sistematicamente. Es
en este punto donde las matematicas pueden ayudarnos a economizar lenguaje y
proveernos de un marco conceptual.

4.1 Introduccion

El uso de ecuaciones diferenciales o de diferencias para representar comportamientos dindmicos
corresponde si el comportamiento es visto bajo un dominio de tiempo continuo o tiempo discreto,
respectivamente. Tiempo continuo corresponde a nuestra concepcion natural del tiempo, es decir, como
una variable continua en el dominio de los nimeros reales. Un valor arbitrario de este tiempo continuo
usualmente se denota por la letra £. Comportamientos dinamicos vistos bajo el dominio del tiempo
continuo normalmente se describen mediante ecuaciones diferenciales, las cuales relacionan las
derivadas de una variable dindmica con su valor actual. Este es el caso del circuito eléctrico de la Fig.
4.1, cuya ecuacion diferencial que lo representa es,

e(t)=Ri(t)+ L pia) +v.(2)
dt

Def.: Una ecuacion diferencial es cualquier igualdad algebraica o trascendental que involucra
diferenciales o derivadas .

Def.: Una ecuacion diferencial ordinaria es una igualdad que involucra una o mads variables
dependientes, una variable independiente y una o mas derivadas de la(s) variable(s) dependiente(s)
con respecto a la variable independiente .

Def.: Una ecuacion diferencial parcial es una igualdad que involucra una o mas variables dependientes
y dos o mads variables independientes, junto con las derivadas parciales de la(s) variable(s) con
respecto a las variables independientes.

Este ultimo es el caso de la ecuacidon que representa la difusion de calor en una barra como funcion del
tiempo y la posicion, esto es,
oT(x,t) _ i T (x,1)
ox o
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Tiempo discreto consiste en una secuencia ordenada de puntos, es decir, en vez de hablar de un intervalo
continuo de tiempo, se habla de una secuencia de instantes de tiempo. En términos de aplicacion, es
conveniente introducir este concepto de tiempo cuando los eventos y sus consecuencias ocurren 0 son
contabilizados s6lo en periodos de tiempo discreto. Por ejemplo, en un modelo econdémico en el cual se
considera un interés mensual, nos interesa evaluar nuestro modelo en meses y no considerar una
evolucion continua del tiempo. A menudo, los instantes de tiempo discreto son representados por un
indice el cual comienza en un punto de referencia conveniente. Luego, el tiempo discreto corresponde a
los enteros 0, 1, 2, ... y un instante de tiempo arbitrario se denota por la letra k. Comportamientos
dindmicos vistos en el tiempo discreto, normalmente se describen por ecuaciones de diferencias, las
cuales relacionan el valor de una variable en un instante de tiempo con los valores en instantes de tiempo
adyacentes. Este es el caso de la ecuacion que describe la cantidad de dinero, p, que se tiene en un banco
al cabo de k£ meses a un interés mensual /, esta es,

p(T+T)=(1+Dp(kT) 6 p(kT+ 1) - (1 +Dp(kT) =0,

donde T es el intervalo considerado; en general, es el muestreo asociado a la ecuacion de diferencias.

Def.: Una ecuacion de diferencias es cualquier igualdad algebraica o trascendental que involucra mas
de un valor de las variables dependientes correspondientes, por lo menos, a mas de un valor de las
variables independientes. Las variables dependientes no involucran diferenciales ni derivadas.

Def.: Una ecuacion variable/invariable en el tiempo es aquella en la cual uno o mas términos/ninguno
dependen explicitamente de la variable independiente tiempo.

Def.: Una ecuacion lineal es aquella que consiste en una suma de términos lineales (aquellos de primer
grado en la(s) variable(s) dependiente(s) y en sus derivadas). Todas las demas son ecuaciones no
lineales.

Ejemplo 4.1. Clasificar las siguientes ecuaciones,
dh

A; —kJh = /. : ecuacion diferencial, ordinaria, invariante, no-lineal.
t
oT (x,t oT (x,t . . C . .
é ) =k é ) : ecuacion diferencial, parcial, invariante, lineal.
X t

p(kT +T)=(1+1)p(kT) : ecuacion de diferencias, invariante, lineal. &

o—ANANN\ —YY Y
+ R L

+
e(t) v(t) 1 C
] iy -
° <

Fig. 4.1 Circuito RLC serie.
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4.2 Solucion de Ecuaciones Diferenciales

A continuacion se repasan las formas clasicas de resolucion de ecuaciones y se introducen los conceptos
de respuesta estacionaria y transitoria.

A . Representacion generalizada

La forma generalizada de una ecuacion diferencial ordinaria lineal es,

dn dn—l d dmu dmilu du
f—kaH n—a/ —|—--.+a1 _y+aoy =bm _m+bmf1 ﬁ—i_'“—i_bl _+b01/l,
dt dt dt dt dt dt
d' dy _ d'u
o en su forma resumida como Z a,—— Y b ol La solucion de esta ecuacion nos proporciona
i=0

informacion acerca del comportamlento dindmico y estatico de la variable y para la entrada u. En
particular informacion de la rapidez, valores en S.S., estabilidad, etc.
B. Condiciones

Para que exista solucion y ésta sea inica debe cumplirse que:

o El intervalo de solucién es 0 < ¢ < oo,
o Se supone que u(¢) y sus derivadas en el intervalo de solucion son conocidas.
. Se deben conocer las c.i. (0), dy/dt(0),..., y1(0),

C. Respuesta homogénea y forzada
Respuesta homogénea. La respuesta homogenea del sistema es cuando la entrada se hace idénticamente
nula. La ecuacion a resolver es,

n n—1
d Y a d n)l}+---+al%+aoy:0,

dr" " de

-1

utilizando la T.L. se tiene que Z{a |:S y(s)— Zs’ o ”‘)(0+)}} =0 (con, Z= 0), lo que resulta en,

i=0 k=0

iiaisi—l—ky(k)(o-#)
y(S) — =0 k=0

a8
i=0

Respuesta forzada. La respuesta forzada del sistema es cuando las c.i. de y(¢) son nulas. La ecuacion a
resolver es,

n n—1 m m—1
Ty TV g P ay=p Ty,
dt dt

+b, d—u+b0u,
dt

-1

utilizando la T.L. se tiene que Zasy(s) Z{ {s u(s)— Zs’ o “”(03}} (con, D> =0), lo que

i=0 i=0 k=0

resulta en,
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m i—1

Zbisi izbisi—l—ku(k)(oJr)
y(s) =——u(s) - =-=—

2 as 2 as
i=0

i=0

Luego, la respuesta total del sistema es la suma de la respuesta homogénea con la respuesta forzada.
Aplicando la T.L. inversa, la respuesta total en el dominio de tiempo continuo queda de la siguiente
manera,

m m_ i— n_ i1
zb,«Si biSi_]_ku(k) (O+) Z Z aiSi—l—ky(/f) (O+)
y(t) — El i:O u(s)— i=0 k=0 , +E1 i=0 k=0 )

n
a8 a8 2.as
i=0 i=0

i=0

Def.: Se define el polinomio caracteristico de una ecuacion diferencial ordinaria lineal como:

n

i__ n n-1
Das =s"+a, " ++as+a,.
i=0

Notese que el polinomio caracteristico es denominador comtn en todas las expresiones de la respuesta
total de una ecuacion diferencial ordinaria lineal.

Ejemplo 4.2. Para el sistema dado por, dy/dt+a,y =byu , con y(0) = yo y con u(f) = u(f) determine la expresion para la
respuesta en el tiempo. R.: Al tomar la T.L. se tiene que,

b
(5) = 1(0) + ayy(s) = bu(s) () =2 +a,y(5) =2,

por lo que la salida en el plano s es,

h
y(S)=b—°+ Y y(S)=—°{l— l }+L

(s+a,)s s+a, a,

por lo que la salida en el plano del tiempo es,

Y0 T ox RS Sy
a, s s+a, s+a,

()= b @) —e ™ u(@)) + y,e “u(r)

a,

b
(o) = {—O(l —e )+ Y()e%l}u(t)

a

En este caso el polinomio caracteristico es s + ao, que es de orden 1 y cuya unica raiz es -ao, la cual corresponde al argumento
de la exponencial que es parte de la respuesta forzada y homogénea. Notese que si la raiz es negativa; es decir, ao es positivo,
entonces la respuesta converge. Las formas de onda se encuentran en la Fig. 4.2(b), en donde ao = R/L y bo = E/L, por lo que

. E - . . .. .
i(t) = {E (1-e ") +je (R/L)’}u(t) . En este caso, como ao = R/L es siempre positivo, la respuesta siempre converge.
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D. Respuesta estacionariay transitoria

Al igual que la respuesta homogénea y forzada, se puede definir la respuesta estacionaria y transiente,
resultando la respuesta total como la suma de ellas.

Def.: Respuesta estacionaria es la parte de la respuesta total que no se aproxima a cero cuando el tiempo
tiende a infinito. Se abrevia yi,.

Def.: Respuesta transitoria es la parte de la respuesta total que se aproxima a cero cuando el tiempo
tiende a infinito. Se abrevia ;.

Ejemplo 4.3. Para el sistema dado por, dy/dt+a,y =byu , con y(0) = yo y con u(f) = u(f) se encontrd que la respuesta es

b E .
y(t) =12 (1—e ")+ y,e ™ tu(t), o equivalentemente i(t) = —(1—e ") +ie”®"" Lu(r) de acuerdo al circuito de la
0 q R 0

a,

Fig. 4.2(a), determine la parte estacionaria y la transiente. R.: En este caso la parte de la respuesta que no se hace cero es
g p y

E E .
i (t)==u(t) ylaque se hace cero es i(t)—i _(t)=i (t)=1——e *'"" +i e ®" Lu(t), Fig. 4.2(c). Notese que la respuesta
K R y q 5§ r R 0

estacionaria puede obtenerse haciendo la derivada igual a cero o equivalentemente, cortocircuitando el inductor, esto por
cuanto las entradas son continuas. &

Ejemplo 4.4. Para el sistema dado por, dy/dt+a,y = byu , con y(0) = yo y con u(f) = Asin(wot) determine la expresion para

la respuesta en el tiempo, su parte transiente y estacionaria. R.: Este podria ser el caso del circuito de la Fig. 4.2(a). Al tomar
la T.L. se tiene que,

\

A\ .
()30 +a, () =bu(s) obien () =y +ay(s) =hd 5
0

por lo que la salida en el plano s es,

15 T T T T T T
£
R
10
—AM— ] ‘
+ R L ] ] ] ]
0- 1 2 3 4 5 6
e(f) b)
) l ([) ' (t)l T 1 1 T 1
10 Ls
° < o -
a) R
’ 0
“10 | | | | | |
-1 0 1 2 3 4 5 6

¢)

Fig. 4.2 Circuito RL serie; a) circuito, b) formas de onda de corriente, ¢) formas de onda de corriente.
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b ® Y Ab,® 1 s—a y

_ 0 0 0 : _ 0--0 0 0
y(s) = A———+ obien  y(s)=——— -t ,
s+a, s+, s+a, o, +a, |s+a, s +wo,] s+a,

por lo que la salida en el plano del tiempo es,

Ab . _
y() = +®02{e”°t + ﬁs1n(c00t) —cos(®,) + y,e ™ }u(t) ,
+ o,

W, +4a,

Ab,® _ o, +a; RO _a
Y1) =| S5 qe ' +——Tsind ot —tan” | = |} b+ ye @ |u(r).
o, +a, o, a,

bO(DO o apt . . Ab 1| @
———5e " Hpe y la parte estacionaria es —sm of—tan | — |¢.
W, +4a, \/(Do"'ao a,

Contradictoriamente con la idea intuitiva de respuesta estacionaria (constante), en este caso esta variando en el tiempo. &%

En este caso la parte transiente es

dh_ futfo—kJgh de.  fue,— S~ Lc

Ejemplo 4.5. El estanque de la Fig. 4.3 tiene por modelo a — = . Al linealizar

na dt n/(3a*)

el modelo en torno al punto de operacion /o, Cso, fao, fmo, Cmo, que estan relacionados por, f, +f., —k,/gh, =0 y por
. A —k _2(Jo0 + S~k R 1 1
fmocmo _fmocm - J(aocw = 0 > S€ Obtlenes d h 5 Vg (f;’w féw g ) Ah 2 2 Aﬁ + 2 2 Afm y
‘ “ dt 2\gh hla’ K /a® h/a hl/a
dA -3h’ - -
CS — 0 (f;??ﬂcm(; fmUCV() f;ﬂ SU) Ah ({m() AfHO) S + 3 cSO > Aﬂ + C;ﬂ(} +c;{) Af;n 3 ﬁz{) . el que Se re(ill(:e
dt he /(3a’ ) 1 /(3a) h /(3a”) h) /(3a”) 1 /(3a’)
-a’k dA - + -
dAh g Ah + Af' + f CS \ - (];;na f;m) Y + 3 CSO 5 Af‘a + C;VIO c;ﬂ Af 3 me Acm R y Se
dt 2, lgh h dt ' R /3a>) " K /3a) h /(3a”) 1 /(3a*)
dAh dAc, .
puede simplificar a D a,Ah+bAf, +e A, y — o =a,Ac, +b,Af, +e, Af, +e,Ac, . Considerando que fa, fu y cm son
: . bl e]] b2 eZl 622

entradas, la T.L. indica que, Ah = A+ A,y Ac, = ; Af, + Ac,, . Por lo tanto,

(s—a,) (s—a,) (s—ay) (s—ay) (s—ay

. b .
para una entrada escalén en Af; la altura variara de acuerdo a Ah(f) = ——(1—e™")u(¢) y la concentracioén de acuerdo a

: sensor de
concentracior

Fig. 4.3 Estanque diluidor.
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b , . .
Ac,(t) = ——(1-e™")u(t) . Notese que estas cantidades son variaciones y que la total es la suma con el valor en el punto de
U

. . b
operacion; por ejemplo la altura total es, h(t) = h, + ——(1—e“")u(z) . *
—ay

4.3 Solucion de Ecuaciones de Diferencias

Similarmente al caso continuo, a continuaciéon se muestra como resolver ecuaciones de diferencias
basadaenla T.Z..

A . Representacion generalizada
La forma generalizada de una ecuacion de diferencias lineal es,

(kT +nT)+a, \ y(kT +nT-T)+---+ay(kT +T)+a,y(kT) =
b u(kT +mT)+b, u(kT +mT —T)+---+bu(kT +T)+bu(kT)’

m

o en su forma resumida como Zai (kT +iT) = Zbiu(kT +iT). Al igual que en el caso continuo, la
i=0 i=0

solucion de esta ecuacion nos proporciona informacion acerca del comportamiento dindmico y estatico

de la variable y para la entrada u. En particular informacion de la rapidez, valores en S.S., estabilidad,

etc.

B. Condiciones

Para que exista solucion y ésta sea inica debe cumplirse que:

o El intervalo de solucion es 0 < k < oo.
o Se supone que u(k7T) es una secuencia conocida.
o Se deben conocer las c.i. y(0), y(T), y27),..., W(nT-T),

C. Respuesta homogénea y forzada

Respuesta homogénea. La respuesta homogénea del sistema es cuando la entrada se hace idénticamente
nula. La ecuacidn a resolver es,

(kT +nT)+a, \ y(kT +nT-T)+---+ay(kT +T)+a,y(kT)=0,

n i—1 -1
utilizando la T.Z. se tiene que Z{ai {zi y(z)= D 2y (kT )}} =0 (con, Y =0), lo que resulta en,
k=0

i=0 k=0

n il

az " y(kT)

i
i=0 k=0

»(z)= -

a7
i=0

Respuesta forzada. La respuesta forzada del sistema es cuando las c.i. de y(k7) son nulas. La ecuacion
a resolver es,
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(kT +nT)+a, \y(kT +nT-T)+---+a,y(kT +T)+a,y(kT) =
b u(kT +mT)+b, u(kT +mT —T)+---+bu(kT +T)+bu(kT)’

m -1

utilizando la T.Z. se tiene que Za Z'y(z) = Z{ [z u(z)— Zz’ “u(kT )}} (con, Z= 0), lo que resulta

i=0 i=0 k=0
cn,
m ) m i—1 )
sz’ Zblz'_ku(kT)
$(z) = B u(z) -
Zaiz’ az'
i=0 i=0

Luego, la respuesta total del sistema es la suma de la respuesta homogénea con la respuesta forzada.
Aplicando la T.Z. inversa, la respuesta total en el dominio de tiempo discreto queda de la siguiente
manera,

m m i-1 n i-1
Dbz D> bz u(kT) > a2 y(kT)
y(kT) — Z71 i:() u(Z)— i=0 k=0 , +Z* i=0 k=0
D az az' a[zi
i=0 i=0 i=0

Def.: Se define el polinomio caracteristico de una ecuacion de diferencias como:

Zaz =z'+a, 27+ tazva,.

Notese que el polinomio caracteristico es denominador comtn en todas las expresiones de la respuesta
total de una ecuacion de diferencias lineal.

Ejemplo 4.6. Para el sistema dado por, y(kT +T)+a,y(kT) = bu(kT), con y(0) = yo y con u(kT) = u(kT) determine la
expresion para la respuesta en tiempo discreto. R.: Al tomar la T.Z. se tiene que,

2y(2) = 2(0) + g, y(2) = byu(2) 2(2) =2, + 4, y(2) = b 1

por lo que la salida en el plano z es,

b z z b z z z
y(z)=—= +—— y2)=—= { - }+ Yos
z+a,z-1 z+a, l+a,|z-1 z+a,| z+a,

por lo que la salida en el plano del tiempo discreto es,

Y7y =2 Zl{ —— }+Zl{ - yo}
1+a, z—=1 z+a, z+a,

(U(KT) = (=a,) U(KT)) + yo(=a,)" u(kT) .

WkT) = 2
1+

[

y(kT) ={fia—<—c_zo>k>+y0<—go>k}u<kT)
+4,

Copyright © por Prof. José¢ R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H.




Apuntes: 543 214 77

En este caso el polinomio caracteristico es z + ao, que es de orden 1 y cuya unica raiz es -ao, la cual corresponde al argumento
de la potencia que es parte de la respuesta forzada y homogénea. Notese que si el modulo de la raiz es menor que uno; es

decir, |-ao| = |ao| < 1, entonces la respuesta converge. Es importante destacar que si se cumple que —q, =e ™™ y b, =
b —ar D . . . .

(I+a)—~ = (1-e ™)L entonces la respuesta discreta y(kT) es igual a la respuesta continua y(f) del Ejemplo 4.2
a a

—(R/L)T

muestreada a intervalos regulares 7. Dado que —a, =e , para que |ao| < 1, debe cumplirse que 7 > 0, con lo que la

respuesta siempre converge. Las formas de onda se encuentran en la Fig. 4.4. &

D. Respuesta estacionariay transitoria

Aligual que el caso continuo se tiene en cada respuesta una parte estacionaria y una transiente, resultando
la respuesta total la suma de ellas.

Def.: Respuesta estacionaria es la parte de la respuesta total que no se aproxima a cero cuando el tiempo
tiende a infinito. Se abrevia yys.

Def.: Respuesta transitoria es la parte de la respuesta total que se aproxima a cero cuando el tiempo
tiende a infinito. Se abrevia y-.

Ejemplo 4.7. Para el sistema dado por, y(kT +T)+ a,y(kT) = bu(kT), con y(0) = yo y con u(kT) = u(kT) se encontrd que

b : . . . .
la respuesta es y(kT) = {li ( —(—Qo)k u(kT))+y, (—c_lo)" }u(kT ), determine la parte estacionaria y la transiente. R.: En
4,
\‘ bﬂ
este caso la parte de la respuesta que no se hace cero es y (kT)= 1—u(kT ) y la que se hace cero es
+4,

b . . .
y(kT)—-y (kT) = {—%(—c_zo)k +y,(=a,)" }u(kT ). Notese que la respuesta estacionaria puede obtenerse haciendo
t4,

v(kT + T) = y(kT), lo que es valido para entrada escalon. &

Ejemplo 4.8. Para el problema de la poblacion de conejos, Fig. 4.5, se encuentra que la ecuacion que rige el crecimiento esta
dada por, y(kT + 27) —y(kT + T) — y(kT) = u(kT), con y(0) = 1, y(T) = 1 y con u(kT) = 0 determine la expresion para la respuesta
en tiempo discreto. R.: Al tomar la T.Z. se tiene que,

Z(2) - WD) - 2°(0)} - 2{(2) - 2°(0)} - ¥(2) =0 (2@ -2-2%} - {z(2) - 2} - (2) = 0,

por lo que la salida en el plano z es,

15 T T T T T T Pores o
®
5 o |
10 . e 8 8 06 0 0 06 06 06 0 0 0 0 0 0 0 06 0 0 0 0 0 0 0 0 \\.
I(k]:) : HI bb, 2mes lto é ¢
. —u
® e l/(kT) I+aa; ) [
51 . .
* .
© . kD
L Tes . L L L L
0 e o o b oo ool ooeoebooeocbaooaesa
-1 0 1 2 3 4 5 6
Fig. 4.4 Respuesta discreta. Fig. 4.5 Poblacion de conejos.
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Y0 PRV L S S -
22 —z-1 25 Z_{H«/g} NG Z_{l—\/g} ’

2

por lo que la salida en el plano del tiempo discreto es,

y(kT)={“ﬁ{”ﬁ}k l‘ﬁ{l‘ﬁ}k}u(m:i{{ﬂ}m—{#}H}u(m.

w5 2 [ 25| 2 N

Esta respuesta existe gracias a las c.i. por lo que corresponde a la respuesta homogénea del sistema. No es evidente que al
evaluar la expresion resulte en numeros enteros; sin embargo y por ejemplo, y(15) = 987. Por otro lado, el polinomio

|1+\/§ |1—\/§|
2

caracteristico es z2 —z -1, que es de orden 2 y con raices en | | 2 |

que k aumenta (razonable si se piensa que la poblacion de conejos aumenta indefinidamente). Se destaca que y(kT+T)/y(kT)

1445 1 {1+\E
2

a medida que £ — oc y que la respuesta estacionaria es v, (kT) = E 5

I >1ly < 1. Por lo que la solucion diverge a medida

%

k+1
} u(kT) y la respuesta transitoria

1 1 \/g k+1
esta dada por y, (kT) = _—{_T} u(kT) . &

J5

4.4 Solucion de Ecuaciones de Estados

Este caso es interesante puesto que la tendencia es obtener modelos de sistemas fisicos en variables de
estados. Se utilizan métodos en el plano del tiempo ¢ y complejo s.
A . Representacion generalizada
El circuito de la Fig. 4.1 tiene asociado una ecuacion diferencial dada por,
di(t
e(t) = Ri(t)+ L# +v.(t),
t

si se define, x1 = v, x2 =i, y la salida y = 7, entonces el modelo en variables de estado es,

501 [0 vexo] o ) % (0)
Lg(t)}_{—l/L —R/J{xz(z)}{l/J”@’ YO =10 u[xz(t)}

En forma general, la ecuacion de estado de un sistema lineal se puede escribir como (sin considerar las
perturbaciones p),

x(1)= Ax(?) + Bu(?), y(?) = Cx(?) + Du(?),
y solucionarla significa encontrar x(¢) y por lo tanto y(z).

B. Condiciones

A diferencia de la soluciéon de ecuaciones diferenciales donde es necesario conocer las c.i. 1(0),
dyld(0),..., y"1(0), en esta representacion se necesita conocer como c.i. al vector x(0).
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C . Solucion homogénea y solucion forzada de las ecuaciones de estado

Solucion homogénea. Una de las caracteristicas de los sistemas lineales es que se pueden obtener
soluciones analiticas de las ecuaciones que describen su comportamiento. Para obtener la respuesta
homogénea se hace u(z) = 0. Asi el sistema a solucionar es,

X(1)= Ax(7), y=Cx(1),
Se deriva la ecuacion x(¢) = dx(¢)/dt = Ax(¢) sucesivamente, por lo que se puede escribir,
x(¢) = Ax(?)
X(t) = Ax(1) = AAX(t) = A’x(¢)

xP (1) = A'x(r)

de donde se puede observar que x?(0) = A*x(0) = A¥xo. Como AF existe para todo £ finito, x(¢) se puede
expresar utilizando Taylor como,

_ . 1 . 2 1 (k) k
X(t)—x(0)+x(t)|t:0t+2—!x(t)|[:0t kX (r)LOz T
1 1
=X, + AX t +— A’X 7+ — A x ,
2! k!
21

:£I+At+lA2t2+---+%A"tk+--)xo

el término en paréntesis siempre converge y por su similitud con la serie de Taylor de una exponencial
se denota como e*, es mas, se le conoce como matriz de transicién de estados.

Def.: La matriz de transicion de estados ®(7) se define por,
@) =e™ :I+At+%Azt2 +...:zl'Aktk .
' k=0 V-

Si bien la expresion como serie infinita para la matriz de transicion es generalizada, su utilizacion se da
solo por algoritmos numéricos. No es el caso cuando la matriz A es diagonal; es decir, A = diag{A1,
A2,..., An}, pues en este caso,

k

A, 0 - 0 W0 0
© = 110 A, - 0 L) 0 A ... 0
O = —At=N—| T A= T,
kzz;‘k! Z:}k! oo Z}k! -
0 0 A 0 0 %

n n
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zixf# 0 0
k=0 k' ; l e?»]t O 0
0 > =gt 0 0 e 0
= im0 k! = .

- 0 0 e

k k

0 0 ;Eknt

Algunas propiedades de @ () = e*’ son,
e =1
eA(t1+t2) — eAtleAtz

ArN-l At
(e™) =e

eATt _ (eAt )T

AeAt — eAZA
ieAt =AeAt
dt

Finalmente, la respuesta homogénea es,
x(t) = ®()x, =e*x,, y()=Cd(t)x, =CeVx,.
Una forma alternativa de obtener la respuesta homogénea es aplicando la T.L. a dx(¢)/dt = Ax(¢), lo que
resulta en, \
sx(s) — x(0) = Ax(s)
(sI-A)x(s)=x, ,
x(s)=(sI-A)"'x,
por lo tanto,
x(¢) = L (sT-A) "}x,.
Al comparar este resultado con el obtenido mediante series de Taylor se puede concluir que,
D(t)=e™=L{(sT-A)"} 0 D(s)=(sI-A)".

Contrariamente a la serie infinita, este Gltimo resultado es de gran utilidad para el calculo manual de ®(¢).
La respuesta homogénea es,

y(t) = Cx(1) = Ce*'x, = CO(1)x, = CL{(sT-A)}x, .

0 1 0
Ejemplo 4.9. Dado el sistema descrito por X = Ax+Bu, y =Cx+Du, donde A :{ ) 3} , B :L} , C= [1 0] y

s -1

D =[0]. Determine ®(7) y x(#) con u(f) = 0, xo = [1 1]”. R.: En este caso: sI— A = {2 3
s

},por lo que, ®(s) = (sI-A)"
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- -2 - -2
2ot _ o2 t t

1 s+3 1 ,
. La respuesta homogénea es

_ , finalmente, ®(¢) = L' {®(s)} =
s +3s+2 -2 J © @) |:—Ze_t+2e_2t e +2e7

-t -2t —t -2t
e —e T +e —e

—2et 42—t 4 2e7H

x(t) =®()x, = {

}. La Fig. 4.6 muestra graficamente como evoluciona el vector x(¢) a partir de

su condicion inicial xo. Notese que la representacion es en un plano dado que hay dos variables de estado; es decir, n = 2. &

Solucion forzada. Para obtener la respuesta forzada se consideran las c.i. nulas, es decir, x(0) = 0. Asi,
el sistema a solucionar es,

x()= Ax(¢) + Bu(?), y(t) = Cx(¢) + Du(?),
aplicando la T.L a ambos miembros se tiene,
sx(s) = Ax(s)+ Bu(s), y(s)=Cx(s)+Du(s), (sI -A)x(s)=Bu(s), y(s)=Cx(s)+Du(s)
multiplicando la primera ecuacion anterior por la izquierda por el factor (sI - A)! se obtiene,
x(s) = (s - A)"'Bu(s) = ®(s)Bu(s),
por lo que los estados x(¢) para c.i. nulas son,
x(t) = jo’eA(H’Bu(r)dr = qu,(, —1)Bu(t)dt.
Por otro lado, la salida queda como,
y(s) = C(sI—A)'Bu(s)+Du(s).
por lo que la respuesta en el tiempo es,

y(1) = I;CeA("’)Bu(r)dr +Du(r).

Dado que el sistema es lineal, la respuesta total de estos sistemas puede ser escrita como la suma de la
respuesta homogénea y la forzada. Asi los estados x(¢) estarian dados por,

x(1) =®(1)x, + j;(D(t —7)Bu(1)dt 6 X(5) = ®(5)X, + P(5)Bu(s),

y la salida por,

x2(2) \
10 x(0)=x
0 0
-1.0 : :
-1 0 x1(?)

Fig. 4.6 Representacion grafica de la respuesta homogénea.
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ﬂg=cmayh+ﬂcma—n3mymr+nmg,

o bien
y(s) = C®(s)x, + CP(s)Bu(s)+Du(s).

Ejemplo 4.10. Para el circuito de la Fig. 4.7(a), determine la respuesta para entrada escaléon de amplitud £. R.: Para x1 = v,

s delo en variables de asiado: | TO [ 0 Vw0 [0 6O
x2=1, ey =1I,se tiene un modelo en variables de estado: 5(0) =1L —R/L % (0) + UL u(t), y@)=[ ] (1)

) 1 s+R/L 1/C .
Ast TI(s)=— por lo que las wvariables de estado quedan dadas por
s"+sR/L+1/(LC)| —1/L s
+R/L 1/C 0
X(s)=— ! * ‘_}0 + £ y la salida del sistema queda dada por la expresion
s“+sR/L+1/(LC)| -1/L s iy I/L|s
+R/L 1/C i, +E/L—v,/L
y(s)=i(s)=[0 1] ! y ) %o = fl°+ Yo , que corresponde a la corriente
s“+sR/L+1/(LC)| -1/L s ||i,+E/(sL) s*+sR/L+1/(LC)

x (1)

}, con lo que se
x, (1)

del circuito de la Fig. 4.7(a). Si se desea conocer el voltaje del condensador, se hace y(¢)=[1 O]{

s> +s(R/L+i, /(v,C))+E /(v,LC) v,

s2 +sR/L+1/(LC) s
0 y v(s) = E/s; es decir, ambas cantidades no cambian, Fig. 4.7(d), y son iguales a sus c.i. alin cuando sus respuestas
homogéneas y forzadas si lo hacen, Fig. 4.7(b), (c). &

. Notese que si io =0y vo = E, la corriente de salida i(s) =

obtiene la expresion, v(s) =

_ 2 2 2
Ejemplo 4.11. El estanque de la Fig. 4.3 tiene por modelo linealizado a, @:a—k"gAiHa—zAfa +a—2Afm y
‘ dt 2/gh h’ h, h,

A - + - + = .

dac, _ (J: o ]:"O)Achr 3 C‘“’z A, + C;’“’ c‘;" Af, +— S —~Ac,,, donde el punto de operacion esta dado por las
dt h/(3a”)  h /(3a”) h) /(3a”) h, /(3a”)

ecuaciones, f, + f. —k,\Jgh, =0Y [, .Coo = SruCoo — JanCow =0, definiendo, Ax1 = Ak, Ax2 = Acs, Au = Afa, Ap1 = Afm'y Ap2

mo

A AN 7YY Y 5 T T T T T T T T T
+ R L + V1)
e(f) v(t) r71 € i)
0
- i(f) -
L 1 L 1 L 1 1 1 1
o <l 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
a) )
S T T T T T T T T T 5 T T T T T T T T T
v(t)
in(t v(?)
in(1) i
oD 0
1 L 1 1 L 1 L 1 L L 1 L 1 L 1 1 1 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
b) d)

Fig. 4.7 Circuito RLV serie. Formas de onda; a) circuito, b) homogéneas, ¢) forzadas, d) totales.
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a’gk, 0
2x2 \Jex a 0
= Acm, ¢l modelo en variables de estado queda descrito por A= 1oV &0 :[ 1 }’
O _ 3a2(plo + uo) O azz
X,
2 2
— — 0
x]u bl xlo ell O . T
b= ; = ,E=| s = . Determine Ax(¢) con Au(?) = u(f), Axo = [0 0]". R.: En
_3a X2, b, 3a’(p,, —x%,,) 3ap, € €xn
x130 'x130 xl30

apt

0 }, por lo que Ax(r) = e“Ax, +I; e* " IbAu(t)dt =
0 e”zzt

. . . e
este caso la matriz de transicion es simplemente ®(¢) = {

e

t ‘ a (1-1) b . a“(/f‘r)b
J. (I)(t—T)bAU(T)dT - j ‘ a 01—1: 1 U(‘[)dT = j ea t-1 ' ldt= i A
0 0 0 e bz 0| g2 )bz __bz(l_eazzr )u(t)

a22

4.5 Solucion de Ecuaciones de Diferencias de Estado

En esta seccion, el concepto de dinamicas discretas representadas por ecuaciones de diferencias se
combina con el algebra lineal para estudiar a los sistemas dindmicos en el espacio de estados discretos.
Este enfoque se basa en el concepto de sistemas de ecuaciones de primer orden. Si bien el uso de esta
notacion no es evidente, en los capitulos siguientes se introducird formalmente como consecuencia del
tratamiento discreto de sistemas continuos.

A . Representacion generalizada

En forma similar al caso continuo, se define la representacion en ecuaciones de diferencias para el espacio
de estados de un sistema SISO lineal e invariante en el tiempo como (sin considerar las posibles
perturbaciones p(k7)),

X(kT + T) = Ax(kT) + Bu(kT), y(kT)= Cx(kT)+ Du(k7),

donde x(kT) de orden 7 es el vector de estados, ya que es una descripcion completa del sistema al instante
de tiempo k7. El vector u(k7) es la entrada del sistema e y(k7) es la salida, la cual puede ser un estado
del sistema o bien una combinacion lineal de estos y puede estar forzada o no por la entrada u(k7).

B. Condiciones

A diferencia de la solucion de ecuaciones de diferencia, en esta representacion se necesita conocer como
condicidn inicial al vector x(0) = xo.

Ejemplo 4.12. Para el problema de la poblacion de conejos, Fig. 4.5, se encuentra que la ecuacion que rige el crecimiento
esta dada por, y(kT + 27) — y(kT + T) — y(kT) = u(kT), con y(0) = 1, »(T) = 1 y con u(kT) = 0 determine una representacion en
ecuaciones de estado. R.: Al considerar que x1(kT) = y(kT) y x2(kT) = y(kT + T), se puede escribir que x1(kT + T) = y(kT + T)
= x2(kT) y x2(kT + T) = y(kT + 27) = u(kT) + y(kT) + (kT + T) = u(kT) + x1(kT) + x2(kT). Por lo tanto se puede escribir,

x(r+1))_[o 1][x@n)] [0] it o[ 56D NOYEE
o r+7y| "1 1| ey | [fED EDEIEON e en oy T
de donde,
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XD = x(kTy|” " |1 1] |1 ,ye=[1 0], conx(0)= NE

C . Solucion homogénea y solucién forzada

Solucion homogénea. La entrada es nula y en el espacio de estados discretos, la representacion para los
sistemas no forzados es la siguiente,

x(kT+ T) = Ax(kT), y(kT)= Cx(kT),

este tipo de sistemas pueden ser resueltos en forma recursiva una vez que el vector de c.i. es especificado.
Mediante sustituciones repetidas, se obtiene,

x(7) = Ax(0) = Ax,
x(2T) = AX(T) = AAx, = A’x,

x(kT) = A*x,

Por analogia al caso continuo se introduce la matriz de transicion de estados discreta.

Def.: La matriz de transicion de estados discreta ®(£7) se define por,

D(kT)=A".

Finalmente, la respuesta homogénea es,
X(kT) = ®(kT)x, = A'x,,  y(kT)=C®(kT)x, = CA*x,.

Una forma alternativa de obtener la respuesta homogénea es aplicando la T.Z. a x(kT + T) = Ax(kT), lo
que resulta en,

zx(z) —zx(0) = Ax(z2)
(zI-A)x(z) = zx, ,
x(z) =(z1-A) "' zx,

por lo tanto,

X(kT)=Z'{(z21 - A) ' z}x,.
Al comparar este resultado con el obtenido anteriormente se puede concluir que,

OUT)=A" =Z{(zI-A) "'z} 6 B(2)=(zI-A)'z.
Asi, la respuesta homogénea es,
y(kT) = Cx(kT) = CA'x, = C®(kT)x, =CZ ' {(z1 - A) ' z}x,.

Solucion forzada. Para obtener la respuesta forzada se consideran las c.i. nulas, es decir, x(0) = 0. Asi,
el sistema a solucionar es,

x(kT + T)= Ax(kT) + Bu(kT), y(kT)= Cx(kT)+ Du(kT),
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aplicando la T.Z a ambos miembros se tiene,
zx(z) = Ax(z) +Bu(z2), y(z) =Cx(z)+Du(z), (zI-A)x(z) =Bu(z), y(z) =Cx(z)+ Du(z)
multiplicando la primera ecuacion anterior por la izquierda por el factor (zI - A)! se obtiene,
x(z) = (zI-A)"'Bu(z) = z”'®(2)Bu(z) ,

por lo que los estados x(k7) para c.i. nulas son,
k-1
X(kT) =Y ®KT —-T —iT)Bu(iT).
i=0

Por otro lado, la salida queda como,
y(z)=C(z1 - A) 'Bu(z) +Du(z),
por lo que la respuesta en el tiempo es,
k-1
y(kT)=CY ®(kT —T —iT)Bu(iT) + Du(kT).
i=0

Dado que el sistema es lineal, la respuesta total de estos sistemas puede ser escrita como la suma de la
respuesta homogénea y la forzada. Asi los estados x(£7) estarian dados por,

X(kT)=D®(kT)x, + kZ_I:CI)(kT —T —iT)Bu(iT) o x(z) = ®(z2)x, +z ' ®(z)Bu(z),
i~0
y la salida por,
y(kT)=C®(kT)x, + k‘i:C(I)(kT —T —iT)Bu(iT)+Du(kT),
i=0
o bien,

y(z) = C®(2)x, + Cz"'®(z)Bu(z) + Du(z).

Ejemplo 4.13. Dado el circuito de la Fig. 4.1 con R =4, L =40 mH y C = 200 puF se encuentra que el modelo continuo de

] x| 0 1/C || x(@) 0 0 5107 ([ () 0
segundo orden esta dado por ch(t)} = [—I/L _R/JLZOJ+L/L}4(I) = {_25 —100}{x2(t)}+{25}u(t)' La

simulacion de este caso para entrada escalon se ilustran en la Fig. 4.8 Al considerar ahora el sistema discreto también de

x(kT+T)] [ 0775 8.327 [ x,(kT) ,[0.225
X, (kT +T)| |-0.042 0.609 || x,(kT) | |0.042

amplitud 2 se encuentran los resultados ilustrados en la Fig. 4.8. Es claro que el sistema discreto corresponde al caso circuito
de la Fig. 4.1 pero “en version discreto”. Mas adelante se mostrara una forma sistematica para encontrar el modelo discreto
equivalente de un modelo continuo. &

segundo orden dado por { }u(kT ) y simularlo para entrada escalon de

Ejemplo 4.14. Para el problema de la poblacion de conejos, Fig. 4.5, se encuentra que la ecuacion que rige el crecimiento

SO A=) o] =[10 0-|" kT) = y(k kT) = y(kT +
(7 R N sy e=[1 0], conx(0)= | | yxi(kD) = y(kT) y x:(kT) = (kT + 1.

Determine la matriz de transicion en el plano z y la respuesta del sistema en el plano z y k7. R.: La matriz de transicion esta

esta dada por, x(kT') = {
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L 1 o] [o 1) 1 [z2z-1) =z ,
dada por ®(z)=(zI-A) z=|z 0 - z=—— , |» por lo que la salida es y(z) = e®(2)x, =
z

1 11 z’—z-1 z

1 z(z=-1) =z ||1 z* 1++/5 z 1-/5 z . .
(1 0]—{ :|{:| = = - . Esta tultima tiene un
P 1 e R - {wg} 25 {1—6}
z— z—
2 2

z z

equivalente en el plano k7 dado por y(kT)= \BH 5 5

lw} { 5

k+1
} }u(kT ). Notese que en este caso hay sélo

respuesta homogénea y no forzada. Por otro lado, la respuesta que se hace cero a medida que £ — o es el término asociado

con 1— \/— por lo tanto, la respuesta estacionaria es y, (k1) = \/g{H\/_} ukT). &
4.6 Ejercicios Propuestos.
Resuelva los problemas siguientes. Anote todo su trabajo.
A . Nivel basico.
1.- Clasifique las siguientes ecuaciones en diferencial/de diferencias, ordinaria/parcial,

variante/invariante y lineal/no-lineal.

d’y(t dy(t
@ L2y =u ® L0y =u(n+10

dy(t
© w0 =u) @ 20w =uo

x,t oy(x,t oy(x,t oy(x,t
@ @D 0 20D ) 2D )
ot ox ot

@ L4300 =u) 0 20450 v =uo
. dy(t . dy(t du
i 200 =ui-1,) O 200 =D s 10ur)

dt dt

VA1)
(kD)
ereurennes wn

Fig. 4.8 Respuesta forzada del circuito RLC ante entrada escalon y c.i. xo = [2 0]7 y respuesta forzada del Ejemplo 4.13.
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k) YT +T)+ky(kT)=0 ()  y(kT +2T)+a,y(kT) =u(kT)
(m) y(kT+T)+kTy(kT)=0 (m) YT +T)+a,y*(kT)=u(kT)
@)  y(kT +2T)+| y(kT) |=u(kT +T) (0) YT +2T)+ y(kT +T)y(kT) = u(kT)
(p) YT +2T)+ y(kT) =u(kT)+10 (@ YT +T)+ y(kT)= o u(kT)

2.-  Determine la respuesta homogénea/forzada y estacionaria/transiente de las siguientes ecuaciones
para entrada escalon. Asuma c.i. arbitrarias.

2

@ 240 -u) ® L4y =u+10
© d);(t) +5y(f) = du(t) () d);(t) £2(0) = du(t) +10u(r)

d’y(t) dy(t) du(t)

3y()=u(t-1 ——=+2y(t) =——+10u(r -1
(e) P y(@)=u(t=1) ® o T0=— u(t=1)
(&) ykT+T)+a,y(kT)=0 (hy y(kT+T)+0.5y(kT)=u(kT)
(1)  ykT+T)+1.5y(kT)=u(kT) G)  ykT+2T)+1.5p(kT)=u(kT)
(k)  y(kT+2T)+1.5y(kT)=5u(kT +T) 0 y(kT+2T)+1.5y(kT) =5u(kT +T)+u(kT)
3.-  Determine el polinomio caracteristico de las ecuaciones anteriores.
4.- Determine las raices de los polinomios caracteristicos de las ecuaciones anteriores.
5.-  Determine la respuesta homogénea/forzada y estacionaria/transiente de las siguientes ecuaciones
para entrada escalon. Asuma c.i. arbitrarias.

_ -4 1 1

(@ x()= }X(t) +[ }u(t), y()=[4 10]x(z)
2 3 2

PR EE! 1
®  x@O)=, |xOF| ju@, yO=[0 x@)+u®)

, :—4 2 10
© xO=|, PO+, juO, yO=[ 2x@O+ul)

T4 2] 1]
(d) x(kT+T)= | 3 x(kT)+ 4 u(kT), y(kT)=[1 2]x(kT)
- 0 1 - _0:
(e) x(kT+T)= 4 3 x(kT)+ | u(kT), y(kT)=[1 OIx(kT)
0 1] 0

H x(kT+T)= 4 3 x(kT)+ | u(kT), y(kT)=[1 OIX(KT)+u(kT)

6.- Determine la matriz de transicion de las ecuaciones anteriores.
7.-  Determine los valores propios de las matrices de transicion de las ecuaciones anteriores.

B . Nivel intermedio.

1.-  Determine la respuesta homogénea/forzada y estacionaria/transiente para entrada escalon y
sinusoidal de la ecuacion () +2&w, y(¢) + . y(t) = ko u(t) .
2.- Determine las matrices A, b, ¢, y d y c.i. de un sistema discreto que represente la secuencia de

Fibonacci.
3.-  Determine la expresion en el plano s o z, segiin corresponda, de la salida para entrada escalon de,
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(a)

(c)

(e)
(2

(1)

W)

(k)

l.-
2.-

L0 4y =ute 0 sy =20

dz(t) £2y(n) = (t)+10u(t) (d) dfi(t) +2 (z)_d (t)+1o (t-1)

YT +T)+0.5 y(kT) — u(kT) ®  ykT+T)+15 y(kT) — u(kT)

V(KT +2T) +1.5y(kT) = Su(kT +T) (h) (kT +2T)+1.59(kT) = Su(kT + )+ u(kT)

xm:[_; _13}x(t)+mu(z), y(0)=[4 10]x(1)
T4 1 0

X(1) = 5 3 x(1)+ 0 u(t), y(0)=[0 1]x(2)+u(r)
x(kT+T)={_14 i}(kTﬂmu(kT), y(kT)=[1 2]x(kT)

x(kT+T):LO4 _13}x(kT)+{ﬂu(kT), y(kT)=[1 OIX(kT)+u(kT)

Determine la matriz de transicion de sistemas continuos caracterizados por,

(-1 0] [0 —1]
A= by A=
0 -2] 2 0
Determme la matrlz de transicion de sistemas discretos caracterlzados por,
fa, 0] 0 oa,
A= (b) A=
10 o, | o, 0

Muestre que un sistema ya sea continuo o discreto donde A = { . 0} tiene una matriz de
transicion oscilatoria.

Nivel avanzado.

Escriba ejemplos de ecuaciones de diferencias parciales.

Determine una expresion generalizada para las variables de estado en S.S. x, de un sistema descrito
por x(kT + T) = Ax(kT) + Bu(kT) + Ep(kT), y(kT)= Cx(kT)+ Du(kT) + Fp(kT), conociendo u'y
p en S.S.; es decir, u, y po. Establezca las restricciones para que la solucion sea unica.

Determine una expresion generalizada para las entradas en S.S. u, de un sistema descrito por x(k7'
+ T) = Ax(kT) + Bu(kT) + Ep(kT), y(kT)= Cx(kT)+ Du(kT)+ Fp(kT), conociendoyy p en S.S.;
es decir, yo Y po. Establezca las restricciones para que la solucion sea tinica.

Determine una expresion generalizada para las variables de estado en S.S. x, de un sistema descrito
por x(kT + T) = Ax(kT) + Bu(kT) + Ep(kT), y(kT)= Cx(kT)+ Du(kT) + Fp(kT), conociendo y y
p en S.S.; es decir, yo y po. Establezca las restricciones para que la solucion sea tnica.

Determine una expresion generalizada para la salida en S.S. y, de un sistema descrito por x(k7" +
T) = Ax(kT) + Bu(kT) + Ep(kT), y(kT)= Cx(kT)+ Du(kT) + Fp(kT), conociendo uy p en S.S.;
es decir, uo y po. Establezca las restricciones para que la solucion sea tnica.

Pruebe las propiedades de la matriz de transicion continua ®(¢).

Encuentre el dual de las propiedades de ®(¢) aplicables a (k7).
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5 Funciones de Transferencia

Una alternativa de caracterizar a los sistemas lineales es a través de su respuesta a
impulso. En este capitulo se introduce el concepto de Funcién de Transferencia como
otra alternativa que introduce los conceptos de polos y ceros. Esta herramienta aporta
con nuevas opciones de caracterizacién, incluyendo estudios de estabilidad y de
comportamiento estacionario y transiente. El concepto es extendido a sistemas
discretos, sistemas con retardo y sistemas tipo MIMO.

5.1 Introduccion

La respuesta a impulso de un sistema permite su caracterizacion. En efecto, en un sistema continuo se
tiene que,

YO =he)*u(®) = [ h(t-tu(v)ds,
y en un sistema discreto,

Y(kT) = h(kT) *u(kT) = i hkT —iT)u(iT),

i=—00

donde A(t) y h(kT) son las respuestas a impulso de un sistema continuo y uno discreto, respectivamente.
El tener las expresiones explicitas o graficas de estas funciones no son de gran ayuda. Sin embargo, se
encuentra que un analisis de éstas en el plano de la frecuencia aporta informacion ttil.

5.2 En el Plano Continuo

Si se tiene una ecuacion diferencial que relaciona la entrada u(#) con la salida y(f), entonces:

Zm:bisi iib Siflfku(k)((y) Zn:i aiSifl—ky(k)(O+)
y(t)=L"]= u(s)—-=4=0 TR ,
zaisl ZG s zaisi
=0 i=0

que se puede escribir en el plano s como,

-1

m i— n

Zbisi izblsl ~1-k (k)(0+
#(s) = E—u(s) - 2D

n
Z as' as' Z as'
i=0

i=0 i=0

aSl —1-k (k)(0+)

1

)
+ i=0 k=0

o bien abreviadamente,
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m

Zbl.si

y(s)=L—u(s)+T.CIL,

i
2.as

i=0

donde T.C.I. son los términos debidos a las c.i. tanto en la entrada como de la salida.

Def.: Se define la Funcion de Transferencia (F. de T.) a la funcion A(s) como el factor en la ecuacion
de y(s) que multiplica la entrada u(s), considerando c.i. nulas. Por lo tanto,

i=l

biS[ m m— (S+Z[)
h(s):’ZO: _b,s"+b,,s 1+---+b1s+b0_n(s):H

a.s

l

n n—1 - n :
i s'4a, 8" ++as+a, d(s) (
s+ p.)

Si las c.i. son nulas, se tiene que y(s) = A(s)u(s). Considerando que,

n(s) i H(S+Zl.)

i=1

h(s) = i) ,
[TGs+p)

se definen los conceptos de polos y ceros de una F. de T..

Def.: Los polos de A(s) son las raices del dénominador d(s).

Def.: Los ceros de /(s) son las raices del numerador n(s).

Si A(s) no tiene polos ni ceros con partes reales positivas, el sistema se dice de fase minima.

Un valor importante que también caracteriza una F. de T. es el valor en S.S. que se logra en la salida para
una entrada escalon. Este valor se define a continuacion.

Def.: El valor de la respuesta en S.S. para entrada escalon de un sistema se conoce como ganancia dc.
En un sistema continuo se determina como,

lim y(¢) = hng sy(s) = hn(} sh(s)u(s) = hng sh(s)l/s = hng h(s)=h(0).

bO
s+a,

Ejemplo 5.1. Estudiar las F. de T. para los siguientes sistemas. (a) dy/dt + aqy = bou se tiene que la F. de T. es A(s) =

. Por lo tanto, ceros: no tiene; polo: -ao. La respuesta a entrada escalon converge si ao es positivo. El sistema es de fase minima.
s=1 s—1
243542 (s+1)(s+2)

La ganancia dc es bo/ao. (b) d?y/di? + 3dy/dt + 2y = du/dt - u. La funcion de transferencia es h(s) =
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. Por lo tanto, cero: 1; polos: -1 y -2. La respuesta a entrada escalon converge. El sistema es de fase no minima. La ganancia
s+2 s+2

S 42542 (s+1+ /) (s+1-))
lo tanto, cero: -2; polos: -1 +j y -1 - j. La respuesta a entrada escalon converge. La ganancia dc es 1. El sistema es de fase
minima. Los polos y ceros se pueden representar en un plano complejo como ilustrado en la Fig. 5.1. &

dc es -1/2. (¢) d*y/df* +2dy/dt + 2y = du/dt + 2u. La funcién de transferencia es A(s) = Por

Si ahora consideramos la representacion de un sistema en sus variables de estado, pero con una entrada
y una salida, se tiene,

X (£)= Ax(¢) + bu(f), y(t) = ex(?) + du(),
al tomar la T.L. se obtiene,
sx(s) — X0 = AX(s) + bu(s), y(s)=cx(s) + du(s),
lo que resulta en,

(sI—A)x(s) = xo + bu(s), y(s)=ecx(s) + du(s),
x(s) = (sT— A)(x0 + bu(s)), y(s) = cx(s) + du(s),

¥(s) = e(sT— A)(xo + bu(s)) + du(s),
al considerar las c.i. nulas se tiene finalmente que,
Adj(sI-A)

¥(s) = e(sI — A)'bu(s) + du(s) = ¢ detisI_A)

bu(s) + du(s),

por lo que la F. de T. en funcidn de la representacion en variables de estado es igual a,
Adi(sI-A)

= —_ AY! =
h(s)=c(sI—A)y'b+d cdet{sI—A}

+d,

Notese que en este caso la ganancia dc puede calcularse como /#(0) = ¢(— A)'b + d.

-3 4 1
Ejemplo 5.2. Para el sistema dado por: A = [ ) } , b= [0} ,c=[1-1], d= 0 determine la F. de T.. R.: En este caso se

-3
tiene que (sI-A)' = s+3 4 = 1 s+3 4 _ 1 s+3 4 _
q 1 543 (s+3)5+3)—4| 1 543 16545 1 s43
+3 4 )
S — , por lo que (s) = c(sI - A)'b +d = _ St .
(s+5)(s+D)| 1 s+3 (s+5)(s+1)
j j ; %
0 ¥ 0 D A o 0 ©
Qo 2 -1
! 7 J X
| | | | | |
a) 2 0 2 b) 2 0 2 ¢) -2 0 2

Fig. 5.1 Polos y ceros de F. de T. continuas; a) sistema de 1° orden, b) y ¢) sistemas de 2% orden.
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Ejemplo 5.3. Para el sistema mostrado en la Fig. 5.2(a), obtenga sus F. de T.. R.: El modelo esta dado por las ecuaciones

di .
L ;“ =v,—Ri, ko y J (i’_cto =k,i, —do—t,. Tomando T.L se obtiene sLic = Va — Ria - km® y sJi0 = kmia — do - t1. Al
t
despejar i. de la 1°* ecuacién se obtiene i, = %, reemplazando el resultado en la 2% se obtiene,
s+
s+ R
-k . k 1 -1 I .
SJ,m=kmM—dco—tl, o bien, o(s)=—" S v (8)+— L > t,(s). Si por
Ls+R JL , |R d k., +dR J , |R d k, +dR
ST+ — s+ ST+ — s+ ——
1 JIL 1 JIL
. . . . . da i kmia + tl
el contrario, la salida es la corriente i, entonces, se puede despejar ® de la 2% ecuacion, lo que resulta en o = ﬁ R
S+

ki, —t
reemplazando este resultado en la 1°* ecuacion es, v, =sLi, +Ri, +k, % , lo que al ser ordenado resulta en,
S+
d
s+—
, 1 J, k, 1 o
i(s)=— S v, (s)+— > t,(s) . En resumen se pueden distinguir cuatro F. de
L, |R d k., +dR JL , |R d k, +dR
S s+ S s
J, J,L J, J,L

T.s, de acuerdo a &(s) = Aova(S)Va(s) + hoa($)t(S), ia(S) = hiava($)Va(S) + hiau(s)t(s). Asi el cero asociado a Aeu(s) estd dado por
—R/L = -24 y el asociado hiava(s) estd dado por —d/J = -0.593. Los polos son unicos y estdn dados por las raices de

2

R

sS4 {% + %} s+ k’”jzi , que resultan ser -3.151 y -21.442, Fig. 5.2(b). Las ganancias dc resultan ser fovi(s) = 1.316, hou(s)
1 1

=-2.632, hiava(s) = 0.175, hian(s) = 1.316. Estos valores quedan evidenciados en las respuestas mostradas en la Fig. 5.2(c) para
va(t) =3U(t-1). &

\ [

+ve- v A 21442 ()
. . , 1, Jl j
lg ] } 174
| | ‘ d 0 [ X

,

o carga
maquina cc | !

1 1

C) | | | | , 1 1 1

0 1 2 3 4 5 9 10

0

(=2}
-
]

Fig. 5.2 F. de T. de la maquina c.c.; a) esquema, b) polos y ceros de Zw(s), ¢) respuesta dinamica.
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Ejemplo 5.4. Para el sistema mostrado en la Fig. 5.3, obteng
jcl

e se tiene la representacion en variables de estado, X =| %,

—Rx,/L+u/L

X3

asuF.deT..R.: Definiendoxi =i, x2=x,x3=dx/dt=vyu=

. Este

X | —g+kx [[m(l, —x, +a)|+k(l,—x,)/ m—dx,/m
modelo es no-lineal, dado que la F. de T. esta definida para sistemas lineales, se obtiene primero el modelo lineal del sistema
R

_R 0 0 1

L L
para un punto de operacion arbitrario. Este esta dado por, A = 0 0 1 |,b={0],e=[0

N k, i k —d 0

| ml-x,+a m(,-x,+a)’ m m |

1 0, d = 0. Notese que en el punto de operacion se cumple que —Ri /L+u,/L=0 'y

—g+ki’ [[m(l,—x, +a)]+k(l,—x,)/m=0. Luego de algo de trabajo se obtiene la expresién de la F. de T. dada por
1 1 ki 1 , kK i

i o o
s7+ 28w, s+ Ts+1

donde —,
ml —x +aR
d

Ax(s)=k, Ae(s), k,=2

" m m(l,-x,+a)’

yt=L/R. LaF. de T. tiene tres polos, uno independiente del punto de operacion y los otros

k & i
2m | ———+—t——
m m(l,—x,+a)

dos dados por las raices de s* + 2w, s + @’ . Nétese que los coeficientes de este polinomio son siempre positivos en tanto el

coeficiente o’ lo sea, éste serd un aspecto importante en el estudio de la estabilidad del sistema. La ganancia dc resulta ser

kpl @) . %

5.3 En el Plano Discreto

\

Si se tiene una ecuacion de diferencias que relaciona la entrada u(k7) con la salida y(kT), entonces:

i— n

Z lz_: al.zi_ky(kT)

i=0 k=0

n .
2 az
i=0

m

Zbl.zi

i=0

b.s" u(kT)

1

m
=0 k=0
u(z)—="-5

i i
Sz az

i=0

y(kT)=Z" +Z"

que se puede escribir en el plano z como,

/
C\_W\/_NW\_O
D R L +
\D e(t)
T+ i(?) -
H » )
\4
A ! A a
10 i
]
i A R
A
L !
ix(t)
Td ko
v |

Fig. 5.3 Levitador magnético.
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m m_ i1 ) n i-1 )
bz D> bs u(kT) az " y(kT)
_ =0 i=0 k=0 i=0 k=0
(@) = E—u(z) - s
Zaiz az' az'
i=0 i=0 i=0

o bien abreviadamente,

Zb,.zi

W(z)=LE—u(z)+T.CLL

i
pICE:

i=0

donde T.C.I. son los términos debidos a las c.i. tanto en la entrada como de la salida.

Def.: Se define la Funcion de Transferencia (F. de T.) a la funcion A(z) como el factor en la ecuacion
de y(z) que multiplica la entrada u(z), considerando c.i. nulas. Por lo tanto,

bl'Zi m m— (Z+Zi)
h(Z)z’Z;O: :me +bm—lz 1+"‘+b12+b0_7l(z):1:1[

n n-1 - n :
Zaiz, Z"+a, 2" +--+az+a, d(z) H(Z+Pi)
i=0 i=l1

Si las c.i. son nulas, se tiene que y(z) = h(z)u(z). Considerando que,

NS § (2
h(z) = n(z) _ L=l

‘O Tl p)

se definen los conceptos de polos y ceros de una F. de T..

Def.: Los polos de /4(z) son las raices del denominador d(z).

Def.: Los ceros de /4(z) son las raices del numerador n(z).

Si /(z) no tiene polos ni ceros cuyo mddulo sea mayor que uno, el sistema se dice de fase minima.

Al igual que en sistemas continuos, un valor importante que también caracteriza una F. de T. es el valor
en S.S. que se logra en la salida para una entrada escalon. Este valor se define a continuacion.

Def.: El valor de la respuesta en S.S. para entrada escalon de un sistema discreto se conoce como
ganancia dc. En un sistema discreto se determina como,

lim y(kT) = lim 222 () = lim 2> A(z)u(z) = lim 2t h(z)—2— = lim h(z) = A(1).
k—o0 =l >l >l 1 z—1

z—
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Ejemplo 5.5. Estudiar las F. de T. para los siguientes sistemas. (a) y(k7+7) + aoy(kT) = bou(kT) se tiene que la F. de T. es
b .
h(z)=—=— . Por lo tanto, ceros: no tiene; polo: -ao. La respuesta a entrada escaldn converge si |ao| es menor que uno. El
z+a,
sistema es de fase minima si |ao| es menor que uno La ganancia dc es bo/(1+ao). (b) y(kT+2T) + 1.1y(kT+T) + 0.3y(kT) =
22 +0.2z . z(z+02) z(z+0.2)
Z2+1.1z+03  z°+1.1z+03  (z+0.5)(z+0.6)

tanto, ceros: 0, -0.2; polos: -0.5 y -0.6. La respuesta a entrada escaloén converge. El sistema es de fase minima. La ganancia
dc es 1.2/(1.5-1.6) = 0.5. Similarmente al caso continuo, los polos y ceros se pueden representar en un plano complejo como
ilustrado en la Fig. 5.4. &

u(kT+2T) + 0.2u(kT+T). La funcion de transferencia es 4(z) = Por lo

Si ahora consideramos la representacion de un sistema en sus variables de estado, pero con una entrada
y una salida, se tiene,

X(kT+T)= Ax(kT) + bu(kT), y(kT)= ex(kT) + du(kT),
al tomar la T.Z. se obtiene,
zX(z) - zxo = AX(z) + bu(z), y(z) = ex(z) + du(z),
lo que resulta en,

(zI — A)x(z) = zx0 + bu(z), y(z) = cx(z) + du(z),
X(z) = (zI - A)(zxo + bu(z)), ¥(z) = ex(z) + du(z),

¥(2) = ¢(zl — Ay (zxo + bu(z)) + du(z),
al considerar las c.i. nulas se tiene finalmente que,
Adi(zI-A)

$e) = elel ~ A bu(a) + du@) =€ =T

bu(z) + du(z),

por lo que la F.de T. en funcién de la representacion en variables de estado es igual a,
Adj(zI-A)

= _ -1 =
h(z) = e(z1 — A)'b + d Al

+d,

Notese que en este caso la ganancia dc puede calcularse como /(1) = ¢(I - A)'b +d.

Ejemplo 5.6. Para el problema de la poblacion de conejos se encuentra que la ecuacion que rige el crecimiento esta dada
por, (kT + 2T) — (kT + T) — y(kT) = u(kT), con y(0) = 1, y(T) = 1 y con u(kT) = 0 determine una F. de T. que represente este

J /,f' m‘_"" J
7 s,
0 —t
i
N - 7
. ., a 0 /"f‘
- N
| | | |
a) -2 0 2 b) -2 0 2

Fig. 5.4 Polos y ceros de F. de T. discretas; a) sistema de ler orden, b) sistemas de segundo orden.
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caso. R.: Se puede asumir que la ecuacion anterior tiene una entrada u(k7) nula o que el coeficiente que la multiplica es nula.

Asi, la F. de T. quedaria dada por A(z) = 2;1 L&
zi—z—

5.4 Modelo en Espacio de Estados a partir de una F. de T.

Si se tiene una representacion de un sistema en su F. de T. se plantea el problema de como llegar a una
representacion de ecuaciones en el espacio de estados.

A . Caso continuo

Sea una F. de T. A(s), considerando m = n, la cual representa a un sistema lineal dado.

y(S) _ bnsn -i_bn—lsn_l +.“+bls+b0

u(s) s"+a, 5" ++as+a,

h(s) =

Se define arbitrariamente, la variable intermedia xi(s) tal que,

xl(s) _ 1
u(s) s"+a, " +rasta,

Tomando la T.L. inversa, queda lo siguiente,
(n) (n=1) 1 —
x"+a, x4+ +ax +ax =u,

definiendo nuevas variables como,
(n-1)

Xy =X HmX, 0 X, FX
por lo que se puede escribir,
Xy =Xy Xy =X, v, X, = 00X, T4 X, —e—a, X, T U,
por otro lado,
y(S) _ n n—1
—~==bs"+b, s +---+bs+b,,

x,(s)
por lo que,

_ (n) (n-1) :
y=bx" +b_x"" +--+bx +Dyx

=b (—a,x,—ax,—-—a, x,+u)+b _x +---+bx,+byx,,
= (bo _bnao)xl + (bl _bnal )xz oot (bn—l _bnan—l)xn + bnu
de esta forma el sistema representado por una F. de T. se puede escribir como,
x| [ 0 1 0 0 |[ x ] [0]
X, 0 0 1 0 X, 0
S ) ) . ) g
X, 0 0 0 1 X, 0
A I et Y ) —a,, || x, | |1]
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y = I:bO - aObrt bl - albn o bn—2 - an—an bn—l n lb ]['xl xZ e xn—l xn ]T + bnu 2

de donde se puede obtener por inspeccion la matriz A, el vector b, ¢, y el escalar d de la representacion
del tipo A(s) = ¢(sT — A)'b + d. En la Fig. 5.5 se muestra un diagrama en bloques para esta representacion.
Notese que A(s) es un escalar, por lo que se puede escribir que,

h(s) = h(s)" = {e(sI - A)'b + d}T,
por lo que,
h(s) = {e(sI - Ay'b}" + {d}7,
h(s) =bT(sI - A)Te’ +d,
h(s) =bI({sI}T — ATy le? + d,
h(s) =b (sI - AT)'e" +d,

por lo que otra representacion para el sistema descrito por 4(s) en variables de estado es,

‘[ o 0 0 —a, [ v, | [ bo—apb,
T, 1 0 0 a4 T b —ab,
N . : : : Do+ : u
Vet 0 - 1 0 4, || Vua b,,—a,.b,
7.1 L0 0 1 —a, || v, ] Lb—a,b, ]
y=[0 0 - 0 1y, v, = Y.y V1 +bu

También puede considerarse el caso de utlllzar fracciones parciales. Sea A(s) con polos simples reales, y
con m < n, entonces,

¥(s) _n(s) _bs"+b,, 8"+ tbs+b _bs"+b, 5"+ 4 bs+by z
u(s) d(s) S”+an71S”_'+~-+a1s+a0 (s+p)s+p,)-(s+p,) ,1s+pl

h(s)=

lV AA 4

by1-,1b, by-a\b, bo-aob,

AA |

1
)
7'}

-ay |«

Fig. 5.5 Diagrama de una representacion en variables de estado continuo.
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donde £, = hm (s +p, ) (s) , en este caso la representacion en variables de estado es,
G, -p, 0 0 || o k,
G 0 - 0 ||o k
2| _ .pz 21412,
6;1 O 0 e _p}’l G}’l kl’l
y=[1 1 - 1o, o, - o, +bu

En el caso de raices repetidas se procede como sigue. Sea p1 una raiz repetida ¢ veces, entonces,

h(s) = y(s) n(s) bs"+b, s"" +-+bs+b,  bs"+b, 5" +-+bs+b,
u(s) d(s) s"+a, s" +~--+als+a0 (s+p1)p(s+p2)-~-(s+pn7q+l)
G qul Cq < ki

et — —+
s+ p (s+p)) (s+p) Ts+p.,

Y a2 (s n(s
donde ¢ = lim (s+p,)qﬁ , para [=1,..,q9-1, ¢, =lim(s+p) —— (s)
— ) s>-p, ds'eD d so=py d
(q—=D)!s=>-rds (s) (s)’
k., = hm (s +p, )%, parai=2, ...,n-q-1. En este caso la representacion en variables de estado
d(s
queda como sigue,
_81_ _—pl 0 0 0 0 __81_ 1]
g, 1 -p 0 0 0 g, 0
E.:q—l _ _pl 0 0 8q—l + 0 u
g, I -p O g, 0 ,
€ 0 0 -p, €
_én 11 0 o - 0 0 0o - “Puger || &0 | 1]
T
y = [Cl CZ o cq—l cq kl t kn—q][gl 82 o 8q—l 8(1 8q+l Sn]
. . . . s+b, .
Ejemplo 5.7. Disponer en ecuaciones de estado al sistema dado por A(s)=———————. R.: En este caso se tiene que
(s+a) (s+D)
@ b
h(s)= I -+ k , por lo tanto, ci - ! lim d —1(s+a)’ L lim i{ﬁ—o} =
(s+a) (s+a) (s+b) (2-1)!s>-ads® P (s+a)’(s+b) so-ads | s+b
(s+b) (s+b) b_boz , ¢, = lim(s+a)’ Stbo lims+b by yk1 = 1im(s+b)—s+2b° =
s-a (s+b) (b—a) s-a (s+a) (s+b) s>as+b b- s>-b (s+a)’(s+b)
xl 'xl
. S+bh, b, — ., .
lim > = > . Por lo tanto, la representacion es, | x, |= + 0w, y=[q ¢, Kkl x,|. %
s>-b(s+a) (a—-b) ; 0 .
3 3
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Ejemplo 5.8. Para el sistema mostrado en la Fig. 5.2(a), obtenga dos representaciones en variables de estado. R.: El modelo
. di
esta dado por las ecuaciones L la

i X, —-R/L —k,/L]|| x 1/L 0 X, i )
en variables de estadoes, | | |= + v, + t, o=[0 1] . Sin embargo, al considerar
X, k,/J, —=dlJ, ||x, 0 -1/J, X,

la  velocidad como salida, se encontr6 en el Ejemplo 53 la relacion en el plano s

=v,—Ri,—k,0y J, cji—(;) =k,i, —dw—t,. Definiendo a x1 = iz y x2 = o, el modelo natural

k 1 -1 . .
o(s) =—"= 5 v (8)+— L > t,(s), por lo que otra representacion en variables de
JL , |R d k,+dR J , |R d k, +dR
ST —+—|s+ ST =+ — |5+ L—
L J, J,.L ; J,L
0 k> +dR -R
Cl _ JIL Cl - JIL Cl . .,
estado es, | . |= +| J,L v, + t, ®= [O 1] . Noétese que en esta nueva representacion i
Cz R d Cz -1 Cz
1 —|—+— 0
L J J,

no corresponde a is; es mas, no hay significado fisico para esta variable.

Una vez que se tiene una representacion del tipo x= Ax + Bu + Ep, y = Cx + Du + Fp, se pueden
encontrar infinitas representaciones en variables de estado. Para esto basta definir una transformacion de
similitud. Las transformaciones de similitud representan un cambio de coordenadas de las variables de
estado, y estan expresadas por una matriz invertible de manera que z = Tx, donde x es el vector de estados
original y z es el nuevo vector de estados, por lo tanto, x = T-'z y por ende dx/dt = T-'dz/dt con lo que
la representacion original queda,

T'2=AT'z+Bu+Ep, y=CT'z+Du+Fp,
multiplicando la primera ecuacion - por la izquierda - por T, se obtiene finalmente,
z=TAT'z+TBu+ TEp, y=CT!z+ Du+ Fp,

Normalmente se acostumbra a definir nuevas matrices de parametros. Es decir, At = TAT!, Br = TB,
Cr=CT!, Dr=D, Er=TE, Fr =F. Por lo que la representacion alternativa quedaria,

z=Arz+ Bru+ Etp, y=Crz+ Dtu+ Frp,
En este caso, la F. de T. (sin considerar la perturbacion) es,

Hy(s)= CT(SI_AT)_IBT +Dy
=CT'(sI-TAT")"'TB+D
=CT ' (T(sI-A)T")"'TB+D
=CT'T(sI-A)"'T"'TB+D
=C(sI-A)"'B+D
=H(s)

lo que ratifica que la definicion de las variables de estado no altera la F. de T., por cuanto esta es una
caracteristica entrada/salida del sistema.
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B. Caso discreto

De igual manera que para el caso tiempo continuo, consideremos una F. de T., la cual representa a un
sistema lineal discreto y nos interesaria obtener una representacion en el espacio de estados. Sea /(z) con
m = n, la cual representa a un sistema lineal dado, entonces,

y(z) bz +b, "+ +bz+b,

h(Z): n n-1 :
u(z) z'+a, z" +---+az+a,

Se define arbitrariamente, la variable intermedia xi(z) tal que,

xl(z) _ 1
u(z) z'+a, 2" ++az+a,

Tomando la T.Z. inversa, queda lo siguiente,
x, (kT +nT)+a, \x, (kT +nT -T)+---+ax, (kT +T)+ax,(kT) =u(kT),
definiendo nuevas variables como,

X, (kT)=x,(kT +T), x,(kT)=x,(kT+2T), -, x,(kT)=x,(kT +nT-T).

por lo que se puede escribir,
x (kT +T)=x,(kT), x,(kT +T)=x,(kT), -+, x, (kT +T)=x,(kT)
x,(kT +T)=-a,x,(kT)—ax,(kT)=+--—a, \x,(kT)+u(kT)

b

por otro lado,

e _,

n n—1
2" +b, 2" +-+bz+b,,
X (2) ‘

por lo que,
v(kT) =b,x,(kT +nT)+b, x,(kT +nT —=T)+---+bx,(kT +T)+b,x,(kT)
=b,(—ayx,(kT)—ax,(kT)—---—a, x, (kT)+u(kT))+b, x, (kT)+---+bx,(kT)+byx,(kT),
= (B~ b,a,)x, (kT + (b, ~b,a)x, (KT) +---+(b,, ~ b,a, )x, (k) + bu(kT)

de esta forma el sistema representado por una F. de T. se puede escribir como,

X, (kT +T) | 0 1 0 0 |[ x(kT) ] [0
x,(kT+T) 0 0 1 0 x,(kT) 0
: =| : : : : +| ¢ (u(kT),
x, (kT +T) 0 0 0 1 x, (kT)| |0
| x,(kT+T) | | —a, -4, —a, o —a, || x,(kT) |1

[ x,(kT) |

x,(kT)
y(kT)=[b,—ab, b —-ab, -+ b, ,—a, b b  —a, b] : +bu(kT),

%, (KT)

| x,(&T) |
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de donde se puede obtener por inspeccion la matriz A, el vector b, ¢, y el escalar d de la representacion
del tipo A(z)=c(zZI-A)'b+d. En la Fig. 5.6 se muestra un diagrama en bloques para esta
representacion. Notese que /(z) es un escalar, por lo que se puede escribir que,

h(z) = h(z)' = {c(zI - A)'b + d} T,
por lo que (siguiendo el desarrollo para sistemas continuos),
h(z) =bl(zl - AT)'e" + d,

por lo que otra representacion para el sistema descrito por 4(z) en variables de estado es,

oy, (kT+T) ] [ 0O 0 0 —a, |[ v,kT) | [ b,—ayb,
v,(kT +T) 1 0 0 —a, v,(kT) b —ab,
: = : : : : + : u(kT)
YV, (kT +T) 0 1 0 —a, 5 ||V, (kT) b, ,—a,.b, .
v, kT+T) | | 0 0 1 —a,, || v.,(kT) | | b,,—a, b, |

y(kT)=[0 0 - 0 1y,(kT) y,(kT) - v, ,(kT) v, (kD) +b,u(kT)

También puede considerarse el caso de utilizar fracciones parciales. Sea /(z) con polos simples reales, y
con m < n, entonces,

(2) = y(z) _ n(z) bz" +b 2"+ +bz+b, o bz'+b, 2" +-+bz+b, _ Z”:

u(z) d(z)_ Z"+a, 2"+ taz+a, (z+p)z+p,)-(z+p,) = 1z+p
donde £, = hm (z +p,) E 2) , en este caso la representacion en variables de estado es,
s, (kT+T)] [-p, 0 = 0 J[o,1)] [k
kT +T 0o - w0 || o, (kT k
62( : ) _ : .pz . : 2(: ) n :2 u(kT),
c,(kT+T) 0 0 - —p, ||o,kT)| |k,
o >
x”(kT+T) bn—l'an—lbn xz(kT+T) bl'albn bO'aObn
X, (KT) Jxl (kT)
u(kT) 5 Z —p| 7 ——o0—Ppere 271 i.E
MMl e % (kT) | x (kT +T)
-Qp <
-a; |«
-a, |«

Fig. 5.6 Diagrama de una representacion en variables de estado discreto.
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ykT)=[1 1 - 1o, (kT) o,(kT) - o (k)" +bu(kT).

Similarmente al caso continuo, se pueden obtener las expresiones generalizadas para el caso de tener
raices iguales.

-6

. . . . 2 .
Ejemplo 5.9. Disponer en ecuaciones de estado al sistema dado por h(z)= 423 . R.: En este caso se tiene que

0515 x, (kT +T) 0 0 0 | x&T) -1.5
h(z)= %, por lo que por inspeccion se puede escribir que | x,(kT+T) |=|1 0 0.25| x,(kT) |+| 0.5 |u(kT),
2 e xkr+T)| [0 1 0 || x k)| | 0
x,(kT)
. . . . 0.5z-1.5 0.5z-1.5
y(kT)=[0 0 1]| x,(kT) |. Por otro lado, utilizando fracciones parciales se tiene que /(z) = — = > =
z2 =025z  z(z"-0.25)
X, (kT)
_0s=m1S _—6+i+3;5; por lo tanto, otra representacion en variables de estado esta dada por,
z(z+0.5)(z-0.5) z z+05 z-05
o, (kT +T) 0 0 0 || o,(kT) -6 o, (kT)
o, (kT+T)|=|0 05 O ||o,(kT) |+|2.5|u(kT), y(kT)=[1 1 1]| c,(kT) |.Notese que los valores propios son 0, -
o, (kT +T) 0 0 0.5] o,kT) 3.5 o, (kT)

0.5y0.5. %

Ejemplo 5.10. Para el problema de la poblacion de conejos se encuentra que la ecuacion que rige el crecimiento esta dada
por, (kT + 2T) — y(kT + T) — y(kT) = u(kT), con y(0) = 1, y(T) = 1 y con u(kT) = 0 determine una representacion en variables
de estado. R.: Al considerar x1(kT) = y(kT) y x2(kT) = y(kT+T) se puede determinar que x1(k7T+7) = y(kT+T) = x2(kT) y x2(kT+T)
= Y(kT+T+T) = y(kT+2T). A partir del modelo se obtiene que, x2(k7T+7) = u(kT) + y(kT) + y(kT+T) = u(kT) + x1(kT) + x2(kT).

- x, (kT +T) 0 1| x(kT) 0
Por lo que wuna representacion en variables de estado es, = +|  |u(kT),
x, (kT +T) 1 1| x,(kT) 1

% (KT)
(kT) =11 O]L (kTJ L%

Al igual que en el caso continuo, una vez que se tiene una representacion del tipo x(k7 + 7) = Ax(k7T) +
Bu(k7) + Ep(kT), y(kT) = Cx(kT) + Du(kT) + Fp(kT), se pueden encontrar infinitas representaciones en
variables de estado. Para esto basta definir una transformacién de similitud de manera que z(k7) = Tx(k7),
donde x(k7) es el vector de estados original y z(k7) es el nuevo vector de estados, por lo tanto, x(k7) =
T-'z(kT) y por ende x(kT + T) = T-'z(kT + T) con lo que la representacion original queda,

T-'z(kT + T) = AT 'z(kT) + Bu(kT) + Ep(kT), y(kT) = CT-'z(kT) + Du(kT) + Fp(kT),
multiplicando la primera ecuacion - por la izquierda - por T, se obtiene finalmente,
2(kT + T) = TAT 'z(kT) + TBu(kT) + TEp(kD), y(kT) = CT'z(kT) + Du(kT) + Fp(kT),

Normalmente se acostumbra definir nuevas matrices de parametros. Es decir, Ar = TAT"!, Br = TB, Cr
=CT !, Dr=D, Er=TE, Fr =F. Por lo que la representacion alternativa quedaria,

z(kT + 1) = Ar z(kT) + Bru(kT) + Erp(kT), y(kT) = Crz(kT) + Dru(kT) + Frp(kT),

Similarmente al caso continuo, se puede demostrar que esta nueva representacion y la original tienen la
misma F. de T.
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5.5 Sistemas de Primer y Segundo Orden

La mayoria de los sistemas tienen comportamientos que pueden ser asociados a sistemas de primer y/o
segundo orden, con o sin retardo. Por lo tanto, es importante conocer en detalle las caracteristicas
estaticas y dinamicas de éstos sistemas.

A . Primer orden.

Un sistema de primer orden se puede modelar con la siguiente ecuacion diferencial,
3(6)+a,y(6)=bu(t),  con y(0) =0,

de la cual se obtiene la F. de T.,

b, 1

=k , conk=bolaoy t = 1/ao.

h(s)=
s+a, Ts+1

Noétese que k corresponde a la ganancia dc del sistema y 1 es la constante de tiempo. Ademas, el sistema
no tiene ceros y tiene un polo en s = -ap = -1/1.

Respuesta a entrada escalén. La respuesta del sistema de primer orden a entrada escalon (Fig. 5.7) es,
(&) =k(1—e"u(r).

Evaluando la respuesta del sistema en el tiempo ¢ = 7, se tiene que y(t) = k(1 - ) = 0.632k; es decir, la

respuesta alcanza el 63.2 % de su valor final. Evaluando la respuesta del sistema en el S.S., se tiene que

(o) = k(1 - e*) = k, que concuerda con la ganancia dc del sistema, pues /(0) = k = y(0).

B. Primer orden con retardo \

Un sistema de primer orden con retado se puede modelar con la siguiente ecuacion diferencial
W(O)+ayy(t)=bu(t—t,), cony0)=0,
de la cual se obtiene la F. de T.,
1

b
h(s)=—"—e" =k——e™, conk=hoaoyt=1llao.
s+a, Ts +1

Noétese que k corresponde a la ganancia dc del sistema y 1 es la constante de tiempo. Ademas, el sistema
tiene un cero en o« y un polo en s = -ap = -1/1.

T T T T T
: : k
4 - -i -------------------------------------------

------------ E"""""""_" “"-“"-“"-“"““"“““““““---“““-“/-cnl--—“:1““““““"“
= ! (1-¢e) _
0 ; Lo ] ] I

0 T 1 g+t 3 4 5 6

Fig. 5.7 Respuesta a entrada escalon de un sistema de primer orden; a) sin retardo, b) con retardo.
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Respuesta a entrada escalén. La respuesta del sistema de primer orden con retardo a entrada escalon
(Fig. 5.7) es,

yO) =k(l=e "Mt -1,),

Evaluando la respuesta del sistema en el tiempo ¢ = s + 1, se tiene que y(ts + 1) = k(1 - ') = 0.632k; es
decir, la respuesta alcanza el 63.2 % de su valor final. Evaluando la respuesta del sistema en S.S., se tiene
que y(0) = k(1 - ) = k, que concuerda con la ganancia dc del sistema, pues /#(0) = k = y(0).

C. Segundo orden

Un sistema de segundo orden se puede modelar con la siguiente ecuacion diferencial,
PO+ 280, () + 0, 0(1) = kou(?)

de la cual se obtienela F. de T.,

2
(V)

h(s)=k . .
(<) s*+2Em, s+,

Noétese que k corresponde a la ganancia dc, & es el factor de amortiguamiento y ®, corresponde a la
frecuencia natural de oscilacion. El sistema no tiene ceros y tiene dos polos que estan dados por -Em, £
oa\&” —1. Es evidente que dependiendo del valor de los pardmetros se pueden dar varias combinaciones
posibles para los polos del sistema.

Caso 1, & > 1, polos negativos y distintos. En este caso se tiene que,

5, =—Ew, +oJE -1, 5, =~Ew, —oJE ~1, y(r) =k ST

¢ +c,
Caso 2, & = 1, polos negativos e iguales. En este caso se tiene que,

—ce +c te™

51 =—£0,, 5, =—£0,, y(t) =k
cl

Caso 3, 0 < <1, polos negativos complejos. En este caso se tiene que,
5, ==Ew, + jo \J1-E | 5, =—Em, — jo, \1-E,
—Eo,t 1 _ EJZ

y(t) =k l—jizsin w,1-&t+tan”
1-¢

Caso 4, £ = 0, polos imaginarios. En este caso se tiene que,

s, =jo,, s, =—jo , y(t)=kl-cos(w,t)].

Los diferentes casos se muestran en la Fig. 5.8, ademas de las correspondientes respuestas a entrada
escalon.
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5.6 Sistemas Equivalentes Discretos - Continuos

Un desafio interesante es encontrar ecuaciones de diferencias cuyas respuestas a una entrada dada sea el
muestreo de la respuesta de un sistema de ecuaciones diferenciales conocido.
A . Ecuacion diferencial - Ecuacion de diferencias
Se sabe que para el sistema,
() +ay(1) =bu(t),

que tiene un polo en —a y que la respuesta a entrada escalon es,

y(t)=k(1—e " )u(t).
Por otro lado, se sabe que la respuesta a entrada escalon del sistema discreto,

(T +T)+ay(kT) = bu(kT),

que tiene un polo en —a, esta dada por,

WKT) = %(l (@) )u(kT),
+a

que corresponde al muestreo de la respuesta anterior y(¢) en intervalos regulares 7, si se cumple que,

b)
2.0
£=0
1.5
0<g<l1 -
1.0 +
g=1
0.5 £>1 |
1 1 1 1 1
0
0 1 2 3 4 5 6

Fig. 5.8 Ubicacion de los polos y respuesta a escalon de un sistema de segundo orden en funcion de &; a) ubicacion
de polos, b) respuesta a entrada escalon.
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lo que da cuenta de una relacion entre los polos y la ganancia dc de los sistemas continuos y discreto. En
general, las condiciones necesarias — pero lamentablemente no suficientes — son,

1) Si el sistema continuo tiene un polo ubicado en s,, debe existir un polo equivalente en el plano z
dado por z, = e’
i1)  Si el sistema continuo tiene un cero ubicado en s., debe existir un cero equivalente en el plano z
dado por z_ =¢*".
hs) |,

iii)  Se debe cumplir la condicion de ganancia dc A(s)|s=0 = A(z)|-= 1, 0 bien, h(z)| =1
z z=1

Ejemplo 5.11. Sea un sistema de segundo orden dado por j(¢)+2Ew, y(¢) + > y(¢) = ko u(t) el cual tiene por F. de T. a
2

h(s)=k T”z, determine un sistema discreto equivalente. R.: En este caso los polos son s, = —£m, +®, /& —1 y

sT+28m,5+ o

n

5, =—Eo, —0,\JE =1, por lo que el sistema discreto equivalente debe tener polos en z, =e S eVE DTy
—CQW,, —, = r . . . 1
z, =e™ DT Asi una F. de T. discreta candidata en el plano discreto es h(z) = ky—— =
(z—2z)(z-2z,)

1 1
= = . Por otro lado, A(s)ls=0 =k = h(z):=1 = k, - - ,
(Z _e(*ﬁwn*wm\h *UT)(Z _ e(*iwrwn«li‘*lﬂ) (1 _ e(*iwﬁwn\/i *UT)(I A *')T)

kO

2 2 1— (fém,,+m,,\/<§2——1)r 1— (~E0, -0, \/@)T
por lo que k, = k(1— eEonronfbr )(1- e(’iw"’“’"E)T). Finalmente, h(z) = k (-e 1-e )

b
(z- el Eonto, zz—l)r)(z _ e(—émn—waz—w)

B. Espacio de estados continuos - Espacio de estados discretos
Sea el sistema continuo dado por,
X (1) = AX(?) + bu(?), y(¢) = ex(¢) + du(?),

que tiene por estados a,
x(t) = ®(t)x, + j-ot(l)(t —1)Bu(t)dr,
sila c.i. es arbitraria en ¢ = #, entonces,
x(t) = ©(t —1,)x(t,) + j ®(t - 7)Bu(1)d,
si el instante #o es kT y el instante ¢ es kT + T, entonces,
X(KT +T) = (kT + T ~KT)x(kT)+ [ ®(KT +T ~)Bu(v)d,
si la entrada se mantiene constante en el intervalo de integracion, entonces,

X(kT +T) = ®(T)x(kT) + { jkk:r ®(kT + T —1)Bdtbu(kT),

kT+T T
sea kT +T-1=T- o entonces dt = do, r|kT — 0|, , por lo que,
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(KT +T) = ®(T)x(KT) + { [[or- G)Bdc} u(kT).
o equivalentemente,
X(kT +T) = eATx(kT) + { [ eA<T°>Bdc} u(kT).

Luego, para el sistema discreto descrito por las ecuaciones de estado,
X(kT + T)= AX(KT) + bu(kT),

se encuentra por inspeccion que las matrices A y b, pueden ser definidas por,
T
A=¢", b= {IO eA(T"G)BdG} )

Con esto se logra un sistema discreto equivalente al sistema continuo. Se debe tener presente que esta
equivalencia es exacta en la medida que u(f) sea constante entre intervalos de muestreo. Esto es vélido
para toda sefial compuesta por escalones que pueden cambiar de amplitud en los instantes de muestreo.

Ejemplo 5.12. Sea un sistema de segundo orden dado por ji(t)+2&wm, y(t)+w.y(t) = ko'u(t) el cual tiene por

X 0 1 X, 0

representacion en variables de estadoa | ' [=| " |+| , |u, determine un sistema discreto equivalente. R.:
X, -0, —2&w, || x, ,

En este caso se obtiene la matriz de transicion evaluada en t = T'=0.25, con & = 0.274, . = 3.651, lo que resulta en A =e*"

0.668 0.171

= @(T) =
@) {—2.275 0.327

} . Notese que la matriz de transicion se calcula como ®(¢) =T 'diag{e™,e*'}T , donde T*' esta

0.332
2.275

, donde A y b corresponden a los parametros del modelo discreto x(A7 + T) = Ax(kT) + bu(kT), equivalente al continuo. La
Fig. 5.9 muestra la simulacion del sistema continuo y discreto. Notese que la F. de T. de este sistema discreto considerando ¢
0.3319362+0.279732985005

2" —0.994681z +0.606529985005

T
compuesta por los vectores propios generados por los valores propios A1 y Az2. Por otro lado, b = { _[0 e* " bd c} = {

=[1 0] esta dada por h(z) = ¢(zI - A)'b =

que tiene un cero que no esta en la F. de T. del

ejemplo anterior. &

a)

©0O-O-O-O-O-O-O-O-®-l-O-O—O—O

8

Fig. 5.9 Respuesta de un sistema de segundo orden continuo y discreto ante entrada de escalones; a) entradas, b) salidas.
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Ejemplo 5.13. Discretizar el modelo del levitador magnético mostrado en la Fig. 5.3. Ensaye el modelo continuo ante entrada
rampa y rampa con muestreador-S/H, compare los resultados con lo obtenido del modelo discreto con entrada rampa discreta.
R.: El modelo linealizado con Axi = Ai, Axa = Ax, Axs = dAx/dt y Au = Ae estd dado por las matrices

_R 0 0 !
L L ,
A= 0 0 1 [,b=|0],¢=[010],d=0.Dado que A =e’, b= {L eA(T"’)bdc} las
2& f K iy _k 0
| ml-x,+a m(,-x,+a) m m |
6.738107° 0 0 0.993
matrices resultantes son para t=7=0.25, A=| 548510° 0.166 0.071 | y b=[0.017 | donde A y b corresponden a
-6.589107° -3.77 -0.257 0.110

los parametros del modelo discreto Ax(k7 + T) = AAx(kT) + bAu(kT). La Fig. 5.10 muestra la simulacion del sistema continuo
con una entrada rampa y del sistema discreto con una rampa discreta que corresponde a la rampa continua mustreada. La
simulacion discreta no corresponde al caso continuo. Sin embargo, la Fig. 5.11 muestra la simulacion del sistema continuo
con una entrada rampa, pero muestreada y luego retenida con un retentor de primer orden y del sistema discreto con una
rampa discreta que corresponde a la rampa continua mustreada. La simulacion discreta ahora si corresponde al caso continuo.
Estos resultados confirman que el equivalente discreto como revisado en estos apuntes representa fielmente al caso continuo
en la medida que la entrada utilizada en el modelo continuo sea constante durante los instantes de muestreo.

5.7 Ejercicios Propuestos.

Resuelva los problemas siguientes. Anote todo su trabajo.

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
T T T 1 T T
b) Aik1) b) Aikr)
A _{-(-(-K _______
0 z ° e S S S 0 :
° Ai(t) Ai(f)
°
°
| | | | | |
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
4 T T T 4 T T T

-4 -4

Fig. 5.10 Discretizacion del modelo lineal del levitador; ~ Fig. 5.11 Discretizacion del modelo lineal del levitador;
a) entrada, b) corriente, ¢) posicion. a) entrada, b) corriente, ¢) posicion..
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A . Nivel basico.

1.- Determine la F. de T. de las siguientes ecuaciones.

@ 20 -ue ® 2y =u(0+10

dy(t) _du(t) dy(1) _du(t)
(©) % +5y(t) = % (d) 7 +2y(t) = & +10u(t)

: d d

(e) de;z(t)+3y(t):u(t—l) (f) %t)+2y(t)=2—(tt)+10u(t—l)
(g) ykT+T)+a,y(kT)=0 (h) y(kT+T)+0.5y(kT)=u(kT)
(1)  ykT+T)+1.5p(kT)=u(kT) (G)  y(kT+2T)+1.5y(kT)=u(kT)
(k) (kT +2T7)+1.5y(kT)=5u(kT +T) O y(kT+2T)+1.5y(kT) =5u(kT +T)+u(kT)
2.-  Determine los polos y ceros de las ecuaciones anteriores.
3.- Determine una representacion en variables de estado de las ecuaciones anteriores.
4.-  Determine la F. de T. de las siguientes ecuaciones.
(@) ()= __24 _IJ X(0)+ mua), y(0)=[4 10]x(0)

o401 1
(b) x(n)= 9 JX(GJ{O}M(O, y(@)=[0 1]x(2)+u(r)

_ :—4 2 10
() Xx(n)= { _3}&0){ 4 }u(t), y(@)=[1 2]x(t) +u(r)

4 2] 1]
(d) x(kT+T)= L3 x(kT)+ A u(kT), y(kT)=[1 2]x(kT)
- 0 | - :O: ‘

(e) x(kT+T)= 4 3 x(kT)+ . u(kT), y(kT)=[1 O]x(kT)
) x(kT+T)= _04 _13 x(kT)+ (1) u(kT), y(kT)=[1 OIX(kT)+u(kT)
5.- Determine lo_s polos }; ceros de_la_s ecuaciones anteriores.

B . Nivel intermedio.

1.-  Determine los valores propios de la matriz A de las siguientes ecuaciones,
(@) x(1)= _2 _13} x(2) + [ju(ﬂ, y(@)=[4 10]x(z)
4 1 1
®)  x(O=, 3}X(t){o}u(t), y(O)=[0 1]x(2) +u(r)
4 2 10
© xO=|, _3}((1){ 4 }u(t), y(@) =[1 2]x(r) +u(?)

() x(kTJrT){1 i}x(kTH[ﬂu(kT), ykT)=[1 2]x(kT)
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(e)

®

2.-
3.-

(a)
(c)

(e)
4.-

(a)

(b)

(c)

5.-
(a)
(c)
(e)

(a)

(b)

(c)

x(kT+T):LO4 j3}(kT)+mu(kT), y(kT)=[1 O]x(kT)

x(kT+T)=LO4 _13}x(kT)+{ﬂu(kT), y(kT)=[1 OIx(kT)+u(kT)

Compare los valores propios obtenidos anteriormente con los polos de la F. de T. correspondiente.
Determine una ecuacion de diferencias discreta equivalente a la continua. Utilice 7= 1.

ddyz(t) + (1) = u(t) (b) %+y(t) =u(t)+10
d);(t) +5 (f)—M (d) (t)+2 (t)_d (t)+10 0
d dfz(t)+3y(t)=u(f—1) ® d’fl,(;) (t)—d“(t)+1o (t-1)

Determine un las ecuaciones de diferencias equivalentes a las 51gu1entes ecuaciones diferenciales.
Utilice 7= 1.

o [4 1 ~

X(t) = E _3} x(1)+ [Ju(f}, y()=[4 10]x(¢)

X(7) = 41 t : t t)=[0 1]x(z t

X()—_2 3 x(1) + Ou(), y(O)=[0 1]x(2) +u(r)

o [-4 2 10

X(t) = . _3} x(¢) J{ 4 }u(t), y() =1 2]x(2)+u(r)
Obteng_a una ecuacion diferencial equivalente a la ecuacion discreta.

YT +T)+a,y(kT)=0 (b) ykT+T)+0.5y(kT)=u(kT)
V(T +T)+1.5y(kT) =u(kT) (d)  y(kT+2T)+1.5y(kT)=u(kT)
V(KT +2T)+1.5y(kT) =5u(kT +T) ®  y(kT+2T)+1.5y(kT) =5u(kT +T)+u(kT)
Obtenga las ecuaciones diferenciales equivalentes a las ecuaciones de diferencias.
X(kT+T)= _14 _23 x(kT)+ l u(kT), y(kT)=[1 2]x(kT)
- 0 1 - :O:
X(kT+T)= 4 3 x(kT)+ : u(kT), y(kT)=[1 O]x(kT)
X(kT+T) = _04 _13 x(kT)+ (1) u(kT), y(kT)=[1 OIX(kT)+u(kT)

Nivel avanzado.

En estos apuntes se muestra un método para encontrar un set de ecuaciones de diferencias
equivalente a un set de ecuaciones diferenciales. Para lo cual se asume que la entrada al sistema
continuo estd compuesta por escalones que no cambian entre muestreo. Determine un
procedimiento para el caso de tener una entrada impulso. Es decir que la respuesta a impulso del
sistema discreto encontrado sea el muestreo de la respuesta a impulso del sistema continuo. El
sistema resultante se dice impulso invariante.

Para un sistema continuo dado por {A, b, ¢, d} que tiene F. de T. dada por A(s) = ¢(sI - A)'b + d
se define el sistema inverso a uno {Ainv, binv, Cinv, dinv} tal que su F. de T. es hin(s) = 1/ h(s).
Encuentre los parametros Ainv, binv, €inv, ¥ dinv de este nuevo sistema.
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3.-  Aprovechar el resultado anterior para demostrar que los ceros de /(s) son los valores propios de la

matriz dada por A - bd'lc.

T
Se sabe que A=e*" y que b= {'[O eA(T“’)bdcs}, lo que implica que las matrices buscadas se

obtienen a partir de dos célculos. Muestre que si se define la matriz M = , entonces

A b ) .
M= E I , lo que permite obtener en un cilculo ambas matrices.
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6 Analisis en Frecuencia

Una ventaja del enfoque de la respuesta en frecuencia es su aplicabilidad experimental.
En efecto, las pruebas en frecuencia son, en general, sencillas y pueden ser muy precisas
con el uso de generadores de sefales sinusoidales y un equipo de medicidn
(osciloscopio). Como resultado, se puede obtener la F. de T. y/o M. de T. de sistemas en
forma experimental independiente de la complejidad de éste. Ademas, este enfoque
suele ser una poderosa herramienta en la etapa de disefio de sistemas, en particular, de
su control.

6.1 Introduccion

Hasta ahora todo el analisis se ha referido a S.L.I. en que la entrada no es una sefial periodica. Ahora
quedan interrogantes tales como, (, qué sefal aparece en la salida si se utiliza una entrada sinusoidal ?.
Por ejemplo, en el caso de tener un sistema con una F. de T. dada por A(s) = 1/(s + a), para una entrada
sinusoidal u(f) = Asin(w?) se tiene que la salida es,

® 1

y(8) = L@))h(s) = 45— :
ST+ s+a

por lo que la respuesta en el tiempo es,

y(t):ﬁl{A 0)2 I}IEI{A ® 1—A ® s—a}

s+’ s+a A+’ s+a adt+o 5T+

(V) (O]

e —A——— {cos((ot) - %sin(mt)}

:Az 2
a +w a +o

0] _ 1 . BR0)
=4A————e“+A————sinjor—tan" —
a +o a’ + o’ a

transiente

estacionaria

Se aprecia que la parte estacionaria de la salida es también una sefial sinusoidal, pero de amplitud y fase
modificadas — respecto de la entrada — de acuerdo a su F. de T.. Es decir, bastaria conocer la F. de T. del
sistema para predecir correctamente la amplitud y fase de la salida. Por otro lado, una sefial periddica
arbitraria puede ser descompuesta en una sumatoria de sefales sinusoidales; por lo tanto, la salida de un
S.L.I. a estas entradas serd la sumatoria de la respuesta a cada sinusoidal, lo que puede ser abordado con
el analisis en frecuencia.

La salida del sistema mostrado en la Fig. 6.1 se puede escribir como,

YO =h(o)*u()= [ h(@u(-1d,

u(t) (1)
—» W) |—>

Fig. 6.1 Sistema S.L.I..
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donde A(7) es la respuesta a impulso del S.L.I.. Considerando la entrada como u(?) = &', que corresponde
a la base de generacion de senales periodicas, en particular sinusoidales, se tiene que,

Y(t) = jfo h(t)e’ " dt = ji h(t)e’ e " dt = " ji h(t)e dr,
donde el término integral corresponde a la T.F. de la respuesta a impulso del sistema; es decir,
h(o) = j:h(t)e’-/“”dr,
luego, la senal de salida queda como,

»(t) = h(w)e™

donde se ve claramente que la sefial periddica de entrada, ¢, se ve reflejada en la salida como una sefal
de igual frecuencia a la sefal de entrada, pero atenuada/amplificada y adelantada/retrasada en el factor
h(w). Notese que #(w) es una propiedad del sistema y es un nimero complejo, el cual se puede representar
en un plano complejo o en modulo y dngulo. Recordar que para obtener la T.F. de una sefal se puede
reemplazar s por jo en su T.L. bilateral.

Ejemplo 6.1. Para las siguientes F. de T. determinar el médulo y la fase en funcion de la frecuencia de su T.F.. (a) A(s) =

1/(s + a), en este caso h(®) = 1/(jo + a), por lo que |h(c0)| = =y arg(h(w)) = -tan"' {w/a}. (b) h(s) = 1/s, en este caso

L
Vo' +a
h(®) = 1/(jo), por lo que |h(w)| = l/o y arg(h(w)) = -90°. La Fig. 6.2 muestra la respuesta en S.S. para dos entradas a un
sistema integrador. Claramente, la salida est4 siempre retrasada 90° y la amplitud es menor a altas frecuencias. &

6.2 Diagrama de Bode

El Diagrama de Bode es la grafica de la T.F. de un sistema como se aprecia de la definicion siguiente.

Def.: El Diagrama de Bode (D. de B.) es el grafico del modulo, en dB, y la fase, en grados, de una F.

T T T T
2 ]
u(t)
0
(@)
"2 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10
T T T T
21 -
u(t)
WD)
2C 1 1 1 1 i
0 2 4 6 8 10

Fig. 6.2 Respuesta de un sistema integrador para dos entradas de igual amplitud.
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de T. con s = jo en funcion de la frecuencia en base logaritmica.

Una ventaja de utilizar el D. de B. en el andlisis de sistemas lineales, es que la multiplicacion entre F. de
T. se transforma en adicion de magnitudes y fases, de los Bode respectivos. Esto debido a que se
consideran dBs.

Ejemplo 6.2. Dibujar el D. de B. parala F. de T. (a) i(s) = 1/s, en este caso A(®) = 1/(jo), por lo que |#(m)| = 1/® y arg(h(w))
=-90°. Asi el modulo del D. de B. estd determinado por 20log{|A(®)|} = 20log{l/m} =-20log{w}, (b) A(s) = 1/(s + a), en este

caso h(w) = 1/(jo + a), por lo que |h((o)| = =y arg(h(w)) = -tan"' {w/a}. Asi el mddulo del D. de B. esta determinado

1
Vol +a

por 20log {|x(®)|} = 20log {%} =-20log{ Vo’ +a’ } =-10log{ ®* +a’}. Ambos se grafican en la Fig. 6.3. &
o +a

Notese que el eje de la frecuencia esta dividido en décadas y se puede apreciar que el sistema dado por
h(s) = /s (Fig. 6.3) tiene una magnitud tal que cae 20 dB por cada década.
A . Sistemas de Primer Orden

En el caso de tener un sistema con una F.de T. dada por %(s) = 1/(s + a), para una entrada sinusoidal u(¢)
= Asin(wt) se encontro que la salida es,

® s 1 3 Q)
y(t) =A———e “ + A———=sin of —tan” — .
a+ow a’ + > a

transiente ) .
estacionaria

Analizando el modulo y la fase de la respuesta estacionaria del sistema se tiene que,

1) si la sefial de entrada es de baja frecuencia, ® << q, la salida se atentia en -20log{a}dB y se retrasa
en 0°,

40 0

% \\ =60
; =90
a) E
-120
-150

Magnitud
(=1

0.01 0.1 1 10 100 0.01 0.1 1 10 100
0 120
90
60
3 L 30
b) & =20 = g o
= =30 \
-60 \
_90 ~———
001 1 10 100 1-10° 12005 1 10 100 1-10°

Fig. 6.3 D. de B. de; a) 1/s, b) 1/(s + a) con a = 10..
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i1)  sila sefnal de entrada es de alta frecuencia, @ >> a, la salida se atentia en -20log{®}dB y se retrasa
en 90°,

iii) sila sefial de entrada es de frecuencia = a, la salida se atentia en 20log{1/(a\2)}dB que es igual
a -20log{a} - 10log{2} dB =-20log{a} —3.01 dB y se retrasa en 45°.

El andlisis anterior también puede derivarse del D. de B. del sistema, que se encuentra en la Fig. 6.3, para
a =10 (notese que a es el polo del sistema). Es decir, teniendo el D. de B. de un sistema se puede predecir
la atenuacion/amplificacion y/o el retraso/adelanto que se producird a la salida de un S.L.I. para una
entrada sinusoidal en S.S.. Asimismo, dado que una sefial periodica es la suma de un conjunto de
sinusoidales, con la ayuda del D. de B. se podré predecir la salida para senales periddicas generales.
Notese también que el sistema tiene una magnitud que cae 20 dB por década a partir de frecuencias
superiores a a, lo que es idéntico al caso de la F. de T. dada por A(s) = 1/s. Esto se fundamenta en que la
F. de T. dada por A(s) = 1/(s + a) tiene una T.F. dada por A(®) = 1/(jo + a), por lo que para valores muy
grandes de o, el nimero complejo jo + a tiende a jo por lo que A(w) tiende mas bien a 1/jw, que
corresponde a la T.F. de la F. de T. dada por A(s) = 1/s.

Ejemplo 6.3. Dibujar el D. de B. para la F. de T. A(s) = _ , en este caso h(w) = ;, por lo que |A(®)| =
s(s+a) jo(jo+a)
1
ho)|=——— y arg(h(w)) = -90° - tan' {w/a}. Asi el mdodulo del D. de B. estad dado por 20log{|h(w)|} = 20log
i) oo’ +a’

{;} = -20log{m} - 10log (w’ +a”). El(la) médulo(fase) del D. de B. resultante es sin duda la suma de los(las)
oo’ +a’

moddulos(fases) ilustrados en la Fig. 6.3. &

El ejemplo anterior deja en evidencia que el D. de B de una F. de T. puede dibujarse por parte. Es decir,
para cada polo y luego para cada cero, el D. de B. resultante es simplemente la suma de cada uno de
ellos.

B. Sistemas de Segundo Orden

El desafio es dibujar el D. de B. de un sistema de segundo orden, cuyo polinomio caracteristico no puede
reducirse al producto de dos raices reales. En este caso la F. de T. a considerar es,

2
Q)

h(s)=k . .
(<) s7+ 28w, s+,

Si & >1, el factor cuadratico se puede expresar como el producto de dos factores de primer orden con
polos reales y se utilizan las reglas de construccion anteriores. Si este parametro toma valores 0 <& <1,
el factor cuadratico no se puede reducir y se procede como explicado a continuacion. Al dividir la

., 2 .
expresion por ®; , se obtiene,

1

h(s) =k _ .
(s/® ) +25(s/®,)+1

Porlo quesuT. deF. es,

1 1

h(®)=k— 5 - =k — .
(Jo/o,) +25(jo/w,)+1 - (o/®,) + j25(o/o,)
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El médulo del D. de B. resulta ser,
|

|h(w)| =k ,
JA=(0/0,)*) +483(0/ o, )’

y la fase del D. de B. es,

26(0/0,)

arg {(w); = —tan" 1-(0/0,)

El D. de B. para varias combinaciones de pardmetros se muestran en la Fig. 6.4, todos los cuales tienen
una ganancia fija para bajas frecuencias y caen en 40 dB por década para altas frecuencias, siendo esta
frecuencia umbral a en el sistema de primer orden (su polo) y w, en el sistema de segundo orden (su
frecuencia natural de oscilacion).

" £=02,05,1.5 £=02,05,1.5
e
‘ ‘ =30 RN |
i’ N
,z/ \ ‘ s \\ \\
A
o 0 ™
£ et o =90f — % ‘fﬁ
& ™ 2
g \\ -120 N
-20 ™N) \\ N
% =150 \‘\ ™
\'\ ~ I
‘ -180 B
| N | i
=40 =210
0.1 1 10 0.1 1 10
k=0.1,02,1.0 k=0.1,0.2,1.0
20 0
] T e
i =30 \\ \
A =60 ™\
el 0 ~a IRl
E y g 00| i
& N S
S P \ \ ® o120 \\
20 \ N\ -150] \ SN
\h ]
\ \ -180]
" | N L |
0.1 1 10 0.1 1 10
o, =04, 1.0,2.0 ®,=04, 1.0,2.0
20 0 =
~ ‘
=N NN
A
| DD 0
E \ \ |
g \ \ g 0 \ \
5 \| \ £ _ \
= N\, \, 120 \ \ \
20 \ N \\ -150 \\ N
\ N T ~—
\ -180 T
\. |
~40 =210
0.1 1 10 0.1 1 10

Fig. 6.4 D. de B. de un sistema de segundo orden estandar.
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Ejemplo 6.4. Para el sistema mostrado en la Fig. 6.5(a), obtenga el D. de B. de sus F. de T.. R.: El modelo indica que la

: : k - StT
relacion para la velocidad es, o(s)=-—= ! 5 v, (s)+—1 L 5 t,(s) y para la
J,L, d k, +dR J , |R d k, +dR
STH s+ — e e O
L J, J,L L J, JL
d

1 v 1
corriente es, i,(s)=— — v, (s)+—2 5 £(s) .

L, |R d k, +dR JL , |R d k, +dR

ST+ — s+ STH| s+
J, J,L J, JL

En resumen, se pueden distinguir cuatro F. de T.s, de acuerdo a w(s) = Aova($)Va(s) + hou($)t(s), ia(s) = hiava($)Va(s) + hiau(s)t(s).
Asi el cero asociado a Zen(s) esta dado por —R/L = -24 y el asociado Ziav(s) esta dado por —d/J = -0.593. Los polos son tnicos
. , , |R d k> +dR
y estan dados por las raices de s° +| —+— |s+—=
J, J,L

, que resultan ser -3.151 y -21.442.
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El D. de B, Fig. 6.5, de Auw(s) indica que frecuencias existentes en v, mayores a 10 rad/s no tienen mayor efecto en , el D.
de B. de hwu(s) indica un comportamiento de primer orden y el D. de B. de Aiava(s) indica una resonancia en 10 rad/s. &

En los D. de B. anteriores es posible apreciar que los comportamientos asintoticos son faciles de
distinguir. Por ejemplo, sistemas de primer orden caen en 20 dB y los de segundo en 40 dB, después de
la frecuencia caracteristica de éstos. Este comportamiento asintdtico se puede generalizar como descrito
a continuacion, lo que permite construir un D. de B. aproximado pero en forma rapida, que es conocido
como el D. de B. Asintotico.

. . (D,t],;][
la} | I } 173

o carga
maquina cc
20 ‘ ‘ H H ‘ 90
0 ™~ 0 I
N ™
™ \\\
= &
2 N \ 9 1! N
b) 5§ 2 N £ Il
= \ ! -180 =
-40 H
‘ \ ‘ -270
=60 3 =360 3
1 1 10 100 1-10 0.1 1 10 100 1-10
20 90
\l 0
0 \\
] N o0 | 11
kS \ o 90
) & -20 g
= \\ -180 .
N N
-40 §
-270
-60 3 =360 3
0.1 1 10 100 1-10 0.1 1 10 100 1-10
20 90
0 --—/"‘ I q‘\\\\.
0 et
L ] H\\ \\\
-E I ™ =90 i
£ 2
d) & -20 ks
S N -180
N
-40
“ ‘ ‘ “ “ b
=60 3 =360 3
0.1 1 10 100 1-10 0.1 1 10 100 1-10

Fig. 6.5 D. de B. de las F. de T. de la maquina c.c.; a) esquema, b) Awva(s), hiai(s), €) hou(s), d) hiava(s).
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6.3 Diagrama de Bode Asintético

En general una década antes y una después de la frecuencia del polo se pueden utilizar los valores
asintdticos. A continuacion, se enuncian las reglas para la construccion del D. de B. asintotico para
sistemas minimos de fase. Para la introduccion de reglas de construccion se definen los sistemas tipo N.

Def.: Se definen los sistemas Tipo N como aquellos que tienen un polo de orden N en el origen y
sistemas de Tipo -N a aquellos que tienen un cero de orden N en el origen.

A . Parte inicial del D. de B.

Sistema Tipo 0. Por ejemplo, A(s) = ! ,
s+a

- el modulo es 20log{h(0)} dB que es una recta horizontal,
- la fase es 0° que es una recta horizontal.

Sistema Tipo V. Por ejemplo, A(s) = LN ,
S

- el modulo es -20N dB/dec que es una recta con pendiente negativa,
- la fase es -90°N que es una recta horizontal.

Sistema Tipo -N. Por ejemplo, A(s)=s",
- el modulo es 20N dB/dec que es una recta con pendiente positiva,
- la fase es 90°N \ que es una recta horizontal.

B . Modificacién en polos y ceros a medida que ® aumenta

1
(s+a)’
- el modulo baja en 207 dB/dec a partir de ® = a,
- la fase baja en 90°r a partir de ® = a.

Un polo de orden r. Por ejemplo, A(s)=

Un cero de orden r. Por ejemplo, A(s)=(s+a)",

- el modulo sube en 207 dB/dec a partir de ® = a,
- la fase sube en 90°r a partir de ® = a.

C. Polosy ceros complejos
1
(s/®,) +2&(s/w,)+1’

- el modulo baja en 40 dB/dec a partir de ® = s,
- la fase baja en 180° a partir de ® = m,.

Un polo complejo. Por ejemplo, A(s) =

Un cero complejo. Por ejemplo, A(s)=(s/®,)* +2E(s/®, ) +1,

- el modulo sube en 40 dB/dec a partir de ® = ®,,
- la fase sube en 180° a partir de ® = .
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D. Correccion ala magnitud

El D. de B. asintotico hasta aqui descrito resulta en rectas bien definidas. Sin embargo, se sabe que las
curvas son suaves. Una forma de corregirlo es mejorando la aproximacion en las frecuencias de los polos
y/o ceros . En efecto, si hay un polo(cero) de orden » en una frecuencia w,, en esta frecuencia se agregan
-3r(3r) dB a la curva de magnitud.

Ejemplo 6.5. Dibujar el D. de B. de (a) A(s) = ;10, parte inicial, sistema tipo 0, 20log{k(0)} = -20 dB, fase 0°;
s+

1 2
modificacion, polo en @ = 10 de orden 1, cae con 20 dB/dec., fase cae a -90°; (b) Ai(s) = & St > O, =, con k=10,
s+10 5™ +2Ew, s +®

n

o = 1000, y & = 0.2. Dado que el polinomio cuadratico tiene 0 <& < | tiene raices complejas. Parte inicial, sistema tipo 0,
20log{A(0)} = 0 db, fase 0°; cero en ® = 1 de orden 1, magnitud sube con 20 dB/dec., fase sube 90°, polo en ® = 10 de orden
1, magnitud cae con 20 dB/dec., fase cae 90°, polo imaginario en ® = 1000 de orden 1, magnitud cae con 40 dB/dec., fase cae
180°. La Fig. 6.6 muestra el D. de B. asintético y el exacto. (¢) 4(s) = 1/(s - 10), este es un caso de fase no minima y por lo
tanto no se pueden aplicar las reglas para un D. de B. asintotico. &

Ejemplo 6.6. Para el motor c.c. Fig. 6.5(a), dibujar el D. de B. asintdtico de sus F. de T.. R.: Los D. de B. son dibujados

d
| S+—
computacionalmente. Para facilitar el dibujo se toma una F. de T. como 4, (s)=— : 5 y se escribe
L, |R d k., +dR
S| =+ — s+ 22—
L J JL
+ oo e
como #h,, (s)= ks—zl, luego se dibuja el D. de B. asintético de cada componente de Aina(s). El resultado se
(s+p)(s+p,)
muestra en Fig. 6.7. &
40 120
80
Pl
40
o 20 W 0 _//
) & -40 w
= o =1 -80
-120
-160
20 -200
0.1 1 10 100 1100 110 0.1 1 10 100 1100 1-10
. e s+1 o,
Fig. 6.6 D. de B. asintotico y exacto de & 5, con k=10, m, = 1000,y £=0.2.

s+10s° +280,5 + ®

n
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6.4 Sistemas con Retardo

El retardo tiene el comportamiento equivalente a un sistema de fase no-minima, aportando un retraso
excesivo a altas frecuencias. La T.L. de un retardo ¢, es,

e—tds ,
por lo que la T.F. es,

—tyj®

e = e = cos(wt,) — jsin(ot,) .

Por lo tanto, el modulo es unitario y la fase,

_ sin(ot,) } ot
=t

arg{cos(wt,)— jsin(ot,)} =tan™' {
cos(wt,)

Por consiguiente, el retardo en un sistema solo altera la caracteristica de fase de su D. de B..

e ", para varios valores de 1. En este caso el modulo se puede obtener

Ejemplo 6.7. Dibujar el D. de B. de A(s) = !
s+10

como; parte inicial, sistema tipo 0, 20log{/(0)} = -20 dB, fase 0°; modificacion, polo en @ = 10 de orden 1, cae con 20

T TR T 3 Tt
0 N ! I
\~§§ \\\
™
E \\ =90 01
2 2
a) & 20 N \", 8 e
= \ -180
\
-40
-270
) N A i
1 1 10 100 1.10° 0.1 1 10 100 1.10°
* EH L T T i
o TN 0
< N 90|
£ N\ 2
b) & -20 g
= \\ -180 i
N N
-40
-270
Lo LI IO LT I LA 1Ay
1 1 10 100 1-10 0.1 1 10 100 1-10
T T T [T i
0.--—/" ‘q‘\\.
0 .
3 L ™ =90
Z 2
) & -20 ks
= \\ -180
N
-40
-270
Lo L LI LU L P, LLL T
0.1 1 10 100 1-10 0.1 1 10 100 1-10

Fig. 6.7 D. de B. exactos y asintéticos de las F. de T. de la maquina c.c.; a) Aova(s), hiai(s), b) hou(s), €) hiava(s).
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dB/dec., la fase cae a -90°; modificacion por retardo, la fase cae en w#s. La Fig. 6.8 muestra el D. de B. exacto para varios
retardos. Consecuentemente, solo la fase es afectada. &

6.5 Sistemas de Fase No-Minima

Los sistemas de fase no minima son los que tienen ceros y/o polos en el S.P.D.. Para estos casos el D. de
B. también representa una alternativa de analisis en el dominio de la frecuencia. Lamentablemente, se
encuentra que distintos sistemas tienen igual modulo en el D. de B. y por lo tanto esta informacion es
insuficiente para su analisis y por lo tanto debe utilizarse la informacion contenida en la fase.

La evaluacion de la fase de sistemas de fase no-minima por medio de softwares tradicionales debe
realizarse cuidadosamente, puesto que pueden utilizar funciones trigonométricas con argumentos
principales, lo que puede incurrir en errores. Por ejemplo, la evaluacion de la fase de 1 -jy de -1 +j es
tan'{-1/1} y tan'{1/-1}, respectivamente, y resuelta ser en ambos casos -45° si se utiliza la funcion
tan'{} s6lo con argumento principal. Sin embargo, -1 + j se encuentra en el segundo cuadrante y por lo
tanto su fase es -225° 6 135°, segun la convencion de medicion de angulos, pero no es -45° (en este curso

t;=0.0,0.007,0.015

20 LTI I 30 LTI [
0 T~
0 =30
2 o =60
2 o
S -20 = 3 N
g o \\ f= -90 \\\\
\\ \
-40 N 120 HN
N\
\ H -150 | N
- \ L % LT L
001 1 10 100 18001 1 10 100
Fig. 6.8 D. de B. exacto de e, para varios valores de Z4.
s+10
0 0 -
I LT 1T \ \ T\\Q\ I I
N
45— il
= Il N
2 \ o N
a) 5 £ -90 =
s N
-40
\ -135
\
60 I LU 1 N 180 L] L || I
1 1 10 100 110° 0.1 1 10 100 1-10°
0
I LT 1T \ T I I I
45— il
=20 =~
=
b) &h S 79 [
= \\ //
-40 /
\ -135 /
/
60 I LU 1 N 180 T || I
0.1 1 10 100 110° 0.1 1 10 100 1-10°

Fig. 6.9 D. de B. de sistemas no-minimos de fase; a) 1/(s + 10), b) 1/(s - 10).
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se prefiere 135°). En general, se miden en sentido antihorario(horario) los angulos en el primer(tercer) y
segundo(cuarto) cuadrante.

. o 1 1
Ejemplo 6.8. Dibujar el D. de B. de &i(s) = 710 y de ha(s) = 210 R.: Al tomar s = jo, se encuentra que /1(®) =
s+ s—

1 1 , 1 1
0110 y ha(w) 010 Por lo tanto, los modulos son |#1(®)| m y 7o) m ,
Sin embargo, al tomar la fase de cada uno se tiene que arg{hi(®)} =0 — tan(0/10) = tan(0/10) y arg{h ()} =0 — tan
'(-@/10) = -tan’!(-0/10), las que son distintas. En particular, como jo - 10 esta en el segundo cuadrante, el 4ngulo esta entre
90° (para ®— ) y 180° (para @— 0), por lo que el angulo de 1/(jo - 10) estara entre -90° (para w— o) y -180° (para v—
0), lo que queda representado por arg{h2(w)} =-180° + tan’!(w/10). Los resultados se encuentran en la Fig. 6.9. &

los que son iguales.

Ejemplo 6.9. Para el elevador de tension mostrado en la Fig. 6.10(a), obtenga el D. de B. de sus F. de T.. R.: El modelo

promedio, linealizado y normalizado (con Ae. = Aeles, Adw = Adlds, Avi = Avive, e Ain = Aili,) es
dA —d Ai
Y = —LAVW +LAin +——Ad,, dAi, _ —B(l—da)zAvn +£(l —-d ))d Ad, +£(1—d0)2Aen . Derivando la
dt RC RC RC(1-d,)) dt L L L
. . . d’Av, 1 dAv, 1 dAi, —d, . .,
primera ecuacion se tiene, ——"*=—— +— + , reemplazando la segunda ecuacion en este
dt RC dt RC dt RC(1-d)) dt
. d’A dA —d dAd
resultado se tiene, —zv" __Lddv, 1 —E(l—dg)zAvn +£(l—d0)d0Adn +£(1—dg)2Aen e
dt RC dt RC| L L L RC(1-d,) dt
d’A dA —d dAd
ordenando se llega a e LA g g yay =Y A 1 g ad L (1-d ) A,
d® RC dt LC RC(1-d)) dt LC LC

a)

b) T TTTHT

Magnitud
e
7
Fase

\. 180

a0 | | oy L L REH
10 100 1-10° 1-10* 10 100 1-10° 1-10*
0
c) T 1T | M .y |
L N
0
L)
o =90
=
E 9
& \ &
= - \ SN~
\ S50 — ]
-40 | L] | 1] -390 [ |11
10 100 110° 1-10* 10 100 1-10° 1-10*

Fig. 6.10 D. de B. de las F. de T. del elevador de tension; a) esquema, b) Avudn(s), €) hvaen(s).
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—d
Tomando T.L. y Aex = 0 se obtiene, s2+sL+L(1—d Y rAY, = —"s—i—L(l—d )d, »Ad . Definiendo,
y o n o o n
RC LC RC(1-d,) LC

JLC d,

1
o =——(1-d), = k = , la F. de T. entre la salida Ava la entrada Ad, es
e ST arca—ay Y T Y

o

2
—28m,5+®,
2

n

Ah,., (s) =k, — . Similarmente, se obtiene la F. de T. entre la salida Av. y la perturbacién Aes que resulta ser
sT+28m, 5+
2
® , . . .
Ah,, (s) =————"——. Los polos son unicos y estin dados por las raices de s> +2E®,s+®., que resultan ser -208 +
§*+28m,5 + o,
j454.43. EI D. de B., Fig. 6.10(a) de hwan(s) indica que para altas frecuencias el sistema atentia con 20dB por década y no con
40dB como esperado para un sistema de segundo orden. Esto se debe a la presencia del cero de fase no minima. Similarmente,
para altas frecuencias la fase tiende a -270° y no a -180° como esperado para sistemas de segundo orden. Contrariamente, el
D. de B. de Avnen(s) tiene un comportamiento regular por cuanto es una F. de T. de fase minima. La caracteristica de fase no

minima es perjudicial a la hora de controlar estos sistemas, esto se analizara en los cursos venideros. «

Ejemplo 6.10. Para el elevador de tension mostrado en la Fig. 6.10(a) y utilizando los D. de B. del ejemplo anterior determine
la salida en s.s. para la entrada Aun(f) = Adu(f) = 0.2[sin(2nfot) + 1/5sin(5-2nfot - m) + 1/7sin(7-2nfot - )], con fo =25 Hz. R.:
Dado que la entrada es una sumatoria de sinusoidales, se puede emplear el D. de B. del sistema. A partir de éste se obtiene
para cada frecuencia la amplificacion y el desfase. Asi, para la frecuencia 27f, se obtiene una amplificacion de Avi =1.101 y
un desfase de Ag1 = -30.868°, para la frecuencia 5-27f, se obtiene una amplificacion de Avs = 0.838 y un desfase de A¢s = -
190.888°, y para la frecuencia 7-2nf, se obtiene una amplificacion de Av7 = 0.491 y un desfase de A¢7 = -215.845°. Por lo
tanto la salida es, Ayu(f) = Ava(f) = 0.2[Avisin(2Tfot + Ad1) + Avs1/5sin(5-2nfot - T + Ads) + Av71/7sin(7-2nfot - T + Ad7)]. Si
bien determinar en forma exacta desde un D. de B. la amplificacion y fase es dificil, éste da una buena estimacion de las
caracteristicas en frecuencia de un sistema. En particular si es un pasa bajos, pasa banda, pasa altos, etc. &%

\

0.5 a) T T T T T T
C_//J\\‘L\ Ai"(ﬂ
0
1 1 1 1 1 1 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

~0.5
0.1

b) T T 1 1 T T 1 T T

Mo N pho N\

1 | 1 1 |
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

0.5 T T T T T T T T T

i A4 N4

1 1 1 | 1 | | 1 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.5

Fig. 6.11 Respuesta en s.s. para entrada compuesta por sinusoidales del elevador de tension; a) voltaje y corriente
simuladas, b) entrada, ¢) voltaje calculado y simulado.
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6.6 Diagrama de Bode de Sistemas Tiempo Discreto

Hasta ahora el analisis en frecuencia ha sido orientado a sistemas tiempo continuo. Ahora se revisara el
caso de sistemas tiempo discreto, Fig. 6.12. La salida de estos sistemas puede expresarse como la
convolucién entre la entrada y la respuesta a impulso de éste. Asi, para una entrada arbitraria se tiene
que,

v(kT)=h(kT)*u(kT) = Z h(@T)u(kT —iT),
donde A(kT) es la respuesta impulso del S.L.I. tiempo discreto. Considerando la entrada como u(k7) =

e’ | que corresponde a la base de generacion de sefales periddicas, en particular sinusoidales, se tiene,

y(kT) =" h(iT)e’ 0 =" h(iT)e’ e =™ h(iT)e ™",

[=—00 [=—00 j=—00

donde el término sumatoria corresponde a la T.F.T.D. de la respuesta a impulso del sistema; es decir,

hQ) = i h(iT)e ™

luego, la senal de salida queda como,
Y(KT) = h(Q)e"™"

donde se ve claramente que la sefial periodica de entrada, e’™", se ve reflejada en la salida como una

sefial de igual frecuencia a la sefial de entrada, pero atenuada /amplificada y adelantada/retrasada en el
factor A(Q2). Notese que A4(QQ) es una propiedad del sistema y es un nimero complejo, el cual se puede
representar en un plano complejo o en modulo y angulo. Recordar que para obtener la T.F.T.D. de una
sefial discreta se puede reemplazar z por e¢’*’ en su T. Z. Es importante notar que la funcién e/’ es
periodica de periodo 27t/7. Esta caracteristica se debiera observar en el D. de B. de estos sistemas.

El D. de B. de sistemas tiempo discreto es también el grafico del modulo, en dB, y la fase, en grados, de
una F. de T. conz= ¢’*" en funcion de la frecuencia en base logaritmica. Sin embargo, como se ilustrara
con un ejemplo, los D. de B. de sistemas discretos quedan mejor graficados al utilizar una escala de
frecuencia lineal. Notar que el D. de B. depende de Q2 y de T, que es el periodo de muestreo, el cual se
considera constante durante el analisis.

b
Ejemplo 6.11. Dibujar el D. de B. de 4(z) = ——, para varios valores de T. En este caso, la T.F.T.D. queda como A(Q2) =
z+a,

. o . b, . .
ar , por lo que al considerar la identidad de Euler se tiene que, 4#(Q) = 2 . Asi, el modulo es,

e +a, cos(QT) + jsin(QT) + a,
bo _ bo
J(©os(QT) +a,)* +(in(QT))*  \1+24a, cos(QT) +a,”

Fig. 6.13 muestra la grafica para varios valores de T; donde por conveniencia se ha definido ao = -7y bo = 0.1(1 - &), Es

Q)| =

, y la fase es arg{h(Q)} = —tan™’ {M} La

cos(QT) +a,

u(kT) y(kT)

—» WD) |—>

Fig. 6.12 Sistema S.L.I. tiempo discreto.
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importante destacar que el uso de escalas lineales es mas ilustrativo en estos casos; por ejemplo, la periodicidad del D. de B.
es mas evidente, Fig. 6.13(c). &

Ejemplo 6.12. Dibujar el D. de B. del equivalente discreto del motor c.c. ilustrado en la Fig. 6.5(a). R.: El modelo continuo

. X, -R/L -k, /L]| x 1/L 0 X,
conxi=inyx2=wes| . |= + v, + t, o=[0 1]
X, k,/J, —diJ,||x, 0 -1/J, x

2

. -0.058 -0.295 0.574 0.615
esta dado por A= , b= , y e= , lo que resulta en el modelo
0.109 0.518 0.615 -1.413

} y el discreto para t = T'=0.25,

(kT +T —0.058 -0.295||i (kT 0.574 0.615
LT LD v, (kT) + t,(KT) por 1o que ®(z) = hova(2)va(z) + hou(2)t(2), ia(2)
okT+T)| | 0109 0518 || o(kT)| |0.615 ~1.413
= hiava(z)Va(2) + hian(z)ti(z). E1 D. de B. de heu(z) ilustrado en la Fig. 6.14, para dos frecuencias de muestreo, indica que su
validez es a lo mas la mitad de frecuencia de muestreo (/7). &

6.7 Ejercicios Propuestos.

Resuelva los problemas siguientes. Anote todo su trabajo.

o \ T ] g “‘+~~-\ Il 1
=30
E ) \
=l 72}
a2 20 - £
=
™\ =60
\ \\
S A 1 A . o LTI N
0.1 1 10 100 0.1 1 10 100
ST \ LT O ] LT
™,
- =30 — o
b) S 20 o g
=
ol L]
- L \ L _ \ LA L]
001 1 10 100 21 1 10 100
0.12 ‘ 0 ‘ ‘
AN /N N \ \
0.09
- AN N\ -30
=
= [
9 5006 £
= 2n/T An/T 60
003 \ \ \
0 | -90 | |
0 20 40 60 80 0 20 40 60 30

b .
Fig. 6.13 D. de B. de h(z) = ——, a0 =-¢'Ty bo=0.1(1 - €'°7); 2) T=0.02, b) T=0.2, ¢) T'= 0.2 con escalas lineales.
z+a,
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A . Nivel basico.
1.- Dibuje el D. de B. asintdtico de las F. de T. siguientes.

10 s+1
@ A= ) As)=10770
s—1 s+1
©  A)=10"70 @ )= D110
_(s+0.1)(s-1) 100
() h(s)= 0 )  h(s)= —0¢
10 1 0.1 s+100
© )= T 0201 )= 0 v 02s 41
) B i . s
i) h(s)= = G h(s)= Grl?
2.- Dibujeel D. de B. de las F. de T. de las siguientes ecuaciones.
@ 20 -u ® L4 50 =u+10
dy(1) du(t) dy(1) _ du()
(c) & +5y(t) = ” (d) 7 +2y(t) & +10u(t)
d’y(t) _ult— () _du(®) _
(e) i 3p(t) =u(t 1) ) -t 2y(f) = ” +10u(t-1)
(g) y(kT+T)+a,y(kT)=0 (h)  y(kT+T)+0.5p(kT) = u(kT)
() V(KT +T)+1.59(kT) =u(kT) G)  y(kT +2T)+1.5y(kT) = u(kT)
&) y(kT +2T)+1.5y(kT) =5u(kT +T) ()  p(kT +2T)+1.5yp(kT) = 5u(kT +T) +u(kT)

4

20 20
\ M T T il fs:::l i
0 ™ 0 —-"'""/ )‘\[.\ lill
3 \ T N
a) 5 20 N & 20| I
= \ =
N
-40 Al -40 | | i
o \ (11 AT —go L LU (A LI
0.1 1 10 100 1.10 0.1 1 10 100 1.10
T T Il \ PCTTIM T I
~ ‘ ,/ \"k—//\ M
0 0
N N\
3 \\ 2 N
b E -2 X v 5 20 ™
s N s
N
N
-40 =40
0 A A T L1 |l
0.1 1 10 100 1.10° 0.1 1 10 100 1.10°

Fig. 6.14 D. de B. de las F. de T. continuas (lineas rojas) y discretas (lineas azules) de la maquina c.c.; a) hou(z) ¥ hiava(z) con
T=0.25,b) heu(z) ¥ hiava(z) con T=0.025.
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4.-
(a)

(b)

(©)

(d)

Dibuje el D. de B. de las F. de T. de las siguientes ecuaciones.

X(t) = ) _ﬂx(r) + mu(t), y(t)=[4 10]x(¢)

, 4 1 1

X(t) = ) 3} x(¢) + Mu(t), Y(6)=[0 1]x(t) +u(?)

, 4 2 10

x(t) = ) _3} x(1)+ [ 4 }u(t), y(@)=[1 2]x(2)+u()

x(kT+T)={_14 _23}x(kT)+[ﬂu(kT), y(kT)=[1 2]x(kT)

L
7 Y&
i hl @: sensor de nivel x

4

Fig. 6.15 Sistemas para ejercitar; a) estanques, b) amortiguacion de un automovil, ¢) generacion solar, d) estanque diluidor,

e) circuito reducidor de tension, f) motor de cc con eje flexible.
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(e)

®

0

© Vun|
|

x(kT+T){O4 13}x(kT)+ }u(kT), y(kT)=[1 O]x(kT)

o

x(kT+T)—{O l}x(kT)+
-4 =3 1

}u(kT), y(kT)=[1 OIx(kT)+u(kT)

Nivel intermedio.

Dibuje el D. de B. de todas y cada una de las F. de T. de los sistemas ilustrados en la Fig. 6.15.
Para los sistemas no lineales utilice la linealizacion. Los pardmetros son como los utilizados en los
capitulos anteriores.

Dibuje el D. de B. de los sistemas discretos equivalentes de los ilustrados en la Fig. 6.15. Compare
este D. de B. con el D. de B. continuo.

Para la entrada arbitraria u(f) = 10-sin(210.017) + 100-sin(270.1¢) + 2-sin(2n¢) + 5-sin(2w107) +
50-sin(2mt1007) + 0.1-sin(2n1k?) + 3-sin(2t10k?) + 80-sin(2w100k?) + 1.5-sin(2w1 M¢), determine a
partir del D. de B. de la pregunta anterior la respuesta que debiera tenerse.

Simule los sistemas de la Fig. 6.15 y utilice la entrada anterior. Verifique con lo encontrado en la
pregunta anterior.

Nivel avanzado.

Un retardo en un sistema continuo se manifiesta como un retraso de fase en el D. de B. del sistema.
Explique como se manifiesta el retardo de un sistema discreto en su D. de B..

Indique un procedimiento para obtener la F. de T. que representa el comportamiento de un sistema
descrito por la F. de T. A(s) para altas frecuencias y para bajas frecuencias.

Utilizando los resultados anteriores, cudl seria la F. de T. que representa a altas y la F. de T. que

1 Hjnzl (S Y Zl) e—tds

representa a bajas frecuencias a h(s) =k —
s

Hl:l (s+py)
Determine las condiciones para que el polinomio caracteristico de un sistema continuo de segundo
orden tenga sus raices en el S.P.D. Repita para un sistema discreto, pero para que tenga raices en
el interior del circulo unitario.
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7 Estabilidad de Sistemas Lineales

El analisis de sistemas normalmente pasa por el estudio de su estabilidad. En particular
cuando el hombre lo interviene, debe asegurar como minimo que su intervencion
resultard en un sistema estable. Este capitulo introduce los conceptos de estabilidad
entrada-salida e interna, muestra ademas, su extensidn a sistemas continuos y discretos
que pueden estar representados por su F. de T. y/o sus ecuaciones de estado. Mds aun,
se muestran metodologias matemadticas para determinar la estabilidad de estos
sistemas. Se encuentra que en S.L.I. descritos por sus ecuaciones de estado, la
estabilidad depende exclusivamente de la matriz A; en particular, de los valores propios
de ésta.

7.1 Introduccion

El concepto de estabilidad dice relacion con las caracteristicas de los sistemas de mantener en el tiempo
sus variables de salida y/o estado acotadas, ante cambios acotados en las c.i. y/o entradas. Existen varias
formas de definir la estabilidad en sistemas, las cuales se describen a continuacion.

7.2 Estabilidad de Sistemas Continuos en Ecuaciones de Estado

Sea el modelo de un sistema no-lineal auténomo, es decir la funcion f no depende explicitamente del
tiempo, \

x(£) = £(x(2)) ,

se defini6 en el Capitulo 2 el punto de equilibrio x, del sistema anterior como aquel que satisface la
siguiente condicion,

0="F(x,).

Def.: El punto de equilibrio X, es estable si para toda c.i. finita, ||Xo|| < M, se cumple que:

||x(t) -X,[[<9.

Def.: El punto de equilibrio x, es asintéticamente estable si para toda c.i. finita, ||xo|| < M, se cumple
que:

—0.

lim||x(r) - x,
—w

Si el sistema tiene entradas u(?),
X(1) =f(x(2),u(?)), conx(0) = xo,
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Se define el punto de equilibrio del sistema en funcion de un valor constante de estas variables de entrada
u(?) = u,, es decir,
0=f(x,.u,),
esta funcion representa la caracteristicas estatica del sistema. En el caso lineal continuo,
x(¢) = Ax(¢)+Bu(?), con x(0) = xo,
los puntos de equilibrios para una entrada constante u(z) = u, estdn dados por
0=Ax, +Bu,,
y si la entrada es nula (u, = 0), el punto de equilibrio es X, = 0 y es tnico mientras A sea invertible. En
este sentido, cuando se habla de estabilidad del sistema lineal se refiere a la estabilidad del punto de

equilibrio del sistema, y esta caracteristica depende de la matriz A. En efecto, la evolucion del sistema
para una entrada constante esta dada por:

x(#) = Ax(#)+Bu,, con x(0) = xo,

y para considerar tan so6lo la evolucion en torno al punto de equilibrio Xo, se puede restar a ambos lados
de la ecuacion anterior la cantidad Ax, + Bu,, puesto que es cero. De esta forma la ecuacion queda

_dx(t)  d(x(1)-x,)
Codr dt

x(2)

= Ax(¢)+Bu, —(Ax, +Bu,), con x(0) - Xo = Xo - Xo,

por lo tanto,

d(x(t)—x,)

” = A(x(#)— Ax,), con x(0) - Xo= Xy - Xo,

y definiendo el error X(¢) = x(¢) —x,, la ecuacion anteriormente se puede escribir como,

X(7)= AX(t), con X(0) = Xo - Xo,

de la cual se puede ver claramente que la estabilidad para cualesquier punto de equilibrio depende de la
matriz A. En este sentido, si los valores propios de la matriz A tienen parte real negativa. Es decir, que
los valores propios se encuentren en el S.P.1. del plano complejo, el sistema sera asintéticamente estable.
En cambio, si alguno de sus valores propios tiene parte real igual a cero el sistema serd tan solo estable.
Esta estabilidad también se conoce como estabilidad interna.

7.3 Estabilidad Entrada-Salida en Sistemas Tiempo Continuo

Sea la siguiente definicion,

Def.: Un S.L.L. es estable en el sentido entrada-salida si toda entrada acotada produce una salida
acotada.

También se dice que el sistema es BIBO estable (Bounded Input Bounded Output). En términos de la F.
de T. esto significa que si,

vy =[" ut-v)h(vydt,
y considerando,
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lu(t—1)|<U <0,
entonces,
YO <U[” [h(D)]dr,
luego, para que el sistema sea BIBO estable, se debe cumplir,
[ ()| dr<M <o,

donde /() es la respuesta del sistema para entrada impulso. Es decir, la integral del valor absoluto de la
respuesta a impulso debe converger.

A . Relaciéon entre los polos de un sistema y su estabilidad

Para entender la relacion que existe entre los polos de un sistema y su estabilidad, consideremos un
sistema SISO en el espacio de estados. Esto es

x(1) = Ax(¢) +bu(t), y(t)=cx(t)+du(t),
considerando la respuesta impulso; es decir y(¢) = 4(¢) cuando u(¢) = 5(¢) con c.i. nulas,

X(t) = [ " b8(t)dr=e"b, h(t)=ceb+dd(r).

Por lo tanto, para que la integral del valor absoluto de la respuesta a impulso converga, el factor cer'b
debe converger. Si A es diagonal, es decir,

A 0 0
& 2, 0

A= : ,
0 0 A

se cumple que los elementos de la diagonal (los autovalores) corresponden a los valores propios del
sistema puesto que también son las raices del polinomio det{AI - A} = 0. Para este sistema, la matriz de
transicion e’ tiene la forma

M0 0
| O e 0
0 0 e

de lo anterior se puede ver que para garantizar la estabilidad de entrada/salida (BIBO) del sistema, es
suficiente que los valores propios cumplan con,

KA} <0,Vi=1,2,....n,

es decir, que el sistema sea internamente estable. Asi se garantiza que e*’ converge. Sin embargo, solo
es necesario que la expresion ce*’b converga y no toda la expresion e?’. Para determinar las implicancias
de esto se toma la T.L. a ce*’b que resulta en,

L{ce*b} =c(sI—A)'b=n(s)/d(s),
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se observa que las raices de d(s) - que son también los polos del sistema - deben estar en el S.P.1.. O bien,
los polos del sistema, los A; que quedan en la expresion ce*’b y que son un subconjunto de los, A;, i = 1,...
, n, deben cumplir con,

R{\}<0,VI=1,2,. .,k conk<n.

Para determinar la estabilidad entonces, se debe inspeccionar la ubicacion de los polos de ¢(sI - A)'b.
En particular, su ubicacion en el plano complejo. Afortunadamente, si los polos estan dados por las raices

del polinomio d(s)=s" +a,.s"" +---+ ais + ao, existe un método que permite determinar la ubicacién
de éstas mediante la inspeccion de los coeficientes ao, ai,... , an.

Ejemplo 7.1. Estudiar la estabilidad térmica de una habitacion como ilustrada en la Fig. 7.1. R.: Al asumir que el flujo de

. L . dr, 1
calor es del exterior al interior, es decir, To > Tw > T; se obtuvo que, C,—=—(T,-T) vy

1 :]
dT
C,—= !

1 . .
2, = R_(T" -T) _E(Tm —T;) . Definiendo, x1 = T}, x2 = T, p = To (nétese que no hay entradas manipulables y solo la
2 1

1 1
- o 0
., . . CR CR, - .
perturbacion es entrada) el sistema queda definido por A = : . e e=| 1 |.La estabilidad interna
C2R2

CZRI B CZRZ B CZRI
queda dada por la ubicacion de los valores propios de la matriz A. Al evaluar simbolicamente el escalar det{AI - A}, se
R,C, +R C, +R,C, }m R +2R,

R R,C.C, R'R,C,C,

ejemplo, el criterio de estabilidad a revisar a continuacion indicara que siempre estan en el S.P.1. Una alternativa de estudiar
la estabilidad entrada/salida es observando la F. de T. considerando a la temperatura de la habitacion como salida y a la

obtiene, A’ +{ . Si bien no es evidente donde estan ubicados los valores propios de este

temperatura ambiente como entrada, en est¢ caso ¢=(1 0) y por lo tanto hnr(s) = e(sI — A)yle =
1 1 . . .
, cuyos polos son también los valores propios del sistema y por lo tanto
R R,CC, e R,C,+R C +R,C, or R +2R,
Rl RZCICZ RIZRZCI C2

el sistema es siempre estable. Notese que el hecho de tener valores propios estables (estabilidad interna) asegura la estabilidad
entrada/salida. &

Jins €
G
Cl Tr Tm T, o
R R,
@: sensor de B
e
Fig. 7.1 Modelo de una habitacion simplificado. Fig. 7.2 Estanque diluidor.
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Ejemplo 7.2. En el estanque de la Fig. 7.2 se definen las variables de estado Ax1 = Ah, Axz2 = Acs, Au = Afa, Ap1 = Afu y Ap2
a’gk,

- 0 a
. . . 2x120 V&%, xlzo
= Acm, por lo que el modelo linealizado queda descrito por A = , b= s
3a*(p,, +u,) 3a’x,,
O lo o _— 0
= flo o2 =
x]o lo
2
Z 0
xlo .y , .
E= | s , donde el punto de operacion esta dado por las ecuaciones, f, +f. —k,gh =0y
3a (p20 _'x20) 3a plo
x130 xl:’?l)

oo = JonoCoo = funCso = 0. Analice la estabilidad. R.: En este caso los valores propios estdn dados simplemente por

2 2
a gk 3a +u . . S . .
—z;g” y por —M que son siempre negativos lo que asegura la estabilidad interna y entrada/salida. Por otro
2x;,\/ gx,, X0
. . a’ 1 L a’gk, ,
lado, la F. de T. considerando a la altura como salida es —————— cuyo unico polo es ————— - Notese que en
xlo s+ a gkv le{) Vgx]u

2
leo gxlo

este caso los polos son un sub-conjunto de los valores propios del sistema. Esto ademas indica un comportamiento dindmico
de sistema de primer orden entre la altura y el flujo de entrada. &%

B . Criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz

El criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz es un método para determinar cuando un sistema es estable
o no, basiandose en los coeficientes del polinomio caracteristico del sistema. Este método es
particularmente 1til en sistemas de orden superior debido a que no es necesario factorizar el denominador

delaF.de T.. Sea d(s)=s" +a, 8" +--“+as + ao, la interrogante es ; puede determinarse si habra
una raiz en el S.P.D. si s6lo se observan los coeficientes a, i, -+, ai, ao ?.

Inspeccion Inicial. Sea el caso de d(s),

(s+p)(s+ p2)(s+ p3) =5 +(pi+ p2+ p3)s” +(pip2 + pips + paps)s + pipaps,
de donde se puede observar que el caso general es,

d(s)=s" + (suma de todos los polos) s"!
+ (suma de los productos de a dos) s"2

+ (suma de los productos de a tres) s
+ o« o _|._
+ (producto de todos los polos).

Por lo que a,-1 = suma de todos los polos, a,» = suma de los productos de a dos, ..., ao = producto de
todos los polos. Por otro lado, se sabe que si p1 A p2 A -+ - A pn, sOn estables, entonces, p1 Ap2 A - -+ A
pn>01lo que implica que todos los coeficientes de d(s); es decir, a,-1, -, a1, @y son positivos y distintos
de cero. Es decir,

Si pitAp2A- - Apn>0 = SL amiAanaA---Aao >0 : caso estable.
Si aniVanaVv---var<0 = pPINV P2V -V Py < 0 :caso inestable.
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Ejemplo 7.3. Analizar la estabilidad del polinomio caracteristico (a) s> —3s+1 y (b) s> +0.5s> +3.55 + 4. R.: El caso (a)
tiene a lo menos una raiz positiva: inestable, el caso (b) puede o no puede ser estable. &

Ejemplo 7.4. Analizar la estabilidad de levitador magnético ilustrado en la Fig. 7.3. R.: Definiendo Ax1 = Ai, Axa = Ax, Ax3

_R 0 0 L
L L
=dAx/dt = Avy Au= Ae se tiene la representacion lineal dada por A = 0 0 1 |,b=|0
Sk, k, i k —d 0
| ml-x,+a m(,-x,+a) m m

, ¢ = [0 1 0], d = 0. Notese que en el punto de operacion se cumple que —Ri /L+u,/L=0 vy
—g+ki [[m(l,—x, +a)]+k(l,—x,)/m=0. Luego de algo de trabajo se obtiene la expresién de la F. de T. dada por

1 1 k. ) 1 k k 2
Ax(s) =k, — ———Ae(s) donde k=2t I S P—
sT+28m, s+ o, T5+1 ml,—x,+aR m m(l,—x,+a)
d . . . .
&= yt=L/R. LaF. de T. tiene tres polos, uno independiente del punto de operacion y los otros

k K i
2m, |~ =
m m(l,—x, +a)

dos dados por las raices de s° +2&m, s+’ . Notese que los coeficientes de este polinomio son siempre positivos en tanto el

coeficiente ®’ lo sea. Por otro lado, el escalar det{Al - A} se obtiene en forma simbolica y resulta ser

1
m m -x,+a L=x,+a

F, -
I:kz + 4 A+ 1 {k - %H {k + %} ,donde, F, =k, — ' Claramente el polinomio cuadratico puede tener raices
!

iz

. F, - . L
en el SPI en la medida que & < l—" . Esto se cumple siempre si £ = 0; es decir, si no hay un resorte en el esquema.
-Xx,+a
1 0
, ., . | 9 A .,
Notese que también puede cumplirse para valores pequefios de k; es decir, la eleccion del resorte es fundamental para tener
un sistema estable. Otra opcidn es utilizar un sistema externo que manipule la tension de entrada e para conseguir que el

objeto, Fig. 7.3, quede siempre a la misma distancia. &

El criterio de Routh Hurwitz es necesario y suficiente para el andlisis de estabilidad. A partir del
polinomio caracteristico d(s)=s" + a,18"" ++ -+ a5 + ao se genera:

/
e ——WA—""""—o
P R L+
Gk e(?)
T i(0) -
g » °
v
A ! éa
1) ;
1
> I
| H
1 1
0!
T %":
v :

Fig. 7.3 Levitador magnético.
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s" do1 =1 o2 =an2 003 =du-s
-1
s" O =am1 On=a,3 O13=as
)
Sn 621 822 623
-3
Sn 831 832 833
1
S 8,1_1,1 0 0
0
N 6;11
5. ..0. ... —d. .0, .
—1,1Yi-2,j+1 -2,17i-1,j+1 . . . . ,
en donde, 3, = —— s e T i=2,..,n; j=1,2, ... El criterio establece que el niimero
i-1,1

de raices de d(s) con parte real positiva es igual al nimero de cambios de signo en la primera columna
del arreglo (columna pivote). El andlisis se complica cuando hay ceros en la columna pivote.

Caso N°1: No hay ceros en la columna pivote.

2

sT |1 a,
) s . 1|11 a, a, >0
)d(s)=s"+ais+ao, s |a, 0 ,b =—— 0 =a, = 0
a, |a a, >
SO bl 0 1 1 0
Estos resultados confirman la estabilidad interna del sistémica térmico revisado en el Ejemplo 7.1.
3
s 11 a 1
e ! blz—a—(ao—azal) a, >0
. a, a
ii) d(s)=s"+a,s* +a;s+a,, 1 2 ) 2 = aa, >a.
s |b O 1
0 \ cl=—b—(a2~0—b1a0)=a0 a, >0
s e 00 |

Caso N°2: Ceros en la columna pivote con elementos distinto de cero en la fila en donde esta el
cero.

Se hace igual a € y luego se lleva al limite. Por ejemplo, d(s) = s’ +2s* +25° + 4s” +11s +10

s 2 11
st12 4 10
sle 6 0
s’ e, 10 0
s'|d, 0 0
s 110 0 0
4e—12 12
cl: = ——
€ €
, dos cambios de signo = inestable = dos raices inestables.
6c, —10¢
d=———-6
G

Caso N°3: Ceros en la columna pivote con elementos iguales a cero en la fila en donde esta el cero.
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Este caso ocurre cuando hay simetrias en torno al origen: (s + c)(s — 6) 0 (s + jw)(s — jo) se puede utilizar
un polinomio auxiliar. Por ejemplo, d(s)=s" +2s” +4s+k

4

[\)?—‘

oo

3
s
2
s
1
s 2
0
s

k
N
0

b

esestablesi 0 <k<8 = k.=8.
Nota: Este método complementa la Regla N° 10 (encuentra k). Si k = 8 la fila en s! se hace cero. Por lo

tanto, el polinomio auxiliar es generado con la fila de s> que es 2s” + ks’ = 25° +8=2(s” +4), por lo
que,
d(s):2(s* +4)=5" +25" +45+8:2(s* +4)=5/2+1

3

-8 +4s
25’ +8 ,
-2’ +8
0

por lo que d(s)=2(s* +4)(s/2+1)=(s* +4)(s +2) = marginalmente estable.

Caso N°4:  Raices repetidas en el eje imaginario.

En este caso aparecen varias filas idénticas a cero. Por ejemplo,

d(s) :(s+1)(s+j)(S—j)‘(s+j)(s—j):s5 +5'+257 +2s7 +5+1

s 11 2 1

st o201

s’ |e & 0 <« filadeceros
s {11 ’
s'le 0 « fila de ceros
s 11

podria pensarse que es estable si € > 0, pero

stst 252+ 1= (2 + 1)?
s? 82+ 1

multiple raices = inestable.
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Ejemplo 7.5. Analizar la estabilidad del sistema compuesto por la suspension del automoévil, Fig. 7.4. R.: En este caso el
modelo en variables de estado para & = x1, & = x2, & = dxi/dt y & = dxo/dt, esta dado por x = Ax + bu + ep + y donde las

0 0 1 0 0 0 0
. 0 0 0 1 0 0 0
matrices son, A = , b= , e= y y= ,
—k /M k /M -d/M d/IM 1/M 0 kl/M-g
kim —(k+k)/m dim —d/m -1/m k,/m kl/m+kl,/m—g

donde e es un vector asociado a la perturbacion y- y v es un vector de constantes. El escalar det{AI - A} se obtiene en forma

M M . .
Mtm,,, kM +km itk A+ & A+ Kk . Afortunadamente, es posible obtener la matriz
Mm Mm Mm Mm

simboélica y resulta ser L* +d

M +km+kM  kk,

st 1
Mm Mm

s g M & 0

Mm Mm
k(m+2M)+ M’ (k +k kk
auxiliar también en forma simbdlica y resulta ser, # 2 i(m ) (h+4) = 0 . En este
Mm Mm
2
s' k—z Md 5 0 0
m mk,(m+2M)+M"(k +k,)

s’ % 0 0

Mm

caso es claro que la columna pivote no tiene cambios de signo en tanto las constantes sean todas positivas, lo cual es el caso
del sistema de suspension del automoévil. Por lo tanto, la estabilidad interna esta asegurada y por lo tanto la estabilidad
entrada/salida, cualesquiera sea la cantidad considerada como salida, también esta asegurada. &

7.4 Estabilidad de Sistemas Di‘scretos en Ecuaciones de Estado

Al igual que en el caso continuo, se considera el modelo de un sistema no-lineal auténomo, es decir la
funcion f no depende explicitamente del tiempo,

X(kT +T) = f(x(kT)),

se defini6 en el Capitulo 2 el punto de equilibrio x, del sistema anterior como aquel que satisface la
siguiente condicion,

x, =f(x,),

Def.: El punto de equilibrio X, es estable si para toda c.i. finita, ||xo|| < M, se cumple que:

VA1)

Fig. 7.4 Sistema mecénico: suspension activa.
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[Ix(kT)—x, | <5.

Def.: El punto de equilibrio x, es asintéticamente estable si para toda c.i. finita, ||xo|| < M, se cumple
que:

—0.

lell;I})o ||x(kT )—X,

Si el sistema tiene entradas u(k7),
X(kT +T)=f(x(kT),u(kT)), con x(0) = xy,

se define el punto de equilibrio del sistema en funcidon de un valor constante de estas variables de entrada
u(kT) = u,, es decir,

x, =f(x,,u,),
esta funcion representa la caracteristica estatica del sistema. En el caso lineal discreto,
X(kT +T) = Ax(kT)+Bu(kT), con x(0)= xo,
los puntos de equilibrios para una entrada constante u(k7) = u, estan dados por
x, = Ax, +Bu,,

y si la entrada es nula (u, = 0), el punto de equilibrio es Xo = 0 y es tnico mientras (I — A) sea invertible.
En este sentido, cuando se habla de estabilidad del sistema lineal se refiere a la estabilidad del punto de
equilibrio del sistema, y esta caracteristica depende de la matriz A. En efecto, la evolucion del sistema
para una entrada constante esta dada por:

xX(kT +T)= Ax(kT)+Bu,, con x(0) = X,

y para considerar tan so6lo la evolucion en torno al punto de equilibrio Xo, se puede restar a ambos lados
de la ecuacion anterior la cantidad x, = AX, + Bu,. De esta forma la ecuacion queda

X(kT +T)—x, = Ax(kT)+Bu, —(Ax,+Bu_ ), conx(0)-Xo =Xy - Xo,
por lo tanto,
X(kT +T)—x, = A(x(kT)—x,), conx(0) - X, = Xp - Xo,
y definiendo el error X(k7') = x(kT) —x,, la ecuacion anterior se puede escribir como,
X(kT +T)=AX(kT), con X(0) = Xg - Xo,

de la cual podemos ver claramente que la estabilidad para cualquier punto de equilibrio depende de la
matriz A. En este sentido, si los valores propios de la matriz A estan en el circulo unitario, el sistema sera
asintoticamente estable. En cambio si alguno de sus valores propios esta sobre el circulo unitario, el
sistema sera tan solo estable.

Ejemplo 7.6. Estudie la estabilidad del modelo de la Poblacion de Conejos, Fig. 7.5, dado por, y(kT + 2T) — y(kT + T) — y(kT)
= u(kT), con y(0) = 1, y(T) = 1 y con u(kT) = 0. R.: Al considerar x1(kT) = y(kT) y x2(kT) = y(kT+T) se obtiene que una
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- . x, (kT +T) 0 1|| x,(kT) 0 x,(kT) . .
representacion en variables de estado es, = +| |u(kT), y(kT)=[1 0] . El polinomio
X, (kT +T) 1 1] x,(kT) 1 x,(kT)

det{Al- A} =. &

7.5 Estabilidad Entrada-Salida en Sistemas Tiempo Discreto

Al igual que en sistemas tiempo continuo, el concepto de estabilidad BIBO se aplica a los sistemas tiempo
discreto. En términos de la F. de T: esto significa que si,

Y(kT) = i u(kT —iT)h(T)

y considerando,

|u(kT —iT)|<U <0,
entonces,

| YKT) U Y[ HGT),

luego, para que el sistema sea BIBO estable, se debe cumplir,

D IAGT)| <M <00,
donde /(iT) es la respuesta del sistema para entrada impulso. Es decir, la sumatoria del valor absoluto de
la respuesta a impulso debe converger.
A . Relacién entre los polos de un sistema y su estabilidad

Para entender la relacion que existe entre los polos de un sistema y su estabilidad, consideremos un
sistema SISO en el espacio de estados discreto. Esto es

X(kT*+T) = AX(kT) +bu(kT) , y(kT) = ex(kT) + du(kT),

considerando la respuesta impulso; es decir y(kT) = h(kT) cuando u(kT) = 6(kT) con c.i. nulas,

k-1
X(kT) =Y A""b3(jT) = A", h(kT)=cA"'b+d5(kT).

Jj=0
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Por lo tanto, para que la sumatoria del valor absoluto de la respuesta a impulso converga, el factor dado
por cA*'b debe converger. Si A es diagonal, es decir,

A, 0 - 0
0 A, 0
0 0 - X

n

se cumple que los elementos de la diagonal (los autovalores) corresponden a los valores propios del
sistema puesto que también son las raices del polinomio det{AI - A} = 0. Para este sistema, la matriz de
transicion A’ tiene la forma,

Ae0 0
AX 0 Af 0
0 0 - af

de lo anterior se puede ver que para garantizar la estabilidad de entrada/salida (BIBO) del sistema, es
suficiente que los valores propios cumplan con,

A <1, Vi=1,2,....n,

es decir, que el sistema sea internamente estable. Sin embargo, solo es necesario que cA¥'b converga y
no toda la expresion A*!, Para determinar las implicancias de esto se toma la T.Z. a cA*'b que resulta
sef,

Z{cA"b} =e(zl-A)'b=n(z)/d(2),

lo que indica que las raices de d(z) - que son también los polos del sistema - deben estar en el circulo
unitario. O bien, los polos del sistema, los A; que quedan en la expresion cA*'b y que son un subconjunto
de los, A, i = 1,... , n, deben cumplir con,

A <1, VI=1,2,...,k conk<n.

Para determinar la estabilidad entonces, se debe inspeccionar la ubicacion de los polos de ¢(zI - A)'b.
En particular, su ubicacion en el plano complejo. Afortunadamente, hay un método equivalente al de
Ruth-Hurwitz que permite determinar la ubicacion de éstas mediante la inspeccion de los coeficientes ao,
a],. ey an.

B . Criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz

Sea el polinomio caracteristico d(z)=z"+a, ,z"" +---+a,z +a, mediante el cambio de variable z =

1+7 . o . . . . .
——, se puede aplicar el criterio de Routh-Hurwitz visto para sistemas tiempo continuo a los sistemas

discretos. En efecto, con este cambio de variable, lo que se logra es mapear la region de convergencia
del plano z (circulo unitario) al plano r (S.P.1.). Asi se busca que los polos en 7 estén en el S.P.I. para
asegurar la estabilidad. Noétese que se utiliza » y no s, Fig. 7.6, pues no es un mapeo punto a puno y solo
de regiones.
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Ejemplo 7.7. Para el siguiente polinomio caracteristico z*> + 5.94z2 + 7.2z — 0.368, realizar el cambio de variable que
corresponda y aplicar el criterio de Routh-Hurwitz y comentar acerca de la ubicacion de la raices. R.: Aplicando el cambio

de variable z = L+r

el polinomio mapeado al plano r queda de la forma 3.128° — 11.7472 + 2.344r + 14.27. Dado que un

1-r
coeficiente es negativo, existe una o mas raices imaginarias que se encuentran en el S.P.D. del plano complejo 7. Esto indica
que en el plano z, existe una raiz del polinomio caracteristico que se encuentra fuera del circulo unitario y por lo tanto el
sistema discreto es inestable.

7.6 Ejercicios Propuestos.
Resuelva los problemas siguientes. Anote todo su trabajo.

A . Nivel basico.

1.-  Determine si los siguientes sistemas son estables entrada/salida.
10 s+1
a)  h(s)= b) A(s)=10
®) (5) s+10 ®) () s+10
© h(s)=10210 d)  h(s)=— S+
s+1 (s+0.1)(s+10)
© h(s)= (s+0.D)(s+1) @ h(s)= 10 o018
s+10 s+10
10 1 0.1 s+100
h(s)= h) h(s)=
® )= 0V r02s 1 b )= 07 v02s+1
1 | s
. his) = L ‘ . s = — 5
1) Als) = G)  hGs) 611
plano r . plano z

jo

o

\ Ae]

. 1
Fig. 7.6 Mapeo del plano z y r, mediante z = 1+_r .
—-r
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2.-
(a)

(©)

(e)

(2
(i)
(k)
4.-

Determine si los siguientes sistemas son estables entrada/salida.

L0 | vy =utt ® L0y =u(+10
LI0) _ du(®) LI0) _ du(®)
i +5y(t) = " (d) & +2y(t) 7 +10u(?)
da,);z(t)-"?’y(t):u(t_l) () %+2y(1)=%+10u0—1)
(kT +T)+a,y(kT)=0 (h) (kT +T)+0.5y(kT)=u(kT)
V(KT +T)+1.59(kT) = u(kT) G) (kT +2T)+1.59(kT) = u(kT)
V(KT +2T) +1.59(kT) = Su(kT +T) () y(kT +2T)+1.59(kT) = 5u(kT +T) + u(kT)

Determine si los siguientes sistemas son estables internamente y entrada/salida.

A

@: sensor de nivel

4

Fig. 7.7 Sistemas para ejercitar; a) estanques, b) amortiguacion de un automovil, €) generacion solar, d) estanque diluidor,

e) circuito reducidor de tension, f) motor de cc con eje flexible.
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(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

®

2.
3.-
4.-

l.-

2.-
3.-

4.-

X(t)z__z _13}((:)+Mu(t), y(t)=[4 10]x(?)

41 1 0

X(t)—_2 3 x(#)+ 0 u@®), y(@)=[0 1]x(?)+u(?)

(-4 2 10

0= _3}@){4}@), ) =[1 2]x()+u(t)

X(kT +T) = _14 _23 x(kT) + i u(kT), y(kT)=[1 2]x(kT)

X(kT +T) = _04 _13 x(kT) + (1) u(kT), y(kT)=[1 OIx(kT)

X(kT +T) = _04 _13 x(kT) + (1) u(kT), y(kT)=[1 OIX(KT)+u(kT)

En todos los casos anj[eriores Sé p_uede identificar la F. de T. A(s) o A(z) del sistema. Determine los
kh(s) o kh(z)
1+kh(s) 1+kh(z2)

valores de £ tal que la F. de T. dada por , respectivamente, representa un

sistema estable.

Nivel intermedio.

Determine si los sistemas ilustrados en la Fig. 7.7 son estables entrada/salida y/o internamente.
Para los sistemas no lineales utilice la linealizacion. Los pardmetros son como los utilizados en los
capitulos anteriores.

Demuestre que un sistema internamente estable es estable entrada/salida.

Demuestre que un sistema inestable entrada/salida es inestable internamente.

{, Son los polos de un sistema un subconjunto de los valores propios del mismo ?.

Nivel avanzado.

(, Puede un sistema discreto — que es una representacion de uno continuo estable — ser inestable
producto del tiempo de muestreo utilizado ?.

D¢ un ejemplo de un sistema estable entrada/salida e inestable internamente.

(, Porqué los polos y/o valores propios si salen ser complejos entonces se encuentran en pares
conjugados ?. ; Siempre se cumple ?. Dé un ejemplo de un sistema con un polo complejo y que su
conjugado no sea polo de éste.

Puede aplicarse Routh-Hurwitz a sistemas continuos con retardo.

Puede aplicarse Routh-Hurwitz a sistemas discretos con retardo.
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A Anexo: Modelacion de Sistemas

Este anexo presenta las pautas basicas para la modelacién de sistemas dindmicos como
los encontrados en las diferentes disciplinas de la ingenieria. Estos estan basados en
balances de energia y en el principio de minima accion. Las materias se complementan
con variados ejemplos de modelacion de sistemas mecdnicos, electromecanicos,
eléctricos, hidrdulicos y térmicos. No se revisan los principios eléctricos por considerarse
conocidos.

A.1 Modelo y Simulacién

La simulacion dice relacion con la solucion de las ecuaciones del modelo, esta puede ser llevada a cabo
mediante programas computacionales hechos a la medida usando algin lenguaje ad-hoc, o bien usando
ambientes de simulacion especificos como MatLab™, PSpice™, MathCad™, PSim™ por tan solo
nombrar algunos.

A . Sistemas Mecanicos

Los sistemas mecanicos en general estdn constituidos por los siguientes elementos basicos que
interactuan a través de fuerzas y desplazamientos (en movimientos lineales), y torques y desplazamientos
angulares (en movimientos rotacionales).

Resortes. Los resortes son elementos mecanicos los cuales estin constituidos por algin elemento
elastico. La relacion entre la fuerza aplicada a este elemento y el desplazamiento resultante, se conoce
como Ley de Hooke, la expresion mas simple corresponde a una relacion lineal,

F=kx,

donde, F es la fuerza aplicada al resorte, x el desplazamiento producido por la fuerza y &k una constante
de proporcionalidad. Expresiones mas complejas, tales como F = kix + k»x®, generalmente son necesarias
si se consideran desplazamientos “grandes”. Este fendmeno también ocurre si una barra se tuerce, en este
caso se habla de resorte torsional, y el torque (en vez de fuerza) es,

T = k(61 — 62),

donde, T es el torque aplicado, 61 y 02 son los angulos de los extremos de la barra y & es una constante
de proporcionalidad.

Amortiguadores. Los amortiguadores son los elementos que disipan energia en los sistemas mecanicos.
En este caso existe una relacion entre la fuerza aplicada y la velocidad que adquiere el punto donde se
aplica la fuerza. Para velocidades pequefias la siguiente relacion describe con cierta precision este tipo
de sistemas:

dx .

F=d—=dx,

dt
donde, d es el coeficiente de disipacion. Un modelo para un rango de velocidades mayor es dado por
F=d|x|x.
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Estos elementos en conjunto con la ley de la conservacion de la cantidad de movimiento permiten
modelar una gran variedad de sistemas mecanicos. Esta ley plantea que la variacion de cantidad de
movimiento es igual a la suma de todas las fuerzas que actian sobre el sistema, es decir,

dP(t)
- —ZFi(z),

donde P(#) representa un vector de cantidad de movimiento (en general se considera en las tres
dimensiones) y Fi(¢) son las fuerzas actuando sobre el sistema. Esta ecuacion para el caso rotacional se
puede expresar como:

dM(t)
— Zm»

donde las componentes del vector M(¢) representan los momentos angulares asociados a los tres posibles
ejes de rotacion, y T; es un vector representando los torques que estarian actuando sobre el sistema.

Ejemplo A.1. En la Fig. A.1 se muestra un sistema resorte—masa—disipador. Este sistema consta de una masa m, sujeta a un
punto de apoyo superior a través de un resorte de coeficiente de elasticidad £ y a un apoyo inferior a través de un disipador de
constante de disipacion d. Existe ademas una fuerza F(¢) aplicada a la masa. Se define una coordenada x a través de la cual se
desplaza la masa, asi la distancia entre el punto de apoyo y la masa queda representada por x(#). La distancia /o corresponde a
la distancia entre el techo y el centro de m con el resorte en reposo. El modelado de este sistema se realiza haciendo la

aceleracion del cuerpo en el eje x por su masa igual a la suma de las fuerzas que convergen en éste. Asi tenemos,
2

m % =mg+F(t)-k(x—1,)-d ? , donde mg es la fuerza de gravedad ejercida sobre el cuerpo, k(x - lo) es la fuerza ejercida
t

por el resorte y d o es la fuerza ejercida por el disipador. Asi la ecuacion diferencial que rige el comportamiento dinamico
t

del sistema es, X+ (d/m)x+(k/m)x=g+F(t)/m+kl,/m ,y haciendo, x1(¢) = x(¢), x2(t) = dx(¢)/dt, u(t) = F(?), se tiene la

‘ 0 1 0 0
representacion en variables de estado con las matrices A = , b= ,y Y= , donde y
—k/m —d/m 1/m kl,/m+g

corresponde a un vector constante de manera que x= Ax + bu + v. En la Fig. A.1 se muestran los resultados obtenidos al
simular el sistema, donde en la linea de segmento fino podemos ver la fuerza aplicada, en la linea de segmento grueso podemos
ver la velocidad y en la linea continua la posicion de la masa.

A 3 . l . l . . l . l
x(t) E k lF(t)

N

|

d;
00777777, 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fig. A.1 Sistema mecanico: masa-resorte-amortiguador.
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Ejemplo A.2. El siguiente ejemplo consiste en modelar el sistema de amortiguacion activa de un automoévil, el modelo
mecanico de este sistema se muestra en la Fig. A.2. Este modelo consiste en una masa M correspondiente a la masa del
automovil y una masa m correspondiente a la masa del sistema de amortiguacion. Entre estas dos masas se encuentra un
resorte con un coeficiente de elasticidad k1 y un amortiguador con una constante de disipacion d. Luego entre el sistema de
amortiguacion y el suelo existe un resorte de coeficiente de elasticidad k2 que representa el efecto producido por los
neumaticos. Ademas, existe una variable de entrada u que corresponde a la fuerza ejercida entre ambas masas por el sistema
de suspension activa. Se define una coordenada vertical x, representando las distancias xi(t) y x2(t) entre el suelo y la masa M
y m, respectivamente. Las distancias /1 y /2 corresponden a las distancias entre ambas masas y entre la masa m y el suelo,
respectivamente, con los resortes en reposo. Existe ademas una perturbacion denominada y.(f) que corresponde al relieve por
el cual la rueda va avanzando. La modelacion de este sistema se hace planteando las ecuaciones de movimiento de cada masa
con respecto a su posicion correspondiente. Asi, se tiene para M que MX, = —k,(x, —x, —[,) —d(x, —X,) — Mg +u , donde ki(x
- x2 - ) es la fuerza ejercida por el resorte que se encuentra entre ambas masas, d(x1 - x2) es la fuerza ejercida por el disipador
M 'y u e la fuerza ejercida sobre ambas masas. Similarmente, para m se tiene,
mX, =k (x, —x, =) +d(X, —x,)—-mg —k,(x,—1, -y, )—u, donde ki(x1 - x2 - 1) es la fuerza ejercida por el resorte entre
ambas masas - notese el cambio de signo -, d(x1 - x2) es la fuerza ejercida por el disipador sobre m y ka(x2 - /2 - y») es la fuerza
ejercida por el resorte que se encuentra entre el suelo y la masa m. Considerando &1 = x1, & = x2, & = dx1/dt y & = dx2/dt, se

0 0 1 0
tiene la representacion en variables de estado dada por las matrices, A = 0 0 0 ! ,
—k /M k /M -d/M d/IM
k/m —(k+k)m d/im —d/m
0 0 0
0 0 0 . .,
b= Ul e= 0 yvy= ki /M —g , donde e es un vector asociado a la perturbacion y» y y es un vector
—1/m k,/m kl /m+kl, /m—g

de constantes de manera que X=Ax+bu+ep+7vy. &

Ejemplo A.3. En este caso se modela un tren de una locomotora y dos carros, su modelo mecanico es el mostrado en la Fig.
A.3. Este modelo consta en tres masas que representan a la locomotora M y dos carros del tren de masa m; ademas, existe

0]

Fig. A.3 Sistema mecanico: tren con una locomotora y dos carros.
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entre cada uno de estos carros un sistema resorte-disipador de constante k y d respectivamente, y existe una fuerza F(¢) que
representa el empuje desarrollado por la locomotora. Se define una coordenada x horizontal a partir de una posicion fija y tres
variables x1(), x2(¢) y x3(f) que representan las posiciones de cada una de las masas en el sistema de coordenadas definido. La
distancia /o es la distancia entre dos carros consecutivos con los resortes en reposo. La modelacion de este sistema se realiza
planteando la ecuacion de movimiento para cada una de los carros. Para la locomotora se tiene
My, = F(t)—k(x, —x, —1,)—d(x, — X,) , para el 1* carro, mX, = k(x, —x, =1,) —k(x, —x, —=1,) +d (%, —x,) —d (X, —X,) ypara

el ultimo, mX, = k(x, —x, —1)+d(x, —X;) . Considerando & = x1, & = x2, & = x3, & = dx1/dt, & = dxa/dt, & = dxs/dt y u =

F(¥), se tiene la representacion en variables de estado dada por las matrices,
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
A= 0 0 0 0 0 : , b= 0 y 7= 0 , donde y es un vector de
—k/IM  kIM 0 -d/M d/IM 0 /M ki, /M
kim 2kim kim dim 2d/m d/m 0 0
0 kim  —k/m 0 dim —d/m | | 0 | | =kl /'m |

constantes. o

Ejemplo A.4. Este ejemplo es el péndulo simple, consistente en una masa m colgada al extremo de una barra rigida de largo
lo sin peso, el coeficiente de roce angular es d, y existe ademas un torque 7 aplicado a la masa, Fig. A.4. La modelacion de
este sistema se realiza haciendo que la sumatoria de torques sea igual a la inercia rotacional por la aceleracion angular. Asi,

mi}0 = —I,mg sin(0) —d[;0+ T, donde, mi} es la inercia rotacional del péndulo, lomgsin(0) es el torque producido por la

gravedad sobre la masa, d/; 0 es el torque producido por el roce y T es el torque aplicado. Considerando, x1 = 0 y x2 = d0/d,

X X
u = T se obtiene, | ' | = 7 ,. |- Es posible notar que, debido al término trigonométrico, el
X, —dx, /m—gsin(x,)/l, +u/(mly)

sistema modelado es no-lineal y no puede descomponerse en forma matricial sino que debe ser expresado en una funcién. Es
posible utilizar en este ejemplo el principio de minima accién, segun el cual podemos plantear la funcion de energia cinética,

K =%m{[loécos((-))]2 +[109sin(9)T} =%ml§92, y la funcién de energia potencial como, P = mglo(1-cos(8))+P,. El

Lagrangiano es entonces, L :Engez —mgl,(1-cos(0))— F, . El principio de minima acciéon en este caso queda como,

di\ab) o0 26 |2 02

como, ml(fé +mgl, sin(0) =T — dl(fé , expresion que coincide con la obtenida anteriormente. Este ejemplo parece no apropiado

d (G_LJ oL _ 0, por lo tanto, %(i{lngez +mgl, cos(G)}J—ai{l mi3 0’ +mgl, cos(e)} = T—dl}. Lo que queda

de ser atacado con el Lagrangiano; sin embargo, el péndulo invertido de la Fig. A.5 si lo amerita. &%

\
\
[PV IPI. A

Fig. A.4 Péndulo simple. Fig. A.5 Péndulo invertido; a) bosquejo, b) diagrama de cuerpo libre.
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Ejemplo A.5. Este ejemplo consiste en modelar un péndulo invertido montado sobre un carro, Fig. A.5(a). En este caso se
denomina m a la masa del péndulo y M a la masa del carro, al igual que el caso anterior la longitud de la barra es /o. Existe
una fuerza F' que empuja horizontalmente al carro. Se plantea la sumatoria de fuerzas y de torques en el carro y el péndulo
denominando Fx y F) a las fuerzas que interactuan entre ambos como se muestra en la Fig. A.5(b), asi planteamos las
ecuaciones de fuerzas en el carro en las coordenadas locales x1, y1 obteniendo, M, = F, + F', 0= F, — Mg . Ahora planteamos

las ecuaciones de fuerzas en el péndulo en las coordenadas locales x2, y2 obteniendo, mX, =—F

vo My, =—F,—mg yla
ecuacion de torque considerando la coordenada 6 como 0 =—/,F, cos(0)+/,F, sin(0) . La sumatoria de torques se considera

cero ya que la barra no tiene masa (/ = 0). Despejando las fuerzas Fx y F) de las ecuaciones de movimiento del péndulo y
reemplazando en las del carro se tiene, M, +mX, =F, [ mk, cos(0)—1,(my, +mg)sin(0) =0. Por geometria podemos

obtener la expresion de los desplazamientos del segundo eje de coordenadas como, x, =x, +/,sin(0), y, =/,cos(0), de
donde, %, =%, +/, cos(@)é—l0 sin(0)0?, 3, =—I, cos(0)H -1, sin(0)0 , reemplazando en las ecuaciones obtenidas se tiene,
Mz, +m(%, +1, cos(0)0—1,sin(0)0*) = F, I,m(%, +1, cos(8)8—1,sin(0)0?)cos(®) + [ m(l, cos(8)6” +1, sin(8)8)sin(0) -
lomgsin(@) = 0. Haciendo x1 = x 'y desarrollando las expresiones se tiene finalmente que,
(M +m)i +ml, cos(0)0 —ml, sin(0)0” = F , ml, cos(8)x +ml;0—mgl, sin(0) =0.

Podemos abordar este problema utilizando el principio de minima accion, calculando la funcién de energia del sistema que
es, L= %Mic2 + % m [{x + loé cos(e)}2 + {109 sin(G)}2 } —mgl, cos(0) — F, . Siendo el primer término la energia cinética asociada

al carro, el segundo término corresponde a la energia cinética asociada a la masa del péndulo tanto en su movimiento lineal
como rotacional y el tercer término corresponde a la energia potencial de la masa del péndulo, entonces se tiene para x,

d (aL j L g , %[Mx +m(x+1,0c08(0)]-0=F, (M +m)i+mlBcos(0)—ml0*sin(0)=F y para 6,

di\ox) ox
%(‘;—gj - Z—g =0, %[mz0 cos(0)x + ml; 0]~ [~ml, sin(0)0x + mgl, sin(0)] = 0, ml, cos(0) —ml, sin(0)x0+ml O +

ml, sin(0)0x — mgl, sin(0) =0, ml, cos(0)x + ml(fé —mgl, sin(B) = 0. Las ecuaciones resultantes son idénticas a las obtenidas
con el método de sumatorias de fuerzas. En la figura 2.8 se muestran los resultados de la simulacion del péndulo invertido.
Aqui se puede apreciar la evolucion de la posicion del carro y el dngulo del péndulo normalizado a 360°. &

Ejemplo A.6. Este ejemplo consiste en un carro de masa M que posee cero friccion con la superficie, adosado a éste se
encuentra una barra rigida con una masa m concentrada en su punto medio ubicado a una distancia /, del extremo sujeto al
carro, Fig. A.7. Esta barra puede rotar en torno al extremo sujeto al carro teniendo también una friccion cero. La coordenada
de desplazamiento del carro es llamada x y el angulo de giro de la barra es llamado 6. Existe ademas una fuerza F(¢) que

impulsa el carro en la direccion de x y un torque 7(¢) que impulsa a la barra. El Lagrangiano es, L:%M)'c2 +

%m [{x + 109 cos(e)}2 + {109 sin(e)}2 } + %192 - mgl,(1-cos(0))— £, . Siendo el primer término la energia cinética asociada

al carro, el segundo término corresponde a la energia cinética asociada al desplazamiento lineal de la barra, el tercer término
corresponde a la energia cinética asociada al desplazamiento rotacional de la barra y el cuarto término corresponde a la energia

1 ] | ! ! T, -. ! ] ] N
==L . N
.

| 1 1 1 1 1 | | 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fig. A.6 Péndulo invertido, simulacion con c.i. no nulas y sin fuerza externa.

0.5

Copyright © por Prof. José¢ R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H.



Apuntes: 543 214 150

. . d(oL) oL
potencial de la barra; entonces, tenemos para la coordenada x se tiene que, = (a—j ™ =F
1\ ox x

>

%[Mjc +m(x+ loécos(e))] -0=F, (M +m)i+ mloé cos(0) - mloé2 sin(0) = F y para 0 se tiene que, %(Z—gj —Z—g =

%[mz0 cos(0)x +ml20+10] - [—ml, sin(0)0x — mgl, sin(0)] =T, ml, cos(0)x —ml, sin(0)x0+mi0+10 + ml, sin(0)6x +

mgl, sin(0) = T, ml, cos(0)x + (I +ml>)0+mgl, sin(0) =T .
Es posible notar que las ecuaciones resultantes son similares a las obtenidas en el caso anterior. Sin embargo ahora existe un
término proveniente de la masa de la barra que en el caso anterior era despreciada. &

Ejemplo A.7. Este ejemplo corresponde a un modelo de un satélite, el cual gira a una distancia r y es afectado por una fuerza
tangencial Fo(¢) y una fuerza radial Fi(f). La modelacion de este sistema se realiza aplicando el principio de minima accion

planteando el siguiente Lagrangiano, L = Em[rzez + r2] , que corresponde a la energia cinética asociada al satélite. A lo

largo de la coordenada 6 tenemos, %(GL J _oL

d iy . .
— |-——=F7r, —(mr-0)-0=F,r, m2r/0+mr-0—0= F,r,.y para la coordenada
20 20 0 dt( ) ) ol > Y P

aLj OL _ . Jm

. d d . : km . . k .
r se tiene que, E[ -, d—(mr)—mre2 =F ——, mi-mr0’ =F, __rzn. Considerando x1 = r, x2 = dr/dt,
r t r r

) ,
x3 = 0, xa = do/dt, mi = F{f) y uz = Fo(f), se tiene la representacion en variables de estado dada por,
X X3
X, x,x; —k/x} +u /m i i ; i
i = N , es posible apreciar que las ecuaciones de x2 y x4 son no lineales. &
X, =2x,%, / X, +u, [ mx,

B . Sistemas Eléctricos
Los sistemas eléctricos a considerar en este curso estan constituidos por los siguientes elementos basicos.
Condensadores. Un condensador es un elemento almacenador de energia en forma de carga eléctrica, la
expresion que rige su comportamiento es,
i dv,
c ’
dt

donde, ic es la corriente que circula a través del condensador y vc es el voltaje aplicado a sus terminales

A 4

F@)

fmm = ————

U TN AN N S

Fig. A.7 Carro con péndulo. Fig. A.8 Satélite en orbita.
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(la corriente entra por el terminal positivo).

Inductores. Los inductores también son elementos de almacenamiento de energia pero esta vez en forma
de flujos magnéticos, la expresion que rige su comportamiento es,

donde, v; es el voltaje aplicado en los terminales del inductor e iz es la corriente que circula por éste (la
corriente entra por el terminal positivo).

Resistencias. Estos elementos son disipadores de energia, en donde la corriente circulante a través de
ellos es proporcional al voltaje aplicado a sus terminales.

Ve = Ri,,
donde, vz es el voltaje aplicado en los terminales del resistor e iz es la corriente que circula por éste (la

corriente entra por el terminal positivo).

Utilizando estos tres elementos, ademas de las fuentes de voltaje y corriente controladas o no controladas,
y en conjunto con las Leyes de Kirchoff de voltaje y de corriente (conservacion de energia), es posible
modelar la totalidad de los sistemas eléctricos.

Ejemplo A.8. Este es un ejemplo eléctrico que corresponde a un circuito RLC alimentado por una fuente de voltaje. A partir
de la Fig. A.9 es posible apreciar que la fuente de tension e(f) alimenta a una inductancia L , resistencia R, y un capacitor C,
todos en serie. Para modelar este circuito es conveniente definir la dindmica de las variables corriente i(f) en el inductor y

voltaje v(¢) en el capacitor utilizando las leyes de Kirchoff. Asi tenemos, e = Ri +L§+ v,i=C ? , utilizando la ultima
t t

y di 1 dq dg  dq 1 - y

expresion, e = Ri+ L—l + —jid’t , dado que i= 4“4 , queda, e= RY . L—;] +—gq , notese la similitud de esta expresion
C dt dt - C

con el modelo encontrado del sistema ilustrado en la Fig. A.1, en particular si se considera C=1/k, L =my R = d. Este modelo

0 1
se puede expresar en ecuaciones de estado considerando, g = x1, i =x2y e = u quedando, A = y b=
-1/LC -R/L 1/L

que es lineal.. &

Ejemplo A.9. El circuito considerado en este ejemplo es un poco mas complejo que el anterior e incluye fuentes de tension
y de corriente controladas, Fig. A.10. El modelamiento se hace en forma idéntica al anterior, tenemos para la malla de entrada,

m

di . . d .
e=Ri +L, %+ea , luego para el primer nodo de la malla de salida, i, =C %H’l , para la malla central de salida
t t

di . 1 d .
v, =L, d—l’ +v, y para el segundo nodo de la salida i, = Evl +C, % +1,. Considerando e« = kinVm, e = kmia y ordenando las
t

R L
+
e =/ Ve * C e
[
<
Fig. A.9 Circuito serie RLC. Fig. A.10 Circuito con fuentes independiente_s.
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: v, k. 1. dv 1. 1, 1 di, 1 1 di, 1 k, 1 .
ecuaciones nos queda, =i -—i, —=—i——i-——V, —=—V, ——V,, —=—e——""V ——Ri.
d C, C, d C, C RC, dt L L d L, L, y

Denominamos x1 = vm, X2 = Vi, X3 = ir, X4 = ia, U = e, p = i1, obteniendo en forma inmediata la representacion en ecuaciones de

0 0 -1/C, k,/C, 0 0
0 -1/RC, 1/C, 0 0 -1/C, ) . )

estado, A= , b= ,y e= . Notese que la corriente i; es una
1/L, -1/L, 0 0 0 0
—k, /L, 0 0 -R,/L, 1/L, 0

perturbacion en el sistema. &

Ejemplo A.10. Modelar y simular el circuito elevador ilustrado en la Fig. A.11(a). R.: El circuito de la Fig. A.11(b) muestra
que para Sw =1, e =Lﬂ y 0= Cﬂ+1 y el de la Fig. A.11(c) muestra que para Sw =0, e=Lﬁ+v yi= Cﬂ+l . Lo
dt dt R dt dt R

o di d . . . .
que se puede escribir como, e = Ld—l +v(1-S,)) y i(l-S,)=C ?v +% . La razén entre el tiempo encendido y el tiempo de
t t

encendido mas apagado es d(¢), en la practica, para la operacion del circuito se compara una sefial continua d(¢) con una diente
de sierra, Fig. A.11(d), y de la comparacion resulta Sw(¢) de encendido-apagado del switch como ilustrado en la Fig. A.11(e).
La simulacion para R = 12 Q, C =200 pF, y L =5 mH se encuentra en la Fig. A.11(f), donde e(f) aumentade 6 a7 Ven ¢t =

o—1YYY

+ L I | : ‘dicntc L‘IC sicrm‘ | d(t) | | d |
e(t) 5.0 ,

-0 0 ’ ’

+ L 0 °
e() G I

. AR A

" L
e(?) S,(2)

)

o 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

Fig. A.11 Circuito no-lineal dc/dc elevador; a) circuito, b) equivalente, S\ = 1 (ON), ¢) equivalente, Siw = 0 (OFF), d)
generacion de Sw, e) sefial Sy, f) simulacién modelo real (con switch), g) comparacion de voltajes, h) comparacion de
corrientes.
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X, X
. Z2(A-u)—-—
- _ _ 5| _|cC RC | _ | fix,u,p)
70 ms. Asumiendo x1 = vy x2 = i, entonces el modelo queda, x=| = | = = , donde x1 es el
x2 xl )4 fz(xbuap)
-—2(l-u)+=
L L

voltaje v, x2 es la corriente i, u es la sefial de conmutacion Sw, y p es la tension de entrada e. Este modelo es claramente no
lineal y la entrada es una sefial no continua por lo que se opta por un modelo promedio. Este se obtiene al reemplazar la sefial
Sw(f) por d(t), lo que se justifica en la medida que la triangular tiene una alta frecuencia. Asi, el modelo resultante es

e= L§+ v(l-d) y i(l-d) = C% +% , cuya simulacion estéd en la Fig. A.11(g) y (h). El modelo en variables de estado no
t t

cambia, excepto que la entrada ahora es u(?) = d(f). Por lo tanto, el modelo resultante es no lineal también debido a la
multiplicacion de variables de estado con la entrada. &

C . Sistemas Electromecanicos

Los sistemas electromecéanicos permiten transformar la energia eléctrica en energia mecéanica y viceversa,
el elemento tipico es la maquina eléctrica.

Ejemplo A.11. Este es un ejemplo electromecanico correspondiente a un motor de corriente continua conectado a una carga
a través de un eje rigido como se muestra en la Fig. A.12. El campo de la maquina es alimentado con una tension constante.
Para plantear el modelo en su parte eléctrica y debido a que la tension del campo es constante, la dindmica de la corriente de
di,

armadura es, v, = L—*+ Ri, +e,, donde v. es el voltaje aplicado a la armadura, i, es la corriente de armadura y e, es el

voltaje inducido en la maquina debido a la velocidad del rotor. Por otro lado, las ecuaciones mecéanicas del sistema son,

d*e do , p : L . .
J, e =t,—d = t,, donde 0 es el angulo de desplazamiento del gje, t. es el torque eléctrico producido por la corriente de
t t
armadura y # es el torque producido por la carga. Ahora para poder terminar el modelo es necesario encontrar relaciones entre
las variables eléctricas y mecanicas. Estas relaciones son es = kn® y fe = kmia; reemplazandolas en el modelo y considerando

di,

. . do | . A . .,
o = d0/dt se tiene, L . =v,—Ri,—k,0, J,— =k, i, —do-t,, denominamos x1 = ia, X2 = ®, t = V4, p = 1 y la representacion
t

i —-R/L —k,/L 1/L 0 i
en variables de estado queda, A = , b= ye= que es lineal. &
k,/J, —dlJ, 0 -1/J,

Ejemplo A.12. En este ejemplo se considera el mismo sistema del ejemplo anterior pero considerando un eje elastico Fig.
A.13. La ecuacion eléctrica del motor es de igual forma pero esta vez la velocidad es la del eje del motor m.
do,

di . ST
v, =L—*-+Ri, +k,o, . Ahora debemos agregar la ecuacién dindmica del motor, J,,

a n

=k,i, —t,, donde # es el torque
producido por el eje elastico sobre el eje del motor y que es reflejado también sobre el eje de la carga. Escribimos la ecuacion

o . . do -,
dindmica de la carga pero esta vez referida a la velocidad de la carga o, J, 71 =t,—d,0, —t,. Luego agregamos la ecuacién
t

. . o, 1, J; . ‘ . oy, 0,
I I } lf 1y 1 I { lf d It
EE—— TR 1k L

o carga o
maquina cc maquina cc carga

Fig. A.12 Accionamiento en c.c. Fig. A.13 Accionamiento en c.c. con eje flexible.
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., 1 dt, . ) .
dindmica del torque #, z;zwm —®,. Considerando x1 = ®m, X2 = 1, X3 = t, X4 = la, U = Va, p = 1, s€ tiene,
t

0 0 -J, k,/J, 0 0
0 -d,/J, 1/J 0 0 -1/J
A= el ! , b= ,y e= "|. El modelo obtenido es lineal y de cuarto orden a
k -k 0 0 0 0
—k, /L 0 0 -R/L 1/L 0

diferencia del anterior que solamente era de segundo orden. &%

Ejemplo A.13. El siguiente ejemplo es un sistema de levitacion magnética compuesto por un electro-iman al cual se le puede
imponer una corriente deseada y el campo magnético producido permite sostener una bola de acero de masa m, Fig. A.14. El

. . . . o o di .
modelado de este sistema se realiza planteando primero las ecuaciones eléctricas del electro-iméan e = L; + Ri , donde e es
t

., . . . . ., L d’x dx
le tension aplicada e i es la corriente circulante. La ecuacion mecanica por su parte es, m o =-mg+F +k(l,-x)—-d—,
t t

donde Fn es la fuerza magnética producida pro el electroiman. Ahora es necesario relacionar las ecuaciones anteriores
haciendo Fi» = kii*/(y + a) = ki®/(ly — x + a), reemplazando en las ecuaciones anteriores y definiendo x1 = i, x2 = x, x3 = dx/dt y

X, —Rx,/L+u/L
u = e se tiene la representacion en variables de estado, X =| X, | = X, =
X, —g+kx /[m(l, —x, +a)|+k(l,—x,)/m—dx,/m
—Rx, /L 1/L
X, + | 0 |u. El modelo resultante es no lineal debido a la presencia de
—g+kx! /[m(l, —x, +a)|+k(l,—x,)/m—dx,/m 0

términos cuadraticos. Notese que el modelo anterior puede ser escrito en forma generalizada como x = f(x) + g(xX)u. R =1
Q, L = 50 mH. Un ser de parametros puede ser a =2 cm y ki = 3-107 kg-m?/(s*A?), 1 = 50 cm, [ =20 cm, lo =30 cm, M =
250 gr, k=24.5kg/s*>,d=15kg/sy g=9.8 m/s* . &

4

D . Sistemas Hidraulicos

En esta seccion se consideran sistemas de fluidos incomprensibles, es decir cuya densidad no varia con
la presion, y conducidos en sistemas cerrados, tales como cafierias. Aplicando ley de conservacion de
energia a un sistema que estd en régimen permanente; es decir, no hay variacion temporal del volumen
acumulado en la cafieria, y que representa un flujo inico, como se muestra en la Fig. A.15, se tiene que,

/
- AMA—No
P R L+
b e(?)
D i(9) -
i > o
—xy £
1 (0 ;
1
\ 4
x_ -5 y
I ! !
1 x(1)
d 2k
v T :
/)
Fig. A.14 Levitador magnético. Fig. A.15 Propiedades hidraulicas en una tuberia.
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g1 = q>. Es decir, el flujo volumétrico en m3/s que entra es igual al que sale, o bien, 4;vi = 42v>, donde
A1y A2 son las secciones de las cafierias y vi y v2 las velocidades. El balance de energia a su vez es:

2 2
zl+&+v—':zz+&+v—2+[3,
v 2¢g Yy 28

donde el primer término representa la energia potencial, el segundo la energia necesaria para ingresar el
fluido al sistema, y la ultima es la energia cinética correspondiente. La constante [ representa las pérdidas
debido al roce y y es el peso especifico del fluido. Cuando existe una restriccion en el sistema que lleva
el fluido se produce una redistribucion de la energia a medida que el fluido se acerca a las restricciones,
consideremos el sistema descrito en la Fig. A.15, de la relacion anterior con z; = z; se obtiene que la

24;

2 2
Al - Az

materia 41vi = A2v2 se tiene que el flujo que pasa por la restriccion es

2 A
q=A22\/ﬁ\/§Ap sz/_p ,
AT =4\ y p

donde, k, es en m?, p en kg/m?; es decir, el flujo a través de la restriccion es proporcional a la raiz cuadrada
de la diferencia de presion, y la constante de proporcionalidad depende de la relacion de areas. Se
desprende que el fluido se acelera al pasar por la restriccion y debido a que el balance de energia se debe
cumplir, es necesario que la presion en la seccion menor disminuya.

velocidad de salida es v, = /g Ap ,usando esta expresion y la relacion dada por el balance de
Y

Ejemplo A.14. En este ejemplo se modela el estanque cuadrado de la Fig. A.16, cuyo lado mide / y la altura del liquido se
denota por 4. Este estanque es alimentado por un flujo de entrada f. y en su parte inferior existe un flujo de salida f; dependiente
de la hidrostatica. Para modelar este sistema se plantea inicialmente la funcién que describe al area, en este caso es, A(y) = 4
= P. Luego calculamos el volumen integrando la funcion anterior con respecto a la altura, dV (k)= A(h)dh, por lo que

h
V(h)= I A(y)dy =1’h . Ahora aplicamos la ley de conservaciéon de materia que nos dice, vk :M@

) dr an a e

Considerando el flujo de salida dependiente de la presion hidrostética se tiene que f, =k, /A—p =k, /p;gh =k, +/gh, porlo
p P

dh . . dh k . .
que I* = = f. —k, /gh . Finalmente, la expresion es, = = {—;—l—;«/ gh . Como es posible apreciar, el modelo resultante es
g fi
Jons Cm
h e -7 :. ________ i
i [ vl
i l . - sensor de
i > f‘ X @ concentracior
e )
S s
Fig. A.16 Estanque de area constante. Fig. A.17 Estanque de area variable. Fig. A.18 Estanque diluidor.
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no-lineal ya que tiene a la variable 4 en forma racional. &%

Ejemplo A.15. Este ejemplo plantea un estanque en las mismas condiciones que el anterior pero cuya forma es concava Fig.
A.17. El 4rea en funcion de la altura es, A(x) = n(1+k(x-H/2)*)?. Por lo tanto, dV(h)/dh = A(h) = n(1+k(h-H/2)?)*. Aplicando

la ley de conservacion de materia se tiene, ar) = avn) dh =n(l+k(h—H/2)*) dh =/ —kv\/g>h . Asi se tiene,

dt dh dt dt
dh _ fi—kgh

o (s k(h—H 2 La ecuacion dinamica es de tipo no lineal. &%
n(l+k(h-

Ejemplo A.16. En este ejemplo se plantea modelar un estanque triangular como el mostrado en la Fig. A.18. Este estanque

recibe un flujo f» con una cierta concentracion ¢ de alguna componente y por otro lado es alimentado con un flujo fz puro.
3

En este caso el drea corresponde a la funcion A(y) =(3/a)*. El volumen queda V' (h) = 37 Se plantea primero la ecuacion de
a

dv(h) _dV(h)dh @_fm+fa—km/gh Por
dt dh dt dt n/a '
otro lado, se hace un balance de materia para el componente que se diluye en el estanque, este queda dado por

d[Vg;)cS] = dI;(th) c, +V(h)%=%%cx +V(h)%=fmcm +1,0-f.c., lo que se reduce a, (f, +f, —kv\/g>h)cs +

balance de materia para todo el fluido quedando, = f,+ /., — 1., porlo que,

14 de . dc, ¢, —f.c —fc. . )
———=f,c, —k,Jghc, obien, — = S 3fm = JuC, . Considerando x1 = h, x2 = ¢s, 4 = fa, p1 = fm Y p2 = Cm S€ tiene,
34’ dt dt 7 /(3a%)
flujo de agua [1t/s] vs tiempo [hrs]
3 | | | |
S -
i
1 ,—
0 1 1 1 |
0 5 10 15 20
altura [m] vs tiempo [hrs]
8 | | | |
e -
4 -
2 L L 1 el
0 5 10 15 20
concentracion de salida [pmil] vs tiempo [hrs]
20 T T T !
151 ]
5 | | | |
0 5 10 15 20

Fig. A.19 Simulacion del estanque diluidor.
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X, 3az(p1pz -(py +u)x2)/x]3
es X =f(x, u, p). En la Fig. A.19 se muestran los resultados de la simulacion de este sistema.

| (ptu—k, ; : :
X :{ 1} = { @ (pi+u—kgx)/x . Notese que para este caso la mejor forma de representarlo en forma generalizada

E . Sistemas Térmicos

En los sistemas térmicos la energia es transferida y guardada en forma de calor. La mayoria de los
procesos térmicos muestran efectos que pueden ser descritos sélo por sistemas de parametros
distribuidos, por esta razon solo unos pocos sistemas térmicos industriales han sido modelados
dindmicamente hasta ahora, entre los cuales figuran los intercambiadores de calor y hornos continuos.
La principal dificultad en la modelacion de este tipo de sistemas en contraste al caso eléctrico radica en
que el flujo de calor no necesariamente sigue un camino especifico.

Se distinguen traspasos o flujos de calor por conduccion, por conduccion a través de una pelicula entre
materiales diferentes, por radiacion y por conveccién. Mientras los tres primeros se efectuan entre
objetos de diferente temperatura, la conveccion esta relacionada al transporte de masa.

Conduccion de calor. La relacion basica para el flujo de calor a través de un material homogéneo entre
dos secciones transversales paralelas es la Ley de Fourier, Fig. A.20,

T -T,
:KAl 2’
e d

donde, ¢ es el flujo de calor, 4 el area de seccion transversal, 71, 7> temperaturas, d longitud y K es la
conductividad térmica.

El flujo de calor a través de una pelicula delgada es un caso especial de conduccion. Se supone que existe
entre materiales de diferentes fases como, por ejemplo, un s6lido a una temperatura y un liquido o gas
bien mezclado a otra temperatura. La ecuacion empleada para describir este fendmeno se conoce como
Ley de Enfriamiento de Newton,

q=hA(T,-T,),

donde 4 es el coeficiente peculiar o de traspaso de calor.

Radiacion de calor. Para altas temperaturas existe una gran transferencia de calor debido a radiacion,
esto se explica por la relacion de Boltzmann:

g = AecT",

es decir, un objeto produce un flujo de calor debido a la radiacion electromagnética, que es proporcional

‘ a) C=mg b)
A

hy
T, C —>qn
T; \ I
nn kK b
T2 T -------- [ TETEEIR)
1 Tm S TO
qn—>
hy
....... V d ceeenepi d PR ;, d]2 i
Fig. A.20 Conduccion de calor. Fig. A.21 Modelo de muralla simplificado; a) S.S., b) parametros concentrados.
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a su superficie de emisividad € y a su temperatura elevada a la cuarta. La constante o, es la constante de
Stefan-Boltzmann. Para un radiador negro, la emisividad (¢ = 1). Generalmente, la emisividad depende
de la frecuencia de radiacion.

Para deducir un modelo de traspaso de calor entre dos objetos hay que considerar mas detalles fisicos. Si
una energia de radiacion £ incide sobre (o ilumina) una seccion transversal 4 con emisividad &>, una
parte e2F se absorbe y otra parte (1 - €2)E es reflejada independiente de la temperatura de 4. Si todas las
emisiones, absorciones y reflexiones son evaluadas en la superficie de los dos objetos el flujo de calor
puede ser descrito como:

q=4.96A4s(T" -T.').

El coeficiente de emisividad € depende de €1 y €2 y de la configuracion geométrica de los cuerpos.

Conveccion. El flujo de calor debido al flujo de masa es:
q=cIw,

donde W es el flujo masico, c es el calor especifico, y 7 es la temperatura.
Existen tablas con valores de K, 4, € y ¢ para materiales y situaciones diversas.

La Transferencia de calor a través de una muralla. La expresion dada por ¢ = KA(7,—7,)/d es una

aproximacion que es valida tan s6lo bajo supuestos. Si ambas caras de la muralla se extienden a infinito
el flujo de calor es unidimensional. Adicionalmente, si el material es homogéneo, el gradiente de
temperatura a través de la muralla es constante en condiciones de S.S. como se muestra en la Fig. A.21.
Consideremos que esta muralla esta rodeada de algin fluido y que su temperatura interior se puede
considerar concentrada en un punto y denotada por 7,. Al estar la muralla en contacto con fluidos, se
forma un pequefio gradiente de temperatura entre el fluido y la muralla, que se puede representar como
una capa, llamada capa limite. Las temperaturas T} y 7> son las temperaturas en la vecindad de la muralla,
T;y T,y son las temperaturas fuera de las capas limites como se ilustra en la Fig. A.21. Toda capa limite
posee un coeficiente de transferencia de calor /4. El flujo de calor que entra por la muralla esta dado por:

2kA
qn :hlA(T _]11):7(]11 _Tm)’

1

de esta ecuacion se puede despejar 71 en funcion de las otras temperaturas como,
_2kT, +dhT,
2k +dh,

>

de forma similar se puede encontrar una relacion entre 72, 7 y To. El balance de energia al interior de la
muralla es:

d(CT)) dT, dT,
i g Mg T e
reemplazando los valores de 71y 7> se obtiene
¢S = 2O (1) - 2 ),
dt  2k+dh 2k +dh,
2kh A

Notar que el término a, = representa la conductancia que existe entre los puntos donde se tiene

2k +dh,
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T; y Tw. Este a su vez se puede escribir como la suma de las resistencias térmicas de la capa limite mas

: . 2k +dh 1 -
la resistencia asociada a la conduccion en la muralla, R, = 1 _2kxdy 1 +—— Similarmente se
a, 2khA hA 2kA
2kh, A 1
puede obtener a, =———=—=— Por lo que,
2k+dh, R,
T
¢ Lig1)-Lq,-1)).
Rl R2

dt

En muchos casos se puede considerar que la masa de la muralla es muy pequena y por lo tanto la dindmica

. dT .
se puede despreciar, de esta forma g, —¢q,, =c,m dtm se simplifica en ¢,, =¢,, con la cual se puede

., . al +a,T , .
obtener la expresion de 7T, siguiente 7, =—1—2°  ademas de la expresion para
a,+a,
aIaZ
An =9 = (I,-T,).
a, +a,

Ejemplo A.17. Considere el caso de una habitacion como ilustrada en la Fig. A.22. Suponga que el flujo de calor es del

. . , . dT,
exterior al interior, es decir, 7, > T > Ti. Aplicando la ley de conservacion de energia se tiene, C, 7’ = E(T'" -T) vy
t 1
dT, 1 1
C—r=—Al,-T,)-—(T,-T). =
dt R, R,

A.2 Analogias de Sistemas

Los modelos analogos son de naturaleza tal que, respecto del proceso, son gobernados por leyes de
equivalencias, de modo que es posible observar comportamientos también equivalentes por medio de los
valores que toman algunas de sus variables. Como ejemplo se tienen tres elementos fisicos como se
esquematiza en la Fig. A.23.

Alli se observa una red con flujo g, entre dos puntos con diferencia de presion Ap; un elemento de circuito
eléctrico, por la cual circula una corriente 7, entre dos puntos con una diferencia de tensiéon Av; y una
pared por la cual se transfiere un flujo de calor ¢, debido a una diferencia de temperatura A7. En estos
casos, los comportamientos son equivalentes entre sus variables. La Tabla. A.l resume estas
equivalencias.

G P T
. ;
G T T.| T,
q q
R1 Rz V) l
P, &
Fig. A.22 Modelo simplificado de una habitacion. Fig. A.23 Fenomenos equivalentes.
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Tabla. A.1 Fenémenos equivalentes.

Analogia Esfuerzo Flujo Inductor Capacitor Resistencia

Eléctrica Voltaje Corriente Inductor Capacitor Resistencia
Trasnacional Fuerza Velocidad Cuerpo Resorte Friccion
Rotacional Vel. Angular Torque Eje elastico Inercia Friccion
Hidraulico Presion Flujo liquido Tubo Estanque Orificio

Térmico Temperatura Flujo calor - Masa Res. térmica

Ejemplo A.18. Estudiar la equivalencia entre el circuito eléctrico del Ejemplo A.9 ilustrado en la Fig. A.24 y el motor de
c.c. con ¢je flexible del Ejemplo A.12 ilustrado en la Fig. A.24. R.: En el Ejemplo A.9 se encontr6 que el modelo del circuito

0 0 -1/Cc, k,/C, 0 0
) 0 -1/RC, 1/C, 0 0 -1/C, )
esta dado por A = , b= ,y e= , donde, x1 = Vi, x2 = Vi, X3 = i1, X4 =
1/L, -1/L, 0 0 0 0
—k, /L, 0 0 —R.LL. /L, 0
ia, U = Vva, p = i, por otro lado, en el Ejemplo A.12 se encontr6 que el modelo del motor estd dado por
0 0 -1J, k,/J, 0 0
0 —-d,/J, 1/J, 0 0 =1/ /8 .
A= , b= ,y e= , donde, x1 = @m, X2 = ©1, X3 = t1, X4 = la, U = Va, Y P = 1.
k —k 0 0 0 0
—k, /L 0 0 -R/L /L 0

De la definicion de las variables de estado se comprueba la equivalencia entre voltajes y velocidades angulares, corrientes y
torques; por otro lado, la equivalencia entre parametros es capacitor e inercia, resistencia y friccion, e inductancia y eje
elastico.

. X ay, 0,
lq l I } lf dl I, T,

maquina cc carga

a)

Vi Lt 1%
VY 5
I
2 C
l ]\Cm R, T (*
— ° T

b)
Fig. A.24 Modelos equivalentes; a) accionamiento c.c. con ¢je flexible, b) circuito eléctrico.

Copyright © por Prof. José R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H.



Apuntes: 543 214 161

A.3 Ejercicios Propuestos.

Resuelva los problemas siguientes. Anote todo su trabajo.

Nivel basico.

1.-
(2)

(b)

(c)

(d)

Para las siguientes realidades fisicas, escoja un objetivo y escriba las ecuaciones asociadas a éste.

En la Fig. A.25(a) se muestra un sistema de estanques donde todos los flujos son volumétricos y
las areas seccionales de los estanques son 41 = 4m?, 4, = 3m?, y A3 = 2m?, respectivamente. La
bomba de descarga del estanque de area 43 entrega un flujo que es proporcional a la velocidad de
la bomba v, considere que el valor de esta constante es 0.01 (It/min)/(rpm). El flujo F1 estd dado
por condiciones externas a este proceso. Considere que los flujos de descarga F>, F3, F4 son
proporcionales a la raiz cuadrada de las presiones hidrostaticas que lo generan, las constantes
respectivas son 10, 5y 8.

En la Fig. A.25(b) se muestra un modelo idealizado del sistema masa-suspension activa de un
automovil. El desplazamiento y es depende de la superficie del camino y u es una fuerza externa
utilizada para mejorar la suspension. m representa la masa de las ruedas junto a las barras de
transmision, M corresponde a la masa restante del vehiculo (carroceria, asientos, etc.). El sistema
de suspension es modelado por d y un resorte k1; el efecto de los neumaticos se representa por k>
(se ignora el desplazamiento lateral). Considere que M = 300 kg, m = 50 kg, k1 = 6000 N/m, k> =
30000 N/m, d = 600 N-s/m, y g = 9.8 m/s?. Cuando los resortes estdn em reposo se tiene que xi(7)
es 1.05 my x2(¢) es 0.25 m.

En la Fig. A.25(c) se muestra una central generadora solar. La tension v.(¢) es manipulada para que
el panel mayor siempre esté¢ perpendicular al sol y asi generar la mayor tension posible en los

2

terminales vou.. La relacion entre estas variables es: r—dd?z"el + % =k,v, . A manera de sensores,
usted dispone de dos celdas solares auxiliares que estan montadas en el plano de la celda solar mas
una inclinacion de +10° como se muestra en la Fig. A.25(c). Estas celdas auxiliares generan
tensiones v1 y v2 proporcionales a los d&ngulos incidentes 01 y 0>, respectivamente (se considera que
0 <01, 82 <90°). Las relaciones son: vi = ku01 con 01 = O50/ - 10° - Ocer Y V2 = kaun®2 con 02 = - O50;
+ 170° + Oc. Notese que el sol es perpendicular al plano de la celda mayor cuando las tensiones
generadas por las celdas auxiliares son iguales. Asumir, T = 10, k, = 5, kaux = 0.5.

La Fig. A.25(d) muestra un estanque de paso - 4 m de alto - que permite clorar agua para su uso
doméstico en una villa de 200 personas. El flujo de agua - a 13 °C - es fz. = 10/1000 m?/s, es
suministrado por vertientes naturales, no posee concentraciones de cloro apreciables y puede ser
considerado constante. El cloro es suministrado mediante el flujo regulable f: a una concentracion
cec = 11/1000 fija. El liquido en el estanque estd perfectamente agitado para asegurar una
concentracion uniforme en éste y en el flujo de salida fis el cual es suministrado a otro estanque.
Notese que el estanque es de area circular y con geometria parabdlica en sus paredes. Ademas,
considere que el flujo de descarga f.s es proporcional a la raiz cuadrada de la presion hidrostética
que lo genera con una constante k, = 2.2/1000 m>.
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(e)

®

La Fig. A.25(e) muestra un circuito reductor de tension como los utilizados en equipos portatiles
que permite producir una tension v(¢) menor que e(?). La tension e(z) es de 6 V pero se espera que
esté entre 5 y 7 volts en condiciones de temperatura ambiente 7, entre 0 y 55°C. La operacion del
circuito estd sujeta al encendido y apagado del switch. La razon entre el tiempo encendido y el
tiempo de encendido mas apagado es d(¢), en la practica, para la operacion del circuito se compara
una sefal d(¢) con una diente de sierra y de la comparacion resulta Sw(f) de encendido-apagado del
switch. Los pardmetros son L =5 mH, C =200 uF, R =12 Q.

La Fig. A.25(f) muestra una méaquina cc que tiene los voltajes de armadura y campo manipulables.
La carga, de inercia J; y sometida a un torque # arbitrario, se conecta a través de un sistema de
engranajes (n:1) y un eje que presenta torsiones con una constante de elasticidad k. El torque
generado por al maquina es 77 = k1¢is, con ¢ = k2iry tiene una inercia en el rotor J,. Por otro lado,
el circuito de armadura tiene una resistencia R,, inductancia L., fem e, = kipwn, y el de campo una
resistencia Ryy una inductancia Ly. Se considera que el voltaje de campo vres constante de manera

A

-
1 @: sensor de nivel

F,

4

VA1)

0, 05,
Inti

Jm: Tm

maquina cc

Fig. A.25 Sistemas para ejercitar; a) estanques, b) amortiguacion de un automovil, ¢) generacion solar, d) estanque diluidor,

e) circuito reducidor de tension, f) motor de cc con eje flexible.
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3.-

que ki¢ = kn. Los parametros son: R, = 1.2 Q, L, = 50 mH, J,, = 8-10* kg-m?, J; = 0.020 kg'm?, n
=12, k=500 Nm/rad y k» = 0.05 Nm/A y #/=0.

Reescriba las ecuaciones anteriores en ecuaciones de estado de modo de tener la representacion x
= Ax + Bu + Ep, y=Cx+ Du + Fp para sistemas lineales y x=f(x,u,p), y=h(x,u,p) para
los no-lineales.

Encuentre las ecuaciones estaticas de los sistemas anteriores. Grafique para este caso y para un
amplio rango de la(s) entrada(s) el valor de las variables de estado.

Nivel intermedio.

l.-

6.-

Simule para el sistema de la Fig. A.25(a) considerando C.I. nulas y un flujo de entrada de £ = 10
Its/min y una velocidad de la bomba de v = 1500 rpm. Repita la simulacion pero asegurese de estar
en S.S. para f = 0 y aplique un cambio escaléon en v de un 10% en ¢ = 1 min.

Simule para el sistema de la Fig. A.25(b) considerando C.I. nulas y una entrada # = 0.5m que
aparece en ¢ = 10 s, asuma y(¢) = 0. Repita la simulacion pero asegurese de estar en S.S. para ¢ =0
y aplique una entrada u = 0.5m que aparece en ¢ = 2 s, asuma que y,(f) aparece con un valor de 10
cment=10s.

Para el sistema de la Fig. A.25(c) determine la tension v.(t) para seguir al sol en forma perfecta.
Note que antes de todo debe determinar el perfil en el tiempo que tendra el angulo del sol O,./(7)
para un dia arbitrario. Simule este caso para 24 horas.

Para el sistema de la Fig. A.25(d) encuentre los puntos de equilibrio para obtener concentraciones
de cloro en el flujo de salida de salida cqs de 0.5/1000, 1.0/1000, 2.0/1000 y 3.0/1000. Determine
el perfil dindmico que debe tener el flujo de agua clorada f- de manera de conseguir concentraciones
de cloro ¢4 en estado estacionario en el flujo de salida de 0.5/1000 de 09:00 - 15:00 hrs, de 2.0/1000
de 15:00 - 17:00 hrs, de 0.5/1000 de 17:00 - 00:00 hrs, de 3.0/1000 de 00:00 - 02:00 hrs, y de
1.0/1000 de 02:00 - 09:00 hrs. Simule el sistema aplicando el perfil dindmico para f. obtenido
anteriormente donde el tiempo 0 es las 08:00 hrs.

En el sistema de la Fig. A.25(e) la sefial Sw() debe ser generada comparando una sefial diente de
sierra de periodo 7= 2 ms (amplitud unitaria) y una sefal d(¢) = 0.5u(¢)-0.2u(z-0.01)+0.2u(z-0.04).
Considere la tension e(f) = 6u(f)+u(¢-0.07) y un rango de simulacion de 0 < ¢ < 100 ms. Asegurese
de estar en S.S. para ¢ = 0.

Simule el sistema de la Fig. A.25(f) para C.I. nulas y para v,(f) = 3 para 0 < ¢ < 2 y v,(f) = -3 para
2 <t < 4. Simule nuevamente, pero esta vez asegurese de estar en S.S. para t = 0.

Nivel avanzado.

l.-

Un modelo promedio del sistema de la Fig. A.25(e) se obtiene reemplazando la sefial Sw(¢) por la
sefal d(¢) en las ecuaciones originales. Simule el sistema con la sefial d y e como utilizadas en el
sistema original. Encuentre el punto de operacion para d = d, = 0.5 y e = e, = 6, determine un
modelo linealizado y simule este sistema para las condiciones anteriores. Compare la simulacién
del modelo no-lineal original, del modelo promedio y del modelo promedio linealizado.
Proponga una transformacion para las variables de estado de un circuito RLC — cuya entrada es
una fuente sinusoidal — de manera que las nuevas variables de estado sean constantes en S.S..
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