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Teorema de Cauchy

Problema Derivar el Teorema de Cauchy mediante la observacion de varias transformaciones de contorno.
®@q %o
Parametros pts:=100 w,:=1 o =— o0,=1 © =—
0 step ots 0 step ots
Solucién Se definen los rangos para el controno a transformar
(Daiz wo,mo—wstep..—wo GaI: 60
Gbiz GO,GO—GStep..—GO (Dblz —(1)0

(DC = —0)0,—0)0 + O)Step.. (1)0 GC = —GO
Gd = —GO,—GO+GStep..GO (Dd = (1)0

El contorno arbitrario a transformar es:

v(s) =s y(c,co) =0c+jo
2 | | | |
|
|
0
1r l -
|
|
| 0
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En f(s) hay un cero

En f(s) hay un cero en
s =0yunpoloen

Caso 1 fls) =25+ 1 flo,0)=2(c+jo)+1
| ! | |
2 0 _
| 0
o R R —
LL : N
| | I | |
-4 -2 0 2 4
Caso 2 f(s) = > flo,0) = &
S+ (cs + ]-co) + 2
|
1 i
0
o+ e -
- i
| |
-2 -1 0 1 2
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Caso 3 f(s) = L
2s+1
I i T T T T T
l_ e ==
ok e J
0 I T ] ] L 1 1
iy = o o ] 3 p
En f(s) hay un polo en
s =-0.5
-1k
|
-2 -1
S
Caso 4 f(s) =
s+ 05
I T T T T T T
l N [ K
ake e J
0 - " T 1 1 1 1 1
-?-3 = -l [1] I i3 i
En f(s) hay un cero en
s =0y un polo en
s =-0.5
-1k
|
-2 -1

Si un contorno y encierra Z ceros y P polos de f(S) y no pasa a través de ningun polo y/o cero de f(s) a medida
gue se viaja en sentido horario, entonces, el contorno transformado encierra al origen (0, 0) en el plano f(s) un

nimero N = Z - P en sentido horario.

Discusion
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En el dltimo caso se tiene:

s
f(s) =
) s+ 05
T T T T T T
1 i
o 5 % 5 1n | + s
En f(s) hay un cero en
s =0y un polo en
s =-0.5
-1+
|
-2 -1
Dado que f(s) = 1 + g(s), el contorno trasnformado en el plano g es:
s j -
g(s) =) — 1 = 1 glo,e)=—2HI0 g
s+ 05 (6+jo)+05
T T T T T T
I :
op - -‘.4' M
0
77777777777777777777777 m 5 % 5 b | + s
En g(s) hay un polo
ens=-0.5
| _
1 2

Teorema de Si un contorno y encierra Z ceros y P polos de 1 + g(s) y no pasa a través de ningun polo y/o cero de 1 + g(s) a
Cauchy medida que se viaja en sentido horario sobre y, entonces, el contorno transformado encierra al punto (-1, 0) en
el plano g(s) un nimero N = Z - P en sentido horario.
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Criterio de Nyquist para Sistemas Continuos

Problema llustrar el Criterio de Nyquist para determinar la estabilidad de sistemas lineales continuos tipo SISO.
Parametros ts := 500 0, == 0 = E r,:=20 r = r_o
pts = 0=7% step g 0= step = g
Solucién Se definen los rangos para el controno a transformar
fa:= 0.Tgtep - To 03:=0g
h:=Tg eb:: eo,eo—estep..o
re="ro ec = 0,—63tep..—60
rq:="rg-fg — rstep..o ed = —60
. ) Este contorno encierra todo el
El Contorno de Nyquist y es: semiplano derecho; es decir a todos
v(s) :=s los polos y ceros inestables.
|
|
0
|
1
....... Gue wr ey e ee puree wurwe, INEStables, entonces, Cauchy

indica que el contorno transformado en el plano g(s) encierraN=2Z - P
veces al punto (-1, 0).
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Caso 1 g(s) = 1
s

+1

1
05
o
—05[
-1 |
-1 —0.5
1
Caso 2 g(s) :=

Capitulo VI - Nyquist

En g(s) hay un polo
en

s=-1
P=0
N=0

porlotantoZ=10

En g(s) hay un polo
mdltiple en s = -1

P=0
N=0
porlotantoZ=10
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1
Caso 3 g(s) = -exp(-0.9-s)
s+1
1 | |
En g(s) hay un polo
05 en
s=-1
)
P=0
N=0
porlotanto Z=10
—05 [~
-1
-1
Caso 4 g(s) = s+0.25
(s=0.5)(s-0.7)
1

En g(s) hay un cero
en
s = -0.25, un polo en

0.5
s = 0.5y un polo en
s=0.7
0
P=2
N=0

por lo tanto Z = 2
—0.5

-1
-1 —0.5 0 0.5 1 15 2 25
Criterio de Un sistema realimentado es estable si y sélo si el contorno en el plano gr(s) encierra el punto (-1/k, 0)
Nyquist en sentido antihorario un nimero de veces igual al nimero de polos inestables de gr(s).
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M.G. y M.F. en Nyquist y Bode Continuos

© UdeC - DIE
Problema Sistema de levitacién magnética. 7
—AMA—N
Parametros C\D R L+
_3 G e(t)
R==1 L :=50-10 g:=98 d:=15 lg:=0.3 4 )
- P i) -
-3 g : > °
m := 0.250 kj:=3-10 a:= 0.02 K:=245 l1:=05 v
_9 3 A a
Modelo. AXg = 5-10 Ly() ;
1
k- 2 \ 4
. e R. K - - --x-
T Y RV L ! +—~(Io—x)— v | X
dt L L dt dt m |1 - X+a m 1 :
o 1X(t)
Condiciones Iniciales y Entradas. '-|—‘d ki
1
A 4
la corriente ifl para tener la bola a 30 cm desde el pisoent =0 es, .
230t 2 Variables de Estad
Xg = ﬁ ifg = ? Ki-lg-mly —g-mXxe+ g-ma+ Kxgly = Klglqy + Klg-xg— Klg-a - Kxg + Kxga ariables de Estado
i
L . _ d, _
por lo que la tension efl a aplicar es, Xq =i Xog =X Xq==—X=V
1~ "a 2 3 dt
eg1 = igR . . .
f1 fl efy = 13.404 las c.i. son entonces, ig:=in X = Xf vg:=0
Modelo Lineal ig=1p X = Xg Vg = Vg €y = €1
-R
— 0 0
L 1
0 0 1 L
A = b:= c:=(0 1 0)
ki kgt 0
[ o [ 0 K —d
2.—. : — -~ = = 0
m Iy —xg+a m(ll—x0+a) m m
Funciones de Transferencia en L.A.
_q |simplify 1.462252310-10™°
hye(S) = C(siidentity(3) — A) “b N
float, 10 17 2 18 19
(s + 20.)-{5.000000000-10™ -s” + 3.000000000-10""-s + 2.672727273-10
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Error en S.S. Entrada Escalén - Sistema en L.C. de Voltaje - Controlador k, con k, =1,y kg, = 1.

Ae

esc_ss* c’

MF

wq = 100
Given
[1(iwa)| =1

Wy = Find(wl,wz)

= 0.40 K. :=

R At 55~ 1) ke = 54.834

Aese ssxe(0)

(wg wp) = (Wol w02>

. 180
MF := 180 + arg(l(ng))-T MF = 28.391
|(J.wg) =-0.88 - 0.475i  wy = 9.766
n + arg(l(j-w,

t:= —( ( g)) t, 103 = 50.738 Retardo Critico

w,

g
Nyquist
Rango para el Nyquist pts := 500
0
T 0

90 = E estep = E ro =100 rstep =

Capitulo VI - Nyquist

k

a

=1

9 de 20

kSt =1

= O, I’Step . ro

he(s) = kg

© UdeC - DIE
1(5) := hy(S)-he(5)

MG
W2 =1

arg(l(j ~W2)) =—n

[1(3-wp)]

MGgyg := 20-log(MG) MGyg = 6.631

MG := MG = 2.146

I(j'wp) — _0.466 — 6.751i x 10 '

Op = 0,0t0p - 27
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Bode

Nmax = 250 n:=1.n

M(n) := 20-log(|1(j w(n))|)

0 2 .
max  Wmin= 10 Winax = 10 ratio := Iog[

W,
max 1
. w(n) := Wiy 10
Wmin ) Mmax

p(n) = 222 (if (arg (1 -(n))) > 0.arg(I(j-w(n))) — 2r.arg(I(j-w(n)))))

n-ratio

© UdeC - DIE

T
20 T 0
-90 _
o
2 @ ~ 180+MF
< <
= [N
g N ]
—180
-270
10 100 1 100
. . i
Simulacio- Ap=A-bkgc b= b-ke Chi=¢C tr:=8 l¢:= 500 :=0.1f t=0,—.1t AXy(t) == Axy @ (t - 1)
n Sistema It
en L.C. de T T .
Posicién . DX := Ar-(xl X, x3) + by Axg(t) Cl:=(0 0 0) Z. = rkflxed(CI,O,tf,If,D) Ae(t) = kc-(Axd(t) - ZCt-I it 3)
Controlado- L
rke. .
delta i, x, xd deltae
| | | 3 |
6 _
( 1=l e N\ 5
\ 99/ 2 —
. _
2 - 3B |
0 | | | 0 \ | | | |
0 5 6 7 8 0 1 2 3 4 7 8

Capitulo VI - Nyquist

10 de 20

Sistemas de Control - 543 244



Error en S.S. Entrada Rampa - Sistema en L.C. de Voltaje - Controlador k. /s, con k, =1,y kg, = 1.

1 © UdeC - DIE
A€pam s = 040 ke = Re — 91.390769387808318794  A.:=0 b=k, ¢ci=1 d,=0
- Aeram ssKaMxe(0) simplify
-1 imph 91.3908
he(s) = cC~(s - AC) ‘be foats > . I(s) := hya(s)-he(s)
MF MG
Wl =10 W2 =1
Given
[1(j-wy)| = 2 arg(1(iwp)) = -
Wy = Find(wl,wz) (wg wp) = (Wol w02>
180 1
MF := 180 + arg(l(j.wg))-— MF = 62.88 MG:= ———— MG = 2.036
™ 1w )
I(j-wg) = ~0.456 — 0.89i MGgpg := 20-log(MG) MGyp = 6.175
n + arg(l(j-w, . _ o -7
ty = M t, = 0.405 Retardo Ciritico I(J Wp) = 0491 - 341 10
W,
g
Nyquist
Rango para el Nyquist pts := 500
. n . eo . . rO . . . .
60 = E estep = E o= 100 rstep = E k:i=1.2 My = O,rstep.. o ea.: 90 Mp = 1 eb = o,estep..z.n
2

-2
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Bode

W, ;
Nmax =290  nN:=1.Npa  Whin= 100 Wmax = 102 ratio := log max|. ! w(n) := Wmin~10n'ra“0 © UdeC - DIE
Whin / "max
. 180 ;. . . .
M(n) := 20-log(|1(j w(n))|) P(n) := —(if(arg(1G-w(n))) > 0,arg(1(j-w(n))) — 2x,arg(I(j-w(n)))))
T
I
—~ 180+MF |

Magnitud
|

—360
100 1 10 100
Simulacién A := stack(augment(A - b~dC~c,b~cC),augment(Ac - bC~c,0)) by := stack(b'dc,bc) Cpi= augment(c,o-cc)
Sistema en
L.C. de AX{(1) = Axy ®@(t - 1)
Posicién - - -
Controlado-  D(t,x) := Ar~(x1 X, Xg x4) + b Axg(t) Cl:==(0 0 0 0) Z,:= rkfixed(CI,O,tf,If, D) Ae(t):=cg(Ze
rk./s. tlgte ©.5
delta i, x, xd deltae
| | | 3 |
6 _|
= _|
41 _
2 = 1 ]
0 | | | | | | 0 l | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Capitulo VI - Nyquist 12 de 20 Sistemas de Control - 543 244



Criterio de Nyquist para Sistemas Discretos

Problema llustrar el Criterio de Nyquist para determinar la estabilidad de sistemas lineales continuos tipo SISO.
. 2'm
Parametros  pts:= 500 Ostep = — T=1 e:=exp(1)
pts
Solucién Se definen los rangos para el controno a transformar
_estep -7 -T —T estep -3
0,:=0, — Op=—,—-——.7-—n
T 2:T T T T 2:T
-T T estep - -3 -3 estep -2
Ob::—,—— L Od': — T, — T - ——— . —T
2T 2T T T 2T 27T T

El Contorno de Nyquist y es:

v(2) =2z

Noétese que este sistema tiene n polos y que 1 + kg(z) tiene a su vez n
ceros. Si P (Z) son los polos (ceros) fuera del circulo unitario, entonces
dentro del circulo hay n - P (n - Z) polos (ceros). Cauchy indica que el
contorno transformado en el plano g(z) encieraN=(n-2)-(n-P)=P -Z

al punto (-1/k, 0).

Capitulo VI - Nyquist

Este contorno encierra porcion del
plano complejo donde las raices

estables pueden estar.

13 de 20
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Caso 1 g(z) == © UdeC - DIE
z-15
2
1k
En g(z) hay un polo
en
o4 z=15
P=1
-1k N=1
porlotantoZ=10
- |
—4 -3
Caso 2 g(z) = s
z-(z-15)

En g(z) hay un polo
en

=0
z=15

P=1
N=-1
por lo tanto Z = 2
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Caso 3 g(z) =

0.4

22~(z - 1.15)

En g(z) hay un polo
en

z=1.15
z = 0 doble
P=1
N=1

porlotantoZ=10

Caso 4 9(z) = 2+ 02
z-(z-0.2)-(z-0.3)
2 | |
En g(z) hay un cero
b en
z =-0.2, un polo en
z=0,enz=0.2y
enz =0.3
o
P=0
. N=-2
por lo tanto Z = 2
- | |
—4 -3 -2
Criterio de Un sistema realimentado es estable si y sélo si el contorno en el plano gr(z) encierra el punto (-1/k, 0)
Nyquist en sentido horario un nimero de veces igual al nimero de polos inestables de gr(z).
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M.F. y M.G. en el Nyquist de un Sistema Discreto

Problema

Estanque

Modelo
Continuo

Modelo
Discreto

de la Planta

Controlador
Discreto

F.deT. en
L.D.

Nyquist.

El estanque es controlado con un sistema discreto que tiene sélo una ganancia.

Parametros.

fSO::O AL

d_h(t) -1
dt Aq

Ti=025 Ap=1
ACk =0 bCk =1
I(2) = oy (z-identity(1) — Ay) 1-bk~[cck(4)-(z-identity(l) ~ Ag) Tyt dck}

Rango para el Nyquist

El Nyquist es

(V) — (1)

Cck(kc) = k¢

Capitulo VI - Nyquist

Variable de Estado

.Tc’_.TC
2.T T

\ 4

© UdeC - DIE
u
fe
| v
A
# fs X
estep -2
- 1%
Estanque
h(t
- (®
As

Sensor/Transmisor

Xl =h
1 1
- et = Ct =1
e Ag
o = — 0:=0,—.
Ag 50
x(e) = cos(e
y(e) = sm(e
- —-T
0ni=—,—
T
Va(KT)  e(kT) v(kT)
he(@) > 2! P
i controlador
ys(KT)
MG
Ql = 1
Given arg(l(exp(j -Ql-T))) =-rn
(@ Qq) = (Qol QOZ)
1
MG = - MG = 2.5
[ (exe(i-22pT))
MG g := 20-log(MG) MGypg = 7.959
7

|(exp(j-Qp-T)) = -0.4 - 4504ix 10~

16 de 20

|(exp(j-Qg-T)) = —0.568 — 0.823i
~ T+ arg(l(exp(j-Qg-T>))

Qg = Find(Q,0p)

MF := 180 + arg(|(exp(j-Qg-T)))-@ MF = 55.389

s

Qg = 1611

N, = 2.401
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-1 T
Bode Nmax == 250 n:=1.Nmax Qpin =10 Qmax = ?
. QmaX 1 n-ratio .
ratio := log| ——— |- Q(n) = Quin'10 Po(n) = arg(l(exp(J-Q(n)-T)))
Qnin max
. 180
M(n) := 20-log(] I{exp(j-2(n)-T))|) P(n) = —if (Po(n) > 0,Po(n) — 21, Po(n))
Y
40 - ‘ I 0 -
P9 D @
l l -90 l — 180+MF_|
20 [~ | | e ]
2 o o |
S | | 8 180 ; -
= | | |
1 1 -270 ; —
‘ —360 :
0.1 1 10 100 0.1 100
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Problema El estanque es controlado con un sistema discreto que tiene sélo una ganancia. Ahora la vélvula tiene un
retardo igual al tiempo de muestreo.
M'odelo L T T Cpntrolador A= 0 by =1
Discreto A A by - (Oj . ( j o - (1j Discreto
= e = = = . .
de laPlanta "k k=11 k k= lo Cok(Ke) = ke deg=0
0 0
0
. I - I - _—T T step -3
E:[()j.e T.en I(2) := [ck~(z-|dent|ty(2) - Ak) bk~[cck(4)-(z-|dent|ty(1) - Ack) by + dckﬂl 0o:= T T voT
. _ _ 0 _
Nyquist. Rango para el Nyquist pts := 500 Otop = 2n 4= =3 _3 _ _step =2
P™ pts 2T 2T T T
0:= O,% . 2n x(e) = cos(e) y 6) = sin(e)
El Nyquist es MG Q=1
2 | I Given arg(l(exp(jQ-T))) =-r Qp = Find(Q)
0 MG = _1 MG = 1.545
| [(exe(i-2pT))
' L :* """"""""" | MG g := 20-log(MG) MGyg = 3.779
: . I(exp(J~Qp~T>) = —0.647 — 2.921i x 10
o/« o frooe 7 ME Q=1
} Given [1I(exp(j--T))| =1 Qq = Find(Q2)
. 180
1 : B 7 MF := 180 + arg(l({exp(j- Q4 T)))-—— MF = 32.315
P (a2 T)) 2
, | ‘ | I(exp(J~Qg~T>) = —0.845 — 0.535i
-2 -1 0 1 2 T+ arg(l(exp(ng-T)))
N, := N, = 1.401
Q.-T
g
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-1 T
Bode Nmax = 290 n:=1.Nmax Qppin =10 Qax = ?
Qmax 1 n-ratio
ratio := log — Q(n) == Qupin'10 Po(n) := arg(l(exp(jQ(n)'T)))
Qmin ) "max
. 180 .
M(n) := 20-log(|1(exp(j-(n)-T))|) P(n) := —~|f(P0(n) > 0,Py(n) - 2n,P0(n))
Y
40 I
9%
20 o ] — 180+MF
= | e Ny
2 L
E | | —]
2 | |
= L
0.1 1 10 100 100
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Margen de Fase Exacto y Aproximado

Problema
sistema de segundo orden.
Paramet : -t
arametros pts := 200 TStep ™=
pts
Solucién Se definen ambas funciones

& = 0,7gtep - 1

2t 180

Nagts1o2d
MF 5p(&) := 100-¢

MFeX(g) = atan

valor exacto

valor aproximado

sP(2) := exp 1100
2
1-¢
1 T
|
|
g 60
QL |
E |
S ; 0.6
2
t |
g 05 | —
<L |
(<5} |
o |
:6 |
g |
L |
|
0 | | |
0 20 40 60 80

Margen de Fase (°)

Capitulo VI - Nyquist

Sobrepaso [%]

100

(S
o

Mostrar graficamente la curva exacta y aproximada de Margen de Fase de un

20 de 20

Margen de Fase (°)

Notese que el Sobrepaso [%] mas el Margen de Fase
[°] suman aprox. 70, para sobrepasos de hasta un
50%.
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