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Prélogo.

El curso "Sistemas de Control" es obligatorio para alumnos de pre-grado de la carrera de Ingenieria Civil
Eléctrica, Electronica y Biomédica de la Universidad de Concepcion y pertenece al plan de asignaturas
orientadas al Area de Control Automatico del Departamento de Ingenieria Eléctrica. En éste se entregan
herramientas para el tratamiento de sistemas lineales continuos y discretos, dinamicos € invariantes en
el tiempo tipo SISO (una entrada — una salida), transformandose en una aplicacion natural de los temas
y herramientas revisadas en el curso “Sistemas Lineales Dinamicos”.

Los topicos aqui revisados permiten analizar sistemas lineales, con énfasis en estructuras realimentadas.
En particular, se abordan temas como el andlisis en estado estacionario y dinamico de sistemas que se
caracterizan por tener una entrada y una salida, también se introducen herramientas como son el Lugar
Geomeétrico de las Raices y el Criterio de Nyquist. Finalmente, se revisa el diserio de controladores
utilizando las herramientas anteriores. Los temas son ilustrados con aplicaciones a sistemas continuos,
discretos e hibridos.

El alumno debe tener dominio de los temas entregados en el curso de Sistemas Lineales Dinamicos para
avanzar fluidamente en las materias de este texto. En particular, el uso de transformaciones como lo son
la Transformada Zy la de Laplace y todas sus propiedades. Ademads, un holgado manejo de programas

de simulacion es definitivamente necesario para seguir los ejemplos y desarrollar los ejercicios
propuestos en el apunte. Se recomienda, MatLab ™ y/o MathCad ™ y/o PLECS ™,

El documento fue digitado enteramente en Word for Windows de MicroSoft ™ y los ejemplos fueron
desarrollados en MatLab ™ y/o MathCad ™ y/o PLECS ™. Se desea agradecer sinceramente a los
alumnos que cursaron la asignatura en afios anteriores por su comprension y cooperacion en corregir las
versiones preliminares de estos apuntes.

Dr. José R. Espinoza C.

Profesor Titular

Depto. de Ingenieria Eléctrica, of. 220
Facultad de Ingenieria

Universidad de Concepcion

Casilla 160-C, Correo 3

Concepcion, CHILE

Tel: +56 (41) 2203512

Fax:  +56 (41) 2246999
Jose.Espinoza@UdeC.cl
http://www.udec.cl/jose.espinoza
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Nomenclatura

Matrices

A : matriz de pardmetros de dimension n-n.

B : matriz de pardmetros de dimension n-p.

C : matriz de pardmetros de dimension g-n.

D : matriz de pardmetros de dimension g-p.

E : matriz de pardmetros de dimension n-m.

F : matriz de pardmetros de dimension g-m.

T : matriz de transformacion de dimension de n-n.

At : matriz de parametros transformada mediante T de dimension n-n. Ay = TAT"!
Br : matriz de parametros transformada mediante T de dimension n-p. Br =TB
Cr : matriz de parametros transformada mediante T de dimension g-n. Cr = CT"!
Dr : matriz de parametros transformada mediante T de dimension g-p. DT =D
Er : matriz de pardmetros transformada mediante T de dimension n-m. Er = TE
Fr : matriz de pardmetros transformada mediante T de dimension g-m. Fr=F
Tabe-apo : matriz de transformacion de ejes abc a a0, dimension 3-3.

Topo-abe : matriz de transformacion de ejes a0 a abc, dimension 3-3.

Topo-dqo : matriz de transformacion de ejes a0 a dg0, dimension 3-3.

Tag0-ap0 : matriz de transformacion de ejes dg0 a a0, dimension 3-3.

Tabe-dqo : matriz de transformacion de ejes abc a dg0, dimension 3-3.

Tag0-abe : matriz de transformacion de ejes dg0 a abc, dimension 3-3.

H(s) : matriz de transferencia. H(s) = C(sI - A)'B + D.

H(s) : matriz de transferencia inversa. H(s) = H'(s).

H(s)" : matriz conjugada transpuesta de H(s). H(s)" = (H(s)")".

- : matriz de controlabilidad.

0 : matriz de observabilidad.

L(s) : matriz de transferencia en L.D.

D(7) : matriz de transicion.

Adj{P} : matriz adjunta de la matriz P.

diag{xi,...} :matriz diagonal compuesta por los valores x1, x2, ....

Re{X} : matriz parte real de la matriz X.

Im{X} : matriz parte imaginaria de la matriz X.

Vectores

X : vector de n variables de estados, x = [x1 x2 - x,]”

u : vector de p variables de entrada, u = [u1 u2 - up]”

y : vector de ¢ variables de salida, y = [y1 y2 =*- yq]”

p : vector de m perturbaciones, p = [p1 p2 *** pm]”

X : vector de n variables de estados, x =[ %, %, *** X, ] (estimacion de x).

y : vector de g variables de estados, § =[ 3, , --- 3,1 (estimacion de y).

X : vector de n variables de estados, X =[X; %, *** X, ]” (error de estimacion de X=x - X).
x@be : vector de tres variables de estados, x*¢ = [x x? x°]” (ejes estacionarios abc).
x*B0 : vector de tres variables de estados, x*P? = [x* xP x°]7 (ejes estacionarios af0).
x40 : vector de tres variables de estados, x%° = [x4 x? x°]7 (ejes rotatorios dgq0).
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X0
Xo
Uo
Yo
Yd
Po
Ax

Cr
b«
V()

Escalares

Xk

dxidt = %,
ak

Ak

A

Mij

I(s)

di
hi(s)

fz,«j (s)
rango{P(s)}
det {P(s)}
arg{x}

e {P(s)}
maxj{ Wi}
max{}
min{}

log{}

u(t)

(o)

el

: condicion inicial del vector de estados, Xo = [x10 x20 *** Xn0]”

: vector de estados en el punto de operacion, Xe = [X10 X20 *** Xno]”
: vector de entradas en el punto de operacion, we = [¢10 U20 *** Upo]
: vector de salidas en el punto de operacion, Yo = [Vio V20 *** Vo]
: vector deseado (referencia) de ¢ variables de salida, ya = [y1d y2d *** Yqa]”

: vector de perturbaciones en el punto de operacion, pe = [P1o P20 *** Pgo]”

: variacion del vector de estados x en torno a Xo, AX = [Ax; Axz -+ Axy]7

: variacion del vector de entradas u en torno a ue, Au = [Aui Auz *+ Aup]”

: variacion del vector de salidas y en torno a yo, Ay = [Ay1 Ayz -+ Ay,]"

: variacion del vector de perturbaciones p en torno a po, Ap = [Ap1 Ap2 -+ Apm]”
: Laplace de x, x(s) = [x1(s) x2(s) *** xa(s)]”

: Laplace de u, u(s) = [ui(s) ua(s) = up(s)]”

: Laplace dey, y(s) = [y1(s) ya(s) = yp(s)]"

: Laplace de p, p(s) = [pi(s) pa(s) =+ pu(9)]"

: k-ésimo vector propio de A.

: k-ésimo vector propio de AT

: conjugado del k-ésimo vector propio de A.

: vector de estados para entrada cero.

: vector de estados para c.i. nulas.

: vector de salidas para entrada cero.

: vector de salidas para c.i. nulas.

: k-ésima fila de la matriz C.

: k-ésima columna de la matriz B.

: gradiente de la funcion V(x). VIV(x) = oV(x)/0x.

T

: k-ésima variable de estado.

: derivada de la k-ésima variable de estado.

: k-ésimo coeficiente del polinomio caracteristico de A.

: k-ésimo valor propio de A.

: conjugado del k-ésimo valor propio de A.

: ganancia relativa entre la entrada i-€sima y la salida j-ésima.
: funcién de transferencia en L.D.

: elemento ij de la matriz D.

: elemento ij de la matriz H(s).

: elemento ij de la matriz H(s) = H''(s).

rango de la matriz P(s).

: determinante de la matriz P(s).

: angulo del numero complejo x.

: traza de la matriz P(s).

: méximo elemento de la matriz W,.
: maximo valor.

: minimo valor.

: logaritmo en base 10.

: entrada escalon.

: entrada rampa.

: norma del elemento e.
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ci(A)
G (A)
c(A)
p(A)

Y(A)
V(x)

vii

: [-ésimo valor singular de A.
: maximo valor singular de A.
: minimo valor singular de A.

: radio espectral de A.

: numero de condiciéon de A.

: funcién de Lyapunov.

: vecindad en el espacio de estados de x.

: conjunto invariante.

: conjunto invariante subconjunto de G.

: vector de error en estado estacionario.

: banda de asentamiento.

: tiempo de asentamiento.

: valor medio (RMS) de la sefial continua (alterna) v(z).
: funcién en el tiempo continuo.

: funcién en el tiempo discreto (también escrita f(kT), con T el tiempo de muestreo).
: funcion en el plano de Laplace.

: funcién en frecuencia continua de tiempo continuo.

: funcién en frecuencia continua de tiempo discreta.

: funcién en frecuencia discreta de tiempo continuo.

: funcién en frecuencia discreta de tiempo discreta.

Copyright © por Prof. José R. Espinoza C.
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Abreviaciones.

Mayusculas

L.A.
L.C.
L.D.
LIT.
S.P.IL
S.P.D.
F.deT.
F.D.

M. deT.
B.W.
E.S.
S.S.
SISO
MIMO
L.G.R.
P.I.D.
S.P.
M.G.
M.F.
FCD
FCC
FCO
FCJ
T.L.
T.F.
T.F.F.D.
T.Z.
T.F.T.D.
T.F.D.
D. de B.

Minusculas

c.1.
Li.
1.d.
c.c.
c.a.
a.c.a.

: lazo abierto.

: lazo cerrado.

: lazo directo.

: lineal invariante en el tiempo.

: semi-plano izquierdo.

: semi-plano derecho.

: funcién de transferencia.

: funcién descriptora.

: matriz de transferencia.

: ancho de banda.

: entrada/salida.

: estado estacionario.

: sistema de una entrada y una salida (single input single output).
: sistema de varias entradas y varias salidas (multiple inputs multiple outputs).
: lugar geomeétrico de las raices.

: controlador proporcional integral derivativo.

: sobrepaso.

: margen de ganancia.

: margen de fase.

: forma canonica diagonal.

: forma canonica controlable.

: forma canonica observable.

: forma canonica de Jordan.

: Transformada de Laplace.

: Transformada de Fourier.

: Transformada de Fourier de Frecuencia Discreta.
: Transformada Z.

: Transformada de Fourier de Tiempo Discreta.

: Transformada de Fourier Discreta.

: Diagrama de Bode

: condiciones iniciales.

: linealmente independiente.

: linealmente dependiente.

: corriente continua (en Inglés es d.c.).
: corriente alterna (en Inglés es a.c.).

: abscisa de convergencia absoluta.

Copyright © por Prof. José R. Espinoza C.
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1 Introduccion a los Sistemas de Control.

En este capitulo se introduce el concepto de control como una necesidad fundamental
para lograr objetivos especificos en los sistemas fisicos. Especial énfasis se da a las
estructuras realimentadas y pre-alimentadas y se muestra que la mayoria de las
realidades han funcionado desde siempre como estructuras realimentadas. Producto de
la aparicion de los sistemas digitales como alternativa de implementacién de tareas de
control, se introducen los sistemas hibridos que combinan la tecnologia tiempo
continuo y tiempo discreto. Para tener un vocabulario uniforme, se revisa la
terminologia inherente a sistemas de control. Finalmente, se indican los alcances del
curso en el contexto mas general de los sistemas de control.

1.1 Sistemas en Lazo Abierto (L.A.) y en Lazo Cerrado (L.C.).

A continuacion se revisa mediante ejemplos el uso de estrategias de control como forma inherente de
funcionamiento. Ademas, se muestra que el ser humano ha incluido el control para conseguir objetivos
especificos desde siempre en las variadas realidades fisicas.

A . Automovil.

Sea el caso del automdvil que enfrenta una pendiente positiva y que el conductor mantiene la posicion
del acelerador en un angulo p constante, Fig. 1.1. La pendiente luego desaparece por lo que el vehiculo
eventualmente llega a su velocidad inicial, que se supone en 120 km/h. Las cantidades involucradas
son:

- posicion del acelerador (p),

— jinfraccién ! !

Fig. 1.1 El automovil y su perfil de velocidad con el pedal de aceleracion en una posicion fija.

Copyright © por Prof. José R. Espinoza C.
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- velocidad del automovil (v), 0O m
- pendiente del camino (0),

- peso del vehiculo (m), l l l
- ancho de los neumaticos (w), .
- velocidad del viento en contra (vy), P automévil v
- cc del vehiculo (cc), R —

t, ...
- tipo de bencina (#v), ...

) ) ) Fig. 1.2 Diagrama en bloques del ejemplo del
Las cantidades involucradas se pueden clasificar de la automovil.

siguiente manera:

- v: cantidad a controlar, 6 m
- p: cantidad a manipular, Vd | l l l
- 0, m, v,: perturbaciones (que modifican v pero que DY
no son manigulables), . f » automévil v
- w, cc, tv: parametros (que definen el sistema), ! L» w, cc, L o>
| v, .. i
las cuales se pueden representar como se ilustra en la |
. . 1
Fig. 1.2 y que corresponde a un Sistema en Lazo I o
I - Y

Abierto (L.A.). Para mantener la velocidad fija, el =~ +---------- \ DI
, . . odometro
conductor observa el odometro y cambia la posicion del
pedal, Fig. 1.3, de manera de lograr una velocidad dada Fig. 1.3 El conductor actualiza la variable manipulada
que se conocera como la referencia, vs (también de acuerdo a la variable a controlar.
conocida como consigna o valor deseado). Este es el
objetivo basico que se supone se tiene al conducir en la
carretera. Esta estructura que se fundamenta en la correccion de la cantidad manipulada de acuerdo a la
desviacion entre la cantidad deseada y la controlada se conoce como Sistema en Lazo Cerrado (L.C.).
El diagrama de bloques resultante se puede considerar como el ilustrado en la Fig. 1.4. En éste, el
conductor puede ser representado por un cerebro que reacciona a la diferencia entre la velocidad deseada
y la que se tiene, y por un sistema que transforma la salida del cerebro en un angulo del pedal del
acelerador. Un andlisis primario indicaria que el cerebro reacciona a la diferencia, la derivada y la integral
de la diferencia entre la velocidad deseada y la que se tiene. Es decir,

d(v,—v)
u=k,(v, —v)+kd#+kij‘(vd —v)dt .

0 m v,

conductor l l l

V4 u p \J

—-P@—P cerebro »| pierna Automovil

A

Transmisor | [ Sensor de
desefial [ |velocidad

Fig. 1.4 Esquema realimentado para el sistema conductor-automovil.
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Apuntes: 547 353 3

Este resultado es muy auspicioso puesto que permitiria reemplazar al cerebro del conductor por un
“elemento” que tenga una relacion entrada/salida equivalente. Este podria ser el caso de un circuito
electronico, en donde ademas, la pierna del conductor también es reemplazable por un sistema mecanico
equivalente. Esta solucion existe hace alglin tiempo y es conocida como “control crucero”. Una pregunta
que podria plantearse es: ;se puede extender esta estructura de control a otros sistemas?.

B . Estanque Simplificado.

Se asume que el flujo de salida no depende de la altura del contenido del estanque, Fig. 1.5, y que esta
dado por lo que ocurre con el consumo “aguas abajo” de éste. Por lo tanto, se reconocen las siguientes
cantidades involucradas:

- cantidad a controlar: altura (%),

- cantidad a manipular: flujo de entrada (fz),

- cantidad perturbadora: flujo de salida (f;), y

- parametros: area del estanque (4) y diametro de cafieria (¢).

En este caso se desea que el estanque opere con un nivel de agua /4 constante e igual a una referencia /.
Para esto se utiliza un esquema similar al que utiliza el conductor de un automovil; es decir, un sensor
de altura, un transmisor de altura, una vélvula y un controlador de altura como se ilustra en la Fig. 1.5.
Las preguntas que surgen, entre otras, son: ;, como disefiar el controlador de altura de manera que éste
cumpla con ciertas premisas ?, ;, seria posible disefiar esta parte del esquema de manera que la altura 4
sea siempre igual a hq ?, | es siempre conveniente este ultimo objetivo ?, ; como abordar el problema
matematicamente ?.

Una herramienta disponible de analisis es la Transformada de Laplace, que si bien es utilizable en S.L.1.,
se constituye en la herramienta mas poderosa de analisis y disefio en este curso. Asi, si se requiere que
la altura / sea siempre igual a /4, entonces el objetivo se puede escribir como,

A
ha(s)

En este curso, disefiar el controlador consistird en encontrar la F. de T. que mejor cumpla con los
objetivos propuestos en una estructura mas general como la ilustrada en la Fig. 1.6. Una etapa posterior
debiera considerar la implementacion préctica de éste, la cual puede ser — por ejemplo — electronica (un
circuito analdgico, un sistema digital, etc.) en combinacién con una neumatica (valvula).

y I ﬁ. ........ R
Je :
—t— — : 1.
: ; i controlador | ha
v { dealtura i hq c lador | ¥ f. h
be- o H ontrolador »| Valvula Estanque
[ P — de altura
': A
E
N : Transmisor |¢ Sensor
’l_______:___ .fs X
(a) (b)

Fig. 1.5 Estanque con control de altura; (a) diagrama de operacion, (b) esquema de control.
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1.2 Terminologia y Definiciones.

Def.:

La variable controlada es la cantidad que se mide y se controla. (/)

Def.:

La variable manipulada es la cantidad modificada a fin de afectar la variable controlada. (fc)

Def.:

Las perturbaciones son cantidades que afectan adversamente la variable controlada, y que no
pueden ser manipuladas directamente. (f;)

Def.:

Control significa medir el valor de la variable controlada y aplicar la variable manipulada tal que
se corrige o limita la variable de salida a un valor deseado.

Def.:

La variable de salida es la o las variables controladas o funcidn de ellas que se desea limitar dentro
de margenes pre-establecidos durante régimen transiente y/o estacionario. (/)

Def.:

Un sistema es una combinacion de componentes que actlian conjuntamente y cumplen con un
objetivo determinado. Los hay fisicos, biologicos, economicos, etc. y combinacion de ellos.
(estanque)

Def.:

Proceso es una operacion natural o artificial caracterizado por una serie de cambios graduales,
progresivamente continuos que consisten en una serie de acciones controladas o movimientos
dirigidos sistematicamente hacia determinado resultado o fin. (produccion de papel)

Def.:

Una planta es un equipo cuyo objetivo es realizar una operacion determinada. (estanque, poleas)

Def.:

Un sistema de control realimentado es aquel que tiende a mantener una relacion pre-establecida
entre la salida y la referencia, compardndolas y utilizando la diferencia como medio de control.
(también conocido como sistema de control en L.C.)

" |

=>@=> Controlador #=——p| Actuador =——=| Proceso |——p

Transmisor |[¢&=| Sensor |e=

Fig. 1.6 Esquema general de control con realimentacion.
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Def.: Un sistema de control en lazo abierto (L.A.) es aquel en que la salida no tiene efecto sobre la accion
de control.

De acuerdo a las definiciones anteriores se tiene que la estructura general de control realimentado esta
dada por la Fig. 1.6. Notese que el actuador, sensor y transmisor no son disefiables a voluntad, puesto
que éstos estan disponibles en el mercado, y por lo tanto su relacion entrada/salida debe ser considerada
pre-establecida. Serd menester de este curso proponer y disefar solamente la estrategia de control y el
controlador.

1.3 Representacion Matematica.

Como revisado en cursos anteriores, los sistemas lineales permiten dos formas de abordar su
representacion. La primera es a través de variables de estado y la segunda es a través de la Funcion de
Transferencia, las cuales estan relacionadas al considerar las relaciones de entrada y de salida.

A . Representacion en Variables de Estado.

Se considera a x(7) = [x1(?) ... xo(£)]” el vector de variables de estado, u(7) la entrada, y(¢) la salida, p(?) la
perturbacion, entonces,

x(2) = Ax(t) +bu(t) +ep(r), y(t)=cx(@)+ fp(t),

notese que se ha considerado d = 0, como es en la mayoria de los casos. Por otro lado, se considera al
actuador como una ganancia k, y la combinacioén sensor/transmisor también como una ganancia k.
Finalmente, si se asume que el controlador tiene por variables de estado al vector {(7) y que reacciona al
error e(?) = ya(t) - ys(t), entonces, su entrada es e(?), la salida es v(¢) y la relacion entre estas cantidades
es,

(1) = AL@®)+b.e(t), v(t)=cl(t)+d.e(t),

donde A, be, cc, y de son matrices de parametros con dimensiones apropiadas. Combinando se puede
escribir,

X(¢) = Ax(¢) + bk, v(t) +ep(?), y(t) =cx(t) + fp(t)
&) = ALO+b. (v, () -y, (1), v(t) = 5(0)+d,(r,()—y,()
dado que ys(¢) = ks(¢), entonces,

X(t) = Ax(t) + bk, (e &(1) +d.(y, (1) =k, y(1))) +ep(?), y(t) = ex(1) + fp(t)
8o = ALO+b, (v, (), y(0)), ’
lo que se reduce a,
x(t) =(A-bk,d kc)x(t)+bk,c(t)+bk,d y,(t)+(e-bk dk, [)p(), y(t) =c¢ex(¢)+ fp(¢)

8(t) =-bk ex())+ALE)+b.y, () —b.k, fo(t),

0 escrito en forma matricial.
x(?) A—-bkd k. bkec, || x(?) bk d, e—bkdk,f
.= + Y. (D) + p@),
&) —b k¢ A, L8O b, -b .k, f
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x(?)
&)

Esta representacion implica un nuevo vector de estados dado por [x(¢)! £(£)7]" y entradas yi(?) y p(2),
quedando claro que se desea a y(f) — ya(f) cuando ¢ — .

y()=[e 0]{ }rﬁ?(t)-

B . Representaciéon con Funciones de Transferencia.

LaF. de T. que relaciona la salida y(s) con la entrada u(s) esta dada por,
¥(s) = e(sT—A) 'bu(s) = h,, (s)u(s) ,
similarmente, la F. de T. que relaciona la salida y(s) con la perturbacion p(s) esta dada por,
y(s)={e(sI=A) e+ f}p(s)=h,,(s)p(s)
por lo que se puede escribir,
y(s) = h, (s)u(s)+h,,(s)p(s) -

Por otro lado, se considera al actuador con una F. de T. dada por u(s) = hu(s)v(s), y la combinacion
sensor/transmisor con una F. de T. dada por ys(s) = hs(s)y(s). Finalmente, si se asume que el controlador
tiene por entrada a e(s) = yu(s) - ys(s) y una F. de T. dada por v(s) = h«(s)e(s), la relacion entre estas
cantidades es,

y(s) = h,, (s)h,(s)v(s) +h,,(5) p(s)
=, ($)h,()h.(s)e(s) + R, (s)p(s)
=, ($)h, ()h, (), (8) =y, (5)) + h, () p(s) ;
=, ($)h, (). (), (8) = hy () ¥(s))+ I, (5) p(s)
= hy, ()h, ()R (5),(5) = I, ()R, ($)h.(5)h, () y(5) + B, (5) p(s)

por lo que finalmente se puede escribir que,

B, (), (), (5) iy (5)
. Yy ($)+ = p
1+, (s)h,()h.(s)h,(s) 1+, (s)h,($)h.(s)h,(s)

y(s)= (s).

De acuerdo a los resultados inmediatamente anteriores, se puede concluir que,

hOBOLE [ [A-bedke b, "ok d.
1+hyu(s)ha(s)hc(s)hst(s)_[c Iys bke A, b |

c

h (s) { {A—bkadckstc bkacc}}_l {e—bkadckst f}
: =[c 0]{sI- + 7,
1+ h,, (s)h, (s)h, (), (s) “bke A, bk, f

¢ st

considerando las restricciones indicadas para el actuador y sensor/transmisor. Se recuerda que en este
curso se trataran sistemas con una entrada y una salida, por lo que ya(?), (), u(?), e(t) y v(¢) son en realidad
escalares. Consecuentemente, b y be son vectores, ¢ y ¢. son filas, y d. es un escalar. Para efectos de
simplicidad, también se considerara so6lo una perturbacion, por lo que p(¢) es un escalar y por tanto e es
un vector y fun escalar. Es importante destacar que los polos del sistema en la estructura resultante estdn
dados por las raices del polinomio caracteristico 1+/,u.(s)ha(s)h(s)hs«s). Por lo tanto, el factor A.(s) a
proponer definira la dindmica y ciertamente la estabilidad del sistema resultante.
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1.4 Control en los diferentes Tipos de Sistemas.

A continuacion se ilustran algunos ejemplos, en donde se muestra que las realidades fisicas que tienen la
necesidad de control tienen distintos grados de complejidad. Esto se debe en parte a las multiples
entradas, multiples salidas, no-linealidades, variables que no se pueden medir, perturbaciones, cantidades
discretas, etc. que se pueden encontrar en los sistemas reales.

A . Sistema Multi-Variable.

Si bien en esta asignatura se estudiardn sistemas con una entrada y un salida (sistemas SISO), en
ingenieria abundan los sistemas en donde se tienen varias entradas y varias salidas (sistemas MIMO).
Estos sistemas quedan mejor representados por las ecuaciones,

x=Ax+Bu+Ep, y=Cx+Du+Fp,

donde u e y (y eventualmente p si hay mas de una perturbacion) tendran dimensiones mayores a 1. La
representacion de estos sistemas en el plano de Laplace toma la forma de Matriz de Transferencia, tema
reservado para cursos superiores. Un caso tipico en ingenieria eléctrica se muestra en el Ejemplo 1.1, en
donde dos motores eléctricos mueven un molino. Las entradas son los dos voltajes de armadura y las
salidas son la velocidad del tambor y la otra es generalmente la reparticion de carga entre los motores.
Sistemas de dos entradas y dos salidas, como el ejemplo anterior, se conocen también como sistemas
TITO (two inputs two outputs).

Ejemplo 1.1. Es de interés el caso ilustrado en la Fig. 1.7 en donde se desea que el tambor mayor gire a una velocidad dada
y que la reparticion de carga entre los motores sea equitativa; es decir, que ambos consuman igual potencia. Lo anterior
independiente del torque de carga que es variable dentro de un rango (perturbacion). En este sistema se consideran como
variables de estado a X = [x1 x2 x3 x4 x5 X6 X7]7 = [ia1 ia2 @0 ®m1 ®m2 tm1 tm2]", @ las entradas u = [u1 u2]” = [va1 va2]”, la perturbacion
p =1ty alas salidas m, y a ia1 - ia2, puesto que si esta ultima diferencia es cero, entonces se asegura una reparticion de carga
simétrica. Claramente, el sistema tiene dos entradas y dos salidas y por lo tanto, concebir alguna estrategia que permita
controlar ambas salidas simultdineamente se torna compleja. Basta pensar en lo complicado que seria para un ser humano el
manipular ambas tensiones continuas para regular la velocidad y la reparticion de carga ante cambios de torque de carga. Esto
queda de manifiesto por lo complicado de las ecuaciones dinamicas de este sistema dadas por la forma general, x = Ax + Bu
+ep, y= Cx, donde las matrices y vectores estan dados por,

+ Val - ®o, 90,

Fig. 1.7 Control de velocidad y reparticion de carga.
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[-R, /L, 0 0 —k,/L, 0 0 0 ] /L, 0 ] [0 ]
0 -R,/L, 0 0  —k,/L, 0 0 0 1/L, 0
0 0 0 0 0 nlJ, nlJ, 0 0 -1/J,
A=|k IJ, 0 0 0 0 -1/J,, 0 |, B=| 0 0 [, e=| 0 |, ¥
0 k,,/J,, O 0 0 o -1/J, 0 0 0
0 0 —nk, Kk 0 0 0 0 0 0
C_i0810(9oo]”kz 0 k, 0 0 Lo 0 | 0
1 -1 0000 0] 4

B. Sistema No-Lineal.

La naturaleza rara vez es lineal, sin embargo, la mayoria de los sistemas en ingenieria admiten
linealizacion. En general, si consideramos un sistema no-lineal MIMO como,

x=f(x,u,p), y=h(x,u,p),
0 en sus componentes,

xl ﬁ(xau’p) yl hl (Xauap)

. . b
‘xn fn (X9u9p) yq hq (X’u9p)
una representacion lineal en torno a un punto de operacion dado por ue, Xo, Po, Yo €S,

Ax = AAx+BAu + EAp, Ay = CAx+DAu+FAp,

donde, A-dxwp) g dfxwp) o _oh(xuwp) 5 oh(xup)
Ox e ou S 15, l’: ou .
p=p, p=p, p=p, p=p,
g dGu.p) , g oh(x,u.p) ; y Ax, Au, Ap, y Ay, son variaciones de X, u, p ¢y,
0 » Lo
P:PZ P:PZ

respectivamente, en torno al punto de operacion dado por ue, Xo, Po, Yo. Es decir, x = X, + AX, u = u, +
Au, p =po + Ap, e y =y, + Ay. Noétese que en el caso no-lineal uo, Xo, y Po satisfacen,

0 = f(Xo, Uo, po)

Este el caso de un circuito conmutado como el ilustrado en el Ejemplo 1.2.

Ejemplo 1.2. Modelar el circuito reductor/elevador ilustrado en la Fig. 1.8(a), R=10 Q, L =12 mH, C=250 uF, d, = 0.5,
eo = 10. R.: Se cumple que para el switch ON, S\, = 1, Fig. 1.8(b), 0= C§+% y e= L% y que para el switch OFF, Fig.
t t

1.8(c), Sw=0, i:Cﬂ+l y O:Lﬂ—i-v. Lo que se puede escribir como, l'(l—SW):Cﬂ-‘rl y eSw:Lﬁ+v(l—Sw).
dt R dt dt R dt

La razon entre el tiempo encendido y el tiempo de encendido mas apagado es d(t), en la practica, para la operacion del circuito
se compara una sefial continua d(f) con una portadora s(¢) (por ejemplo, triangular o diente de sierra, Fig. 1.8(d), (e)) y para
d(t) > s(t), Sw(f) = 1 (switch ON) y para d(f) < s(t), Sw(f) = 0 (switch OFF). El modelo anterior se puede aproximar por su

. dv V i di y e
modelo promedio reemplazando Sw(¢) por d(f). Asi el modelo es, —=———+—(1-d —=——(1-d)+—d . Estas
p p (1) por d(?) - RO C( )ydt L( ) 3
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ecuaciones son no lineales por cuanto la entrada d(f) multiplica a las variables de estado v e i y a la perturbacion e(?). Dado
que la entrada d(¢) es constante en S.S. — a diferencia de la entrada Sw(f) — se puede encontrar la relacion de las variables en

S.S.laquees, v, =Ri (1-d,) y v,(1-d,) = e d, . Claramente, la tension de salida estd dada por, v, = e, ,lo que implica

o

que vo — 0 para do — 0, que vo = e, para do = 0.5 y que vo — o« para do — 1. Lo que le vale el nombre de circuito
reductor/elevador de tension.

Al ser linealizado resulta en, & = —LAV+ l_d fo Ad dAl i d, Ae. Normalmente, las
dt RC C C dr L 5
ecuaciones son normalizadas entre 0 y el valor de la variable en S.S.. Asi se definen las variables normalizadas, Av, = &,
vO
. AI Ad . . .
A, =—, y Ad, = - lo que resulta en un  modelo promedio lineal normalizado
lD o
. 2 2
dAv, - —LAV +LA,~ _ d, Ad , dAl, =— R(-d,) Av + R(-d,) Ad +—R(1 —d,) Ae . El modelo anterior se
dt RC " RC " RCl-d, " dt L ! ! L !
1 1 hs d, 0
puede escribir matricialmente con A = RC , RC , b= RCI- 4, se=|R(l-d ) |sye= [1 0]. Formas de
R(1-d,) R(l d) —_—
L L

onda simuladas se muestran en la Fig. 1.8(f), (g), y (h). No hay dudas de que el modelo lineal se equivoca tanto para régimen

-— T T T T T T T T
I 7 diente de sierra d(t) d 1
L 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
— T T T T T T T T )
+ Sw(?) - R Su(0)
e(?) L ) 1
. C
S O % oo 0.02 0.03 004 005 0.0 08 009 0.1
TC

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

Fig. 1.8 Convertidor dc/dc reductor/elevador de tension; a) circuito, b) equivalente, S, = 1 (ON), ¢) equivalente, Sw = 0 (OFF),
d) generacion de Sy, e) sefal S, f) simulacion modelo real (con switch), g) comparacion de voltajes, h) comparacion de
corrientes.
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transiente como para estacionario. No hay opcion de obtener mejores resultados, excepto que las entradas y las perturbaciones
sean so6lo pequefias desviaciones. &

C . Sistemas Discretos.

En este caso se considera que la planta es discreta y por tanto el modelo mas apropiado para ésta es,
X(kT +T)=Ax(kT)+Bu(kT)+Ep(kT), y(kT)=Cx(kT)+Du(kT)+Fp(kT).

Este es el caso de muchos de los problemas encontrados en economia (depdsitos a plazo) y estudios de
poblacion (Ejemplo 1.3), en donde los datos estan disponibles o se necesitan a instantes dados (dias,
semanas, meses, etc.). Estos no son el tipo de sistemas a estudiar en este curso. Sin embargo, se
demostrara que los sistemas encontrados en ingenieria y que se controlen mediante un sistema digital,
quedaran mejor representados por un equivalente discreto. Por lo tanto, gran parte de este material estara
dedicado a sistemas discretos.

Ejemplo 1.3. El ingreso nacional de un pais y(kT) en el afio kT se puede escribir en términos del gasto de los consumidores
c(kT), inversiones privadas i(kT) y el gasto del gobierno g(k7) de acuerdo a, y(kT) = c(kT)+i(kT)+ g(k) - Estas cantidades
estan relacionadas de acuerdo a las siguientes suposiciones. Primero, el gasto del consumidor en el afio (k+1)T es proporcional
al ingreso nacional en el afo kT; es decir, c(k7T+1) = ay(kT). Segundo, la inversion privada en el afio (k +1)T es proporcional
al incremento del gasto de los consumidores del afio k7 al afio (kT +7); es decir, i(kT+T) = B{c(kT+T) - c(kT)}. Tipicamente,
0 < a <1, B > 0. De las suposiciones anteriores se puede escribir, c(kT +T)=ac(kT)+oi(kT)+og(k),

i(kT +T) = (Ba.—B)e(kT) + Poi(kT) + pag (k) , definiendo a las variables de estado a x(kT) = [x1(kT) x2(kT)]" = [c(kT) i(kT)]",
a la entrada u(k7) = g(k7), y a la salida y(kT) = y(kT), se obtiene la representacion final dada por,

o o o . .
x(kT+T) = x(kT)+ u(kT), y(kT)=[1 1]x(kT)+u(kT) . El resultado de la modelacion es un sistema
o 3o
discreto de segundo orden. Es de esperarse que el controlador en este caso genere sefales discretas, u(k7), de manera que la
salida , y(kT), sea igual a una referencia dada, ya(kT). %

1.5 Otras Estrategias de Control.

En la conduccion de un vehiculo, el conductor no s6lo mira el odometro para decidir cuanto presionar o
liberar el pedal del acelerador, también considera elementos adicionales como lo es la pendiente del
camino 0 (perturbacion). Es decir, se considera la presencia de la perturbacion antes de que esta afecte
la variable de salida. La estructura mas probable de procesamiento para este caso se muestra en la Fig.
1.9, en donde se puede apreciar una rama mas que se conoce como prealimentacion. No hay dudas que
esta alternativa de ‘“adelantarse” a los efectos de la perturbacion sobre la variable controlada es
beneficiosa, por lo tanto, es de interés estudiarla para tal vez incorporarla en el disefio de controladores.
La factibilidad dependera de variados factores; de hecho, uno de ellos ya es evidente: la perturbacion
debe ser medible o estar disponible. Por ejemplo, en el caso del automdvil, la velocidad del viento no
esta disponible y por tanto el conductor no tiene alternativa de pre-alimentar. Al igual que la estrategia
de pre-alimentacion hay otras estructuras con beneficios para el control; entre éstas se cuenta el control
de razon y control en cascada.

A . Control Prealimentado.

Hay varias formas de implementar una estructura pre-alimentada. En el ejemplo del estanque se
demostrara que una buena seleccion del controlador realimentado permite que la perturbacion f; altere la
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altura s6lo en régimen transiente. Si se desea mitigar aiin mas su efecto, se podria anexar un controlador
prealimentado como ilustrado en la Fig. 1.10, en donde m(s) se debe escoger apropiadamente. En este
caso se cumple que,

hy
= hh,h (h h h)+h(ham—1)fs
hhhh, —hhhhh+h (hm=1)f.,

a "¢’ st

conductor 0 m v,

¢ bl

Vi z p v

—->@—> cerebro pierna Automovil
y

\ 4

Transmisor | . [ Sensor de
desefial [~ | velocidad

Fig. 1.9 Prealimentacion en la conduccion de un automovil.

prealimentacion fs

m(s) |«

Controlador 1 Valvula Estanque

hals) O >

Sensor/Transmisor

hd

A 4

ha(s) |

Fig. 1.10 Control del estanque que incluye realimentacion y prealimentacion.

Pu(?) Pum(?)

ya(?) u(?) y(0)
——p| Controlador == Actuador =—=p| Proceso

" S/T

Fig. 1.11 Estructura general que incluye realimentacion y prealimentacion.
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de donde,
h(l +gh,h.h ) =hh,hh,+h (ham - l)fs,

c st
por lo que finalmente se tiene que,

— hlhahc h + hl (ham _1)
l+hhhh, * 1+hhhh

c st a’ "¢ st

Sos

de donde claramente se ve que si m(s) se escoge como m(s) = 1/h4(s) se elimina el efecto de la
perturbacion f; en la salida 4. Esto se ilustra en la Fig. 1.12(f). Asi, se tiene que la F. de T. resultante es
simplemente,

hlhahc
= —hd .
1+ hh hh

a "¢’ st

Es decir, la perturbacion es totalmente eliminada de la salida. Como es de esperarse esto corresponde a
la situacion ideal y se da cuando se conoce totalmente la F. de T. de v(s), es posible de implementar su
inversa y es posible medir la totalidad de las perturbaciones. Estas condiciones no siempre son atendibles
en la practica.

En el caso mas general ilustrado en la Fig. 1.11 se puede tener que el vector de perturbaciones p” = [pm
pnm’] que afecta la salida y se puede separar en las perturbaciones medibles pm y en las no medibles pnm.
En este caso, la mejor implementacion eliminara solo el efecto de pm en la salida.

La siguiente tabla muestra algunos aspectos comparativos de la estructura realimentada y prealimentada.

T

Estructura Mide Requiere Comportamiento Posibles Problemas
Prealimentado perturbacion conocer y/p perturbacion no afecta irrealizable
Realimentado salida ~ debe producirse error inestabilidad

Notese que las perturbaciones son variables de entrada y como tal no tienen perfiles definidos, pueden
ser fijas, variables, periodicas, etc. El &ngulo del sol 0,0, en la Fig. 1.13 es periodica y se asemeja a una
diente de sierra con un periodo de 24 horas.

Ejemplo 1.4. Estudiar el comportamiento del estanque en L.A. y luego en L.C.. R.: El modelo del estanque como ilustrado

en la Fig. 1.12(a) esta dado por LZ—V _ 49 _ —f, + f,- Tomando Laplace se tiene: —f, + f, = Ash(s) lo que es representado
t

dt
como se ilustra en la Fig. 1.12(a). Si la valvula tiene por F. de T. a Z.(s) = 1 y se considera que 4 = 2.5, entonces el modelo

es h(s) = ZLSS(V — f.) - Sise considera que v = f; = 0, la altura es constante, matematicamente se tiene que, A(s) = 2L5s v-1)

t
, por lo que A(r) = I (v—£,)dt + h(0) = h(0) . Si por el contrario la perturbacion f; estd dada por: fi() = 0 + u(t-1), se tiene que
0

h(t) = .[(O —0—u(t—1))dt + h(0) = —r(t—1)+ h(0) . Esta situacion estd ilustrada en la Fig. 1.12(c). Si por otro lado, la entrada
0

a la valvula se determina en un esquema realimentado como el ilustrado en la Fig. 1.12(b), considerando que los bloques

L o . k . 1
sensor y transmisor tienen F. de T. unitaria y el controlador tiene una F. de T. 7 (s) = - i T se tiene que, A(s) = Z(V -1)

1 h h f. h h fio.
,con v=h (h, —h),entonces i(s)= —(h h, —h h— =—<h ——~h—=2,conloque A(s){1+—; = —h, —==si
v=helh =h) ) As( = hh=1.) As ' As  As e A ){ As} As ¢ As
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1 . h.h, h

se define — = h (s), entonces, h(s)1+h h)=hhh, — . Por lo que finalmente se tiene que, A(s)= ——1—p ——1
AS h’l( ) (S)( ch’l) chl d h‘lf‘v q q ( ) 1+hchl d 1+hchl f;
. Claramente, la altura depende de la entrada /4 y la perturbacion f. Lo ideal seria que el factor que multiplica a fs fuera 0 y
que el factor que multiplica a ks fuera 1. Sin embargo, para el controlador indicado se tiene que los factores son,

h, 1/ A4s s +1 s +1

T+hh  1+k [(5+)As (ws+DAs+k, TS’ + As+k,
h.h k, /(rs +1)A4s k k

4 P

L+hh  1+k, [(ts+D)As  (ts+DAs+k, 14’ +As+k,

Las expresiones anteriores no son lo esperado y es mas, sus ganancias dc son 1/k, (que debiera ser 0) y 1, respectivamente.
Es decir, un cambio escaldn en la perturbacion se reflejara en S.S. en un factor 1/k,. Esto se ilustra en la Fig. 1.12(d).

Si en cambio, el controlador a utilizar es 4 (s) =k {TS al 1} , se encuentra que A(s) = b h, — i /. en donde los
‘ Pl 1+hh 1+hh
coeficientes son: M = 1/ 4s - =— 5 s
Lehhy 14k, (ts+1)/As*  AS® +k,ts+k,

Wb k,(ts+1)/As’ k,(ts+1)
L+ by 1k, (ts+1)/As*  As* +k,ts+k,
son 0y 1, respectivamente. Es decir, en estado estacionario este controlador permite lograr los objetivos de disefio y solo en

. Las expresiones anteriores no son tampoco lo esperado pero sus ganancias dc

Controlador Valvula
ha v
+ = hdls) ha(s)

Estanque

(b)
T 3 T T T T T
ha(t)
h 2 ——
h(0)
15(1)
=
v(t)
s 6 0% I 2 3 i 5 6

(d)

3 T T T T T 3 T T T T T
hi(t) (1)
2 2 ha(t) .
h(t)
v(t)
b e 1+ ~———
£(0)
w(?)
09 1 > 3 s 5 6 09 1 2 3 s 5 6
() ®

Fig. 1.12 Estanque operando en L.A. y L.C.; (a) diagrama del estanque operando en L.A.; (b) diagrama del
estanque operando en L.C.; (¢) formas de onda del estanque en L.A.; (d) formas de onda del estanque en L.C. Caso
1; (e) formas de onda del estanque en L.C. Caso 2; (f) formas de onda del estanque en L.C. y prealimentacion.
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régimen transitorio se obtienen variaciones no deseadas de la altura en el estanque respecto del valor deseado. Esto se ilustra
en la Fig. 1.12(e) con 4 =2.5 m. &

B. Control de Razén.

Se usa cuando dos a méas componentes deben ser empleados en una determinada proporcion. Por ejemplo,
el estanque de la Fig. 1.14 debe ser suministrado con razon f./f,» = 2/3 para lo cual se utiliza la estructura
ilustrada en la Fig. 1.14. En este caso vi + v2 =10 y vi/v> = 2/3; por lo tanto, vi =4 y v» = 6.

C . Control en Cascada.

Este controlador ha sido ampliamente utilizado en sistemas SISO de orden superior o igual a dos. La
razon es su capacidad de limitar una variable del sistema mientras se controla otra. Lo usual es limitar
alguna variable de dinamica rapida respecto de la variable controlada. Asi, se asegura la integridad del
sistema por cuanto todas las variables — y no solo la salida — estaran acotadas. Este caso se ilustra en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.5. El motor de corriente continua ilustrado en la Fig. 1.15(a) el cual es alimentado independientemente. Por lo
. di, do . .
tanto, las ecuaciones son, v, = R,i, + L, 7+ea, t,=J 71+ do, +1,, donde, e = knty, te = knia, J = Ju + Ji. Una primera
t t

alternativa es utilizar la estrategia ilustrada en la Fig. 1.15(b). En este caso, para cambios bruscos de v, para ajustar la
velocidad, la corriente de armadura puede exceder el valor maximo del motor. Este es el caso ilustrado en la Fig. 1.15(d)
donde la referencia de velocidad es llevada a su maximo, con lo que el controlador entrega un v, = kakcow, Fig. 1.15(c), puesto
que la velocidad real de la maquina oy no cambia instantdneamente y por lo tanto es cero para ¢ = 0. Esto genera una corriente
de armadura a la partida de un alto valor dado por iz = vo/Rs, Fig. 1.15(d). Tanto v. como i, son prohibitivos y dafiarian la
maquina. Para evitar esto, se prefiere controlar la corriente con un lazo interno. La alternativa de utilizar un lazo interno es
conocida como el control en cascada. Basicamente, hay un lazo interno y uno externo, en donde el externo fija la referencia
del interno, Fig. 1.16(a). En el motor de c.c., el lazo de velocidad fija la referencia de corriente de armadura la que es limitada
a un valor maximo/minimo. El lazo de corriente fija la tension de armadura, la que también es limitada a un valor
maximo/minimo, de manera que la corriente de armadura sea igual o cercana al valor entregado por el controlador de
velocidad. La operacion se muestra en las formas de onda de la Fig. 1.16(b), (c), (d), y (e), donde se han utilizado controladores
de ganancia para ambos lazos. Noétese el error en S.S. entre la velocidad deseada y la actual, probablemente la eleccion de los
controladores no fue la mas apropiada. Se considera d = 0.08, R. = 1.2 Q, J=0.135, kn= 0.6, Lo = 50 mH, #,= 60. &%

: control i
i de razon ;

—10 K
: control i ha=5

—

 de altura

R

=10 ¢

Fig. 1.13 Sistema de posicionamiento unidimensional. Fig. 1.14 Ejemplo del control de razon (valores en S.S.).
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D. Controladores Adaptivos.

Cuando los parametros de la planta (masa, area, ...) cambian con el tiempo por acciones no programadas
o estipuladas, el sistema cambiard su comportamiento para mejor o peor. Si se desea mantener el
comportamiento de disefio, se deberia realizar una actualizacidon de los parametros del controlador en
funcién de los cambios producidos en los pardmetros de manera de “cancelar” los cambios. Por ejemplo,
si ir cambia en el motor de c.c. entonces k, cambia por lo que deberia ser estimado para actualizar el
controlador y asi obtener un desempefio uniforme. Los cambios de temperatura son también una fuente
importante de cambio de parametros. Una estructura para este tipo de estrategias estd dada en la Fig.
1.17. Estas estructuras estan fuera del alcance de este curso.

+ \ - Vf+
. . Oy 11, J ! t

lg } X } lf d l !
Oyq v Va (O]

— k. > k, p|  motor

Oy Te _
o carga
maquina cc
(@) (b)
4000 . 5000 T 2000 . -
o Vg, la
Vv 1000 .
2000 (1 . - . 300
o~
o == e i o
; oft/
Y5500 -300 I
| |
- -
% 1 2 000 5 1 2 1000 7 1 2
(b) (© (d)

Fig. 1.15 Control proporcional del motor de c.c.; (a) diagrama c.c, (b) diagrama de control, (c) referencia y velocidad actual, (d)
voltaje de armadura, (e) corriente de armadura.

7

A
Wi control / fad control Actuador ,
’ ( + ) » ® _/I ¢\+ iq > "| (convertidor) » Motor >
A - v Va
la Lazo interno (de corriente)
Lazo externo (de velocidad)
(a)
4000 ! | 400 T 400 .
500
D L~ \ 300 f—\ 300
200~ -1 200
2000 — \ ~ ok v, — or i — o i
s S ————
@ 2000 S0 T 200 L0
. ! 7500 l -400 L ~400 ;
0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1
(b) () (d) (e)

Fig. 1.16 Control en cascada del motor de c.c.; (a) diagrama, (b) velocidad de referencia y actual, (c) voltaje de armadura, (d)

corriente de armadura de referencia, (e) corriente de armadura.
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1.6 Clasificacion de Sistemas de Control.
La clasificacion de sistemas se realiza en funcion de las caracteristicas de la planta.

A . Sistemas Lineales — No-lineales.

En rigor la mayoria de los sistemas de control son no-lineales. Sin embargo, en un punto de operacion
puede asumirse lineal, en cuyo caso se obtiene un modelo linealizado con el cual se puede trabajar (en el
motor de c.c. se asume ir constante para obtener un sistema lineal).

B. Sistemas Invariantes — Variantes.

Los invariantes son aquellos que tienen parametros que no varian con el tiempo. Su respuesta no cambia
para una entrada dada en funcion del tiempo (el area de un estanque cambia con el tiempo).

C. Sistemas Continuos — Discretos.

En un sistema continuo todas las variables son funcion de un tiempo continuo. Los discretos se
caracterizan por tener valores en instantes fijos (el valor de la UF es discreto).

D. Sistemas SISO - MIMO.

Los SISO (Single Input Simple Output) tienen una entrada y una salida. Los MIMO tienen varias entradas
y varias salidas (SISO: motor con ir= cte, MIMO: dos motores moviendo un tambor).

E. Sistemas de Parametros Concentrados — Distribuidos.

Los sistemas que pueden describirse mediante ecuaciones diferenciales ordinarias son con parametros
concentrados. Los que deben describirse mediante ecuaciones diferenciales parciales son con parametros
distribuidos (temperatura en una barra: 07 (x,¢)/0x = k(0T (x,t)/ Ot) ).

F. Sistemas Deterministicos — Estocasticos.

Es deterministico si la respuesta a la entrada es predecible y repetible; de no serlo, es estocastico.

G. Sistemas Hibridos.

Si bien los sistemas se pueden clasificar en los listados anteriormente, lo natural es encontrar
combinaciones de éstos. Por ejemplo, es comun encontrar plantas no-lineales combinadas con
controladores lineales, Fig. 1.18(a), en este caso la planta queda modelada por,

Wy Control Va
’ ( +) ’ y actuador Motor

Estimador
km b Ra

1]

Fig. 1.17 Control adaptivo.
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X(t) =£(x(0),u(?), p(1)),  y(1) = h(x(1),u(t), p(1)) »

0 en sus componentes,

(0 | | A@,u@), p(t))
D= : > (1) = h(x(2),u(?), p(1))-
x,(0) | [ f,(x@),u(), p(1))

En el caso del controlador se puede escribir,

§ ()= AL() + be(ya(d) - ys(1), V(1) = €b(t) + de(ya(?) - ys(1)),

en donde se ha asumido que el controlador tiene por entrada al error e(f) = ya(?) - ys(¢). Si este fuera el
caso en estudio, se optara por un modelo linealizado de la planta no-lineal y por tanto se podran utilizar
las herramientas a revisar en esta asignatura.

Por otro lado, existe la combinacion mas recurrida hoy por hoy que es tener un sistema continuo
controlado por un sistema digital, Fig. 1.18(b), que puede ser un computador personal, un
microcontrolador (PIC, dsPIC), un PLC (programmable logic computer), un DSP (procesador de sefiales
digitales), o algiin hardware digital dedicado a estas funciones. Un ejemplo de este caso se muestra a
continuacion y por la relevancia de esta combinacion, el tema se trataréd en el capitulo siguiente.

Ejemplo 1.6. El levitador magnético de la Fig. 1.19(a) tiene primero la ecuacion eléctrica del electro-iman e = L§+Ri ,
t

donde e es le tension aplicada e i es la corriente circulante. La ecuacidbn mecanica por su parte es,
2

m
ar’
relacionar las ecuaciones anteriores haciendo Fi = kii*/(y + a) = ki*/(li — x + a), reemplazando en las ecuaciones anteriores y

p(9) l

=-mg+F +k(l,—x)-d ?, donde F» es la fuerza magnética producida pro el electroiman. Ahora es necesario
t

va(t) e(?) W) u(?) (0
—— Controlador » Actuador » Planta
ys(?)
S/T
(@)
p(t)l
va(kT) e(kT) v(kT) : W) u(?) y(®)
——p Controlador » S/H » Actuador »{ Planta
(k) [ 0!
S < S/T
(b)

Fig. 1.18 Estructura general de control a estudiar en este curso; (a) control y planta tiempo continuos,
(b) planta tiempo continua y controlador tiempo discreto.
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X
definiendo x1 = i, x2 = x, x3 = dx/dt = v y u = e se tiene la representacion en variables de estado, x = xi =
‘).C3
—Rx,/L+u/L —Rx, /L 1/L
X, = X, + 10 |u- El
—g+kx /[m(l, —x, +a)|+k(l,—x,)/ m—dx,/m —g+kx] /[m(l, —x, +a)|+k(l,—x,)/ m—dx,/m 0
modelo resultante es no lineal debido a la presencia de términos cuadraticos. La linealizacion del esquema resulta en
_§ 0 0 1/L
A= 0 0 1 [,b=| 0 |,c=[010], donde en el punto de operacion se cumple que Ri,
ki kB K | L0
| ml—-x,+a m(,—-x,+a) m ]
= eo, mg =k, LﬁLk(lO —x,)- Una alternativa para escoger y disefiar el controlador, Fig. 1.19(b), es transformar la

"l -x,+a
planta — en combinacion con el actuador y sensor/transmisor — a un sistema discreto. Esta y otras herramientas se revisaran
en el proximo capitulo. Se considera R =1 Q, L =50 mH, g=9.8 m/s?, m =250 gr, k;=0.003, a=2 cm, K=24.5, ;=50 cm,
d=15,l,=30cm. %

/
d VVYV °
P R L+
T o(t)
= i(2) -
+ » o
\4
A H é a
() 5
1
X --3
L H
1x(1)
d 2k
4 T !
/,
(a)
va(kT) e(kT) w(kT) : W) e(?) x(#)
—>®—> Controlador » S/H »| Actuador »| Levitador
VD) [ yi(0)
S < S/T
(b)

Fig. 1.19 Levitador magnético; (a) estructura, (b) esquema de control.
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1.7 Alcances del Curso 543 444.

En este curso se estudiaran sistemas (plantas) lineales, invariantes, continuas, SISO, concentradas y
deterministicas, como las ilustradas en la Fig. 1.18. No obstante, también se estudiaran sistemas fisicos
no-lineales que admitan linealizacion en torno a un punto de operacion. Para controlarlos se estudiaran
controladores esencialmente realimentados y prealimentados del tipo tiempo continuo y tiempo discreto.
Esta ultima alternativa dard origen a sistemas lineales de tipo hibrido por lo que el uso de la Transformada
de Laplace, la Transformada Zy las propiedades de éstas serd intensivo. Especial énfasis se dara a los
controladores en adelanto, atraso y el P.I.D. (proporcional, integral, derivativo). Lo minimo que se exigira
al disefio serd estabilidad y lo 6ptimo serd de acuerdo al disefio en particular. Se debe considerar que el
control se realiza por dos razones:

- Mantener un proceso en un punto de operacion (regulacion).
- Llevar el proceso de un punto de operacién a otro (seguimiento).

Las herramientas a utilizar son esencialmente el Diagrama de Bode, el L.G.R. (lugar geométrico de las
raices), y el Criterio de Nyquist.

1.8 Ejercicios Propuestos.
Resuelva los problemas siguientes. Anote todo su trabajo.

A . Nivel basico.

1.- Clasifique los siguientes sistemas en lineal (no-lineal), causal (no-causal), variante (no variante),
continuo (discreto).

(a) dy@/dt=u()+1 (b)  d(O)/de + y(H)dy(t)/dt = u(t - 5)
(c) dy(®)/dt=u(t+5) (d) dy(t)/dt = tsin(u(¢))

_ou B 0 t<0
(© y(0)= | u()d ® ) = {u O ru-10) 150
(8)  y(kT) = u(-kT) (b) (kD) =u(kT - T) - u(T - kT)
(1)  y(kT) = parte par de {u(kT)} () y(kT) = kTu(kT - T)

=N B 0 kT =0

(k) ykD)= ,g_:zu(lT ) (D y&T) = {u (AT) KT %0

2.- Determine la F. de T. de la Fig. 1.18(a) entre las entradas y.(s) y p(s) y la salida y(s) para los
siguientes casos. Asuma que el actuador es una ganancia &, y el sensor/transmisor una ganancia k.

(@) ¥(s) = u(s) + pls); vls) = kee(s) (b)  ¥(s) = u(s) + pls); vis) = %e(s)

© )= éu(s) + pls): W(s) = kee(s) @ s = %u(s) + pls): W(s) = %e(s)

©  ¥5) = —2u(s) + pls); v(s) = keels) D 35) = —2_u(s) + pls); vis) = K< e(s)
ts+1 Ts+1 Ky

© 7)== us); vs) = k. THY () ) 3(5) = 2 u(s); w(s) = k. E5HD o)
s +1 s ts+1 s(t,s+1)
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B.

l.-

Nivel intermedio.

Para todos los casos anteriores determine la ganancia dc de la F. de T. y(s)/ya(s) € y(s)/p(s). ;, Cudles
opciones le merecen una “mejor” eleccion del controlador ?. ;Como cambia su andlisis si el
actuador tuviera un retardo #; es decir, u(s) = ke v(s) ?.

Determine para todos los casos anteriores lime(z) si la entrada y.(f) es una rampa. ; Cudles

t—o©

opciones le merecen una “mejor” eleccion del controlador ?. ;Como cambia su andlisis si el
actuador tuviera un retardo #; es decir, u(s) = k.e*v(s) ?.

Para todos los casos anteriores utilice la estructura de prealimentacion como ilustrada en la Fig.
1.10 y determine la F. de T. m(s) tal que se elimina el efecto de la perturbacion p(s) en la salida.
(Como cambia su analisis si el actuador tuviera un retardo ¢-; es decir, u(s) = k.ev(s) ?.

k
Si la planta - ver Fig. 1.18(a) - cumple con y(s) = —2£ 1u(s), el actuador con u(s) = kuv(s), el
TS +

sensor/transmisor con ys(s) = ksu)(s), determine un controlador (y eventualmente elementos
adicionales) de manera que la F. de T. entre yu(s) e y(s) tenga la forma de una F. de T. de segundo
estandar.

Nivel avanzado.

Si la planta - ver Fig. 1.18(a) - cumple con x(¢r) = Ax(¢) + bu(t), y(t)=ex(¢), €l actuador con u(s) =
kav(s), el sensor/transmisor con ys(s) = ks3(s) y el controlador con v(s) = kce(s), determine la
condicion que debe cumplir A, b, y/o ¢ para que lim(y,(¢)— y(t))=0.

t—0

Si la planta - ver Fig. 1.18(a) - cumple con y(s) = hu(s)u(s) + hyp(s)p(s), el actuador con u(s) =
ha(s)v(s), el sensor/transmisor con ys(s) = hs(s)y(s) y la del controlador v(s) = hc(s)e(s), determine
la condicion que debe cumplir el sistema en su conjunto para que cambios en la perturbacion no
alteren la salida en estado estacionario.

En el control en cascada del motor cc. - ver Fig. 1.16 - se observa que las velocidades cumplen con
}im(ml ,()—o,()#0. ( Puede el controlador de corriente hacer el resultado anterior cero

independiente del controlador de velocidad ?. ; Puede el controlador de velocidad hacer el
resultado anterior cero independiente del controlador de corriente?.
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2 Sistemas Hibridos.

Hoy por hoy la tendencia en ingenieria de control es utilizar controladores digitales. Esto
es debido a la reduccidn de sus limitantes técnicas y a la proliferacién de ambientes
amigables para su implementacién. Entre éstos se cuentan los PCs (computadores
personales), los PLCs (programmable logic computers), y DSPs (procesador de senales
digitales) por nombrar algunos. En esencia, se muestrean las sefales de un sistema
(conversién analogo/digital), se realizan calculos (controlador) y se entregan los
resultados al actuador (conversién digital/analogo). Afortunadamente, en sistemas
lineales, el uso de la Transformada Z y la Transformada de Laplace permiten abordar
cabalmente esta problematica. En este capitulo se revisan los aspectos matematicos
que sientan las bases para el estudio del control de sistemas tiempo continuo
controlados con sistemas tiempo discretos.

2.1 Introduccion.

La estrategia ilustrada en la Fig. 2.1 combina una planta tiempo continuo (por ejemplo, estanque, circuito
elevador, levitador magnético, etc.) con un controlador digital. Es decir, la salida y(¢) se muestrea a una
tasa regular 7'y como resultado se tiene una medicion discreta de la salida ys(kT), el controlador genera
una salida v(kT) que depende de las ecuaciones que describen al controlador y obviamente del error e(kT)
=ya(kT) - ys(kT). Por ejemplo, esta salida podria estar dada por la representacion en variables de estado,

{g(kT + T)} _ {—o.z 0 }{g(/ﬁ)} { 1 }e(kT)’ WD) =1 O]{Ql(kT)} ¢ elkT),
C,(kT+T) 0 —05]C&,kT)| 0.2 C,(kT)
donde claramente la entrada es e(kT) y la salida es v(kT), o bien por su F. de T., por ejemplo,

~v(z) z°+0.2
Ce(z) z(z2+40.5z2)

h.(2)

Finalmente, la salida discreta del controlador v(kT) se transforma en una sefial continua v(#) mediante el
uso de un muestreador con retencion (normalmente de orden cero). Para estudiar este sistema se puede
optar por encontrar un modelo enteramente discreto que sea equivalente al hibrido. Esto permitiria

p(t)l
vdkT)  e(kT) WkT) W) u(?) »(0)
—— Controlador » S/H » Actuador > Planta
vs(kT) : ys(?)
S < S/T
sistema digital

Fig. 2.1 Sistema tiempo continuo con un controlador tiempo discreto.
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proponer y disefiar el controlador de acuerdo a los objetivos de estudio con las herramientas disponibles
para sistemas tiempo discreto. Para tales efectos se recuerda que el sistema ilustrado en la Fig. 2.1 puede
ser representado como se muestra en la Fig. 2.2, donde claramente hay una combinacion de la
Transformada de Laplace y la Transformada Z, o bien de representaciones en variables de estado
continuas y discretas. El modelo discreto equivalente se puede encontrar en variables de estado discretas
obienunaF.de T. enz.

2.2 Sistemas Equivalentes en z.

La F. de T. de un sistema discreto es la T.Z. de su respuesta a impulso. Por lo tanto, si se aplica un
impulso discreto en v(k7) la salida en y4(kT) corresponde a la respuesta a impulso de la F. de T. que
deseamos obtener, Fig. 2.3. Esta F. de T. entre v(z) e ys(z) estard dada por Z{ysk7T)}. En la practica
conviene separar este analisis en dos casos; €stos son sistemas sin y con retardos

A . Sistemas sin Retardo.

La Fig. 2.3 muestra un ejemplo en donde no hay retardo en el actuador, planta ni el sensor/transmisor. El
bloque S/H es un muestreador con un retentor de orden cero (ver Apuntes de Sistemas Lineales
Dinamicos - 543 214), el que permite mantener la entrada muestreada (el impulso en este caso) hasta el
proximo muestreo. Consecuentemente, al aplicar un impulso discreto en v(kT), la entrada al actuador es
un pulso de amplitud unitaria y duracion 7. Por lo que su T. de L. es,

-

v(s) = Lu()-u(-T)) = ;

S

por lo que la salida del actuador es,

1—

—sT
€ _h(s),
S

u(s)=

asi, la salida de la planta (sin considerar las perturbaciones) es,

1-e7

y(s)= h,(s)h,,(s)

por lo que, finalmente, la salida del sensor/transmisor es,

—sT

l-e
ys (s) = ha (S)hyu (S)hst (S) *
p(s)
l p(0)
vu(2) e(2) v(z) v(s) u(s) planta y(s)
k
vad(kT) — e(kT) I v( T)‘ V(f)‘ i) u(t)‘ hon(5)s () ¥
| {Aube e d > SH " (Au b e d,) > {A.b.c.de.f
} controlador actuador
ys(2) ys(s)
ys(kT) P yS(t) hy(s)
S - {Asts bsb csts dst}
sistema digital

sensor/transmisor

Fig. 2.2 Formas de representacion y simplificaciones de un sistema continuo / controlador discreto.
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Entonces, la respuesta en el tiempo ys(?) es,

1 _ e—sT

» =Ly, () =L" { h,($)h,, (s)hy, (S)},

y por ende la respuesta muestreada - que corresponde a la respuesta a impulso - es,

1 _ e—sT

S

h,($)h,, (s)h,, (S)}

» kD) =y,0)|_,, =L {

t=kT

Finalmente, la T.Z. de esta respuesta - que corresponde a la F. de T. ys(2)/v(2) - es,

= Z{[l {l h,(s)h,, (s)h, (S)} }—Z{El {e_ST h,($)h,, (s)h, (S)} }
s (=kT § t=kT

=Z{E‘{1ha<s)hyu<s>hs,(s>} }—z“Z{f‘{1ha<s)hyu<s>hﬂ(s)} }
S t=kT S t=kT

t=kT }
t=kT }

Este célculo que parece bastante engorroso, no lo es para sistemas de bajo orden (n < 3).

29 _ 7oy k1)) =2 {El {1 FRLSLCD (S)}
v(z) s

=(1-z)Z {E 1 {l h,(s)h,, (s)hy, (S)}
S

z—1

: Z{El {1ha<s)hw<s>hﬁ<s)}
S

z

Ejemplo 2.1. Para un sistema como el mostrado en la Fig. 2.3 donde ha(s) = 1, hyu(s) = 1/s2, hs(s) = 1, determine el sistema
equivalente. R.: En este caso, Aa(s)hyu(s)hs(s)/s = 1/s%, por lo que [ {ha ()h,, ($)h,,(s)/ s} =¢*/2, al reemplazar ¢ = kT se

. 1 z+1 y.(2) 1., z+1 z-1 1_, z+1
bt kT)*2 T.Z.es —T? , por 1 L T (kT = —T L )
obtiene (k7)*/2 y su es 5 z o) por lo que ) {,(kT)} 2 z Dz 2T oy
Si se desea
conocer la salida
() ey © discreta;
es decir P v(kT), el
b t b
desarrollo W ws) T u(s) l PO e ¥(o)
f ¢ f
| v(kT) W )‘ hots) u( )‘ han(5)s ho(s) )
oo —> SH P (A, b, o d,} P (A b, c.def)
actuador
1§ Dy (2 yi(s)
e, JHD . Y0 hads)
i S - {Ast’ bst, csta dst}

T
. Ly
H sensor/transmisor

Fig. 2.3 Sistema equivalente.
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matematico anterior deberia considerar solo las F. de T. Au(s) y Ayu(s). Es decir, la F. de T. entre la sefal
v(kT) y el muestreo de la salida y(¢) que se representaria por y(z)/v(z) estaria dado por,
-1 1
Y@ _ 7o)y =2 z{gl {— hy(s)h,, (s)}
z s

v(z) }

Este resultado es util si se considera en el disefio acotar y/o conocer el comportamiento de la salida al
proponer y disefiar el controlador discreto.

B . Sistemas con Retardo.

En este curso so6lo se consideraran sistemas con retardos que son multiplos del tiempo de muestreo 7. En
la practica, es usual ajustar el tiempo de muestreo para que se cumpla esta premisa. Por ejemplo, una
planta de primer orden con retardo seria,

~t.5 __ —ITs
h,(s)=k, e =h (s)e’”,

yuo

s +1

en donde el retardo ¢ es /T con [ entero positivo. En este caso se tiene que,

2@ _ 7o k) =(1-2"2 {El {lha ($)h,, (), <S)}
v(z) §

t=kT }

=(1-zHZ {E ; {l hy()h,,,(s)e™"h, (s)}
N

=(1-27)z"2 {E ] {l h,($)h,,, ()h, (S)}
S

t=kT }
t=kT }

Noétese que este retardo puede estar en la planta, en el actuador y/o en el sensor/transmisor y el tratamiento
seria igual.

z—1

= I+1 Z{EI {lha(s)hyuo(s)hsz(s)}
z N

Ejemplo 2.2. Para un sistema como el mostrado en la Fig. 2.3 donde 4a(s) = 1, hyu(s) = kpe'™/(ts+1), hs(s) = 1, determine el
sistema equivalente. R.: En este caso la parte de la planta sin retardo es Zyuo(s) = kp/(ts+1) y [ = 1, pues el retardo es igual a

un tiempo de muestreo 7, por 1o que /a(s)hyuo(s)hsi(s)/s = kp/(s(ts+1)), L' {ha ($)h,,, ($)h, (s)/ S} = ky(1 - €', al reemplazar

_, Tt

t = kT se obtiene ky(1 - e*™) y suT. Z. es k z+, por lo que el sistema equivalente estd dado por %) —
"(z=e )z v(z)
l_efT/T Z—l l_efT/T
Z{y (kT)} = k z =k — .
{)}5( )} V4 (Z_e—T/t)(Z_l) ZZ V4 Z(Z_efT/r)

Ejemplo 2.3. Encontrar para el modelo del estanque como el mostrado en la Fig. 2.4(a) su equivalente discreto de la F. de
T. puesto que serd controlado mediante un esquema digital Fig. 2.4(b). R.: En este caso el modelo estd dado por

ﬁ:%(fe_fx) o bien h(s)=—[f.(s)— f.(s)], por lo que hie(s) = hhﬂ,(s):LA, ha(s) = kae”, hs(s) = ks Asi,
‘ s.

1
dt sA
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} T kk, .Porlo que parala
t=kT'

%) _ (1-zHZ {ﬁl {l h,(s)h,, (s)h,, (S)}
v(z) s

}: (1—21)2{[:1 {lkaes Lkﬁ,} = "
ir s sA _ (z=Dz" 4

entrada escalon retardada en v(kT) = U(kT — 2T) se tiene la sefial sensada y (kT ):Zl{

a st

(z-Dz* 4 z-12*

T kkzl}:

y, (kT) = T% (kT —6T)u(kT —6T) . %

De acuerdo a las expresiones anteriores, esta alternativa sera de utilidad al tener los subsistemas actuador,
planta y sensor/transmisor representados por sus respectivas F. de T. en s. Sin embargo, también sera de
mucha utilidad tener una representacion en variables de estado; es decir, obtener las ecuaciones que
relacionen la entrada v(kT) con la salida yy(kT).

2.3 Sistemas Equivalentes en kT.

Al obtener una representacion en variables de estado discreta, es de interés que éstas sean las variables
de estado continuas muestreadas. Naturalmente estdn las de la planta x(#) y eventualmente las del
actuador n(¢) y/o sensor/transmisor Y(¢). Para tales efectos, se obtiene una representacion en variables de
estado en tiempo continuo entre la entrada v(k7) y la salida ys(kT), preservando las definiciones de n(7)
y/o y(t). Analogamente al caso anterior, se distinguen dos casos; €stos son sistemas sin y con retardos
A . Sistemas sin Retardo.
La Fig. 2.3 muestra que la relacion en la planta se puede escribir como,

X(¢) = Ax(¢)+bu(t)+ep(t), y(t)=ex(t)+du(t)+ fp(t).,
la relacién en el actuador es,

N =AN@ +b (@), u(®)=c,n()+d (),

donde m(¢) es el vector de estados asociados al actuador; sin embargo, se recuerda que en este curso el
actuador serd considerado en la mayoria de los casos como una ganancia k., en cuyo caso el modelo del
actuador es simplemente u(¢) = dav(¢) = k,v(¢). La relacion en el sensor/transmisor se puede escribir como,

TO =A@ +by(©), y,(O)=cy()+d, ()

y 14
I ﬁ.ﬂ SO S ; p(®)
! Fo (¢
| : C(()intrcl)tl'[aj_dor 4 .......... d w(kT) 0] u(?) & )estanque ¥(?)
P e (kD) [ W(0) ro h(o)
-1 q -5 » hfelS
h deaioL —* SH P ke " Py (s)
': actuador
: vs(kT) (1)
i hy(kT) hy(?)
: 4— S : kst
= Lox
.- moooooosda === a) sensor/transmisor b)

Fig. 2.4 Estanque con control de altura; (a) esquema, (b) diagrama equivalente.
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donde y(¢) es el vector de estados asociados al sensor/transmisor; sin embargo, se recuerda que en este
curso el sensor/transmisor sera considerado en la mayoria de los casos como una ganancia ks, en cuyo
caso el modelo del actuador es simplemente y(¢) = ds)(t) = ksy(f). Luego de algo de algebra se llega a
las expresiones generales,

n() A, 0 0 In@® b, 0
x(¢) [=| be, A 0 |[x(@)|+]| bd, |v()+| e |p(D),
’Y(t) bstdca bstc Ast Y(t) bstdda bstf
y para la salida,
n()
y.@t)=[d de, d, ¢,] x(¢)|+d,ddyv()+d,[p(t)-
Y(®)

En el caso de considerar al actuador una ganancia (es decir, u(f) = k.v(¢)) y al sensor/transmisor una
ganancia (es decir, yy(¢) = ks(¢)). Las ecuaciones se reducen a,

X(¢) = Ax(¢t) + bk v(t) +ep(t), y () =k ex(t)+k dk v(t)+k, fp(t)-
Cualesquiera sea el caso, el sistema anterior se puede expresar como,
(1) = Ay(t) +bv(t) +ep(t), v, () = cy(t) +dv(t) + fp(1)

donde () es el vector de estados y(7) = [n(®)" x(£)T y(¢)"]" o bien y(¢) = x(¢) para el caso simplificado y
las matrices 4, B, ¢, 4, e, y f definidas de acuerdo a las expresiones anteriores. Un modelo discreto
equivalente de las ecuaciones anteriores (ver Apuntes de Sistemas Lineales Dinamicos - 543 214) para
entradas constantes entre cada muestreo esta dado por,

YT +T) = AW(kT) +b,v(KT) +e,p(kT). y,(kT) = ¢,y(kT) +d v(kT)+ f,p(kT)

donde,

A, :d)(T)=eﬂT’ b, :{I(jeﬂ(r—c)ﬁds}’ e, :{J‘()Teﬁ(T—cs)edG}’ C,=¢C> dd =4y fd :f.

Ejemplo 2.4. Considere el sistema ilustrado en la Fig. 2.3 donde la planta es una maquina de c.c. (Fig. 2.5), el actuador tiene
ka=1y el sensor/transmisor ks = 1. Encuentre un equivalente discreto entre v(k7) e ys(kT). R.: El modelo de la maquina con

XI=iayXx2=omes || RIL A L + VL + 0 ! [0 1] 1|, 0 bien x(r) = Ax(1)+ bu(t t
1 =14 2= = v , = , _ n n
’ i | k1, =d g | Lo %, X(1) = Ax(t) +bv(0) + ep(0)

» y,(¢)=cx(¢) . En este caso se tienen la entrada u = v = v4 y la perturbacion p = #, por lo tanto se calculan los vectores ba

T T .
como b, = {I eA(T*“)bdc} Yy € como e, = {j AT "’)edc} . Las matrices resultantes son para ¢=T7=0.5,
0 0

-0.029 -0.136 0.359 0.997 ,
A, = » by = , Y e, = , donde A4, ba, y ea corresponden a los parametros del modelo
0.050 0.236 0.997 -2.077

discreto x(kT + T) = Aax(kT) + bava(kT) + eati(kT), equivalente al continuo. La Fig. 2.5 muestra la simulacion del sistema
continuo y discreto. Notese la equivalencia perfecta debido a que la entrada continua es constante entre cada muestreo. &
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B . Sistemas con Retardo.

Se asumird que algun elemento en la Fig. 2.3 (actuador, planta y/o sensor/transmisor) tiene un retardo
que es multiple del tiempo de muestreo. Por ejemplo, si se considera al actuador con un retardo ¢-de /T
unidades de tiempo, entonces, de la Fig. 2.3 se puede escribir para la planta,

X(t) = Ax(t) +bu(t) +ep(t), y(t)=cx(¢)+du(t)+ fp(t),
para el actuador,
A1) = A N0 +by(r—1,), u(t)=en)+dy(r-1,),
y la relacion en el sensor/transmisor es,
T()=Ay@O+by(@®), y,(O)=c,y(0)+d,y(0).
Luego de algo de algebra,

n() A, 0 0 n,(® b, 0
x(¢) [=| be, A 0 || x(?) |[+| bd, |v(t—t)+| e |p(®),
Y(l) bstdca bstc Ast Y(t) bstdda bstf
y para la salida,
p(0)
l 1(?)
V(kT) V(t) u(t) mc.c. y(t)
va(KT) va(?) va(?) o(?)
—» S/H > 1 > {A,b,c,e}
actuador
ys(kT) ys(?)
o(kT) o(?)
méquina cc cargd +— S [« 1
sensor/transmisor b)
5 T T T T
4 ©)
=
=
=
0 0—0—e
0
T T 1 T
4 d) 1
Va(t) va(kT)
3 3
=
=
0

Fig. 2.5 Equivalente discreto de la maquina c.c.; a) esquema, b) diagrama discreto equivalente, ¢) salidas continuas y
discretas, d) entradas continuas y discretas.
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n)
y(@)=ld,de, d.,c c.]| x(t)|+d,ddv(t-t)+d,fp()-

(1)
El sistema anterior se puede expresar como,
V() = Ap(0) +bv(t—t,) +ep(t), y, () =cy(t)+dv(t—1,)+ fp(7),

donde y(?) es el vector de estados y(?) = [n(#)” x(?))" y(t)"]" y las matrices A4, b, ¢, 4, e, y f definidas de
acuerdo a las expresiones anteriores, que resultan iguales al caso sin retardo. Andlogamente al caso
anterior, un modelo discreto equivalente de las ecuaciones anteriores para entradas constantes entre cada
muestreo estard dado por,

WkT +T) = Ay(kT) +b (kT —IT) +e,p(kT) 'y y.(kT)=e,w(kT)+d v(kT —IT)+ f,p(kT)

donde, [T es el retardo total entre la sefal v(¢) e ys(¢) y las matrices Aa, ba, €a, ds, €a y f4, son idénticas al
caso sin retardo. La expresion anterior no esta en la forma general de ecuaciones de estado de diferencias
por la presencia del retardo /7. Sin embargo, si se definen las variables de estado,

w(kT) =v(kT -IT) w(kT +T) =v(kT =IT+T) =w,(kT)
w,(kT) =v(kT -IT +T) Wy (kT +T) =v(kT —IT +2T) = w,(kT)
: y por lo tanto, : ,
w, (kT) =v(kT —2T) w, (kT +T)=v(kT =T) =w,(kT)
w,(kT) =w(kT-T) w(kT+T) =v(kT)
entonces las ecuaciones discretas con retardo se pueden escribir como,
[ wkT+T) | [A, b, 0 - 0 O] wkT) | [0] e, |
w (kT +T) 0 0 1 -+ 0 O w(kT) 0
w, (kT +T) 0 0 0 - 0 Of w(kT) 0 0
: = ... .| L D)+ L | p(KT),
w,_ (kT +T) 0 0 0 -+ 0 1w, (kT)| |0
_w,(kT+T)J L0 0 0 -+ 0 Of w(kT) | | 1] | 0
y para la salida,
[ W(T) |
w,(kT')
w, (k)
ys(kT):[cd d, 0 - 0 O] : + f,p(kT).
W, (kT)
| w(kT) |

Noétese que ha habido un aumento en el nimero de variables de estado para la representacion del retardo.
En particular, hay / variables de estado extras.
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Ejemplo 2.5. Considere el sistema ilustrado en la Fig. 2.6 donde la planta es una maquina de c.c., el actuador tiene un retardo
de 1 sy el sensor/transmisor ks =1. Encuentre un equivalente discreto entre v(kT) e ys(kT). R.: El ejemplo anterior arroja para

0.050  0.236 0.997 -2.077

y ea corresponden a los parametros del modelo discreto sin retardos; sin embargo, y atendiendo al retardo, el modelo queda
xX(kT + T) = Aax(kT) + bava(kT-2T) + eat(kT). Esta no es una representacion en variables de estado; sin embargo, se define,
wi(kT) = v(kT-2T) = va(kT-2T) y w2(kT) = v(kT-T) = va(kT-T), entonces, wi(kT+T) = V(kT-T) = va(kT-T) = wa(kT) y w2(kT+T)

. . . -0.029 -0.136 0.359 0.997
el sistema sin retardo (para ¢ = T'= 0.5) las matrices, A, = , b, = ye, = , donde Aaq, ba,

x(kT+T)
= WkT) = vu(kT). Por lo tanto, se puede escribir el modelo extendido dado por, |w(kT+7T)| =
w, (kT +T)
A, b, 0] x(kT) 0 e, x(kT)
0 0 1| w(kT)|+|0|v,(kT)+| O |t,(KT), o)(kT):[cd 0 0] w,(kT) |. La Fig. 2.5 muestra la simulacion del
0 0 O|w(D))| |1 0 w, (kT)

sistema continuo y discreto. Notese la equivalencia perfecta debido a que la entrada es constante entre cada muestreo. &

2.4 Retardos Intrinsecos.

La representacion del controlador se realiza entonces mediante ecuaciones de estado, ecuacion de
diferencias y/o su F. de T.. Sin embargo, la implementacion practica se realiza a través de su ecuacion
de diferencias o ecuaciones de estado. Por ejemplo, la ecuacion del controlador podria ser v(kT) = kce(kT)

p(0)
_ 1(1)
V(kT) V(t) u(t) = mc.c. y(t)
vo(kT) va(0) Va(t-1) o(f)
—>»| S/H > »{ {A,b,c e}
actuador
ys(kT) ys(?)
carga o(kT) o(t)
maquina cc & +— S < 1
sensor/transmisor b)

o
[
[
[
oY o

o V() va(kT) ]

Fig. 2.6 Equivalente discreto de la maquina c.c.; a) esquema, b) diagrama discreto equivalente, ¢) salidas continuas y
discretas, d) entradas continuas y discretas.
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=ke(ya(kT) - ys(kT)). Es decir, en cada instante de muestreo, el sistema digital debera (i) sensar la variable
vs(kT), (i1) generar el error e(kT), (i1i) generar la senal de salida u(k7) y (iv) enviar la sefial v(kT) al
retentor; esta secuencia se repetird indefinidamente y se supone que se ejecuta instantaneamente, Fig.
2.7(a). Sin embargo, en la practica estas acciones no son instantaneas, en particular, el sensar la variable
vs(kT) se realiza con conversores analogos/digitales (A/D) y el enviar la sefial al actuador se realiza con
convertidores digital/andlogo (D/A) y un retentor de orden cero normalmente. Es mads, si se considera
que el controlador es algo elaborado, entonces las ecuaciones que lo describen debieran ser del tipo,

{Cl(kT”)} :{_0‘2 0 }P(H)}{ : }e(kT), v(kT) =[1 O]{Ql(kT)}+e(kT),
(kT +T) 0 -05]|¢,Kkn)| |02 ¢, (kT)

lo que naturalmente le tomara tiempo al sistema digital. En consecuencia, la sefial calculada v(k7) no se
aplica en el instante discreto k7 y se aplica en el instante k7 + T. Esta situacion se presenta en la Fig.
2.7(b). Claramente, en el instante de muestreo k7 + T se aplica la salida v(kT) lo que entonces agrega al
sistema un retardo igual a una unidad de tiempo de muestreo.

Noétese que este retardo no se agrega explicitamente a la F. de T. del controlador, sino que aparece por la
forma de su implementacion digital, Fig. 2.8. La F. de T. de este retardo es z”! lo que implica la presencia
de un polo en el origen. Si bien su aparicion es ineludible y no deseada, su efecto es facilmente
compensable.

2.5 Polos de un Sistema Discreto Equivalente.

Los polos de la F. de T. de un sistema definen si éste es estable entrada/salida y los valores propios de su
representacion en variables de estado definen si éste es internamente estable. Es mas, los polos son un
subconjunto de los valores propios; por lo tanto, si se asegura que los valores propios son estables,
entonces lo son los polos. Una interrogante importante es saber qué pasa con los polos de un sistema
continuo al encontrarse su equivalente discreto. Este es el caso al encontrar el equivalente del actuador-
planta-sensor/transmisor para efectos de disefiar un controlador apropiado, Fig. 2.8.

A . Polos Equivalentes en Sistemas sin Retardo.

Sin lugar a dudas que la representacion en variables de estado es la més apropiada,
(1) = Ay(t)+bv(t) +ep(t), v (1) =cy(t)+dv(t)+ fo(1),
por lo tanto, sus valores propios son los A tal que se cumple,

A 0 0

det{M~-A4}=0,con g=| bc, A 0|,
bstdca bstc Ast

a) (i) muestrear yy(kT) (i) muestrear yy(kT + T) b) (i) muestrear y(kT) (1) muestrear y(kT+T)
(ii) calcular e(kT) (ii) calcular e(kT + T) (iv) enviar v(kT-T) (iv) enviar v(kT)
(iii) calcular v(kT) (iii) calcular v(kT + T) (i1) calcular e(kT) (ii) calcular e(kT+T)
(iv) enviar v(kT) (iv) enviar v(kT + T) (iii) calcular v(kT) (iii) calcular v(kT+T)
¢ ¢ YVYV i Yvy l
I I > i | i | >
kT kT+T kT kT+T

Fig. 2.7 Tiempos de ejecucion del controlador discreto; a) ideal, b) real.
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por lo que los valores propios de 4 (A1, Aa,...) son los valores propios de la matriz Aa (Aaal, Aaa2,...),
A (A1, Aa2,...) Y Ast (Aastl, Mage2,- .. ). Es decir, el conjunto formado por los valores propios del actuador,
planta y sensor/transmisor. Si los elementos de este conjunto son distintos entre si, entonces la matriz 4
puede ser escrita como,

diag{?»Aal,KAaz,...} 0 0
A=T 0 diag{A, Ay} 0 T =Tdiag{7»ﬂl,7\.ﬂz,...}T_l,
0 0 diag{?x.Anl,XAstz,...}

donde T esta compuesta por los vectores propios de 4. Por otro lado, el sistema discreto queda
representado por,

YT +T)=Ay(kT)+bv(kT)+e,p(kT), vy, (kT)=c,y(kT)+d v(kT)+ f,p(kT),
donde,

A, =0(T)= e, b, = {J.oTeﬂ(T_c)EdG} > € = {J.oTeﬂ(T_U)EdG} ey =c,d,=dy f,=f-
Por lo tanto, los valores propios del sistema discreto son los Aaq tal que se cumple,
det{i, I-A,;}=0.

Sin embargo,

0 0 1 0 k
A (I)(T) —e — Z (./qT)k z (leag{X s ,'129 }T T) z dlag{k s ,12’ }T) T_l
k=0 k ! k=0 k! k=0
- . A
Z (AT 0
k=0 k! ¢ e}‘ﬁlT 0 ’
< (A, T
=T| 0 ylell ol o e o1
i k! . . .
por lo que,

p(s)

l p(t)
vu(2) e(2) v(z) v(s) u(s) planta y(s)
vad(kT) — e(kT) 7o) - i V(kT)‘ V(l)‘ o) u(l)‘ (), () o)

P (A b, ¢ 4.} [ {0, 1, 1,0} > S/H > (A, by, Ca )} > (A b, c.d, e, f}
. controlador actuador
ys(2) ys(s)
ys(kT) P ys(t) hy(s)
S - {Asts bstr cst7 dst}
sistema digital

sensor/transmisor

Fig. 2.8 Sistema hibrido que incluye el retardo de calculo intrinseco en el controlador.
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e’ 0

det{h, I-A,} =detii, I-T| 0 =" 0 |T"

Aa T AT
e 0 e 0

=det{TA, T'=T| 0 &' 0|T"' =det{Tir, —| 0 =" 0 [T

AT v
e 0 e 0

=det{T}det{A, I-| 0 &' 0 |tdet{T'}=detir I-| 0 =" 0

Esta expresion demuestra que los valores propios Asq del sistema discreto Aqg estan relacionados con los
valores propios A4 del sistema continuo 4, a través de la expresion,

hal

Ay, =€

Esta simple expresion contiene gran cantidad de informacion relativa a la estabilidad de sistemas. Por
ejemplo, un sistema continuo que tiene un polo estable puede expresarse como ps = ¢ +jw, donde G es
negativo, al encontrarse un sistema discreto equivalente, este polo que dado por,

p. =P = el = ¢ LeoswT + jsinwT},

como o < 0 entonces e°” < 1, por lo que el polo discreto p- tiene médulo menor que 1 y - dependiendo
de o y del tiempo de muestreo 7 - podra ser real positivo, real negativo o simplemente complejo. Un
analisis mas detallado de lo que ocurre con los polos de un sistema continuo se revisa a continuacion.

B . Polos Equivalentes en Sistemas con Retardo.

En este caso es recomendable utilizar la representacion en z del sistema actuador-planta-
sensor/transmisor. La representacion es,
(z2) z-1 1
2@zl ) L on (5)h,(s) .
v(z) z s .

en donde el retardo total #- = es [T, con [ entero positivo. Se puede apreciar que la presencia de un retardo
agrega [ polos en el origen. Se demostrara que la presencia de estos polos es nefasta para efectos de
control, en particular para la estabilidad de los sistemas.

2.6 Mapeo de Polos de Sistemas de 1°"y 29 Orden.

Sistemas de orden superior pueden descomponerse en sistemas de 1°7 y 29 orden. Por lo tanto, es
conveniente conocer en detalle el comportamiento de éstos sistemas, pues los resultados son escalables.

A . Sistema de 1°" orden.

Estos sistemas tienen por definicion un polo ps, por lo que el polo del sistema discreto equivalente esta
dado por p. = 7. Claramente, el polo discreto es un niimero real positivo independiente del valor de ps.
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En particular, si el polo continuo es estable (negativo), entonces el polo discreto esta al interior del circulo
unitario, Fig. 2.9, por el contrario, si es inestable (positivo), entonces el polo discreto esta fuera del circulo
unitario.

B. Sistema de 2do orden.

Los sistemas de segundo orden tienen dos polos complejos dados por,

Ps12= 'gﬁ)n i](i)n \[1—&)2 .

Los sistemas de 2% orden con raices reales se pueden estudiar como dos sistemas de 1°" orden y, por lo
tanto, el analisis anterior es valido. Se sabe que el sobrepaso depende de & y que la rapidez depende de
.. Es de interés entonces saber donde estan las lineas de igual sobrepaso y las de igual rapidez. Los
polos discretos son,

“Eo,tjo, 16T T o 5 . .
pzlﬂzze{ } — g ol gt INIE _ Lo, cos(conT 1-§ )+js1n(conT 1-¢& ) ,

y la grafica de éstos se muestra en la Fig. 2.10. Las curvas para § constante se muestran en la Fig. 2.10(a)
que corresponden a espirales y para £, constante en la Fig. 2.10(b) que corresponden a circulos
concéntricos. La Fig. 2.10(c) muestra el mapeo de un area en s en que 0.707 <& < 1 y para un rango de
Ew,. Lo ilustrado en las figuras es para una raiz compleja, por supuesto, la raiz conjugada aparece
conjugada también en z. Notese que en la medida que las raices en s tengan una parte imaginaria igual a
n/T, entonces la raiz discreta equivalente tiene parte imaginaria nula. Es mas, una raiz en s arbitraria dada
por

'éO\)n i]mn 1—&2 9
y otra dada por,

-En T j(0nAf1-E" +27/T),

tienen equivalentes discretos dados por,

et {cos(mnT@)Jerin(‘DnT@)}’

planos ¢ T plano z
ps —> -o€ ps=0 ps —> -oc ps=0
;U NV

Fig. 2.9 Mapeo de polos continuos a discretos en un sistema de 1°" orden.
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y por,
e =" {cos(mnT 1-¢&° ) + jsin ((onT 1-& +2rT/T, )} )
Si el tiempo de muestreo 7 es igual a 7 entonces las raices en este ultimo caso serian,
et {cos(mnTM) +jsin(conTM)} :
Es decir, ambas raices son mapeadas al plano discreto a lugares idénticos. Es facil inferir que si raices
distintas del plano continuo se mapean a lugares idénticos en el plano discreto acarreara problemas. Los

efectos practicos de este importante fenomeno seran estudiados en profundidad mas adelante. Sin

A A

plano s plano z
——————————— ju/T
£=0.707 26=0
(a) < >
£=1 \mn o
plano s 4
Y, S . J & jm/T
&(,0,,>1 éwnzl“awn:o
(b) Ny >
w,=0
1 A A 1
plano s £ = 0707 plano z
Qs Y jn/T
(c) >
Eo,>1 &, =1 N
®,=0

Fig. 2.10 Mapeo de polos continuos a discretos en un sistema de 2% orden; (a) & constante, (b) Em. constante, (¢) area.
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embargo, las ecuaciones anteriores indican que la eleccion del tiempo de muestreo 7 se crucial en la
aparicion de este fenomeno.

2.7 Seleccion del Tiempo de Muestreo.

La idea basica en la seleccion del tiempo de muestreo es que el sistema discreto equivalente
efectivamente represente al sistema continuo. Esta condicion podria no darse si por ejemplo, la dinamica
del sistema continuo fuera oscilatoria y el muestreo no ilustrara correctamente estas oscilaciones. Es mas,
las variables continuas podrian alcanzar valores prohibitivos, que naturalmente no estarian representados
por el sistema discreto. El siguiente ejemplo ilustra esta situacion.

Ejemplo 2.6. Considere un sistema continuo de segundo orden con k, = 1, £ = 0.3 y w,» = 6.58. Simule el sistema continuo
y comparelo con su equivalente discreto para un tiempo de muestreo igual a 7= 0.5 o menor (utilice C.I. nulas). R.: En este

0 1

caso, el sistema continuo queda representado por A =
—43.383 -3.952

0
b = tiene raices dadas por -Em, +
} v {43.383} Y por%

Jon\J1-8> =-1.975 £ j6.283, por lo que 6.283 < /Ty por lo tanto, 7 < 0.5. El sistema discreto equivalente para 7= 0.5 es
| -0.372 0
Lo 0372

condicion para entrada escalon u(z-1). Claramente, la segunda variable de estado discreta no interpreta a la segunda variable
0.192  0.097 0.808
Yy by = .

-4.213 -0.192 4213

La Fig. 2.11(b) muestra las variables de estado continuas y discretas para esta nueva condicion y ahora si que el sistema
discreto interpreta correctamente al sistema continuo. &

1.372 . . .
} y b, ={ 0 } La Fig. 2.11(a) muestra las variables de estado continuas y discretas para esta

de estado continua. Por otro lado, el sistema discreto equivalente para 7= 0.25 es A, :{

2:x1(%), 2x1(kT)

2:x1(8), 2:x1(kT)

XQ(Z‘), X2(kT)

-2

Fig. 2.11 Efecto del muestreo en sistemas de 2% orden oscilatorio; (a) 7= 0.50, (b) 7'= 0.25.
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El caso anterior no representa problemas si se cumple que la parte imaginaria de las raices es menor que
n/T. Esto era esperable puesto que el mapeo indica una localizacion unica e inequivoca de las raices de
s en z. Otra condicion podria ser el caso de un sistema no oscilatorio, pero de constantes de tiempo rapidas
comparadas con el tiempo de muestreo. El siguiente ejemplo ilustra esta situacion.

Ejemplo 2.7. Considere el sistema ilustrado en la Fig. 2.6 donde la planta es una maquina de c.c., el actuador no tiene retardo
y el sensor/transmisor ks =1. Encuentre un equivalente discreto entre v(kT) e ys(kT). Simule el sistema continuo y comparelo
con su equivalente discreto para un tiempo de muestreo igual a 7 = 0.5 o menor (utilice C.I. nulas). R.: En este caso, el

. . . -0.029 -0.136 0.359 0.997 .
sistema discreto equivalente es A, = 0050 0236 |’ b, = 0.997 y e, = 077" La Fig. 2.12(a) muestra las

variables de estado continuas y discretas para esta condicion para entrada escalon u(#-1). Claramente, las variables de estado
discretas no interpretan a las variables de estado continuas. Por otro lado, el sistema discreto equivalente para 7= 0.05 es

¢ 10124 0.926 0.076 -0.359

para esta nueva condicion y ahora si que el sistema discreto interpreta correctamente al sistema continuo. Notese que el sistema
tiene valores propios dados por A1 =-21.44 y A, = -3.151, lo que implica constantes de tiempo dadas por t1 = 0.0466 y 12 =
0.3174. El tiempo de muestreo que entrega buenos resultados es 7= 0.05 que es aproximadamente igual a la menor constante
de tiempo. Se puede concluir entonces que el tiempo de muestreo debiera ser - a lo mas - igual a la menor constante de tiempo
del sistema. &

. —-0.336 0.570 0.076
A, = {O 271203 } , b, = { } y e, = { } . La Fig. 2.12(b) muestra las variables de estado continuas y discretas

Este ultimo caso indica que el tiempo de muestreo debe ser - a lo mas - igual a la menor constante de
tiempo del sistema. En el caso de existir raices complejas se encontré que el tiempo de muestreo debe
ser tal que la parte compleja de las raices sea menor que ©/7; sin embargo, la parte real de las raices
complejas tienen un comportamiento analogo a las constantes de tiempo de un sistema no oscilatorio. En
consecuencia, el tiempo de muestreo también debe cumplir con ser - a lo mas - igual a la parte real de la
raices complejas si estas existen.

Otro aspecto importante en la seleccion del tiempo de muestreo es la presencia de retardos, en este curso
solo se analizan casos de sistemas en donde el retardo es multiplo de éste. Por lo tanto, se espera que el
tiempo de muestreo sea - a lo mas - igual al retardo del sistema.

En resumen, el tiempo de muestreo debe ser el menor de todos los casos mencionados anteriormente
seguin sea el sistema. Si no es posible definir alguna de las desigualdades, entonces el tiempo de muestreo
debera tomarse de acuerdo a otros parametros de disefio. Por ejemplo, el ancho de banda esperado del
sistema resultante al incluir un controlador. Este aspecto sera tratado en profundidad al estudiar sistemas
en régimen transiente.

2.8 Ejercicios Propuestos.
Resuelva los problemas siguientes. Anote todo su trabajo.

A . Nivel basico.

1.- Proponga una representacion en variables de estado para los siguientes sistemas,
2 +0.2 2’ =05
(@ ———— b)) ——
z(z"4+0.5z) z°+0.25z
0.2 z
(¢) ———+0.5 d —-
22 +0.5z z'=0.5

2.- Para un sistema como el mostrado en la Fig. 2.3 donde /4(s) = 1, hs«(s) = 1, determine la F. de T.
discreta equivalente si /,.(s) esta dado por (utilice el méximo - de existir - tiempo de muestreo),
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10 s—1 o1
(@ — b) ——e™
s s+1
S2 - 1 0.1 1
c) ——e " d ——
© s*+1 @ s’ +1.8s+1
3.-  Simule el sistema continuo y el discreto encontrado en los problemas 2(c) y 2(d) para corroborar

su propuesta.
4.- Determine si los sistemas descritos por las siguientes F. de T. convergen o no para una entrada

escalon,
10 _, 10
(@) —e b)) —
s s+1
1 s—1
c d —e*
©) s*+1 @ s+1
1 1
e
©) z+0.2 ® z—0.2
z—-0.1 z+0.1
h
(®) z+0.2 ) z+0.2
5.-  Simule los sistemas en 4 para entrada escalon para corroborar sus conclusiones.

6.- ¢ Como altera los resultados la ubicacion del cero en 5 para los casos 4(g) y 4(h) ?.

B . Nivel intermedio.

1.- Para un sistema como el mostrado en la Fig. 2.3 donde /4(s) = 1, hs(s) = 1, determine la F. de T.
discreta equivalente - expresion algebraica - si 4,.(s) esta dado por,
1
(@) k& b)
s
5 T T T T T T T T T
4 »
@ 3- wi(t), oi(kT)
ol (1), ia(kT) }
s -
0@ | | | | r
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 1.6 1.8
5 T T T T T T T T T
ns
(b) 3k io(1), ia(KT) (1), okT) ]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

Fig. 2.12 Efecto del muestreo en sistemas de 2% orden no oscilatorio (motor c.c.); (a) 7= 0.50, (b) 7'= 0.05.
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(©)
2.-

3.-

(2)

(©)

4.-
5.-

1 (d) 1 e*lTS
P s(ts+1) P s(ts+1)
Encuentre una expresion para el maximo tiempo de muestreo en 1(c) y 1(d) de manera que el
sistema discreto equivalente represente fielmente al continuo.
Para un sistema como el mostrado en la Fig. 2.3 donde &u(s) = 1, hu(s) = 1, determine una
representacion en variables de estado (A, b, ¢, d) entre la entrada v(kT) y la salida ys(kT) si la planta
esta dada por,

1 1
k — b) %
Ps ®) Prs+1
1 ®’
- d k ————n
P s(ts+1) @& s* 428w, +

Repita el problema 3(a) y 3(b) pero asuma un retardo igual a un tiempo de muestreo.
Encuentre una expresion para el maximo tiempo de muestreo en 3(c) y 3(d) de manera que el
sistema discreto equivalente represente fielmente al continuo.

Nivel avanzado.

(, Es posible encontrar el equivalente discreto exacto para un sistema como el mostrado en la Fig.
2.3 donde hu(s)hyu(s)hs(s) no es una F. de T. propia (el orden del numerador es mayor al del
denominador)?. Fundamente su respuesta.

Encuentre la ubicacion y cantidad de valores propios de un sistema de ecuaciones de diferencias
obtenido como equivalente de un sistema continuo de orden » con retardo /7.

(, Por qué al encontrar la F. de T. discreta equivalente a la F. de T. continua dada por k, ———
s(ts+1)

aparece un cero finito 7. Notese que la F. de T. continua no tiene ceros, ;0 si los tiene ?.

Encuentre una representacion en variables de estado discretas equivalentes de un sistema continuo

que tiene retardo en el actuador 7., en la planta 7, y en el sensor transmisor .

(, Como queda la relacion de ganancias entre un sistema continuo con integradores en el origen y

su equivalente discreto ?.
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3 Estado Estacionario en Sistemas Realimentados.

Los sistemas realimentados son los mds difundidos entre los disefiados por el hombre.
Esto se debe a sus ventajas comparativas tanto en estado estacionario como dinamicos.
En este capitulo se analizan los beneficios obtenidos en estado estacionario al utilizar
esta estrategia; entre éstos se cuentan, la disminucidn de la sensibilidad a cambios de
parametros, el mayor rechazo a perturbaciones y la reduccién/eliminacién del error en
estado estacionario. Para estos efectos se introducen conceptos nuevos que son validos
para sistemas continuos, discretos e hibridos.

3.1 Introduccion.

El sistema continuo en L.A. ilustrado en la Fig. 3.1(a) se puede escribir en base a sus F. de T. como,
y(8) = h,, (s)u(s)+h,,(s) p(s) = h,, (s)h,(s)V(s) + h,, (s) p(s) = h,,(s)v(s) +h,, () p(s) »

y por lo tanto simplificado como se ilustra en la Fig. 3.1(b). Si la perturbacion es nula, entonces la F. de
T. es simplemente /,,(s). Por otro lado, el sistema en L.C. ilustrado en la Fig. 3.1(c) cumple con,

y(s)=hy, ()u(s)+hy, () p(s) = h, (s)h,(s)v(s) +h,,(s) p(s)
= b, ()R, (5)e(s)+ D, () P(5) = &,,(5)e(s) + I, () p(s)
y por lo tanto simplificado como se ilustra en la Fig. 3.1(d). Al analizar el error e(s) se tiene que,
e(s) =y, () =r(s)y(s) = y, () =r(s)(g,.(s)e(s) + h,, () p(s)) = y,(s) = 7(5)g . (s)e(s) =r(s)h,, (s) p(s) »

por lo que,

l p(s) l p(s)
t t
v(s) u(s) P planta »(s) v(s) P (s)
' (o) O 6 o) e "0 Il By ) >0
{Aas bm Ca, du} o {A’ h’ C, d, &f} {Am bh’ Ch, d/,, eh»ﬁz}
actuador
(a) (b)
p(s) l p(s)
t t
vls)  els) v(s) u(s) l PO e W) s es) P Ws)
o 0 (o) O e O 6 ) YO D Yo
{Aq, be, Cey d,} {Au, by, €0y d,} > (Ab,c,d e/} {Ag by, ¢4, d, €0, £}
) controlador actuador
s(s)
D) hg(s) 7(s)
control analogo {Ast, by, €, dor} {A,, b, ¢, d}
sensor/transmisor
(© (d)

Fig. 3.1 Sistemas continuos; (a) en L.A., (b) L.A. simplificado, (¢) L.C., (d) L.C. simplificado.
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B 1 —r(s)h,,(s)
O o0 .o
por otro lado, e(s) = ya(s) - ys(s) = ya(s) — r(s)y(s), por lo tanto,
I —r(s)h,,(s)

Ya($)=r()y(s) =17 (s)

r©2. " g

de donde finalmente,

_ 8 e (s) hyp (s)
y(s)= 1+7(5)g,.(s) Yal$)+ 1+7r(s)g,.(s)

Las expresiones anteriores muestran que las relaciones de entrada salida se ven alteradas por el hecho de
utilizar realimentacion. En particular, por tener r(s) # 0. Los beneficios de utilizar realimentacion
debieran evidenciarse en estas funciones. Similarmente, se tiene para el sistema continuo controlado
discretamente como ilustrado en la Fig. 3.2(a) que el equivalente esta dado por Fig. 3.2(b) (ver capitulo
anterior para su obtencion), donde se asume para efectos de analisis que la perturbacion es nula.
Adicionalmente, se puede simplificar a lo ilustrado en la Fig. 3.2(c) puesto que,

y(2)=h, (2)W(2) = h,, (). (2)e(z) = g,.(2)e(2)

por lo que el error esta dado por,

p(s)=h, y,(s)+g,p(s)-

1
ezZ)=———mm Z),
R T
p(s)
p()
yd2) ez V() v(s) u(s) pana  ¥(s)
vakT)  e(kT) hi2) V(kT)‘ V(t)‘ his) u(t)‘ o), Io(5) O]
| {Acbe ¢ d) > SH P (Aw by e d) | (A b cd e
) controlador actuador
s(2) Vs(s)
Vs(kT) ~ s(0) ha(s)
S - {Asta bst> csta d.vl}
control digital
sensor/transmisor
(@
va(2) e(2) v(z) »2) val(2) e(z) ¥(2)
k k k k k k
vdkT)  e(kT) 7o) w( T)‘ ) W(kT) ydkT)  e(kT) 2.(2) W(KT)
{Ac’ sz Ce, dc} i {Ayva byv’ cyva dyv} {Ag’ bg’ cg’ dg}
) controlador
s(2)
ys(kT) he(z) r(z)
{Asta bsta Csts ds!} {Ara brv cra d}}
sensor/transmisor
(b) (©)

Fig. 3.2 Sistemas hibridos; (a) planta continua y control discreto, (b) equivalente discreto de la planta, actuador y
sensor/transmisor mas el controlador discreto, (¢) L.C. simplificado.
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de donde finalmente,

g0
() 11 r(2)g,.(2)

Se debe hacer notar que lo ideal es tener y(s) = y4(s) 0 ¥(2) = y4(z) segun sea el caso.

Ya(2)=h, (2)y,(2)-

3.2 Efectos de la Realimentacion.

A continuacion se revisan los beneficios de la realimentaciéon mediante el analisis de las F. de T.. En
particular, se introducen y revisan los conceptos de sensibilidad, rechazo a las perturbaciones, rechazo al
ruido y error en estado estacionario.

A . Sensibilidad.

Se define como la variacidon porcentual de alguna cantidad especifica del sistema con respecto a la
variacion porcentual de algun parametro del sistema. Por ejemplo, la sensibilidad de la F. de T. A(s) con
respecto a la variacion en el parametro a se denota y define entonces por,

g = %cambioens Ah/h o dh

a_%cambioenoc_Aoc/oc_Za'

Cuando S’ — ( se tiene que el sistema tiende a ser insensible. Por lo tanto, S/ = 0 es la condicion ideal.

Ejemplo 3.1. Calcular §} para L.A.y para L.C. R.:

a) Shw _ hyu dhyv _ hyu . d(hyuha) _Lh _1
“ h,dh, h,h, —dh, h "

pd yu

wa _ _ U Wa yu

h dh _ h d g ye _N h} i d hyu ha hc
o h, dh, g, /+rg,) dh, |1+rg, | kb IQ+rh hh) dh, |14k b

b) Y yu ‘a "¢ yu'"a "¢ yu"ta e

Lkrh b (U rh )~ rh bk b |

yu'ta’c yu"a’c a "¢’ yuTa "¢

hh, (+rh_hh) T larh b, 1+,

yu'ta'"c yu'"a’"c

Dado que S:«"«“d < S:J’“ se tiene una ventaja de sistemas en L.C.. Notar que S;’«‘«“d =058l p;(s) >o0. %
» »

El ejemplo anterior muestra que la sensibilidad es una funcién que depende de s y por lo tanto se puede
dibujar su D. de B.. Es decir, la sensibilidad depende de la frecuencia y por lo tanto los requerimientos
de condicion ideal pueden relajarse requiriendo sensibilidad cero en un rango dado de frecuencias. Es
mas, puede relajarse todavia maés si se requiere sensibilidad s6lo menor que un € > 0 en un rango de
frecuencias.

Ejemplo 3.2. Si gye(s) = ky r(s) = 1, calcular §; para L.A.y para L.C.. R.:

vdk ku
ook 0+b-k_ |

T k) (+k)?  1+k
Si k>0, el sistema en L.C. presenta una salida menos sensible a cambios de la ganancia del proceso. Por ejemplo, si k= 10,
el sistema en L.C. es a lo menos 10 veces menos sensible. &
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B. Perturbaciones.

El sistema de la Fig. 3.3 estd en L.A. y tiene una perturbacion. La ecuacion que describe a este sistema
es la siguiente,

@, (8) = 1, ($)v, () + A, ()1, (5) »

entonces,

o, (s)
948) iy )
L (S) v, (5)=0 o (S)

Es decir, la perturbacion afecta la salida a través de la F. de T. £,,(s). La misma planta pero con un control
realimentado se muestra en la Fig. 3.4. En este caso, las ecuaciones que describen a este sistema son las
siguientes:

3020

3010

3000

2990

2980

o, (s) = h,, ()k .k, (@, (s)—o,(s)+h, ()t (s)

h k k h
o) = e e
1+ hyu ($)k k, 1+ hyu ($)k k,
l t](S) +v,- - Vf+
e - ! . wy, i, Jp
motor { I } i

E hy(s) i =
vils) | :l ' o) S
1 hy u(S) 1 maquina cc carea

(a) (b)

Fig. 3.3 Sistema con perturbacion en L.A.; (a) diagrama, (b) sistema.

["

Q7] v Va Q)]
e k. > Lk, > motor >
(a)
T 2780 T 2780 .
.. N Aoy
—/ \/\/\/: 2775 -_/\/\/\/\ 2775 =
l 2770 ‘ 2770 ;
0 2 4 0 2 4 0 2 4
(b) © ()]

Fig. 3.4 Sistema (motor cc) con perturbacion en lazo cerrado. Se asume perturbacion # sinusoidal de amplitud y frecuencia
unitarias; (a) diagrama en bloques, (b) oscilacion de velocidad en L.A., (¢) oscilacion de velocidad en L.C., (d) oscilacion de

velocidad en L.C. pero con frecuencia de la perturbacion de 5 Hz.
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entonces,
o, (s) _ h,, (s)
B |, e TR (K,
por lo que en la medida que se cumpla que,
h,
LS) < ‘ h (s)|,
1+h, (s)kk, ”

las perturbaciones afectan en menor grado la salida en L.C. comparado con el mismo sistema en L.A..
Es mas, mientras mayor sean A,.(s) y k., menor es el efecto de la perturbacion en la salida. Es importante
destacar que el controlador es la componente disefiada y normalmente es donde se puede imponer la
condicion anterior. Ademas, la relacion entre la perturbacion y la salida es funcion de s y por tanto de la
frecuencia. Es decir, una perturbacion de igual amplitud puede afectar en mayor o menor grado a la salida
dependiendo de la frecuencia de ésta.

C. Ruido en el Sensor.

Se asume el esquema ilustrado en la Fig. 3.5, en donde hay un ruido que se suma en el lazo de
realimentacion y por lo tanto se transmite al controlador. Para analizar el efecto del ruido aisladamente,
se asume p(s) = ya(s) = 0, por lo que se obtiene y(s) =-g (s)r(s)(y(s)+n(s)) . Entonces,

(s) __~&.(r(s) _ —h, () (A ()r(s)
n(s) ya(@)=p(s}=0 1+g,(s)r(s) 1+h, (), (s)h.(s)r(s)

Para disminuir la sensibilidad al ruido se debiera tener que /,.(s), /4(s), hc(s) 0 r(s) tiendan a cero, lo que
se contradice con la atenuacion de las perturbaciones.

D. Ganancia dcy Constante de Tiempo.

Un sistema en L.A. puede tener una ganancia y una constante de tiempo perfectamente definidos. La
interrogante es si este sistema pero en L.C. puede resultar en modificaciones en estas caracteristicas. Es
decir, ;, se puede eventualmente hacer el sistema mas o menos rapido de lo que es en L.A. ?. Para esto se
analiza el caso del motor de c.c. alimentado en forma independiente, Fig. 3.6(a). Las ecuaciones que
rigen la dinamica del motor — al cual se le asigna una friccion d asociada con la carga - son:

di dm
“te,, t,=J—+do,+t,
t dt

v,=Ri +L,

considerando que t. = kni. y e« = kny, se tiene que las ecuaciones anteriores quedan,

l p(s)
t
vls) el PO o
t
Va(t) e(?) (s), 2p(5) y(0)
{Aqg, by, cg, dy, €, fo}

n(s)
7(s) ()

{Ar’ br’ cr7 d}’}

Fig. 3.5 Sistema con ruido en el sensor.
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M+km s tezJ@+dwl+tl,

v,=Rt /k,+L,
dt dt

aplicandola T. de L.,
R, +sL
v.(s)= “k—s" t,(s)+k,o(s), (Js+d)o,(s)=t,(s)—1,(s)-
Un diagrama en bloques equivalente a las ecuaciones anteriores se muestra en la , Fig. 3.6(b). Notese la
condicion de L.C. en el modelo, que no corresponde a la incorporacion de un lazo de control sino por el
contrario, a la naturaleza propia del modelo del motor. Si #(s) = 0 (es decir, la perturbacion es considerada
nula), entonces,

O‘)I(S) _ k

m

v.(s) (R +Ls)Js+d)+kk

Si 1, = L4/R, es considerada mucho mas rapida que la constante de tiempo mecanica t, =J/d, ésta se
puede despreciar quedando la F. de T. anterior como,

o)k

v,(s) Ts+1
k RJ
con kl = m y ’[1 = ¢

Rd+kk, Rd+kk,

puede ser representada por un sistema de primer orden como ilustrado en la Fig. 3.7(a) que corresponde
a un sistema en L.A. Si va(s) = 1/s, la respuesta dindmica esta dada por,

o ()= L { _k 1}251 {gk_}k ke ke,

T,s+1s s T+l

. Por lo tanto, la maquina de c.c. con excitacion independiente

la cual esta caracterizada por una ganancia k1 y una constante de tiempo ti. Asumamos el mismo sistema
pero realimentado con un controlador de ganancia como se ilustra en la Fig. 3.7(b), en este caso,

tv,- -yt
. . y, tl; Jl
iy } | ] } i 1(s)
TN Va(s) 6 | 1) X 1 o(s)
— R.+sL, Js+d -
. carga
maquina cc kn |
(a) (b)

Fig. 3.6 Motor de c.c.; (a) esquema, (b) diagrama.

Ve(s) k o/(s) () V() k, o(s)
— 0 Ly — k. > >
Tis+1 st

(@) (b)

Fig. 3.7 Sistema motor c.c.; (a) diagrama equivalente con #(s) = 0, (b) igual a (a) y con realimentacion unitaria.
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(’OI(S) _ kckl
o,0s) Tvs+l+kk '

Por lo tanto, si wu(s) = 1/s, la respuesta dinamica en L.C. esta dada por:

wl(t):El Ll =/ ﬂ l_ 1 _ kckl (l_eft/[tl/(chk,)])'
Ts+1+kk s l+k ks s+(1+kk)/T, 1+ k .k,

La expresion anterior indica que el sistema en L.C. también se comporta como un sistema de primer
orden. Esto se debe a que el controlador es s6lo una ganancia; sin embargo, el sistema en L.C. se
caracteriza por una constante de tiempo y ganancia que dependen de la constante de tiempo y ganancia
del sistema en L.A.. La siguiente tabla resume cada caso.

Caracteristica L.A. L.C. LC.conk:.—0 L.C.con k. — o
T
tante de ti > 1 0
constante de tiempo T I+ kK T
i k kk 0 1
ganancia 1 T+ kK

La Fig. 3.8 muestra las formas de ondas relevantes en este caso. Las conclusiones mas importantes de
este analisis son,

- la constante de tiempo resultante en L.C. es menor; es decir, el sistema es mas rapido (esto es valido
en sistemas de 1 orden),

- amayor ganancia del controlador, la ganancia del sistema en L.C. tiende a la unidad (esto es el ideal
desde un punto de vista tedrico).

E. Oscilaciones en Sistemas Realimentados.

Sea h)(s) la F. de T. de un sistema en L.A. de la forma,

_, 1(s)
h,(s)=k 4(s)

en que n(s) y d(s) son funciones polinomiales de s. Por lo tanto, los polos de 4,.(s) son las raices de d(s).
Por ejemplo, £,,(s) - Fig. 3.9 - puede ser de la forma,

o) A
k - L.A.

ke /
ol L.C.

1+k.ky

v
~

T T
Vivkr, "

Fig. 3.8 Respuesta de un sistema de 1°" orden - Fig. 3.7(a) - en L.A. y L.C. en funcién del tiempo para entrada escalon.
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k L )
(s+a)s+b)

que puede satisfacer: (i) a=0, b> 0; (i1) @ > 0, b > 0; (ii1) a y b complejos, con parte real > 0. No se
considera en el andlisis raices en el S.P.D.. La ubicacion de polos para cada caso se ilustra en la Fig.
3.10(a) y la correspondiente respuesta para entrada escalon en la Fig. 3.10(b). Se puede observar que en
los casos (1) y (i1) el sistema no oscila para entradas escalon. La pregunta es ; podria en estos casos la
respuesta oscilar (para entrada escalon) por el hecho de realimentar el sistema ?. Para responder esto se
supone el esquema realimentado de la Fig. 3.9 y se analizan las respuestas para entrada escalon para los
tres casos antes indicados. La F. de T. en L.C. es,

v(s) _ k.k _ k.k _ kk.n(s)
ya(s) (s+a)s+b)+kk s*+(a+b)s+ab+kik d(s)+kkn(s)

Se puede apreciar que los polos estan dados por d(s) + kkcn(s). Por lo tanto, una nueva dindmica, que
depende de £, regiré el sistema. En nuestro ejemplo, los polos en L.C. estan dados por,

h,,(s) =

S
2 2 2

donde se aprecia que la parte real es siempre negativa y por tanto el sistema en L.C. es siempre estable
(esto es valido solo en este caso de estudio). Ahora se revisan los diferentes casos,

__a+biJm+bf—4mb+hm’

va(s) v(s) n(s) ¥(s)
(s

—> ke > 7,(s) =k d—) T

Fig. 3.9 Sistema en L.C.

jo jo jo
A A A
i) i) i)
X-a
a
—%——¥—>»O » O —> ©
b b i-a
. s b =%
(a) (b) (©
2 T 2 T 2 I
i) i)
1 1 —
0 ' 0 L
0 2 4 0 2 4 0 2 4
(d) ©) ®

Fig. 3.10 Sistema en L.A.; (a), (b), (¢) posible ubicacion de polos, (d), (e), (f) posibles respuestas para entrada escalon.
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Caso 1) a=0,b>0 (nooscilaen L.A.)

— k, <b*/4k : 2 raices reales distintas.
-k, = b* 4k : 2 raices reales iguales (s12 = —b/2).
-k, >b’ 4k : 2 raices complejas conjugadas (Re{si 2} = —b/2).

(sistema oscilatorio)

Casoil) a>0,b>0(nooscilaenL.A.)
- k. < ((a +b)* — 4ab)/4k : 2 raices reales distintas.

-k, = ((a +b)* — 4ab)/4k : 2 raices reales iguales (s12 = —(a + b)/2).
-k, > ((a +b)* - 4ab)/4k : 2 raices complejas conjugadas (Re{si2} =—(a + b)/2).
(sistema oscilatorio)

Casoiil) ay b complejos: Siempre oscila en L.A.y V k. > 0 el sistema oscila en L.C..
En conclusion, el sistema en L.A. que no oscila ante entrada escalon, puede oscilar en L.C. Esta

caracteristica es normalmente desventajosa en sistemas donde se desea que las cantidades estén estaticas;
sin embargo, hay sistemas donde esta condicion podria ser ventajosa como en osciladores.

Ejemplo 3.3. Estudiar las oscilaciones del circuito reductor/elevador, Fig. 3.11(a), al operar en L.C. con un controlador de

1 1 1 d, 0
ganancia pura k.. R.: El modelo del sistema linealizado es A = - 9 s RC , b= RC1-d, »e=| R(1-d ) |-
R(-d,) R(-d,) —

—Bvems o~ 0 o L

f) L
d, (1-d)y
+
1 RC___LC

ye=[10]porloquelaF.deT.es A ,(s)= — y por tanto hay un cero en la raiz del polinomio dado
1-d, , 1 (1-d)
STHs—+— 2
RC LC
1-d,)’ , o 1-d )
(-d,) que resulta ser 416.667 y los polos son las raices del polinomio s? +sL+ (1-4,)
LC RC RC

que resultan ser -200 + ;208.167, por lo que el sistema oscilara establemente en L.A.. En L.C. el polinomio caracteristico es

. . d
por el polinomio —g R" +

a) o oo "L ' o
Sw(t)
Vi(s) d + - l Ws)
—>@—> ke ©) > e(?) jL v(f) I R >
) - i(r){ + TC
[, <O
v®) v vlt)
| /\ /\ N N N /\

— 1 4 VVVVV\

1 1 Il 1
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

=5

Fig. 3.11 Reductor/elevador en L.C. con entrada escalon en Ava(f) = 0.75u(z-0.02); (a) diagrama de control, (b) ke = 0.50,
(b) ke =1.00, (b) kc=1.05.
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2
1 +kehva(s)= s* +s L@ -k d, ] + (-4, (1 +k ! J . Notese que para k. — 0, las raices en L.C. resultan ser iguales
RC ‘1-d, LC ‘1-d,

a las encontradas en L.A.. Para k. = 0.5, las raices resultan ser -100 £ j395.811 por lo que el sistema oscilara establemente en
L.C., Fig. 3.11(b); para k. = 1, las raices resultan ser = 7500 por lo que el sistema oscilara eternamente , Fig. 3.11(c), y para k.
= 1.05, las raices resultan ser 10 £ 7508.17 por lo que el sistema oscilara inestablemente en L.C. , Fig. 3.11(d). No debiera ser
dificil convenir que la presencia del cero en el S.P.D. la F. de T. Aw(s) hace que para valores muy grandes de k. aparezcan
polos en el S.P.I. en L.C.. Esto que no es tan obvio se vera claramente al estudiar el L.G.R.. &%

3.3 Estabilizacion utilizando Realimentacion.

Un sistema puede ser inestable en forma natural como el circuito eléctrico de la Fig. 3.12(a) que tiene
por carga a un consumo de potencia constante (este es el caso de la mayoria de las fuentes de poder
actualmente en uso). En este caso,

di di P L di P1 1

v=L—+e=L—+— Obien —=——-+—v

dt dt i dt Li L
El sistema anterior es no-lineal por lo que se obtendra una representacion lineal. Sea el punto de operacion
dado por la entrada V'y la variable de estado / que satisfacen,

Pl 1

O=———+—VFV 0 bien VIi=P.
LI L

w__ri
dt L |’

definiendo una resistencia R = P/I%, se puede escribir,

Entonces:

Ai+lAv=l£2Ai+lAv,
L LI L

i=1

dAi R 1 . Ai 1
—=—Ai+—Av obien —= ,
dt L L Av  sL—-R
e Y\
Lo
+ + Av 1 Ai
v <~> |:| ¢ - sL —R -
(@) (b)
jo
Aid Av 1 Al
kC >
_ sL—R L.C. L.A. c
(~k,+ R)/L R/L
© (d)
Fig. 3.12 Sistema no-lineal; (a) circuito eléctrico, (b) equivalente lineal en bloques, (c) sistema en L.C., (d) ubicacion de
polos en L.C.
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que esta representada por la Fig. 3.12(b). Si L=R=1 y Av = 1/s, entonces, Ai =—1 + ¢/, y por tanto,
i=1-1+ ¢ Es decir, el sistema es inestable. Si este mismo sistema es realimentado con un controlador
de ganancia k. como ilustrado en la Fig. 3.12(c), se tiene:

Ai(s) k.
Aiyj(s) Ls—R+k,

Por lo tanto, en L.A. hay un polo en R/L el que estd en el S.P.D. y en L.C. hay un polo en (—k. + R)/L el
que estara en el S.P.I. si k. > R, Fig. 3.12(d). Es decir, el controlador de ganancia permite estabilizar el
sistema.

3.4 Errores en Estado Estacionario.

Esta parte constituye una pieza fundamental en el andlisis en estado estacionario de sistemas lineales.
Cualesquier disefio que comprenda la seleccion de un controlador debe velar por lo menos con cumplir
con las premisas de error. En un sistema realimentado (Fig. 3.13), el error para el caso continuo y para
el caso discreto, respectivamente, son,

_ Ya(s) 2) = yd(z)
O eore O gore

El error debiera ser cero por lo menos en estado estacionario; es decir, e(f)|: —» «» = 0 = ey para un sistema
ideal continuo y e(k7)|x - » = 0 = ey para uno discreto. Notese que,

€y = I}im e(kT') = linllz—_le(z) —limZ -1 ()
—> z—> z

Eg = lim e(t) = limse(s) — lim SYd (S) |
t—> o s—0 z>1 z 1+g(z)r(z)

=01+ g(s)r(s)
Las expresiones anteriores indican que el e depende de la entrada yq. Para normalizar su evaluacion se
definen entradas normalizadas. Adicionalmente, se observa que el error depende de la funcidén g(s)r(s)
en el caso continuo y de la funcion g(z)r(z) en el caso discreto. Esta funcidn tiene nombre propio.

Def.: La F. de T. dada por el producto g(s)r(s) en el caso continuo y por g(z)r(z) en el caso discreto -
definidas en la Fig. 3.13 - se conoce como F. de T. en Lazo Directo (L.D.) y se representa por /(s)
0 /(z) seglin corresponda. Asi, I(s) = g(s)r(s) y I(z) = g(z)r(z). La expresion general de /(s) se
asumira,

b,s" +b, s""+-+1
I(s)=g(s)r(s) =k——" o=

S (aans”_N + aanfls”_N_1 +---+1) ’
y la expresion general de /(z) se asumira,
yals) e(s) y(s) va(2) e(zs) »(2)
ya(t) e(?) »(® vakT)  e(kT) y(kT)
g(s) g(2)
{Ag, by, €, dg} {Ag, by, €, dy}
ys(s) vs(2)
ys(t) r(s) yS(kT) 7(2)
{Ars brs cr’ dl’} {Ar’ br’ cra df"}
(a) (b)

Fig. 3.13 Sistema realimentado generalizado; (a) continuo, (b) discreto.
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b,z"+b, z"" +-+1
n—-N-1

[(z)=g(2)r(z) =k

(z—l)N(an_Nz"_N +a, .,z +---+1).

Ejemplo 3.4. Sea el ejemplo ilustrado en la Fig. 3.14 en donde se aplica ya(¢) = u(f), por lo que se obtiene una salida dada

kcky i/t (1 +kekr) . . kcky 1
or, y(f)=———(1—e 7TV Agi el e €s ey, = et = lim H—-y@)=1- = . Por otro
por. ()= ) o e, = im0 - y0) =1 =
lado, se puede utilizar que g(s) = keki ,yr(s)=1yporlotanto, e . = lims Itrs 1 = ! . Si el controlador,
I+1s U0 14k ki +Ts s 14k k
koky s(tys+1) 1

en cambio, fuera kc/s, entonces g(s) = , y por tanto, e . = lims — =0 . De esto se concluye que el

s(tis+1) 50 s(us+D)+k ks
ess depende del niimero de integradores de la F. de T. en L.D. mas que de las funciones como tal. &

A . Entradas Normalizadas.

Para los sistemas continuos se definen las entradas normalizadas como las sefiales dadas por
m

u(t) :t—|u(t); con m=0, 1, 2. Notese que u(s):%, Fig. 3.15(a). Para los sistemas discretos se
m! S

definen las entradas normalizadas como las sefiales dadas por u(kT') = (kT? u(kT); conm=0, 1, 2.
m!
z T_2 z(z+1)

z
Notese que u(z)=—— param =0, y(z)=T param =1,y u(z)=
@ z—-1 @ (z-1) @) 2 (z-1)
3.15(b). La entrada a considerar al calcular el ess depende del tipo de desempefio que se desea evaluar.
Las alternativas posibles son,

param =2, Fig.

Regulacion: se utiliza la entrada escalon, m = 0.
Va(s) e(s) (s) X y(s)
—>(+ )—> & > 1

Ti5t1

Fig. 3.14 Sistema de 1°" orden realimentado.

A m=0 A m=1 A m=2
(a)
Escalon t - Rampa t Parabola t
m=0 A m=1 A m=2
(b) © 0 © 0 . T .
° ° ° ° o
> - [ <} >
Escalon kT " Rampa kT Pardbola kT

Fig. 3.15 Entradas normalizadas; (a) continuas, (b) discretas.
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Seguimiento: se utiliza la entrada rampa, m = 1.
Aceleracion: se utiliza la entrada parabdlica, m = 2.

En el ejemplo anterior, el controlador definido por £./s logra que el sistema en L.C. tenga una regulacion
ideal. Es decir, el error en estado estacionario es cero para entrada escalon.
B . Clasificacion de Sistemas en Tipo N.

Los sistemas se clasifican de acuerdo al nimero de polos en el origen s = 0 (integradores) para sistemas
continuos y niumero de polos en z = 1 para sistemas discretos.

Def.: Sea un sistema cuya F. de T. en L.D. est4 dada por la expresion general /(s),

m m—1
b, s"+b, s" +--+1
n—N—l+n_+1)

I(s)=g(s)r(s) =k—;

sY(a, """ +a, s
o bien por la expresion general /(z),

m m—1
bz"+b, z" +--+1
(z—- l)N (an_Nz"’N + an_N_lz”’N’1 +-+1)

[(z)=g(2)r(z) =k

entonces, se dice que el sistema es de tipo N. Notese que N es el numero de polos en s =0 para
sistemas continuos y es el numero de polos en z = 1 para sistemas discretos.

ckl

Ejemplo 3.5. En el ejemplo anterior con el controlador k., g(s)r(s) = y T por lo tanto el sistema es de Tipo 0 y entonces,
T8 +

L Por otro lado, con el controlador kc/s, g(s)r(s)= = L. , €l sistema es de Tipo 1y entonces, e =0. Se

eYS =

U 1+ kK s(tis+1)
puede observar que si el sistema tiene N > 1, el ess es cero para entrada escalon, es decir, basta tener un integrador en la F. de
T. en L.D. para lograr cero ess ante entrada escalon. &

C . Coeficientes de Error Estatico.

Se definen tres coeficientes de acuerdo a las entradas normalizadas escalon, rampa y parabola. Para el
caso de sistemas continuos se tiene,

- De posicion k,. Se define para entrada escalon.
1 | R 1 1 1

= lim — = .
>0 1+ g(s)r(s) 1+ h'n(} gs)r(s) 1+k,

e, =lims—— —
520 14+ g(s)r(s) s

Por lo tanto, k, = lirrol g(s)r(s)-

i) Para sistemas Tipo 0: k, = lim g(s)r(s) = k = e, =1/(1+k,)-
i1) Para sistemas Tipo 1: k, = = e, =0.
1i1) Para sistemas Tipo 2: k, = o = e, =0.
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- De velocidad £,. Se define para entrada rampa.

1 1 1 1 1
e, =lims ———=1i

500 1+ g(s)r(s) 87

Por lo tanto, k, = lin(}sg(s)r(s)-

1) Para sistemas Tipo 0: k, =0 =
i) Para sistemas Tipo 1: kv = limsg(s)r(s) =k =
s—0
111) Para sistemas Tipo 2: k, = o0 =
- De aceleracion k.. Se define para entrada parabola.
1 | 1 1 1

e, =lims ———=1

>0 14+ g(s)r(s) s> =0 1+ g(s)r(s) s° lvirrolszg(s)r(s) k,

Por lo tanto, k, = lin(}szg(s)r(s)-

1) Para sistemas Tipo 0: ks =0 =

i1) Para sistemas Tipo 1: k. =0 =

iii) Para sistemas Tipo 2: ko =lim s*g(s)r(s) = k =
s—0

Similarmente, para el caso discreto se definen tres coeficientes de acuerdo a las entradas normalizadas

escalon, rampa y parabola, éstos son,

- De posicion k,. Se define para entrada escalon.
z-1 1 Z 1

0 1+ g(o)r(s) s limsg(s)r(s)

1

v

ess =0.
ess = l/kv '
€y =

1

ess = 0.
ess =0
€, = l/ka '

1

e. =lim

SS

Por lo tanto, k, = lirrll g(2)r(z)-

=1z l+g(2)r(z) z-1 =t1+g(z)r(z) 1+ lin} g(2)r(z) 1+k,

1) Para sistemas Tipo 0: k, = lin} g2(2)r(2) = e, =1/(1+k,).
1) Para sistemas Tipo 1: &, = = e, =0.
1i1) Para sistemas Tipo 2: k, = o0 = e, =0.
- De velocidad £,. Se define para entrada rampa.
ooz—1 1 z T 1 T
e =lim T =1

Yoz 1+g(2)r(z) (z-1)
Por lo tanto, &, = lirrll(z—l)g(z)r(z)/T.

J

1) Para sistemas Tipo 0: k, =0
i1) Para sistemas Tipo 1: kv = lim(z-1D)g(2)r(z)/T =
z—>1

111) Para sistemas Tipo 2: k, = o0 =

- De aceleracion k.. Se define para entrada parabola.
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1 I TzE+) T’ 1 T’ 1

e =lim=— J — lim = : _
Stz +g(@r(2) 2 (2=l 2 +g@n(z) -7 lim(z-1)"g(2)r(2) &,

Por lo tanto, £, =lim(z~ 1)’ g(2)r(z)/T*.
1) Para sistemas Tipo 0: k, =0 = e, =®.

1) Para sistemas Tipo 1: k, =0 = e =0.

§s

iii) Para sistemas Tipo 2: k, = 1in11(z_1)2 g (2)/T* = e, =1/k,.

Un resumen de los coeficientes y error en estado estacionario se encuentran en la tabla siguiente.

Entrada Escalon Rampa Paréabola
Cte. de error continuo &, = lsi_l)lgg(s)r(s) k, = EET(}Sg(S)”(S) k. = {gl(}szg(s)r(s)

Cte. de error discreto &, = lziirllg(z)r(z) k, = lziirll(z—l)g(z)r(z)/T k,= lziifll(Z—lyg(Z)’”(Z)/Tz

Tipo de Sistema Error en estado estacionario
0 (1+k,) 0 0
1 0 1 / k, e}
2 0 0 1/k,

Finalmente se esbozan los tipos de respuestas para cada caso en la Fig. 3.16.

Ejemplo 3.6. Determine los coeficientes de error estatico del circuito reductor/elevador, Fig. 3.11(a). R.: El modelo del

1 1 1 d, 0
sistema linealizado es A = RC , RC , b= RC1-d, se=|R(-d ) |-ye= [1 0] porloquelaF.deT.en
R(1-d)) R(1-d)) —_—
B T%) 17
L L
d, (-d)
1 —S +— k k
L.D.es I(s)=k, RC LC . Al evaluar /(s = 0) = —<— y por lo tanto k, = —2— . Esto justifica el error en
1-d, , 1 (1-d)y 1-d, 1-d,
STHSs—+
RC LC

s.s., Fig. 3.11(b), para entrada escalon en el esquema ilustrado en Fig. 3.11(a). El error en s.s. es es =
| 1 _1-d,
k. 1-d, +k,

1-d,

es 0.75(1-0.5) = 0.375 como se observa en la Fig. 3.11(b). Evidentemente, kv = ks = 0. &%

, que para d, = ke = 0.5 resulta en ess = 0.5. Por lo que para un escalon de 0.75 el error finalmente
o1+
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3.5 Controladores para Premisas de Error Estacionario.

Dado un proceso con F. de T. en L.D. g(s)r(s), se puede disefiar un controlador tal que satisfaga
requerimientos de error en estado estacionario. Esto se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.7. Sea el sistema dado por la Fig. 3.17(a). Se pide: (a) disefiar el controlador de manera que se logre un ess = 20%
para entrada escalon y (b) disefiar el controlador de manera que ess = 5 rpm para entrada rampa. R.: (a) Dado que la planta es
Tipo 0, para que el error de estado estacionario sea igual al 20 %, el controlador no debe tener integradores, a lo mas una
ganancia para obtener lo requerido, Fig. 3.17(b). Por lo tanto, al considerar la perturbacion cero, la F. de T. en L.D. es
kakehy(s), donde Ayu(s) = e(sI-A)'b; por lo tanto, ky = kakchyu(0). Asi, ess = 1/(1 + kp) = 1/(1 + kakehy(0)) por lo que ke = (1 -
ess)/(hy(0)esska). En este caso resulta ser ke = 30.4 m. Al simular con p(¢) # 0 se tiene que el ess no se obtiene, Fig. 3.17(c),
pero al hacer p(f) = 0, se obtiene, Fig. 3.17(d). (b) Dado que la planta es tipo 0, un controlador con solo ganancia genera
ess = oo para entrada rampa. Por lo tanto el controlador debe tener ademas un integrador. Luego, la F. de T. en L.D. es

kalskehi(s), pero dado que e = Sz_g = ki y kv = kakch1(0), entonces, k = _ . En este caso resulta ke = 14.504 m. %

"k, (O,

v a’“yu

Ejemplo 3.8. Sea el sistema dado por la Fig. 3.18(a). Se pide: (a) utilice un controlador discreto s6lo de ganancia k.- con T
=0.25 - con k. =4 Fig. 3.18(b) y discuta el error en estado estacionario para entrada escaldn en la entrada y en la perturbacion
(considere el efecto del retardo de calculo) y (b) disefiar la ganancia del controlador de manera que ess =2 m para entrada
rampa. R.: (a) La planta se puede modelar por {A, B, C, D, E} = {a, b, ¢1, dy, e, fi} = {0, 1/4, 1, 0, -1/4, 0} por lo que su
equivalente discreto es {ax, b, ck, d, ek, fi} = {1, T/4, 1, 0, -T/A, 0}, por otro lado, el controlador discreto puede ser escrito
como {dac, be, cc, de, ec, fo} = {0, 1, k¢, 0, 0, 0}. Por lo tanto, la F. de T. entre la altura A(z) y la deseada ha(z) es cx(z-ax) ' bicc(z-
ac)'be/(1+ cu(z-ar) 'brce(z-ac)'be) que evaluada en z = 1 es igual a la unidad. Lo que implica cero error en S.S. para entrada

Entrada Escalén Rampa Parébola
o = L(1+k, A A
(2% ( p) kV:O //. ka:() ,
Tipo 0 2o = O -7 oy = 0+
K=k //
' T T T
A A A .
[ 0 kv =k ,,’/. ka =0
—— - l//
Tlpo 1 kp = o0 €55 = l/kv
eS'S =
i3 i i3
A A A .
exs:O kv:w ,/. ka:k 1"
TlpO 2 kp =0 €y = 0 [ l/ka
i r i

Fig. 3.16 Respuestas de sistemas continuos Tipo 0, 1 y 2 a entradas escaldn, rampa, y parabola.
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escalon en la referencia, Fig. 3.18(c),(d). Por otro lado, 1a F. de T. entre la altura /(z) y la perturbacion fi(z) es ci(z-ax)'ex/(1-
c(z-ar) 'erce(z-ac) 'be) que evaluada en z = 1 es igual a -1/k.. Lo que implica error en S.S. no nulo para entrada escalén en la
perturbacion. (b) El error en S.S. para entrada rampa en la referencia esta dado por 1/k, con kv = (z-1)ck(z-ax) ' brce(z-ac) ' be./ T
con z = 1, que resulta ser k.ctbi/T, por lo que k. debe escogerse como ke = T/(esscrbr) = 1.25, Fig. 3.18(e),(f). &

3.6 Ejercicios Propuestos.
Resuelva los problemas siguientes. Anote todo su trabajo.

A . Nivel basico.

1.- BasadoenlaFig. 3.1, determine la F. de T. gye(s), I(s), hyya(s), 2p(s) y e(s) para los siguientes casos,

(®)  Myuls) = i , hyp(s) =0, ha(s) = 1, r(s)=1, he(s) = ke
s +1
k k
©) hu(s)= —L—,  hy(s)=0, ha(s) = 1, r(s)=1, he(s) = —=<
s +1 Ky
@ )= —2 . hy(s) =0, S =k ) =ke )=k, 2]
T,5+1 <
k J k.
€) hu(s)= —L—,  hy(s)=0, ha(s) = kae™,  1(s) = ks, he(s) = —=
s +1 S
k k
0 )= —L—,  hp(s) = —2—,  ha(s) =k, r(s) = ks, he(s) = k
T,5+1 1,5 +1 s
k T,5+1
(&) hu(s)= —L—,  hy(s)=0, ha(s) = ka, r(s) = kae™,  he(s) =k,
s +1 S

2.- Analice la capacidad de rechazo a las perturbaciones en todos los casos anteriores. Para esto
considere perturbaciones tipo escalon, rampa y sinusoidales.

+Va - - Vf+

I

oy, 1, Ji 1 4

Wy v Va Wy
—> k. > k, > motor >
o carga
maquina cc
(a) (b)
4000 T T T T T T T 4000 T T T T T T T
3000(1-¢,,) 3000(1-¢,,)

2000 - - 2000 - -
1500(1-¢,,) \ 1500(1-¢,,) X

=1

(c) (d)

Fig. 3.17 Sistema realimentado del Ejemplo 3.7; (a) sistema fisico, (b) controlador proporcional, (¢) simulacién de (b) con
t1# 0, (d) simulacion de (b) con ;= 0.
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Analice el error en S.S. para los casos de 1(a)-(g) para entrada escalon, rampa, y parabola.
Basado en la Fig. 3.2, determine la F. de T. ge(2), (), hyya(z), 2p(2) y e(z) para los siguientes casos

(utilice el maximo - de existir - tiempo de muestreo 7'y considere el retardo por célculo),

3.-
en la ganancia del sensor transmisor.
4.-
5.-
10
@) hyuls) = = hp(s)=0,  ha(s)=1
®) ()= 22 ) =0, () = ke
s+1
2
© hul)=S L0 hys)=0,  hi(9)=1
s”+1
1
(d)  huls)= 5———, hp(s)=0,  hu(s) =k,
s +1.85+1
6.-

(s) =1,
r(s) =1,
(s) =1,

r(s) = kae ™,

he(2) = ke

he@) = k,——
-

he(2) = ke

haz) =k 214
Z —

Analice el error en S.S. para los casos de 5(a)-(d) para entrada escalon, rampa, y parabola.

56

Determine la funcion de sensibilidad en los caos 1(d)-(g) de la F. de T. Ay,4(s) respecto de cambios

y N ha ()
"ﬂ v Valvula Estanque
controlador i ha(kT) e(kT) W(kT) w() ) 1 h(t)
altura — > & |— > S/H | o) 2 msior >
h -
............ N Sensor/Transmisor
Vs(kT)
S [ hy(s) |«
(a) (b)
T T T T T T T T T T
4F o0 - o / B
ha(kT) h(kT) hat) (1)
o000 g 00 0 0000000000 000
o0 ,
20000 00 i, = i
VkT) e £ fel?) £(0)
0 T e () . ® T 0—0—0—0—0—0—0—0—¢ ;‘_’_’_’—
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5
(© (d)
T T T T T T T T T T
...... o
5r e®® o0 ®
ha(kT) 'y o ® (3 d
h(kT) o'..é.. 0'..::00
oo.:'..::'.......oooo
0f—a—2 — >
o ® 1(2) |
. ° v(kT)
1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6

(e)

Fig. 3.18 Sistema realimentado del Ejemplo 3.8; (a) sistema fisico, (b) controlador hibrido, (¢)(d) cambio escalon en la
referencia con fi(t) = 0, (e)(f) cambio rampa en la referencia con fi(t) = 0.
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B.

l.-

(a)
(©)
4.-

(2)
(©)

Nivel intermedio.

Exprese los coeficientes de error estatico &y, kv, y k. para sistemas continuos y discretos de orden
0, 1, y 2 pero en funcién de los parametros (matrices A, b, ¢, y d) de la representacion en variables
de estado de acuerdo a lo ilustrado en la Fig. 3.13.

Exprese los coeficientes de error estatico 4, kv, y k. para un sistema discreto de orden n y tipo N
en funcidn de los coeficientes de los polinomios del numerador y denominador de su F. de T..
Para un sistema descrito por y(s) = gi(s)u(s) + g2(s)p(s) (con hu(s) = hs(s) = 1) en donde se utiliza
un esquema realimentado unitario con un controlador /.(s), determine las condiciones minimas que
debe cumplir /.(s), para que el error en S.S. para entrada escalon en la referencia y/o perturbacion
sea nulo para los siguientes casos,

gi(s) es Tipo 0y g2(s) es Tipo 0 (b) gi(s)es Tipo 1y gx(s) es Tipo 0

gi(s) es Tipo 0y g2(s) es Tipo 1 (d) gi(s)es Tipo 1y ga(s) es Tipo 1

Para un sistema como el mostrado en la Fig. 3.2 donde &u(s) = 1, hu(s) = 1, determine los
requerimientos minimos del controlador discreto de manera de tener cero error en S.S. para entrada
rampa, considere que el tiempo de muestreo 7" es el méximo posible y que la planta tiene por F. de
T. a,

1
Ky (b) ~
L @ k——e
P s(ts+1) P s(ts+1)

Nivel avanzado.

Demuestre que una planta de orden n que es controlada mediante una ganancia en un esquema
realimentado unitario da origen a un sistema resultante también de orden 7.

Modifique la representacion ilustrada en Fig. 3.2(b) de manera de incluir la perturbacion p(kT). Es
decir, encontrar un equivalente discreto tal que para escalones en p(kT) la salida y(kT) corresponda
al muestreo de la salida y(¢) para entrada escalon en p(¢).

Demuestre que si un sistema SISO sin perturbaciones tiene ganancia dc unitaria finita, entonces,
éste tiene cero error en S.S. para entrada escalon.

Proponga una teoria de error en S.S. para entradas sinusoidales. Es decir, encuentre un (o los)
coeficiente de error estatico y su expresion generalizada para un sistema como el ilustrado en la
Fig. 3.1(d) o Fig. 3.2(c). Determine ademas la posibilidad de definir condiciones para lograr cero
error S.S. para este tipo de entradas.

Discuta la posibilidad de definir condiciones generalizadas para lograr cero error S.S. para entradas
sinusoidales como indicado en 4.

Copyright © por Prof. José R. Espinoza C.



Apuntes: 547 353 58

4 Régimen Transiente en Sistemas Realimentados.

El control tiene por objetivo — entre otros — el dar caracteristicas estaticas y dindmicas
especificas a determinadas variables de los sistemas de acuerdo a requerimientos
particulares. Por ejemplo, obtener cero error en estado estacionario y no permitir que
la variable controlada exceda ciertos limites en forma dinamica. En este capitulo se
revisan los conceptos fundamentales asociados a la dindmica de sistemas continuos y
discretos. Entre éstos se cuenta el sobrepaso y el tiempo de asentamiento. En particular,
se revisan exhaustivamente los sistemas de primer y de segundo orden, con y sin
retardo. Los sistemas de orden mayor también se pueden abordar con las herramientas
arevisar.

4.1 Comportamiento Transitorio de Sistemas de Primer Orden.

A . Sistema de 1°" Orden.
Un sistema de primer orden continuo queda definido por la F. de T.:
kl
T,s+1 ’

con ki su ganancia dc y 11 su constante de tiempo. Este sistema tiene por respuesta a entrada escalon a,

y(y=L" {Ll}:ﬁ {5_ ky 1}=k1(1_eml).

T,s+1 s s s+T

Al considerar el mismo sistema pero con una constante de tiempo 12 > 11 se tiene un sistema mas lento,
lo que tiene asociado un polo mas cerca del origen, Fig. 4.1. Un sistema discreto equivalente es,

b 1-e'"

-T/t >
Pz "

con un polo en a que se desplaza de 1 a 0 para sistemas mas rapidos, Fig. 4.1.

B. Sistema de 1¢" Orden mas un Polo.
Si se agrega un polo al sistema de primer orden continuo anterior se obtiene,
k, 1
T,s+1 t,8+1 ’

el cual presenta una respuesta a entrada escalon dada por,

voy=ct kL ey bty ___ ko :
s T,s+1 ts+1 s (t,=1t)(ts+D) (t,—1)(T,5+1)
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para T2 # 71 O,

y(t) =L71 {lk—l} =k, L1 {l —h } =k, {1 et/ Le—t/tl},

s (t1s+1)2 s Ts+1 (T48+1)2 T1

para 12 = 11. La Fig. 4.2 muestra los resultados para 1 fijo y para 1> tomando varios valores respecto de
t1. La Fig. 4.2 y las ecuaciones anteriores muestran que,

- ante cualquier valor de 12, el sistema se torna mas lento. Un caso especial es cuando 12 = 11, en éste
y cuando ¢ = 1, la salida vale ki(1-2¢e7!).

- el sistema es estable si 12 > 0. El caso en que 12 < 0 no es de interés pues corresponde a un sistema
inestable.

- si T2 <11, la dindmica queda regida por 1. Es mads, si 12 < 1071, la dindmica aportada por 12 se puede
eliminar.

- si T2 > 11, la dindmica queda regida por 12. Es mads, si 12 > 1071, la dindmica aportada por 11 se puede
eliminar.

Naturalmente, las conclusiones anteriores son también validas para sistemas discretos.

C . Sistema de 1¢" Orden mas un Polo y un Cero.

Si se agrega un cero al caso anterior el sistema resultante queda definido por la siguiente F. de T.,

A
jo 4 plano s
>T k
mas lento 0.63k; 4
5 A
> ¥ > T, > T
—I/Tl —I/Tz 9 _— o
T T2 t
(a) (b)
4 plano z
L2 T — R
mas lento *
—_> A
A H
e'lT)Tl e—T/rz;’: " ky — e g—o—o
d 0.63k, —— 4
o i o
. ¢ =T
...................................... ° —_—
B T T2 't
(©) (d)

Fig. 4.1 Respuesta transiente sistema de 1°" orden; (a), (b) polos y respuesta transiente sistema continuo, (c¢), (d) polos y
respuesta transiente sistema discreto.
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k,  ts+1

Ts+1 t,8+1

Asumiendo que T2 > 11, los polos y ceros en el plano complejo quedan dados por la Fig. 4.3(a), en donde
el cero puede estar ubicado arbitrariamente en 4, A', B, B', C 'y D. En este caso, la respuesta a escalon
queda dada por:

PSPy L B0 | PSSP 23 N A
s 1,5+1 Ts+1 s (t,=t)(ts+1)  (t,—71)(T,5+1)

b
T =Ty e Ty—Ty
=k1{1+—1 S 23 38’/12}

LY LT

la ecuacion anterior indica que el aporte del cero es s6lo como atenuacion, pero no aporta una constante
de tiempo adicional. Si 12 = 11 la respuesta es,

1 _
W(t) =k L' lL‘FZ kL 1w _ 5 T32 —k, l—en Lot Iyl
s (ts+1) s (ts+D) (rs+]) T, T,

las ecuaciones anteriores estdn bosquejadas en la Fig. 4.3(b) de donde se deduce que,

- siT3 <<7y; es decir, el cero esta muy a la izquierda del plano complejo, su efecto se puede despreciar,

- si el cero esta muy cercano al origen, este predomina y por ende dicta la dinamica del sistema;
especificamente, se comporta como un derivador,

- cuando el cero esté a la derecha de —1/12, el sistema presenta un sobrepaso (derivador),

. A
“1(0
T, < T (—) Ty > Ty
-— i —_
A B c
-1/t -1/ -1/7, c
't
(a) (b)

Fig. 4.2 Respuesta transiente sistema de 1°" orden mas un polo; (a) polos, (b) respuesta transiente.
g P p p

4
kj@ Tr) = T3
A A’ B B’ C D
—0 o3 © a3 © o—>
—1/‘53 —l/Tl —1/T2 c
(@) (b)

Fig. 4.3 Respuesta transiente sistema de 1°" orden mas polo y cero; (a) polos y ceros, (b) respuesta transiente.
g P poloy p y
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- cuando el cero estd a la derecha del plano complejo (es decir, 13 < 0, sistema de fase no minima) el
sistema presenta un sobrepaso negativo. Esto se puede demostrar si se muestra que la pendiente es
negativa a la partida para entrada escalon considerando c.i. nulas. Asi, la pendiente a la partida es,

dy(t) Clim sds 1k 15+l

dat |_y s Ts+1 1,5+1
lim sk, -T3S+1:Iim k, -‘53+1/S’
soe Ts+1 T8+1 s 1 +1/s t,+1/s
_ky
L)

dado que 13 es negativo, dy(¢)/dt|:= 0" es negativo, por lo que se tiene un sobrepaso negativo.

Naturalmente, las conclusiones anteriores son también extensibles a sistemas discretos. Excepto que el
concepto de derivada no existe en éstos. Por lo que se debe tener especial cuidado al estudiar la condicion
de sobrepaso negativo. Se encontrd que - en un sistema continuo - un cero en el semiplano derecho da
origen a esta condicion. Si este cero es s = b (con b > 0), entonces, el cero equivalente en un sistema
discreto es z = €T que estara ubicado fuera del circulo unitario. Es decir, sistemas discretos con sobrepaso
negativo estaran caracterizados por ceros fuera del circulo unitario.

Ejemplo 4.1. Estudiar la dinamica del circuito reductor/elevador en L.A. y luego en L.C. como ilustrado en la Fig. 4.4(a)
con un controlador de ganancia pura k.. R.: El modelo del sistema linealizado y normalizado esta dado por las matrices

1 1 1 d

- - - 90 0
A= RC R RC , b= RC1-d, . e=|RA-d ) |- Y ¢ = [T 0] por lo que la F. de T. es
R(1-d,) R(1-d,) _—
__~ o7 O I
L L
a
) [ oo o 3 o
+ Sw(t) L - I
va(s) d(s) R w(s)
—»@—» ke > e(d) jL w(?) I —>
C
) - i([){ +
o
T | | | T | | T | b) T | | | T | | T | 0
1t . 1r V() .
V(1)
10—/ . 10 o
! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 0.1 0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 0.1

Fig. 4.4 Reductor/elevador en L.C. con entrada escalon en; (a) diagrama de control, (b) L.A. con Ad(f) = 0.25u(#-0.02), (¢)
L.C. con Ava(t) = u(t-0.02) y k.= 0.5.
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_ 2
d, N 1-d,))

_ 2
h,(s)= ! RC LC y por tanto hay un cero en la raiz del polinomio dado por el polinomio —g a4, + a-4,)"
1-d, , 1 (-d) RC LC

(1-d,)) .
R—C(’) que resultan ser -200 + j208.167, por

lo que el sistema corresponde a un con dos polos estables y un cero en el S.P.D. lo que indica una respuesta a entrada escalon
d, . (1-d,)
con sobrepaso negativo, Fig. 4.4(b). En L.C. laF. de T. es £ ,(s)= . k. RC LC

d RS
052+si -k, d, +(1 4,) 1+k, !
RC 1-d, LC ‘1-d,

(-4,

2
la que presenta un cero en la raiz del polinomio dado por el polinomio —g d—é + o que resulta ser 416.667 y los polos
R L

que resulta ser 416.667 y los polos son las raices del polinomio s* + SL +

, . 1-d,)
son las raices del polinomio s* + SL 1-k, , + a=d,) 1+k,
RC 1-d, LC 1-d,
por lo que el sistema oscilara establemente en L.C. y tendra un respuesta también con sobrepaso negativo, Fig. 4.4(c).
Interesante es el hecho de que el cero en L.A. no se altera en L.C., esto no es una coincidencia, es mas bien una caracteristica
de los sistemas SISO. &

j que resultan ser -100 £395.811 para k- = 0.5,

4.2 Comportamiento Transitorio de Sistemas de Segundo Orden.

Para analizar el sistema de segundo orden se considera la F. de T. estdndar de un sistema continuo y
luego se extenderan los resultados a sistemas discretos.

A . Tipos de Respuestas.

Sea el sistema de segundo orden generalizado dado por,

2
Q)

h(s)= . ,
(<) s +2Em, s+

donde, & es el coeficiente de amortiguamiento y ®, es la frecuencia natural de oscilacion (frecuencia no
amortiguada). Ademas, se definen Em, = 6 como la constante de amortiguamiento y @s = , /1 - &’

como la frecuencia de oscilacion (frecuencia amortiguada) la cual tiene sentido en el caso que § < 1.
Estas definiciones se obtienen de las raices del polinomio caracteristico de la F. de T. dadas por,

57 +2Em,5 + .,

las cuales son,

N _—2§@nim=—imnijwnﬁ'

12 =
2

Dependiendo del valor de &, se pueden encontrar diferentes tipos de raices, Fig. 4.5. Estas son:

A: E=0 Ao =t jm, no amortiguado, criticamente estable.

B: 0<g<l1 A, =—Ew, £ jo,\1-& subamortiguado.
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C: E=1
D: E>1

A2 =—0, criticamente amortiguado.

7\’1,2 = _g(’on ic")n V&Z _1

Noétese que el angulo 0 en la Fig. 4.5 queda definido por,

sobreamortiguado.

Em
cos(0) = 2 =£.
V0, + (@ 1-8)

La respuesta a entrada escalon del sistema de segundo orden estandar para 0 < £ < 1 esta dada por,

o) e[ P25

2
y()y=L"{= D 2-1 oL _o®igen
sT+28m, s+®, s 1-¢

la cual se grafica en la Fig. 4.6 para varias combinaciones de & y .

B . Magnitudes Caracteristicas de la Respuesta Escalén.

Al tener 0 < § < 1 el sistema responde con una oscilacion a entrada escalon como se muestra en la Fig.

4.7 de acuerdo a la ecuacion anterior. Se puede apreciar en la respuesta las siguientes cantidades,

S.P. : sobrepaso.
b : instante en el cual ocurre el maximo.
0 : banda de asentamiento.
ts : tiempo de asentamiento.
A:£=0 A A
B: 0<&<1I existe sobrepaso =" &:cte w
L A .
C:e=1 X 7
D:E>1 B -
::' x..
Yy o X
0=t 5
5 = - - > “—>
D ci D X
: X
% ©,(X) < wu(Y)
N A %
.
."u.,.. A X:w,=1 Z ."0)”?
®, : cte ) Y:w =2} = o, rapidez! °
Z:w,=3
Fig. 4.5 Ubicacion posible de las raices estables.
A A

®, : cte

NS

= & define el sobrepaso!

SIS

J’;‘d‘r‘d‘f‘\.ﬁ‘
W
N

& cte

tw, =2 = o, define la rapidez!

[
1 »

t

Fig. 4.6 Respuesta a entrada escalon.
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El desafio es encontrar la relacion entre estas cantidades y los parametros £ y o, de la F. de T..

El instante en el cual ocurre el maximo #, se obtiene haciendo dy/dt = 0,

dy 1 1 1 o, ® —Eo,t 2
O=—=L {sp(s)j=L {s-—- 2 = =—e " "’sen((w,1-E)¢)),
dt {y( )} s 8 +280, 5+ \/1_§2 (@, §)1,)
por lo que debe cumplirse que (o, +/1-£) t, =T, lo que finalmente indica que, t, = Lz
O)H l_é

El sobrepaso S.P. se obtiene evaluando y(t)L:t = Y, » qUE €8,

o 1-¢°
ymax =1_ 1 e ; g sen (’On 1 E-’z) p é
1-¢? g

1 2
Voux =1— 1 e E sen T+tg L é]

1 - TC/\H—i 1 &2
v = 1+ ——e¢ s sen
max '1 _ &2 ( ]

y :l+e*§ﬂ/\/§

porlo que el S.P.= ¢ 58 65 s6lo funcién del coeficiente de amortiguamiento, Fig. 4.8. Como era de
esperarse, & deberia ser — 1 para minimizar el sobrepaso. Sin embargo, esto hace lenta la respuesta.

2 g2
Notese que se puede encontrar de la Fig. 4.5 que tg0 = 0)"&;& y por lo tanto § = tg™' {ITE*‘]
mn

La banda de asentamiento 8 se asume conocida y el tiempo de asentamiento # es el instante en que
la salida entra en esta banda. Especificamente, ¢, se encuentra asumiendo que y entra a la banda dada por

b I t 5% A 7

[

2 4 6 8 10 0.707 1 &

Fig. 4.7 Respuesta a escalon de un sistema de 2% orden con 0 < £ < 1.  Fig. 4.8 Grafica del sobrepaso en funcién de &.
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1 + g5 /,/1_g2 (o aproximadamente por 1 + et para valores pequefios de &). Por lo tanto,
5=e " /\J1-E* y con esto se obtiene la relacion,

1 1
t,=In| —— |—.
§y1-€2 | o,

Ejemplo 4.2. Dada una F. de T. de segundo orden estandar, calcular sus parametros tal que S.P. <5 % y t, <4 s para

8 =2.59% y para una entrada escalon. R.: Como S.p. = e*ﬁ“/@ <0.05, entonces g >0.707, ¢, =In {;]L <4,

Sy1-8€%)

}i =1. Dado que cosf=¢, entonces O < cos”' §=45°. La region donde se

1
por lo que £m, >1n
[0.025941-(1/\5)2)

cumplen ambas condiciones se muestra en la Fig. 4.9. En el limite, -0, =-1 = ©, =1.4142, o, = V2, £=0.707. %

C. Sistemas Discretos de Segundo Orden.

Se encuentra que la F. de T. discreta equivalente a un sistema de segundo orden continuo estandar esta
dada por,

e =" z—b
k 1——sin{c0n«/1—§2T+cos‘1(§)} .
1= 22 =2e " cos(,\[1-E2T)z + e 5"

sin {(Dn J1-8"T —cos™ (&)} +e ol J1-¢?
sin{,1-8'7 +cos(§)| e 1=’

valido en sistemas discretos en la medida que su F. de T. tenga un cero en la ubicacion dada por la
expresion anterior.

donde b= . En consecuencia, todo el analisis anterior es

4.3 Especificaciones en el Dominio de la Frecuencia.

Los valores caracteristicos anteriores tienen estrecha relacion con la respuesta en frecuencia de un
sistema. Para este estudio, es necesario introducir nuevos conceptos.

/) ",
/ . A
.,
*,
.,
.,
.
.
s,
.
*,
.,
.
s,
.,

®

v

Fig. 4.9 Region para la ubicacion de las raices para el Ejemplo 4.2.
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A . Terminologia.

La F. de T. resultante de un sistema realimentado generalizado tiene una expresion del tipo,
yes) g h(s),
Ya(s)  1+g(s)r(s)

que se asume tener una respuesta en frecuencia como la ilustrada en la Fig. 4.10. Por lo tanto, se pueden
definir los siguientes conceptos.

Def.: 4, es el valor maximo de |A(jw)|. Se conoce como pico de resonancia.

Def.: o, es la frecuencia en la cual se produce el pico de resonancia. Se conoce como frecuencia de
resonancia.

Def.: El ancho de banda B.W. es la frecuencia a la cual | A(jo)| cae al 70.7% del valor de |h(jw)| a
frecuencia cero.

B. hp, opy B.W. para un Sistema de Segundo Orden.

LaF.deT.enL.C. estindar de un sistema de segundo orden es de la forma,

2
(O]

h(s) = 1

s +28w, 5+ 0]

Por lo tanto,

2 2
h(jo) = 2 = %, ! , con u=w/m,, se puede

(jo)? +2E0, jo+0’ o -0+ j2E0,0 - I-(0/®,) + j2tw/ o,

1
JA—?) +(2&u)
2(1—u”)2u+4E*2u

2\/((1—#)2 +(2&u)*)

escribir, A(ju)= , por lo que el médulo es, | A(ju)|= y SuU MAaximo se
(Ju) (J

1—u’ + j2Eu

obtiene derivando la expresion anterior. Asi, T [h(ju)| = — . S1 la expresion
u

L) |- o

hy
| (o) |
0.707 | h(0) |

®, BW. ©
Fig. 4.10 Respuesta en frecuencia de A(s).
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anterior es 0 para u = u, = ®p/m,, se tiene que, —du, + 4u; + 8@2% =00 du,(—1+ uf? +287)=0, de donde,

u> =1-2€2, por lo que,

lo que tiene sentido para (0 < & < J2/2=0.707. Con este resultado se puede encontrar /4, como,

1 1 1

= = , 0<E<+2/2.
JOE ) +482(1-287) 4B (E +1-28%)  2041-¢€]

ho=

P

El ancho de banda se determina haciendo |A(jugy)|= con ugy =B.W./0,, es decir,

1
— | h(0) ],
\/EI()I
1 1

—=> asl , (lmugy ) +(28ugy )’ =2, 1-2ugy, +(upy )’ +4E%Ugy, =2,

JO—ut P 1 Qe ) 2

2 \2 2 2 2143 i 4 ;4
(Upy )+ (upy )(4E° —2)—1=0, esta ltima ecuacion corresponde a una ecuacion de segundo orden con

A8 4 Y
la incognita gy , asi, u’ _2o45 V(5 -2 +4, Uy =1-28>+,/4E* —4&7 +2, por lo que

BwW. 2

finalmente,

B.W.:mn\/l—Zéz+«/4§4—4§2+2 :

Las expresiones anteriores se grafican en la Fig. 4.11. Las gréaficas anteriores indican que: (a) la
frecuencia de resonancia wp es a lo mas igual a la frecuencia natural de oscilacion, (b) no hay resonancia

para & > \/5/2 , (¢) el peak depende solo del valorde &, escoparal —>0yes1V &> \/5/2 , (d) el ancho
de banda es proporcional a m, y para 0.5 < £ < 0.8 es igual a ®,.

4.4 Polos Dominantes y Reduccién de Orden.

De los casos anteriores se observo que los polos cercanos a —oo pueden ser desestimados y que sélo los
cercanos al origen aportan dindmica. Esto motiva a la introduccion del concepto de polos dominantes y
por ende, reduccion de orden de sistemas. Es de especial interés obtener F. de T. de segundo orden, pues
conocemos gran parte de sus caracteristicas estaticas y dinamicas (sobrepaso, tiempo de asentamiento,
etc.).

©,/®, h, B.W./m,
1
1.0F~-o_ 5.0+ 2.0+
\\\ \\ |
\s\ \\ \\\
AN N 1.0+ A
0.5+ s N : .
\ \\ \\
\ \\‘N \~~--
K oy T T
02 04 06 E 02 04 06 & 05 10 15 ¢

Fig. 4.11 Valores caracteristicos de un sistema de segundo orden.
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A . Polos Dominantes.

Un polo en el plano continuo no es dominante si su parte real es a lo menos cinco veces mas grande que
la parte real de los restantes polos. En otras palabras, aquellos polos que presenten dinamicas a lo menos
cinco veces mas rapidas, se pueden desestimar (notese el efecto relativo de la definicion).

y(s) _ 1
u(s)  (s+6)(s+1+2/)(s+1-2))

rapido es el —6, éste se puede desestimar quedando la F. de T. como Y(s) = ! ~ 176
u(s)  (s+6)(s>+2s+5) (s?+2s+5)

Ejemplo 4.3. Reducir el sistema de tercer orden dado por . R.: Dado que el polo mas

. El Bode

antes y después se muestra en la Fig. 4.12. &

B. Meétodo Analitico de Reduccion de Orden.

El método anterior falla cuando los polos estan proximos entre si y se desea reducir el orden. Sean las F.
deT.,

h(s)=kM n>m
as"+---+1
n>g.
h'(s) kcps”+---+1 > ;
S)=K—— Z
d s ++1 i

donde A(s) es conocida y se desea encontrar /4’(s). Se impone que: 1) que 4’(s) y A(s) tengan la misma
ganancia d.c., i1) que tengan aproximadamente la misma respuesta en frecuencia, es decir,
h(s)/h’(s) |s=jo = 1, ¥ ®. Para esto se deben obtener los coeficientes ¢, y dg. Primero se definen,

* d* *) d*
M =——M(s A =—A(s),
(s) IoF (s) y (s) " (s)

donde @ = M Ademas se definen,

h'(s)  A(s)
2q 1 k+qM(k) 0 M(quk) 0 2g -1 k+qA(k) 0 A(Zq*k) 0
M, = (=D 0) ()YAzﬁz() 0) 0)
pary k!(2q —k)! par k!(2q - k)!

cong=0, 1, 2, ---. Entonces, los coeficientes ¢ y d son obtenidos de igualar M>; =Ax; cong=1, 2, ...
hasta el nimero requerido de coeficiente.

jo % “2]‘ Y / A
i -1 g 2
A A B
X 1-% } —> t —>
0.1 1 10 o 0.1 1 10 o

Fig. 4.12 Reduccion de orden (4: exacto, B: aproximado).
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6 1 , 1
3 2 = 2 3'Seah(s):—2’
s +6s5 +1ls+6 1+(11/6)s+s5" +(1/6)s 1+ds+d,s

= M) =1+ds+dys® 5 MP0)=1

Ejemplo 4.4. p(s)=

MO(s)=d, +2d,s ; MD0)=d,
M3 (s)=2d, ; M@ (0)=2d,
MP(s)=0 ; MP0)=0

= AV(s)=1+(11/6)s+s> +(1/6)s> ; AV (©0)=1

AD(s)=11/6+25s+(3/6)s> ; AD0)=11/6
AP (5)=2+s ; AY0)=2
A (s)=1 ; AP0)=1

Na© (2) YR VAS M 3@ (0)

= g=1 Mzz( D MTOMTO)  ED"MTOMTO) DM OM (0):_d2+d]2_d2:_2d2+d12
0!(2-0)! 1@2-1)! 21(2-2)!
NI AO (2) _N2 A © _1N3AD (0)
2:( D AT OATO)  DTATOATO)  DTATOATO) 517361249/ 36
01(2—-0)! 11(2-1)! 212-2)!

Dado que Mz = Az = —2d,+d} =49/36

= ¢g=2 Dadoque Ms=As = dj =7/18

De las dos ecuaciones anteriores se deduce que di =1.615 y d2=0.625
6 1.60 ®2 =1.60 }m,, =1.265
- =

~h'(s)—
s'+2.5845+1.60 20w, =2.584] §=1.021

= () =—7—~
() S +6s7+11s+6

no hay sobrepaso!. &

C . Reduccion de Orden en Sistemas Discretos.

Se plantea como alternativa encontrar los polos continuos equivalentes y luego aplicar cualesquiera de
las alternativas anteriores. En general, si un modelo discreto proviene de un sistema continuo, se espera
que la reduccion de orden - de corresponder - debiera realizarse antes de encontrar su equivalente.

Ejemplo 4.5. El levitador magnético de la Fig. 4.13(a) con variables de estado a x1 =i, x2 =x, x3 =dx/dt = vy u = e tiene la

X, —Rx,/L+u/L
representacion  en  variables de estado, x=|x, = X, =
X, —g+kx} /[m(l, —x, +a)|+k(l, —x,)/ m—dx,/m
—Rx, /L 1/L
X, + 0 |u. La linealizacion del esquema resulta en
—g+kx [[m(l, —x, +a)|+k(l,—x,)/ m—dx,/m 0
‘% 0 0 1L
A= 0 0 1|, b=| 0|, ¢ =101 0], por lo que la F. de T. resulta en
kL k& K d 0
| ml—-x,+a m(,—-x,+a) m ]
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h(s)= 2k, ! . Al obtener los polos del sistema se tiene a: p1 : -20'y p23
m(l,—x,+a) , d 1 ki’
(L+R)| s>+ “s+—| K——"0
m m (, =x,+a)

=-31;6.667, los que no estan separados en un factor de 10 pero si mayor que 5, lo que alienta una disminucion del orden del
sistema. Notese que en este caso particular se sabe de la fisica del sistema que la constante de tiempo eléctrica es la mas rapida
y por lo tanto la potencial dindmica a eliminar. Al hacerlo, la F. de T. resultante debe tener igual ganancia DC, por lo tanto,

la. Fde T. de orden reducido  serd, h, ,(s)= 2Ky ! =
- m(l,-x,+a)R , d 1 ki’
S —s+—| K-
m m (,—x,+a)
2k.e, 1 .

5 . EI D. de D. de cada F. de T. se muestra en la Fig. 4.13(b), (c).

m(l,-x,+a)R> , d 1 ke’
S+ —s+—| K-
m m R (l,—x,+a)

Claramente, la discrepancia es solo a altas frecuencias.

Otra forma de abordar la reduccién de orden es considerar el modelado del sistema con la premisa de eliminar las dinamicas

rapidas. En este caso se asume que la corriente i es simplemente e¢/R, lo que indirectamente presume que la dinamica de la

corriente es muy rapida respecto de la dindmicas restantes. La ecuacion mecéanica no cambia y esta dada por,
2

f =-mg+F, +k(l,-x)—d ? , donde F» es la fuerza magnética producida por el electroiman, dada por F = kii®/(y + a)
t t
= ki(e/R)*/(l\ —x + a), reemplazando en la ecuacion anterior y definiendo x1 = x, x2 = dx/dt = v y u = e se tiene la representacion

en variables de estado, x = ).Cl = 5 = . El modelo resultante es no lineal
X, —g+ku [[mR(, —x,+a)l+k(l,—x)/m—dx,/m
0 1
debido a la presencia de términos cuadraticos. La linealizacion del esquema resulta en A = k(e /R) K —=dls

m(l,—x,+a) m m

/
AAAA Magnitud Fase
d VVV
R — - T T
j D R L+ 10" SESE i 0 i N T
b e(?) - _-—\ 1]
s —
> it -
g) ° 107 = 7 90
N\ aprox.tj
— \§ T aprox.
10°— \ 180 [ e
lOtﬂl:j: total
0
\ ™
10% I I il -0 L LI L
0.1 1 10 0.1 1 10
a) b) )
6 1 1 T T T
aF
b i
d
0 | | | |
0 0.5 1 15 2 25 3

Fig. 4.13 Levitador magnético; (a) estructura, (b) D. de B. (magnitud), (¢) D. de B. (fase), (d) respuesta a entrada escalon.
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0 2
b=| k 2e, , ¢ =[1 0], donde en el punto de operacion se cumple que mg = k—’zle—" +k(l,—x,) . En este caso
% =X, +a

o

mR* [, —x, +a
2k,e, 1
2 2
m(l,—x +a)R d 1 ke
(l ? ) S+ —s+— K"
m m R (,—x,+a)
camino que pareciera ser mas largo, es el recomendado si se conocen las caracteristicas fisicas del sistema en estudio, en

particular, de las dinamicas relativas de éste. La respuesta dindmica utilizando la F. de T. total y la aproximada para entrada
escalon se ilustra en la Fig. 4.13(d). #

laF.deT.es, h, ,(s)= , que es igual a la encontrada inicialmente. Este

4.5 Sistemas con Retardo.

Los retardos estan siempre presentes en los sistemas fisicos. Afortunadamente, en muchos de ellos, éstos
son pequefios al compararlos con las dindmicas del sistema y por lo tanto se pueden asumir cero. Sin
embargo, los sistemas que se caracterizan por el transporte de materiales (p.ej., mineria, biologia, etc.),
tienen retardos apreciables, Fig. 4.14; es mas en algunos casos son mayores a las constantes de tiempo
de la dinamica del sistema. Los sistemas eléctricos no estan exento de esta caracteristica por la velocidad
finita de la luz. Este es el caso de los sistemas de transmision de energia eléctrica en donde el transporte
se realiza en distancias del orden de los varios cientos de kilémetros.

A . Aproximacion del Retardo.

Sea un caso particular de un sistema continuo de primer orden con retardo,

g(S) — kP e—str .
s +1

, Qué aporta e en términos de ceros, polos y estabilidad ?. ; Qué sucede con estas caracteristicas si se
realimenta el sistema ?. El retraso e se caracteriza en el plano de la frecuencia por,
mod(e™" )s=jo =1
2
arg(e™ )y—jp = —O1,

por lo que e™* s6lo adiciona un retraso y por lo tanto g(s) es estable si y sélo si sus polos son estables.
La interrogante de mayor importancia es, ;, qué sucede si se agrega un lazo de realimentacion unitaria a
un sistema con retardo?. La F. de T. en L.C. considerando un controlador de ganancia k. es,

y(s) _ 2(s)k, _ kckpe—z,s
va(s) 1+g(s)k. 'cs+1+kckpe—trs ’

la cual no puede ser analizada directamente por la dificultad de identificar los polos y ceros del sistema
—st, /2 1 1

resultante. Se puede utilizar la relacion ¢ = ——,ydadoque e =1-x+ —xP——x+-xl-x,
e

el retardo se puede aproximar por ¢ ~ % Asi,laF.de T. en L.C. es en forma aproximada,
+1.5
y(s) kh,(1-t.s/2)2/(xt,)

vu(s) P +sQ/t A1 t—kk, /Ty +2/w, +2kk, [,
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t

”

La tltima expresion indica que el sistema es estable si la ganancia £, < ki{l + z} . En el caso ideal en

P
kk,/t
s+(+kk,)/t
. Notese ademas que el sistema adiciona un cero en el lado derecho del plano complejo, lo que sugiere
respuestas con sobrepaso negativo. Las conclusiones anteriores son validas a medida que la aproximacion

que t- — 0 se puede tener k. — oo. Esto se confirma al obtener y(s)/y4(s) con ¢-= 0 que es

~t,s

de primer orden utilizada para e
pequefios del retardo, ¢, — 0.
Para el disefio de sistemas con retardos, se cuenta con el Predictor Smith que permite hacer abstraccion
de éste para efectos de disefio. El sistema resultante sigue teniendo un retardo, pero el disefio del
controlador se simplifica notoriamente, pues la planta se trata como sistema sin retardo.

sea valida, la cual lo es si y solo si 2t/t, — oo; es decir, para valores

B . EIlPredictor Smith para Sistemas Continuos.

Dado un actuador y una planta con retardo ¢- y modelo conocidos, se propone el controlador ilustrado en
la Fig. 4.15(a), donde, %,.(s) = hyvo(s)e™" es el modelo de la planta y actuador combinados, px(s) es una
F. de T. a encontrar y /4.(s) es el controlador a especificar. Se puede obtener de la Fig. 4.15(a) que,

v(s) h.(s)
e(s) 1+h(s)1-e")p,(s)

por lo tanto,

h(s)
W) ke p e B (), (5)e ™"

O . (s) (e () IHEOU=e )P (6) +h (O, (), ()

h
Lh(s)1—e )p, () |
_ hc (S)hyvo (S)e—Sl‘r
14k (s)p, (s)—=h(s)p, (s)e”" +h_(s) b, (5)h, (s)e "
si pm(s) se escoge igual a hyo(s)hs(s), entonces,
W O,
Ya(s)  1+h.(s)h,,(s)h,(s)

Por lo tanto, se puede disenar /.(s) de manera tradicional considerando que el resultado final es una
planta con un retardo como el original. El inconveniente es la necesidad de conocer /,,0(s), hs(s) y t- en
forma exacta.

f;’I
m i - [, +

—

’ fe
o) o) | |
< d >

fe

Fig. 4.14 Sistema con retardo - transporte de material.
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C . El Predictor Smith para Sistemas Discretos.

En este caso es de importancia considerar el retardo unitario impuesto por la implementacion del
algoritmo. Si se asume que la planta tiene un retardo ¢ = /T, entonces, la F. de T. discreta equivalente de
la planta y actuador combinados se puede escribir como Zy.0(z)z"7 y la del sensor/transmisor como /(z).
Por lo tanto, de la Fig. 4.15(b) se puede escribir que,

@ — ! h.(2)
e(z) 1+ (2)(1-2"")p,(2)

donde se espera que el Predictor Smith compense también por el retardo de calculo. Asi,

Z—l hc (Z_) h Y (Z)Z—l
Wo) L @-z ")p, ()
Y4(2) 1+z7! h.(2) h, (2)z"h,(2)

I+h(2)(1=2"")p,(2) ™
) = (2h,, ()2
1+ h (-2 ") p, () + 2 B (2h,,, (D), ()2
~ h.(2)h,,,(2)z" "
b ()P, (D)= h(2)p, ()2 b (2h,, (h, ()2

si pm(z) se escoge igual a hyvo(2)hs(z), entonces,

y(Z) — hc (Z)hyvo (Z) Z_(Hl)

Y4(2)  1+h.(2)h,, (2)h,(2)
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Por lo tanto, se puede disefiar /4.(z) de manera tradicional considerando que el resultado final es una
planta con un retardo como el original. Similarmente al caso continuo, el inconveniente es la necesidad
de conocer hyv0(z2), hsd(z) y - = [T en forma exacta. Notese ademas que el retardo ¢ debe ser un multiplo
entero del tiempo de muestreo 7. Si por el contrario, se espera que el Predictor Smith s6lo compense por
el retardo de la planta, entonces, se puede escoger da manera que la relacion entre v(z) y e(z) sea,

@) _ h.(2)
e(z)  1+h(z2)1-z")p,(2)

por lo tanto,

-1 h.(z)

z ~ hyvo (Z)zfl
y(z) _ 1+h.(z2)A-z")p,(2)
v,(2) -1 h.(2) -
L@, M

z'h (2)h (z)z”!

T (=2 Dpy(2)+ 2 (), (D) ()2
h(2)h,, ()2

TR G)p, @R @p, D +h @, G Gz

si pm(z) se escoge igual a hyv(2)hs(z)z!, entonces,

Vd(S) Predictor Smith V(S) planta-actuador y(s)
va(?) v(?) (o)
—>(D— he(s) 2 > e

- controlador

A

-Sty

l1-e < pm(s)

s(s)
ys(t)
hs)
(a)
Vd(2) Predictor Smith w(z) V(S) planta-actuador y(s)
va(kT) w(kT) w() W)
—>(H— he(z) ot > S/H > 1,0(s)e™"
- - controlador
1 _ Z—([+1) < (z
i vs(2) s(s)
ys(kT) V(0
S |« hg(s)

(b)

Fig. 4.15 Predictor Smith; (a) continuo, (b) discreto incluyendo el retardo por calculo.
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ye) k@)
vo(2)  1+h(2)z7h,,, (2)h,(2)
Por lo tanto, se puede disefar /.(z) de manera tradicional considerando que el resultado final es un

sistema con un retardo como el de la planta, y que el retardo de calculo esta presente en la F. de T.
resultante.

Ejemplo 4.6. Sea h,., (s)e™" = %e""f y hs(s) = 1. Calcular k y p de manera de obtener un S.P. <30 % yun#,<4.5s
s(s+p
(con 8 =15 %) y para t-=1.0 s. R.: Al utilizar el Predictor Smith de la Fig. 4.15(a) se espera que la F. de T. en L.C. sea

k e~ que comparada con la F. de T. estdndar se tiene que k, = 1, o.> = ky 2Emx» = p, por lo que se opta por obtener

2
s +ps+k
los parametros de la F. de T. estandar para luego deducir los parametros de /,v(s). De la expresion del sobrepaso se obtiene
que &= —In(S.P.) , que para un S.P. de 0.30 (equivalente a un 30 %) se tiene que & = 0.358; de la expresion de tiempo

JIn(S.P.)> +

' 2
de asentamiento se obtiene que @ = w , que paraun & = 4.5 s — t- = 3.5 s se tiene que ., = 1.569. Con estos
t

valores se obtienen k£ =2.463 y p = 1.123. Noétese que el controlador no es necesario para cumplir con las premisas de respuesta
transiente, por lo que %.(s) = 1. La respuesta ante entrada escalon esta ilustrada en la Fig. 4.16. &

Ejemplo 4.7. Sea el caso del estanque como en el Fig. 4.17 con un controlador de ganancia k.. Considere ahora que se opera
con un actuador que es un retardo puro de 0.5 s. Si se considera el retardo de implementacion, se pide repetir la simulacion,
pero ahora considerar el retardo del actuador y luego implementar un Predictor Smith para compensar solamente el retardo
del actuador. R.: El esquema se muestra en la Fig. 4.17(a) y las Fig. 4.17(b) y (c) muestran la simulacién considerando al
actuador sin retardo y por lo tanto sin el Predictor Smith (solo el controlador k. = 4). Las Fig. 4.17(d) y (e) muestran la
simulacion considerando el controlador k. = 4 y al actuador con su retardo de 0.5 s y sin el Predictor Smith. Notese que las
formas de onda se ven ostensiblemente deterioradas. Finalmente, se implementa el Predictor Smith ilustrado en la Fig. 4.17(a)

Ve _ h(2)
oz)  1+h()1-z)p, ()

con /=2 (pues 7= 0.25 s y el retardo es de 0.5 s). Para obtener la expresion , Se necesita

he(z) que es ho(z) = ke y se necesita pm(z) = hywo(2)hs(z)z”!, como h,(z)= ﬁ ,pues h (s)= AL y hs(z) = 1, entonces
’ e z- ' eS
p,(2)= m z'; por lo tanto, la F. de T. resultante (considerando el retardo por calculo) es
e zZ=
v(z) k2 —kz’

= . Este ultimo bloque se implementa y las Ejemplo 4.7(f) y (g) muestran la simulacion.
e(z) -2 +kT/A42-kT/A Y ! vis

Notese que las respuestas son como las ilustradas en las Fig. 4.17(b) y (c) pero retrasadas en 0.5 s, lo que confirma la

1.5 T T T T T T
¥30%
* 15%

.............................. NN NN NN NN NN NN ENEENEEEEEEE NN EEEEEEEEEEEEEEEEE

051 4
e 3.5 —p

0.0 1 1 1 1 1 1

0 2 4 6 8 1 1 1

Fig. 4.16 Respuesta en el tiempo del ejemplo del Predictor de Smith, Ejemplo 4.6.

Copyright © por Prof. José R. Espinoza C.



Apuntes: 547 353 76

efectividad del Predictor Smith de compensar el retardo del actuador. Esto es, producir formas de onda en L.C. retrasadas en
una cantidad igual al retardo compensado, pero con una dinamica equivalente a no tener el retardo. &

4.6 Ejercicios Propuestos.
Resuelva los problemas siguientes. Anote todo su trabajo.

A . Nivel basico.

1.- BasadoenlaF.deT.enL.C. dada por Ay,a(s) para los siguientes casos,
@  ls) =k, ha(s) = 1, ) =1, he(s) = ke
k
(b))  hyls) = —2—, ha(s) =1, Hs)=1, he(s) = ke
Y
s +1
k
©  hls)= —2_, huls) = 1, M) =1 )=k
Y
s +1 Ky
k
(d) )= 2, hals) = a, )=k b= ky 2
T,5+1 s
k
@  Iuls) = —2—, ha(s) = kae™,  1(s) = ku, hes) = *e
Y
s +1 Ky
k
0 hls) = —2—, ha(s) = kay M=k b=
Y
7,5 +1 s
k
@ Ils) = —2—, ha(s) = kay o) = ke, hu(s) =k, 25
s +1 S
(M) Ils) = ? ha(s) = 1, ) =1, he(2) = ke
i) )= L0 hs) = ke =1, )=k ——
s+1 z-1
2
M) o) = =L ) =1, Hs) =1, he(@) = ke
y 2
s +1
K)  hyu(s) = . ha(s) = ka, Hs) = kae'™,  he(z)= k 224
Y P c
s +1.8s+1 z—1

determine si el sistema puede presentar sobrepasos ante entrada escalén y/o sobrepasos negativos.
Considere el retardo por calculo donde corresponda.
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2.- Paratodos los casos anteriores determine una F. de T. aproximada para bajas frecuencias, otra para
frecuencias intermedias y otra para altas frecuencias. En el caso de ser estrictamente necesario,
asuma valores numéricos donde corresponda.

3.- ParalaF.deT. dada por

z+b,
Z+az+a,

de tener una F. de T. de segundo estandar.

, determine el coeficiente bo en funcion de ao y a1 de manera

(0
Predictor Smith Valvula Estanque
hakT)  e(kT) wkT) W) fo(9) . h(?)
ke o—> > SH < 2O mlvrs >
- - controlador
1-77 e pm(2) Sensor/Transmisor
y(kT)
S < ha(s) |«
(a)
T T T T T T T T T T
B o h(k 9 4r h -
k) . e o
oo.o..oooooooooooool l
® o
000000 4,k |
wkT) o () v(0) 1(0)
0 o ® . e ° —0—0—0—0—0—0—0— 00 0 |_\_’_’_l—
0 | 2 ; y 5 s g B ; 3 y 5
(b) (©)
T T T T T 4 T T T T T
4 o0 oo ° . - — o ]
h"(knooooo..::o::O.:...o’o hd(t)l ]
TR E RN 3.}7(1(;) /r_\_‘ \’_I_’:h’(ﬁ
. | 24
Bl Y o . S
0 . M0 . 0
wien® Lo ¢ 0
4 I I | | I “4C I | I I I ]
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5
(d) (e)
T T T T T T T T T T
4+ o0 i’ - a4t -
hd(KT) h(kT) ) h(@)
0000go0808o00000000000 9
000000 : ° 4 2F B
vwkT) o 70 V() (0
0p—e—o—o—o ....-“‘ ------- 0 o T —
0 i : 3 y s 6 0 , 2 ; 4 5
® (2)

Fig. 4.17 Estanque con actuador con retardo #-= 0.5y 7= 0.25, Ejemplo 4.7; (a) controlador hibrido con Predictor Smith,
(b)(c) respuestas sin retardo en el actuador y sin Predictor Smith, (d)(e) respuestas con retardo en el actuador y sin Predictor

Smith, (f)(g) respuestas con retardo en el actuador y con Predictor Smith sélo para este retardo.
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4.-

Para la pregunta (3) determine una ganancia k, en funcion de bo, ao y a1 de manera de tener ganancia
dc igual a la unidad ante entrada escalon unitaria.

Nivel intermedio.

Bosqueje la ubicacién de las raices de un sistema continuo en un plano complejo tal que su
respuesta a entrada escalon presente un sobrepaso menor a un valor maximo dado S.P.max y mayor
a un sobrepaso minimo dado S.P.min; ademds de tener un tiempo de asentamiento mayor a uno
minimo dado #min y menor a un tiempo de asentamiento maximo dado #max.
Bosqueje la region obtenida en (1) en un plano complejo de un sistema discreto equivalente. Sea
cuidadoso de indicar las limitaciones que corresponda.

z—b

Para un sistema cuya F. de T. esta dada por, k, , determine el controlador necesario para

z—a
obtener una F. de T. en L.C. cuya respuesta a escalon corresponda a la respuesta a escalon de un
sistema continuo de segundo orden estandar muestreada.

Determine las expresiones de la F. de T. en L.C. de los sistemas ilustrados en la Fig. 4.15
correspondientes a Predictores Smith, pero ahora asuma un retardo en el sensor/transmisor f.
Asuma para el caso discreto que este retardo es multiplo del tiempo de muestreo.

Nivel avanzado.

Demuestre que el Predictor Smith no altera las conclusiones que se puedan obtener en términos de
errores en S.S. para una planta dada.

Modifique la estructura del Predictor Smith ilustrados en la Fig. 4.15 de manera de “absorber” el
retardo que se pueda encontrar en el sensor transmisor. Asuma para el caso discreto que este retardo
es también multiplo del tiempo de muestreo.

Bosqueje en un plano complejo los polos y ceros asociados a la aproximacion polinomial de orden
n de un retardo de un sistema continuo. ;Qué sucede con la ubicacion de los polos y ceros cuando
n— o ?
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5 Lugar Geométrico de las Raices.

La ubicacién de los polos en sistemas lineales contiene mucha de la informacién
relevante de éste. En efecto, a partir de ésta se puede concluir de su estabilidad y
caracteristicas dinamicas y estaticas. En este capitulo se revisa el concepto de Lugar
Geométrico de las Raices como el grafico de la ubicacién de los polos de un sistema
lineal. En particular, se revisan técnicas para bosquejar esta ubicacion a partir de la F. de
T. en L.D. de sistemas continuos, discretos e hibridos como funcién de un pardmetro del
sistema. Normalmente, este parametro corresponde a la ganancia del controlador.

5.1 Introduccion.

Sea la planta tiempo continuo en L.C. como se muestra en la Fig.5.1(a). La F. de T. en L.D. es,

k
s)= ,
s(s+4)

y por lo tanto las raices en L.A. sons12 =0y —4.LaF.de T.en L.C. es,

) kgls) Kk _k
v (s)  l+kg(s)r(s) s(s+4)+k s’ +4s+k

y por lo tanto las raices en L.C. son s,, = (-4 & V16 —4k)/2 =-2++/4—k, las cuales dependen de .

Algunos valores se muestran en la tabla siguiente y la grafica - que se denominara el Lugar Geométrico
de las Raices (L.G.R.) - en la Fig.5.1(b).

k S1 52
0 —4 0
2 —2+42 —2-2
4 -2 -2
T T
5 -
yd(S) A R 1 y(S) = Hoeooo oo eseeeX i
_ s(s+4)
sk i
| |
-8 -6 -4 -2 0 1
(a) (b)

Fig.5.1 Sistema en L.C. y su L.G.R. en funcidon de k; (a) diagrama, (b) L.G.R..

Copyright © por Prof. José R. Espinoza C.



Apuntes: 547 353 80

6 242 —2-j\2
8 242 —2-2

Se observa que,

- para k= 0 se tiene que las raices en L.C. son las raices en L.D.,

- amedida que k& aumenta, las raices del polinomio en L.C. se mueven por ramas, por lo que hay un
numero de ramas que es igual al nimero de raices, el cual a su vez es igual al orden del polinomio
caracteristico.

Si ahora - por ejemplo - la F. de T. en L.D. de un sistema discreto (con #(z) = 1) es,
-0.
i(z)= k2202

z

hay un polo en 0 y ademas hay un cero en 0.5. La F. de T. en L.C. seria,

2 _ kg _ k(z-05) _ k(z-05)
y,(z) l+kgr z+k(z—0.5) z(1+k)—0.5k

z—0.5

z

por lo que el polinomio caracteristico es 1 +(z)=1+k =z+k(z-0.5) = z(k+1)—-0.5k =0, por

lo tanto, hay un polo en z, = Z—Sli , de esta expresion se concluye que,
+

- para k=0 se tiene que el polo en L.C. es el polo en L.D..
- el polo viaja al cero a medida que k£ aumenta.
En un caso més complicado, como por ejemplo, la F. de T. en L.D. dada por,

(s+4+3))(s+4-3))
s(s+2)(s+6)(s+5+6/)(s+5-6))

I(s)=k

la cual genera una F. de T. en L.C. dada por,

T T T T T T T -...1\( T T
1.5+ N s k>0 c/' .-" - 5 k<0 b
e \ H Pe)
N \ (
or :\ K= \ — () [rooossssmmmd Mmoo g cemd( — or Ypomes o : . - Y
5 /
= ) g
1.5 . -5 o . 41 -5F -
x/’ '._
| | 1 1 | | I ‘e .-"1/‘( I 1
-3 -2 -1 0 1 2 -8 -6 -4 -2 0 2 -8 -6 -4 -2 0 2
Fig. 5.2 LGR. de 1442292 =0. Fig. 53 LGR., 1+kgr(s) = 1+k (s+4+3/)(s+4-3)) =
z S(s+2)(s+06)(s+5+6))(s+5-6))
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y(s) i s*+8s+25
y,(s)  8°+18s* +1535° + (608 +k)s® + (732 +8k)s +25k

en donde es claro que no es posible determinar la ubicacién de los polos de esta funcion por inspeccion.
El resultado exacto se encuentra en la Fig. 5.3.

Ejemplo 5.1. Estudiar la ubicacioén de los polos en L.C. del sistema reductor/elevador de tension DC en funcion de la
ganancia del controlador k., Fig. 5.4(a). R.: La F. de T. del sistema linealizado y normalizado en L.A. es

d, (1-d,)y
1 “re’IC , o d (1-d)
h,(s)= — Yy por tanto hay un cero en la raiz del polinomio dado por —s—2 + "2~ que resulta
1-d, s2+si+(1_d”) RC LC
RC LC

2
ser 416.667 y los polos son las raices del polinomio s? + s% + % que resultan ser -200 £ ;208.167. En L.C. la F. de

+
v(s) d(s) V)
—b@—? ke > e(?) >
1000 T T T 1000 T T T
so0 - /d | sk |
0 & ; 0 I O
500 1 \\/ 7] 500 I 7
- | | | - | | |
1000 1000
=500 0 500 1000 1500 =500 0 500 1000 1500
(b) (c)
T T T T T T T T T
105~
0.5:0.25 /
10.0 T T
| | | | | | | | |
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

(e)

Fig. 5.4 Sistema fuente DC/DC reductora/elevadora, Ejemplo 5.1; (a) diagrama fisico, (b) ubicacion de polos en L.C. para
ke >0, (¢) idem (b) pero para k. <0, (d) simulacion en L.C. para ke = 0.16667.
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_ 2
d, N 1-d,)

s
T. es h,(s)= . k. RC LC la que presenta dos polos y son las raices del

d RS
"s2+sL 1-k, d, +(1 d,) 1+k, !
RC 1-d, LC 1-d,

. . 1- 2
polinomio s> +SL 1-k, d, n (-d,) 14k,
RC 1-d, LC 1-d,

< 0. Notese que las lineas parten desde la ubicacion de las raices en L.A. y terminan en sus ceros. Ademas, hay un valor de k.
positivo maximo hasta el cual las raices permanecen en el S.P.I. y también hay un valor de k. negativo minimo maximo hasta
el cual las raices permanecen en el S.P.1.; es decir, kemin < ke < kemax, cOn kemin < 0y kemax > 0 tal que las raices estan en el
S.P.I.. También es posible apreciar que existe un rango en donde la respuesta es estable y oscilatoria (en donde las raices
tienen parte compleja distinta de cero), un rango en donde la respuesta es estable pero no oscilatoria (en donde las raices
tienen parte compleja igual a cero) y un rango en donde la respuesta es estable, no oscilatoria y de primer orden (en donde las
raices tienen parte compleja igual a cero y distan entre si por un factor de 10). La simulacion para k. = 0.16667 se muestra en
la Fig. 5.4(b). Es claro que este valor de ganancia es para una respuesta estable y oscilatoria. &

J que se ilustran en la Fig. 5.4(b) para k- > 0 y Fig. 5.4(c) para k.

El método del L.G.R. es una técnica grafica para determinar los polos de la F. de T. en L.C. A(s) o A(z) a
partirde la F. de T. en L.D. /(s) o /(z), respectivamente, conforme varia uno de los parametros del sistema.
Este método proporciona un grafico que permite estudiar,

- estabilidad — polosenel S.P.I./S.P.D..

- dindmica —  ubicacién de polos en el diagrama (complejos: oscilaciones).

- estado estacionario —  error en estado estacionario en el diagrama (polos en el origen).
- sensibilidad —  variacion del L.G.R. en funcién de algin parametro.

- diseno —  ubicacién de los polos.

Desafio: bosquejar el L.G.R. de la F. de T. en L.C. a partir de la F. de T. en L.D. en forma rapida. Para
esto existe el Método del L.G.R. que propone varias reglas para su construccion.

5.2 El Método del L.G.R.

Es un conjunto de reglas que permiten encontrar la ubicacion de los polos en L.C. del sistema general
dado por la Fig. 5.5 sin resolver la ecuacion caracteristica. Los polos en L.C. estan dados por las raices
de la ecuacion,

1+1(s)=1+kgr(s)=0, 0 bien 1+(z) =1+kgr(z)=0

por lo que todo punto s o z en el plano complejo que cumpla con la ecuacidon anterior, es un polo del
sistema en L.C.. Las expresiones anteriores pueden ser escritas como,

1 1 . 1 . 1 . 1 1 . 1 . I .
(s :__:_ejﬂ: :_ej(n+2nrr) :_ejrt(l+2n)’ Oblen (2 :__:_ejT[ :_eA/(nJanrr) :_ejTC(l+2n)'
&= = Ty k @ =m=re = k

Por lo tanto, se debe cumplir que,

|gr(s)| = % y arg(gr(s))=m(2n+1), o bien |gr(z)| = % y arg(gr(z))=n(2n+1),

las cuales se conocen como la condicion de magnitud y dngulo, respectivamente. En general, un punto
en el plano complejo debe cumplir con la condicion de angulo para que corresponda a un polo del sistema
en L.C.. La ecuaciéon de magnitud puede ser posteriormente utilizada para determinar la ganancia k
necesaria para tener el punto en L.C. como polo.
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. Determine si —6 y —1 pertenecen al L.G.R. en L.C.. R.: Sea 51 =—1 un

Ejemplo 5.2. Supongamos que kgr(s) =
s(s+4)

punto del lugar geométrico, entonces, arg(gr(s,))zarg{ }:180", por lo tanto s1 € al L.G.R.; ademas,

T1C1+4)
lgr(s)| =1/k =[1/(~1)(-1+4)|=1/3, por lo que k=3. Por otro lado, sea s2=-6 un punto del L.G.R., como

arg(gr(s,)) = arg{m

} =0°, entonces, s2 ¢ al L.G.R.. Esto corrobora el diagrama de la Fig.5.1.%

A continuacion se expone las reglas para construir el L.G.R.. Si bien se hace mencion solo al caso
continuo, éstas son utilizables sin modificaciones en sistemas discretos. Las reglas son,

Regla N°1: Numero de ramas.

El nimero total de ramas es igual al nimero de polos de la F. de T. en L.D. /(s). Dem.: En
L.C. hay igual namero de polos que en /(s).

Regla N°2: Puntos de inicio (k — 0).
Las ramas del L.G.R. comienzan en los polos de la F. de T. en L.D. I(s). Dem.:
I+ kgr(s) =14k T2 _ 02 - (54 p )+ TI(s+2,)=0, con k = 0 se tiene que
I(s+p;) !
M(s+p;)=0. Por lo tanto, los valores de s que satisfacen esta ecuacion son los polos del
sistema.
l p(s)
t
bl e Ws) PO 5)
va(®) e(?) V() 2 (). 7 (5) (0
> » ) fyp
ke 7| {Ag by, €, do, €, fo}
s(s)
ys(t) I"(S)
{AI'> bl‘) cl’" dl"}
(a)
l p(2)
k
D e e P &)
va(kT) e(kT) v(kT) W(kT)
k > 8ls), hyp(s)
¢ {Ag, by, Cq, do, €4, [}
ys(2)
vo(kT) z2)
{Al‘> bl‘) cl’" dl‘}
(b)

Fig. 5.5 Sistema generalizado en L.C. para analisis con el L.G.R.; (a) sistemas continuos, (b) sistemas discretos.
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Regla N°3: Puntos finales (kK — o0).

Si /(s) tiene ), polos y m: ceros, entonces 1. ramas terminan en los 1. ceros y las n, — n:
(s+z,) 0

I(s+p;)

H(S-I—pj)-l-kH(S-l-Zi):O, o también %H(s{—pj)—}—n(s-}-zl_)zo con k— o

ramas restantes terminan en el infinito. Dem.: 1+kgr(s)=1+k

II(s+2z,)=0. Por lo tanto, los valores de s que satisfacen esta ecuacion son los ceros del
sistema.
Regla N°4: Comportamiento a lo largo del eje real (s = o).

Un punto en el eje real es un punto del L.G.R. si la suma del nimero de polos y ceros que
se encuentran a la derecha del punto es impar. Dem.: Utilizando el criterio de los angulos.
El aporte neto de angulo por un numero par de ceros y/o polos es cero. Por lo tanto, el
numero debe ser impar.

Regla N°5: Determinacion de la ganancia.

La ganancia en un punto arbitrario s1 que pertenece al L.G.R. se calcula como k =

|gr(s)

§=51

. Dem.: |gr(s)| = 1/k, por definicidon de punto que pertenece al L.G.R.

Ejemplo 5.3. Sea el sistema de la Fig. 5.6(a), determine su L.G.R.. R.: La ecuacion caracteristica es
2(s+2)

51 4) =0, por lo que se tienen dos ramas como se muestra en la Fig. 5.6(b). Para determinar k en s = -1 se
s(s+

l+kgr=1+k

tiene que k = ! | = ! = ! = -\ = 4 . En general, para determinar & se procede usando el criterio
lgrll,., | 2¢-1+2) 21-1+2| | 21 2

1
(=D(=1+4)| |[-1||-1+4) 13
de las distancias relativas que se simplifica a la ecuacion,

1 H distancia a los polos de rg

k=
k' H distancia a los ceros de rg

donde £’ es la ganancia de gr(s). En el caso anterior k¥’ =2y k= 1/2(3-1/1). %

5.3 Reglas Adicionales para la Construccién del L.G.R.

Regla N°6: Simetria del L.G.R.

El diagrama del L.G.R. es siempre simétrico respecto del eje real. Dem.: Los polos
complejos siempre aparecen como complejos conjugados. Notar que éstos pueden
originarse no sélo cuando /(s) tiene polos complejos.

Regla N°7: Puntos de salida (llegada) sobre el eje real.

Un punto de salida (llegada) del (al) eje real sucede en un maximo (minimo) relativo de la

ganancia. Estos se pueden se pueden encontrar resolviendo ? = (0. Dem.: En cualquier
s

§=C
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punto del L.G.R. se tiene que 1+ kgr(s) =0, lo que se puede asumir como 1+ k% =00
s

como d(s)+kn(s)=0. En el eje real se cumple que s = o, por lo que d(c)+kn(c)=0.
Para un pequefio incremento de &k se tiene d(c)+(k+Ak)n(c)=0,

d(c)+kn(o)+ Akn(c) =0, o también, 1+ Ak& = 0. Si se asume k de manera
d(c)+kn(o)
de estar en el punto de partida (llegada) entonces hay polos multiples y por lo tanto
d(o)+kn(c) =0 se puede escribir como (6 - 6o)"y’(5), con n la multiplicidad del polo y
O, el punto exacto en el eje real del punto de partida (llegada). Por lo tanto, se puede escribir,
A n—1
leak— "9 g YO g WOy Ak Ao
(6—0,)"y'(0) Ac” Ac Ac” Ac y(o)
si Ac — 0, entonces Ak/Ac — 0.

, por lo que

Ejemplo 5.4. Determine el punto de partida/llegada de kgr(s) = k .R.: dk_d) 11 4 (=s(s +4)) . Al tomar
s(s+4) ds ds| gr(s)] ds

ﬁ = % = i(—cz —46)=-26 -4 =0, entonces, ¢ = —2. Esto corrobora el diagrama de la Fig.5.1.%

do ds|._, do

Regla N°8: Angulo de salida (llegada) del (al) eje real.

Las lineas que entran (salen) del (al) L.G.R. estan separadas por un angulo dado por 180°%a.
en el punto de entrada (salida), donde o es el nimero de ramas que se cruzan. Dem.: El
nimero de ramas que se cruzan es siempre multiplo de dos y ademas se tiene,

) = 0. Cerca del polo multiple en L.C. que es s, se puede escribir,
d(s)+kn(s)
4 T T
,L i
Y O -
va(s) P . 1 n(s)
_ | os(s+4) 2 F .
| 25 + 4 |« -4 ! !
-6 -4 -2 0
() (b)

Fig. 5.6 Sistema en L.C. del Ejemplo 5.3; (a) diagrama, (b) L.G.R.
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A Y
(s—50)"
Akw®0+AG+]Am):_
(Ao + jAw)" ’
(Ac+ jAw)" = —Aky(s, + Ac + jA®)
Ac + jAw =4/—1 2/ Aky(s, + Ac + jA®)

de  donde,  arg(Ac+ jA®)=arg¥/-1+ argq/Ak\y(so +Ac+ jAw). El  tomar
Ac+ jAw — (0 implica que Ak— 0, asi lim arg(Ac+ jAw) = argi-1 +

Ao—0

=-1

lim arg(/Ak\y(so +Ac + jA®) = arg¥/—1, puesto que el argumento de la raiz es siempre
Ac—0

Ao— 0
positivo. Asi, paran = 2, Alin}) arg(Ac+ jA®) =arg(j),arg(—j)=90°,-90° y paran =4,
Ao—0
arg(\2/2+ j\2/2)=45°
272+ j\2/2)=135°

limarg(Ac+ jAw) = axg( V2 ]\/7 ) .
4o30 arg(—/2/2- j\2/2)=225°

arg(N2/2—- jN2/2)=315°

Ejemplo 5.5. Dibuje el L.G.R. de kgr(z) = ki ai, & R.: R.1 : dos ramas, R.2 : k>0, p1: 0, p2: 0.4, z1: -0.5, R.3 :

32(z-0.4)
k—>w, p:-05, mp-m:=2—1=1, R4 ver Fig. 57, R7 : L) 1 1 o d] 32204
do | gr(o) do | 4(z+0.5) J| __
_g{(c—0.4+c)(c+o.5)—c(c—0.4)} _ _3{02+G—0.2}_ 0, =-0.5+V045 ~+0.171 o de & de
4 (c+0.5)’ 4| (0+0.5) G, =-0.5-0.45 ~ —1.171

1 (1L.171-0)(1.171+0.4)
4/3 1.171-0.5

=2.056, R.8:90° -90°. %

Regla N°9: Comportamiento asintotico para valores de k£ grandes.

T T T
1 e 7
M), ] 4 L C\xx P

B z—04 W ;

k=2.05 N
z+0.5 | s T T

3z ] ] |

-1 0 1

(@) ®)

Fig. 5.7 Sistema en L.C. del Ejemplo 5.5; (a) diagrama, (b) L.G.R.
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El L.G.R. tiende a los ceros en infinito a través de asintotas centradas en 64 y con dngulos
¢4. Cuando el nimero finito de ceros 7. es menor que el nimero de polos n,, entonces
Np — N- ramas del L.G.R. terminan en ceros en el infinito. Las ramas del L.G.R. viajan en
asintotas cuando k£ — oo. Las asintotas estan centradas en un punto en el eje real dado por,

ZIOCalizaci(’)n polos — ZIOCalizaci(’)n ceros

Ny —MN:
El angulo respecto del eje real esta dado por,

O 4

2g+1

¢A = 1800a q:O> 1725 eeey (Tlp_nz_l)
N, M.
P
H(s+zl.)
Dem.(a): 1 +I(s)=0 = :l— = ——. Separando el denominador,
[IG+p)
J=1
M-
+z
];[(s z,) o
n,-M. -

[ s+p] [+ p)

Jj=1
para s — o (k — o) se tiene que,

arg(s) = argn”_nﬂ = arg"fn(/__lnﬂ‘“\z/; ! argnp*n\_./_—l

180°+¢360° —

J o o ,q_o,l,...,np_nz_l.

Cargle e [L180°44360°  2g+1 o
M, =M, N, M.

Ny -
Dem.(b): 1 +/(s)=0 = H(s +p;)+ kH (s+z,)=0, lo que puede ser escrito como

j=1 i=1

sV @y 8" et ag +k(s™ + by 5™ +---+by) =0 y reducido a,

_n, 1, -1
s (g, = by )sV T 4+ k=0 A

Se asume que gr(s) es de la forma o y se aproxima
(S — 0oy )T]p_nz
(s—c )" ™ =s"" +(M, —N.)(s—0,)" " (~1)o, +---+k usando Taylor alrededor de

o4 = 0. Entonces,
1+kgr=0=5"" +(=1)(M, —M:)s™ "G4+ +k %

Np
Igualando # y & se tiene que a, , —b, _; =—(n, —M.)o,, y dado que a, =ij y
j=1

-
.1 =),z , entonces,

i=1

b

n
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Np

UE
Z P~ ZZ i . ., . .,
= o Zlocahzamon polos — Zlocahzacwn ceros

A4 — - .

n[?_nz np_nz

Regla N°10: Cruces en el eje imaginario.

Las ramas del L.G.R. cruzan el eje imaginario cuando la ganancia (k = k.) y la frecuencia
(o = ®¢) cumplen con,

Re(d(jo,)) +Re(k.n(jo,)) =0
Im(d(jo.))+ Im(kn(jo,) =0

Dem.: 1+1I(s)=0. En el cruce k=ke;; s=oc+jo.=jo. Ademas, [(s)=kn(s)/d(s),
entonces,

1+kLM:O:d(]wc)+kcn(]mL)
d(joe)

Esta ecuacion es una ecuacion compleja, por lo tanto, su parte real e imaginaria deben ser
idénticamente iguales a cero. Nota: alternativamente, k. se puede encontrar utilizando el
criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz.

Ejemplo 5.6. Dibuje ol LGR. de ker(s) =k ooy 1?( 5o Re RT Z_k:di{_—(c+l)(66+2)c}:0’
S(s + S+ (e} (e}
di{c3 +30% +20}=0, 302 +60+2=0, 0, =—1+/3/3=-0422, 5, =—1-3/3=-1.577, R& : 90°, -90°, R.9:
(e}

60° ¢=0
o, ={0-1-2)=(0)}/3=-1, ¢, =4180° g=1, R10 : Re{jo (jo, +1)(jo,+2)}+Re{6k }=0=30] -6k,
3000 g=2
Smijo, (jo, + D(jo, +2)}+Imk, }=0= -0 + 20, , de donde, . =2,y k. =1. %

Regla N°11: Suma de los polos en lazo cerrado.

SienlaF. de T. en L.D. se cumple que 1, — n: = 2, entonces la suma de los polos de la F.
de T. de L.C. permanece constante (independiente de k) y es igual a la suma de los polos de
laF.deT. de L.D. Dem.: El polinomio caracteristico de /(s) es:

-2

—4

-4 -2

Fig. 5.8 L.G.R. del Ejemplo 5.6.
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n, "

_ M n,-1 n,—r B
H(S_Pj)—S”FanpflS” +...+anp7rsp +-+-+aq,, en donde, anp_l_zpj_
J=1 =

El polinomio caracteristico de la F. de T. en L.C. es,

Ny M Ny
[TG+pp+k[JGs+z)=]]+P),
j=1 i=l k=1

por lo tanto,
sVt ag sV et ay ST 4t ag k(™ by s 4+ By)

9

=s" +d, s+ +d,
Np
en donde dnp,l=ZPk.Si N=MNp—7y p—7r<mp—-1 =>nNn<np-1 = n:<np-2
k=1

se tiene,

sVt ay sV et (@, A R)SYT e tag +kby = 5" +d, sV + e+ dy

Np Ty
entonces, a, , =d, ; = ZPk = ij .
k=1 J=1

Regla N°12: Angulos de salida (llegada) de (a) un par de polos (ceros) conjugados.

El angulo de partida de un polo complejo esta dado por,

Zéngulos desde los ceros — Zéngulos desde los rest. polos—180°=0,,,

ecuacion que corresponde al criterio de angulo, y el angulo de llegada por,
Zéngulos desde los polos — Zéngulos desde los rest. ceros +180°= 6.,

Dem.: 1 + /(s) = 0.

[Tes+2)

i=1

[1Gs+p)

j=l
Sea p. el polo complejo en donde se desea saber el 0,.

180°= arg{ﬁ(s+zi)}—arg{(s+pc)ﬁ (S—i-pj)}.

i=1 Jj=1

arg(gr(s))=180°=arg

En el entorno de pc, s = p, + Ao+ jAw, se cumple,
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Tl.'
180° = arg{H(Pc +Ac + jAw+ Zi)}—arg(AG-i-jA(D)

i=1

J=1

n,-1 ’
—arg{H(pc +AG+jA0)+pj)}
Entonces el angulo de partida 0, = arg(Ac + jAw) cuando Ac 'y Aw — 0 es,

. n,-l
0,= arg{l_[(pc +zi)}—arg{H(pc +pj)}—180°
i=1 =l

= Z angulos desde los ceros — Za’mgulos desde los rest. polos —180° .

(z+0.5+0.5/)(z+0.5-0.5/) z*+z+0.5
(z—0.5+0.5/)(z=0.5-0.5/) z>2—z+0.5
0, =0°+45°-90°-180°=—225°=135°, y 0, =180°+135°~90°+180°= 405°= 45° . %

Ejemplo 5.7. Dibuje el L.G.R. de kgr(z) =

5.4 Analisis de Sistemas y Ejemplos de Sintonizacion.

Para el analisis de sistemas mediante el L.G.R. se debe generalizar su utilizacion en donde el parametro
pueda ser distinto de £, incluir k£ negativos y considerar sistemas con retardos.

A . EIL.G.R. con Parametros distintos a k.

Hasta ahora se han estudiado sistemas como el ilustrado en la Fig. 5.5, donde la ecuacion caracteristica
es de la forma,

1+ kgr(s)=0.

El estudio se fundamenta en encontrar la ubicacion de las raices (polos) de la F. de T. en L.C. sin tener
que solucionar la ecuacion 1 + I(s) = 1 + kgr(s) = 0. El problema que persiste es como estudiar el caso en
que k esta definido (k= 5, por ejemplo) y en gr(s) hay un pardmetro que puede variar de 0 a infinito o en
algin rango. Es decir, se debe estudiar el caso 1+ kgr(a, s) =0, donde o puede tomar un rango de
valores. Este andlisis se puede efectuar ordenando la ecuacion caracteristica de manera de obtener
1 + aw(s, k) = 0, donde w(s, k) es una nueva funcién de s (con k dado). Naturalmente, en 1 + aw(s, k) =0
se pueden aplicar las reglas de construccion del L.G.R. anteriores.

2

Ejemplo 5.8. Dibuje el L.G.R. de 1+ kgr=1+ =0 si o varia desde 0 a 0. R.: En este caso la ecuacion
(s+a)(s+2)(s+3)
caracteristica es (s% +(2+a)s +20)(s +3)+2 =0, por lo que debe reordenarse para obtener la estructura generalizada. Asi,
S+ Q2+a)s? +205+3s2 +32+a)s +320+2 =0, S +(G+a)s? +(5o+6)s+6a+2=0,
2 2
+55+6
(s> +55+6)+55 +552 +65+2=0, l+a——2"2 _0, por lo  que, W(s)=3s+++6,
s3 4552 +65+2 §"+5s" +6s+2
I+a (s+2)(s+3) =0. En esta ultima ecuacion se pueden aplicar las reglas anteriores. R.7 : d_oc =0,
(s+2+v2) (s +2-2)(s+1) do
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(352 +10s + 6)(s” + 55 +6) — (25 + 5)(s” + 557 + 65 +2)

0
(s* + 55 +6)*

dk | +2+V2)s+2-V2)(s+1) o
do (s+2)(s +3) ’
st +10s° +375% + 565 + 26 _, 51 =-0812 53 =-3.352+/1.284

(s2 + 55 +6)> 5, =—2484 5, =-3352-1.284
estable, para pequefios valores de o, la respuesta es principalmente de segundo orden y un maximo sobrepaso del 5% se podria
esperar. &

0 EL L.G.R. indica que el sistema es siempre

Otro ejemplo interesante es cuando un parametro puede variar en torno a un valor promedio o nominal.
Este analisis es interesante para conocer la estabilidad del sistema respecto de este parametro.

Ejemplo 5.9. Sea gr(s)= M, donde B =B, +AB con B, =8. Estudie el sistema para variaciones de AB. R.:
s(s+2)(s+P)
La ecuacion caracteristica es, 1+ 20.7(s +3) =0, S(s+2)(s+8)+s(s+2)AB+20.7(s +3)=0,
s(s+2)(s+8+Ap)
1+AB— i(s+2) -0, 1+ AB s(s+2) . ~0. R.7 : dAP
s° +10s” +36.7s +62.1 (s +5.274)(s +2.363 + j2.488) dc
3 2 4 3 2 _
i c° +10c” +36.70c + 62.1 _— dAB _o +40° -16.76" —124.26-124.2 —0, o1 =-1256, o2=5072,
do o(c+2) do o’ (c+2)?

o3 = -3.908 + j2.056, G4 =-3.908— 2.056, R1A2 : 0,0 =0.,+0., -0, -0,, ~180°, 0,0 :{90"+th %} +

{90°+ tg” M} - {t 2488 | 90°—180° = -78.7°. Este analisis es para A > 0, el L.G.R. se muestra en
2.488 5.274-2.363

la Fig. 5.11. &

Las preguntas que se derivan del ejemplo anterior son ¢, qué sucede si A <0 ?, ; qué sucede en general
si k € (—o, 0] en la ecuacion caracteristica dada por la forma general 1 + kgr(s) =0 ?.

or — () poosmemmmmni)( )] -
1.0 |
kL e _
| | | -2 | | | | |
-1 0 1 -4 -3 -2 -1 0 1 -5 0 5
Fig. 5.9 L.G.R. del Ejemplo 5.7. Fig. 5.10 L.G.R. del Ejemplo 5.8. Fig. 5.11 L.G.R. del Ejemplo 5.9.
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B. EIL.G.R. para k Negativos.

., o I 1 .
La ecuacion caracteristica es 1 + kgr(s) = 0, por lo que gr(s) = “E = 7 como k se asume negativo,

entonces, —k es positivo, y por lo tanto, gr(s)= Lk = Lkejz“ = Lkeﬂnn , por lo tanto, el médulo y fase
pueden ser escritos como,
1
|GH|=—
—k

arg(gr(s))=2nmn=0°360°,...

Ejemplo 5.10. Determine si los puntos -2, -8 y 4 pertenecen al L.G.R. de gr(s) = . R.: La verificacion se realiza

1
s(s+4)

utilizando el criterio del dngulo. Para s1 = -2, arg(gr(s)|_,) =arg L arg{L} =180° , .. s1 ¢ L.G.R.. Para
. —2(-2+4) —4

—§(-8+4) 32

1 1 1
s2=-8, arg(gr(s)|,_,) = arg{—} = arg{—} =0°, .. s2 € LG.R.. Paras3s =4, arg(gr(s)|._,) = arg{4(4+ 4)}

= k=-32. %

1 . 1 1
= — 1t =0°, .. s3 € L.G.R.. Ganancia para s3 : |gr(s =—=
arg{32} pare el = ‘4(4+4)

Las 12 reglas revisadas anteriormente deben modificarse para ser utilizadas en la obtencion del L.G.R.
con k negativo en forma rapida. Dado que sdlo el criterio del &ngulo se modifica, se redefinen las reglas
que se sustentan en éste. Estas son,

Regla N°4: Comportamiento a lo largo del eje real.

Hay L.G.R. en los puntos del eje real tal que la suma del nimero de polos y ceros a la
derecha de éstos sea par.

Regla N°9: Comportamiento asintotico para valores de k£ grandes.

5 — 5 (-ﬂ..... N

P — P — oF ® < . o o
k...-w"a.
=5 — -5 -
| | | |
-8 -6 -4 -2 0 1 -5 0 5
Fig. 5.12 L.G.R. del Ejemplo 5.10 (k negativo). Fig. 5.13 L.G.R. del Ejemplo 5.11 (k negativo).
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Los angulos en este caso estan dados por

360°
¢A=q—a ‘JZO,I,---,np—nz—l-
Ny —MN:
El origen es el mismo.

Regla N°12: Angulos de salida (llegada) de (a) un par de polos (ceros) conjugados.
El angulo de partida de un polo complejo esta dado por
Z angulos desde los ceros — z angulos desde los restantes polos =0, -

El angulo de llegada a un cero complejo conjugado esta dado por:
Z angulos desde los polos — z angulos desde los restantes ceros = 0. .

Ejemplo 5.11. Sea gr(s) =M, donde B=p,+AB con B, =8. Estudie el sistema para variaciones de Af
s(s+2)(s+P)
negativas. R.: Del Ejemplo 5.9 se tiene que se puede escribir la ecuacidon caracteristica como

AR s(s+2)
(s+5.274)(s +2.363 £ j2.488)
muestra en la Fig. 5.13. &

=0 si AB<0.R.12: 0,0=0,,+60,,-0,,-6,,, 0, =1013". El L.G.R. se

Ejemplo 5.12. Estudiar la ubicacion de los polos en L.C. del sistema reductor/elevador de tension DC en funcion de la
ganancia del controlador k., Fig. 5.14(a), en particular el rango de k. en donde la respuesta es estable y oscilatoria (en donde
las raices tienen parte compleja distinta de cero), en donde la respuesta es estable pero no oscilatoria (en donde las raices
tienen parte compleja igual a cero) y en donde la respuesta es estable, no oscilatoria y de primer orden (en donde las raices
tienen parte compleja igual a cero y distan entre si por un factor de 10). R.: La F. de T. en L.D. es

2) o oo T\ K1 o
Sw(t)
vi(s) d - - l v(s)
—>®—> ke, © > e(r) ﬁL v(?) I R B
(o
- T
(o]

1000 T T T 1000 T T T

=500 [~

~1000 ~1000
=500 0 500 1000 1500 =500 0 500 1000 1500

(b) (c)
Fig. 5.14 Sistema fuente DC/DC reductora/elevadora; (a) diagrama fisico, (b) L.G.R. para k. >0, (¢) L.G.R. para k. < 0.
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4 (-d) 2_25(1—410)2 _(1+d,)(1-4,)’
1 e’ d( -1 Y7L 4, T Lad
I(s) = RC__LC__ Al tomar 2| |=d (1-d)RC o -0, se
1=d, . 1 _(-d,) ds | 1(s) LR,
RC LC sd, —p(=d,)
_ 2 _ 2
encuentra que los puntos de despegue/salida del eje real son las raices del polinomio s* —25 (1-d,) s— (+d,)1-d,) ,

d LCd,

o

que resultan ser -234.187 y 1067.520, que corresponden a ganancias k. de -0.17094 y 6.3376, respectivamente, Fig. 5.14(b) y

2
(c). El polinomio caracteristico es s° + SL[l —k. d, ]+ (-d,) (1 +k. ! J el que tendrd sus raices en el eje
RC ‘1-d, LC ‘1-d,
imaginario si un coeficiente es nulo. Esto ocurre para k. dado por (1 - do)/do =1y por -(1 - do) =-0.5 las que arrojan raices en
7500; -j500 y -600; 0, respectivamente, Fig. 5.14(b) y (c). Para tener un sistema de primer orden entonces el polinomio
caracteristico debe tener la forma (s + a)(s + b) con a y b reales tal que a/b > 10. Igualando coeficientes se encuentra que se
cumple para k. < -0.35445, valor para el cual se tienen raices en -49.24931 y -492.4931. Por lo tanto, el rango de k- en donde
la respuesta es estable y oscilatoria es ]-0.17, 1], en donde la respuesta es estable pero no oscilatoria es ]-0.5, -0.17[ y en donde
la respuesta es estable, no oscilatoria y de primer orden es ]-0.5, -0.35[. &

C . Variacién de Parametros Miiltiples (Sintonizacion).

Otra consideracion es el L.G.R. para sistemas en donde dos parametros pueden variar. En este caso se
mantiene un parametro constante mientras se grafica el L.G.R. en funcion del otro parametro. Para
obtener los graficos no existe una técnica especial, s6lo se debe dejar la ecuacion caracteristica de la
forma 1 + kigr(s, k2) = 0, de esta manera se grafica el L.G.R. para varios valores de k>. Por ejemplo, si se

tiene la ecuacion caracteristica s* + sk +a =0, se puede escribir como,

1+k

s
2 =0,
s +a

por lo que para cada valor de a se dibuja el L.G.R.

Ejemplo 5.13. Sea el controlador P.I. como ilustrado en la Fig. 5.15, dibuje el L.G.R. en funcion de £y 7. R.: La ecuacion
6ks

caracteristica es 1+ 7 =0, con T=0 se tiene el origen de las ramas en funciéon de k que implica
s(s+1D)(s+2)+6k
4 T 4
ok _
0 _
S N
ya(s) Tt 5 ¥(s)
_ S (s+1)(s+4)
Lk _
-4 | .
-4 -2 2
(@) (b)

Fig. 5.15 Sistema en L.C. del Ejemplo 5.13; (a) diagrama, (b) L.G.R..
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6

s(s+1)(s+2)+k =0, lo que se puede expresar como 1+k———— =0, cuyo L.G.R es el origen de las ramas en
s(s+1)(s+2)
funcion de 7. Al aplicar las reglas sobre 1+ 7T Oks =0, setiene que, R.9: 54 = _M =-15,R.10:
s(s+1)(s+2)+6k 3-1

Zlocalizacién de los po]os =3,R.12: ep =90°-90°— tg71 Tz —180°=205°. E1 L.G.R. se ilustra en la Flg 515. &

D. Sistemas Continuos en Variables de Estados.

Otra consideracion es el caso de sistemas y/o controladores que quedan mejor representados por sus
ecuaciones de estado (es el caso de controladores de orden > 2). Lo recomendable es obtener un sistema
de ecuaciones de estado que represente a todo el sistema en su conjunto.

Este es el caso ilustrado en la Fig. 5.16 en donde se tiene que el modelo de la planta es,

X(¢) = Ax(¢t)+bu(t)+ep(t), y(t)=cx(t)+du(t)+ fp(t) =cx(t),
el cual asume d = f= 0 (como en la mayoria de los casos). La relacion en el actuador es,
n@) =A@ +b,v(@), u@)=cen()+dw1),

donde n(7) es el vector de estados asociados al actuador. La relacion en el sensor/transmisor se puede
escribir como,

Y(t) = AstY(t) + bsty(t)a Vs ()= cstY(t) + dsty(t) >

donde y(7) es el vector de estados asociados al sensor/transmisor. Finalmente, se asume que el controlador
es de la forma,

8(t) = AL(@) +be(), v(1)=k (c()+d.e(),

donde k. es la ganancia sobre la cual se desea obtener el L.G.R.. Luego de algo de algebra se llega a las
expresiones generales,

x(?) A-bd kdd,c be, -bdkdc, bdkc, ||x()| |bdk.d, e
(@) -b,kdd.c A, -bkdc, bkc, ||n) b, k.d. 0
.= ‘ + Ya®O+| (@)
C(t) _bcdstc 0 Ac _chSt C(t) bC 0
7(®) b,c 0 0 Ao LY@ 0 0

donde la nueva entrada es y4(7), Fig. 5.16, y la perturbacion sigue siendo p(7). Para la salida,

l p(s)
t
Va(s) e(s) v(s) u(s) p(0) planta (s)
“nH e h(s) O e O ) Y0
{AO bc’ cc) dC} g {Aa’ ba’ ca’ dﬂ} g {A7 b’ c’ d7 e’f}
) controlador actuador
s(s)
() hls)
control analogo 1Aso bt €t dr}

sensor/transmisor

Fig. 5.16 Sistema en L.C. continuo representado en sus variables de estado.
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x(t)
n()
&0 |
Y(0)

Asi, otra alternativa, para estudiar la estabilidad del sistema en L.C., es estudiar la ubicacion de los
valores propios de la matriz,

y(@y=[c 0 0 0]

A-bd kdd,c be, -bdkdc, bdik.c

avc e st ave™ Vst LN
_bakcdcdStc Aa _bakcdccst bakccc
_bcdstc 0 Ac _bccst
bstc 0 0 Ast
que se puede expresar como,
DC/DC
¢ e(t) modelo promedio
vKT) elkT) — d(kT) dyi e T o
cl » ! » S/H e(h) PR
- 1 i(1) + c
controlador retqrdo por
célculo
vs(kT)
e P hy(s) |
Sensor/Transmisor

0.1
Ad,(1)

0.05

0 0.02 0.04 0.06 0.08

()
Fig. 5.17 Circuito DC/DC con controlador I, Ejemplo 5.14; (a) control realimentado, (b) ubicacion de valores propios en

L.C. y puntos de despegue, (c) idem a (b) pero con puntos de estabilidad marginal, (d), (e) simulacion en L.C. para k. =
0.125 (para que el ess para entrada rampa sea de 0.02).
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A be, 0 0 bd,
0 A, 0 0 b,
- kc [dcdvtc 0 dccst _cc ] ’
_bcdstc 0 Ac _bccst ‘

be 0 0 A 0

st

y que es funcion de k.. Esto dado que los polos son un subconjunto del conjunto de valores propios de
un sistema.

Ejemplo 5.14. Estudiar el L.G.R. del regulador DC/DC pero considerando un controlador discreto tipo I como ilustrado en
la Fig. 5.17(a). R.: En este caso se opta por utilizar una representacion en variables de estado del sistema y del controlador.
Para esto, se obtiene la representacion discreta del modelo linealizado del circuito. Para 7' = 5 ms se tiene que

= 011906099 » b, = 0.4082 e = 0.5091 ,y ¢ =[1 0]. El controlador se combina con el retardo de calculo para
103177 04909 ¢ [2.1626] ¢ |0.8267

dar un sistema resultante de segundo orden con F. de T. del tipo, k. que se puede escribir con las matrices A — {0 1}
z(z-1) 101

s b = [0} , € = [ke 0], de = 0. Por lo que el sistema en L.C. dado por la Fig. 5.17(a) tiene una representacion dada por,
¢ 1

A, = {Ad -bbidfcd b;;cc} by = {b:)dc} e, = [‘:ﬂ s ¢c =[¢, 0] ydic=0, donde la entrada es Avuu(s) y la salida es Av(s).
cd c

En este caso el LGR se considera como los valores propios de la matriz ArLc que se muestran en la Fig. 5.17(b) y Fig. 5.17(c).
En particular, en la Fig. 5.17(b) se muestran los valores de ganancia para el despegue (k- = 0.0552, con raices en 0.7366,
0.7366, -0.0506 + j0.3336 y -0.0506 - j0.3336) y para el aterrizaje, (ke = 673.7, con raices en -3.7612, -3.7612, 4.4472 +
J5.7871,y 4.4472 + j5.7871); y en la Fig. 5.17(c) se muestran los valores de ganancia para raices en el circulo unitario (k. =
0.2342, con raices en 0.8978 £j0.4494, -0.2118 + j0.4637; k. = -0.8551, con raices en 1.5201, -0.6163, 0.234 £ j0.983; k. =
2.5048, con raices en 1.3131 £;1.0378, -0.6272 +j0.779; k. = 0, con raices en 0.186 +j0.3174, 1, 0; k. = -4.2436, con raices
en 2.0835, -1, -0.6272 £j0.779). Estos resultados muestran que el sistema estable para 0 < k. <0.2342 y que el sistema siempre
oscilara para entradas escalones. &

c

E. Sistemas Continuos con Retardos.

Noétese que el manejo de sistemas con retardos no es inmediato en sistemas continuos. Si se sume el
sistema general de la Fig. 5.5(a), pero ahora se considera, por ejemplo, que la planta tiene un retardo ¢,
entonces, laF.de T. en L.C. es,

ys) _ kg ()™
v (s) 1+kg, (s)r(s)e™

donde g,(s) es la F. de T. de la planta sin retardo. La ecuacion caracteristica queda,

1+1(s)=1+kg,(s)r(s)e =0.

Asi, los polos en L.C. estdn dados por las raices de la ecuacion anterior. La ecuacion es ciertamente una
ecuacion trascendental y por tanto las reglas para la construccion del L.G.R. no se aplican. Sin embargo,
sigue siendo valido el hecho de que todo punto s en el plano complejo que cumpla con la ecuacién
anterior, es un polo del sistema en L.C.. La expresion anterior puede ser escrita como,

1 1, 1
&)t === e = e

Jj(m+2nm) — lejﬂ:(1+2n) .

bl
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Por lo tanto, se debe cumplir que,

s

1, 1 —t1,.8
g, (s)r(s)e™ =7 arg(g,(s)r(s)e ™) =m(2n+1),

las cuales son la condicién de magnitud y angulo, respectivamente. En general, un punto en el plano
complejo debe cumplir con la condicion de dngulo para que corresponda a un polo del sistema en L.C..
La ecuacion de magnitud puede ser posteriormente utilizada para determinar la ganancia k necesaria para
tener el punto en L.C. como polo. No obstante que las reglas del L.G.R. no se aplican y por lo tanto la
solucion de la ecuacion anterior debe realizarse por métodos numéricos; el retardo se puede reemplazar
por una aproximacion de primer orden (u orden superior si es el caso), por lo que,

e’ 1-1s/2

1+1(s)=1+kg, (s)r(s)e ™ =1+kg, (s)r(s) ~1+kg, (s)r(s) Tots/2
.S

est,‘/Z
que es una expresion que admite la aplicacion del método del L.G.R.

F. Sistemas Discretos con Retardos.

Si se sume el sistema general de la Fig. 5.5(b), pero ahora se considera, por ejemplo, que la planta tiene
un retardo ¢ = [T (con [ entero), entonces, la F. de T. en L.C. es,

Wo) kg7
va(2)  1+kg,(r(2)z”
por lo que la ecuacion caracteristica es,

1+1(z) =1+kg, (2)r(z)z” =0.

Asi, los polos en L.C. estan dados por las raices de la ecuacion anterior. La ecuacion no es una ecuacion
trascendental y por lo tanto las reglas para la construccion del L.G.R. se aplican directamente. Como era
de esperar, el retardo s6lo agrega polos en el origen. Es mas, se puede visualizar que su presencia hace
que el L.G.R. despegue facilmente del eje real y por consiguiente escapando del circulo unitario haciendo
al sistema en L.C. inestable.

Ejemplo 5.15. Estudiar el L.G.R. del caso del estanque, Fig. 5.18, considerando al sensor/transmisor una ganancia unitaria
y al actuador sin y con retardo de 27 R.: El estanque se muestra en la Fig. 5.18(a) y el esquema de control utilizado en la Fig.
5.18(b). Notese que se considerara el retardo por calculo en todos los casos. Primero la F. de T. del estanque es

hz) 1 T

fi(z) 4 z-1
11 T

de T. en L.D., considerando el actuador sin retardo (- = 0) es /(z) =k, P
. 27

, el controlador es s6lo una ganancia k. y el sensor/transmisor tiene una F. de T. unitaria; por lo tanto, la F.

. Es evidente que este sistema tiene un polo

en el origen (producto del retardo por calculo) y un polo en z = 1 (producto de la caracteristica integral del estanque). La
simulacion de este caso para k- = 4 esta dada en la Fig. 5.18(c) y (d) y el L.G.R. en la Fig. 5.18(e). Se observa que para
ganancias muy grandes el sistema tendra raices en L.C. fuera del circulo unitario, y por lo tanto, sera inestable. Las raices en
L.C. para k. = 4 estan también indicadas en la Fig. 5.18(e), que corresponden a raices con parte compleja lo que corrobora el
transiente oscilatorio de la respuesta como ilustrado en la Fig. 5.18(c) y (d). Por otro lado, al considerar el actuador con su

retardo - = 2T, laF. de T.en L.D. es /(z) =k LLL Es evidente que este sistema tiene tres polos en el origen (uno

s 4, z-1
producto del retardo por calculo y dos por el retardo del actuador pues 7= 0.25) y un polo en z =1 (producto de la caracteristica
integral del estanque). La simulacion de este caso para k. = 4 esta dada en la Fig. 5.18(f) y (g) y el L.G.R. en la Fig. 5.18(h).
Se observa que para ganancias muy grandes el sistema tendra raices en L.C. fuera del circulo unitario, y por lo tanto, sera
inestable. Las raices en L.C. para k. = 4 estan también indicadas en la Fig. 5.18(h), que corresponden a raices con parte
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compleja y muy cercanas al circulo unitario, lo que corrobora el transiente muy poco amortiguado ilustrado en la Fig. 5.18(f)
y(g).

5.5 Ejercicios Propuestos.

Resuelva los problemas siguientes. Anote todo su trabajo.

y . ha (0
W Valvula Estanque
hokT)  e(kT) v(kT) w(1) L0 . h(®)
—> k. ! » S/H P »(+ - >
h -
controlador
Sensor/Transmisor
vs(kT)
S < ha(s) |
(b)
T T T T T T T T T T
4 o0 oo ° -
4 e h(kT) 7 h"(kT)ooooo'.::o::C.:oglo ®
ha(kT) H seect
e0e0goe8loeoccoecoscccroccep 70000000 R
beocee  * - ——— : °
? 0 PO .
(kD) e £() ° °
0 — == —": ..'..“‘ ------- 3 V(KT) e 0
L L L | L | 1 1 1 |
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
(© ®
T T T T T AL T T T T T i
4r h(6) - ha(t) D .
ha(?) ] "0
()

2F 40
o Y o ”(:LLJ J_l_'
0 _\_’_’_’_

3polosen .
z=0

cosascossseeiess e s oofGesseesnsccss
. g

(e (h)

Fig. 5.18 L.G.R. del estanque con control digital, Ejemplo 5.15; (a) sistema fisico, (b) controlador hibrido, (c)(d)(e) cambio
escalon en la referencia con fi(t) = 0 y actuador sin retardo, (f)(g)(h) idem anterior pero con actuador con retardo de 27.
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A.

.-
(a)

(b)

(©)

(d)

(e)

8]
2.-

(2)
(b)

(©)
3.-

(2)

(b)

(©)

(d)
4.

.-
(a)

(b)

Nivel basico.

Dibujar el L.G.R. de los siguientes sistemas,

hy(s) =1, ha(s) =1, rs)=1, he(s) = ke
hyu(s) = 1 , ha(s) =1, rs)=1, he(s) = ke
2s+1
1 k.
hyu(s) = , ha(s) =1, rs)=1, he(s) = —<
2s+1 Ky
1 35+1
hu(s)= —————— has) =1, r(s) =10, he(s) =k
u(S) 251 DG (s) (s) (s)= k. ;
h(s) = —— . ha(s) = 1, r(s) = 10, h(s) = 25+ 1
s +1 s
1 k
hyu(S) = - > ha(S) = 1, I”(S) = 10, hc(S) = <
s +1.85+1 S

Dibujar el L.G.R. de los siguientes sistemas con retardo, utilice una aproximacion de primer orden
para el retardo,

hyu(s) = L , ha(s) = e, r(s) =10, he(s) = &

2s+1 s
B(s) = —— . ha(s) =1, ) =105  he(s) = k21

2s+1 s

1 3s+1

hy(s) = ——, ha(s) =1, r(s) =10, he(s) = k, e

2s+1 S
Dibujar el L.G.R. de los siguientes sistemas hibridos, considere el retardo por célculo,
hyu(s) = Q, ha(s) =1, r(s) =1, ho(z) = ke

S

s=1 1
hy(s) = —e ", ha(s) =10, rs)=1, h(z) = k, —

s+1 z—-1

2

uls) = 5L o his)=1,  Hs)=1, ho(z) = ke

s +1

1 z+a
hp(s) = —, ha(s) =2, r(s)=e", he(z) =
) S S 811 ) ) S

Para todos los casos anteriores determine si el sistema puede ser inestable y/o oscilatorio en funcion
de la ganancia. Considere valores positivos y negativos de ésta. Obtenga, de ser posible, los valores
y/o rangos de las ganancias para estar en una u otra condicion.

Para todos los casos anteriores determine si el sistema puede ser considerado de primer orden o de
segundo orden para algin rango de frecuencia.

Nivel intermedio.

Determine el L.G.R. exacto del sistema dado por,
hyu(s) = e, ha(s)=1, ris)=1, ho(s) = ke

hy(s) = 2e™, ha(s) =1, r(s) =1, he(s) = ke
s

Utilice en ambos casos un ¢, arbitrario y obtenga el L.G.R. en funcion de £..
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2.-

Bosqueje el L.G.R. de un sistema g(s) igual a la F. de T. de segundo orden estandar que sera
controlado por un sistema discreto en un esquema de control realimentado en L.C. con un
controlador k.. Asuma el retardo por calculo y que r(s) = 1.

Bosqueje el L.G.R. de un sistema g(s) igual a la F. de T. de segundo orden estdndar (que ademas
tiene un retardo #,) y que sera controlado por un sistema discreto en un esquema de control
realimentado en L.C. con un controlador k./s. Asuma el retardo por célculo, r(s) = 1 y que el sistema
cumple con ¢, = 27).

Nivel avanzado.

Determine la matriz que contiene todos los valores propios de una representacion en variables de
estado de un sistema continuo controlado por un sistema discreto que utiliza realimentacion en
L.C.. Asuma que solo la planta tiene un retardo #- = /Ty considere el retardo por calculo.
Determine la F. de T. en L.D. de un sistema continuo con retardo y que utiliza un Predictor Smith.
Comente sobre la aplicabilidad del método del L.G.R. a este tipo de sistemas.

Demuestre en el caso del estanque del Ejemplo 5.15 siempre tiene una ganancia k. positiva que
hace al sistema en L.C. estable independiente del retardo del actuador.

Determine la relacion entre los ceros de una F. de T. en L.C. y los polos y ceros de las F. de Ts.

g(s) y r(s).
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6 Criterio de Nyquist.

Estabilidad es lo minimo que se puede esperar al disefiar un sistema de control. Este
concepto tiene acepciones simples en sistemas lineales lo que permite su utilizacion
tanto para su andlisis y disefio. En este capitulo se introducen los conceptos de
estabilidad absoluta y estabilidad relativa para el disefio de controladores. El Criterio de
Nyquist se deriva del calculo complejo y suimportancia radica al proveer definiciones de
margen de fase y margen de ganancia en sistemas de cualesquier orden. Es mds, su
extension natural a sistemas discretos es también estudiada.

6.1 Introduccion.

La estabilidad puede analizarse al considerar los tipos y grados de ésta.

Tipos:
Estable (entrada acotada/salida acotada y entrada cero estabilidad asintética)
Marginalmente estable.
Inestable.

Grados:
Estabilidad absoluta.
Estabilidad relativa.

Para el analisis de la estabilidad se tienen las siguientes herramientas,
Criterio de Routh-Hurwitz
Criterio de Nyquist
Diagrama de Bode
Diagrama de Nichols

A . Definiciones.

Def.: Se dice que un sistema es estable entrada-acotada/salida-acotada, si para condiciones iniciales
nulas (respuesta a estado cero), su salida es acotada para una entrada acotada; es decir,

Y u(t) tal que |u(t) < M = () SN<owo V¢

Def.: Si la respuesta a entrada nula, sujeta a condiciones iniciales finitas, alcanza el cero cuando ¢ tiende
a infinito, se dice que el sistema es estable a entrada cero (o asintéticamente estable); es decir,

V(@) <M< Y t21, y lim|y(1)| = 0.
t—0

Afortunadamente, en sistemas lineales e invariantes en el tiempo, ambas definiciones necesitan del
mismo requisito, éste es que todas los valores propios de la representacion en variables de estado del
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A/O AJO jo®

Fig. 6.1 L.G.R. de sistemas criticamente estables e inestables.

sistema tengan parte real negativa. Por esta razdn los sistemas que cumplen con esta condicién son
conocidos simplemente como estables. Sin embargo, para que un sistema sea estable entrada/salida s6lo
es necesario que los polos de su F. de T. estén en el S.P.1..

Def.: Un sistema es marginalmente estable si no hay raices del polinomio caracteristico en el S.P.D.y
a lo mas hay raices simples sobre el eje imaginario.

Ejemplo 6.1. Analizar el caso de un motor de c.c. desde el punto de vista de la estabilidad. R.: El motor al girar a una
velocidad angular constante presenta una posicion que aumenta linealmente e indefinidamente. Por lo tanto, si la posicion es
una variable de estado, se tiene un sistema marginalmente estable. %

Def.: Un sistema es inestable si por lo menos hay una raiz simple de la ecuacion caracteristica del sistema
en el S.P.D., o una raiz doble sobre el eje imaginario.

Ejemplo 6.2. La ubicacién de polos de tres sistemas esta dada en Fig. 6.1, analice su estabilidad. R.: El caso (a) es
marginalmente estable pues hay una raiz simple en el eje imaginario, el caso (b) es inestable pues hay una raiz doble en el eje
imaginario y el caso (c) es inestable pues hay una raiz en el S.P.D. &%

B . Usos y Limitaciones del Criterio de Routh-Hurwitz.
k

¢, Cudl es el rango de & para que un sistema cuya F. de T. en L.D. es /(s) =——————— sea estable en
s(s+1)(s+2)
L.C. ? Para responder se obtiene la ecuacion caracteristica,
1+Z(s):l++:0 = $+357+25+k=0,
s(s+1)(s+2)

al aplicar Routh-Hurwitz se obtiene que axai > ao por lo que 3 - 2>k 6 k<6, por lo que la ganancia
critica es k. = 6 y el rango entonces es, 0 < k < 6. Otra interrogante interesante es: si k = 2, {, en cuanto se
puede aumentar la ganancia en L.D. antes de obtener un sistema inestable ?. Como k=2 y k. =6 la
ganancia k se puede aumentar en un k./k = 6/2 = 3 p.u. = 300%. Esta cantidad se conoce como el Margen
de Ganancia. En general se puede definir un “margen de estabilidad” como el cuociente entre el valor
estable maximo al valor actual. Por lo que para la ganancia se tiene que,
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) Ganancia estable maxima
Margen de Ganancia = M .G. = .

Ganancia actual

Este concepto tiene las siguientes limitaciones, (a) no se puede aplicar siempre (no todos los sistemas se
hacen inestables cuando & — «) y (b) dos sistemas con igual M.G. pueden tener comportamientos
totalmente diferentes. Ademas, ;, qué sucede si la planta incluye retraso ?. En este caso se podria tener,

I(s)= %e_“

2

por lo que la ecuacion caracteristica es,
d(s)+n(s)e” =0,

la cual no corresponde a un polinomio y por tanto no se pueden definir los coeficientes a,_,---, a;,ao sin
utilizar una simplificacion. Para estos casos se tiene el Criterio de Nyquist que se puede enunciar para
sistemas continuos y discretos, y que esta basado en la teoria de nimeros complejos.

6.2 Teorema de Cauchy.

Sea la F. de T. en L.D.: /(y) (donde y puede ser s o z), entonces, la ecuacién caracteristica es
1 +I(y)=Ay). Si y=0c+jo, entonces, floc+jo)=u+jv. Es decir, la funcién transformada
flo +jm) puede ser también un nimero complejo. La transformacion también puede ser representada
graficamente como se ilustra en el ejemplo siguiente. Un contorno arbitrario es escogido para mapearlo
al plano f{(y). La eleccion del contorno arbitrario serd fundamental a la hora de proyectar esta teoria al
control automatico, muy en particular al analisis de la estabilidad de sistemas. Por lo pronto, es necesario
revisar algunos aspectos adicionales de la teoria de transformaciones.

Ejemplo 6.3. Para f(y)=2y+1 que tiene un cero en y = —1/2, determine su contorno transformado. El contorno en y a
transformar estd en la Fig. 6.2(a). R.: f(c+ jo) =2(c+ jo)+1=20+1+ j2w, por lo que y =2c+1,v =20. Ahora se

procede a transformar cada segmento del contorno en v,

A:B = oc=1, o:1—>-1
> u=3 v2—>-2
B:C = o l1->-1, 0=-1
> u3->-1, v=-2
C:D = o=-1, o:-1—>1
= u=-1, .-2->2
2 T T T T T T T T
plano y plano f(y)
. R -
+ ‘y
0 | 0
B -
- | | | | | | | |
-3 ) -1 0 1 2 3 -4 -2 0 2 4
(a) (b)

Fig. 6.2 Transformacion de contorno; (a) contorno a transformar, (b) contorno transformado, f{y) =2y + 1.
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D:A4 = o-1->1, 0=1
> u-1->3 v=2

El contorno resultante esta en la Fig. 6.2(b). &

Transformacion o Mapeo de Contornos.

Def.:

La curva cerrada 4:B:C:D se conoce como contorno, normalmente se les asigna un nombre (letra
griega) tal como I', y un sentido de recorrido que puede ser horario (+) o antihorario (-).

Def.:

Los (el) puntos (4rea) al lado derecho del sentido de recorrido de un contorno se dicen (dice)
encerrados (encerrada).

Def.:

El cambio del plano y=oc+j o al plano fy)=u+jv del contorno I' se conoce como
transformacion de contorno, también se conoce como mapeo de contorno.

Def.:

El numero de encierros es la cantidad de veces que un punto esta encerrado por un contorno en
sentido horario. Este valor sera negativo si el contorno se mueve en sentido antihorario. El valor se
designa por N.

Nota: Para determinar el numero de encierros se puede utilizar un vector auxiliar. El vector nace en el
punto en cuestion y termina en un punto (y1) de prueba sobre el contorno. Al mover i en el sentido de
recorrido del contorno, la flecha habré recorrido 21N grados, para llegar nuevamente al punto de partida.

B.

Ejemplos de Contornos y Teorema de Cauchy.

A continuacidn se revisan algunos ejemplos de mapeo de contornos haciendo hincapi¢ en la presencia e
incidencia de polos y ceros de f{y) en el resultado. Ademads, se comenta sobre la ubicacion de éstos
respecto del contorno a transformar. Para efectos de simplificacion, el contorno a mapear es siempre el
mismo.

T T T | T T | | La funcién
__________ 2 Sl R 1 fy)=2y+l1
* + tiene un cero en y =-1/2.

(]

sentido horario una vez el

‘ El plano fy) encierra en
| origen.

-2 e

=2

() (b)

Fig. 6.3 Mapeo; (a) contorno a transformar, (b) contorno transformado.
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2 T T T I ! T I T I I La funcion
l‘\ 3 W
.......... * oL . { fw-=1
. x o , { 0| tiene un cero en y = 0 y un
‘ \ polo en y = -2.
-------------------- T | El plano fly) encierra en
. | . | | . . . . . sentido horario una vez el

-3 -2 -1 0 1 2 3 -1s -1 -0.5 0 0.5 1 L5 2 origen.
(@) (b)
Fig. 6.4 Mapeo; (a) contorno a transformar, (b) contorno transformado.
2 T T T T 1 T T La funcion
1
RS S + oy =375
. % . > tiene un polo en y =-1/2.
____________________ l < i El plano fy) encierra en
sentido anti-horario una vez el
- 1 1 1 1 - 1 ! origen.
-3 ) -1 0 1 2 3 -1 0 1
(@) (b)
Fig. 6.5 Mapeo; (a) contorno a transformar, (b) contorno transformado.
2 T T T T ! T T La funcién
_ v
+ ‘,'/ - S(w) v+1/2
. VP . e tiene un cero en Yy = 0 y un
\, polo en y =-1/2.
____________________ « .
El plano f{y) no encierra el
- A | A | . . A origen.
-3 =2 -1 0 1 2 3 -1 0 1
(@) (b)

Fig. 6.6 Mapeo; (a) contorno a transformar, (b) contorno transformado.

Teorema: (Teorema de Cauchy) Si un contorno I en el plano y encierra n. ceros y 1, polos de f{y) y
no pasa a través de ningtin polo y/o cero de f{\y) a medida que se viaja en sentido horario
sobre I', entonces, el contorno transformado f{\y) encierra al origen del plano f{y), un nimero
N =mn:—np de veces.

Nota 1: La ecuacion caracteristica es 1 + /(y) =0, si /(y) se puede escribir como n(y)/d(y) = I(y),
entonces los ceros de /() son las raices de n(y) y los polos de /() son las raices de d(y).

Nota 2: La ecuacion caracteristica se puede escribir como 1+M: f(y)=0 o equivalentemente
d(y)
fy) = dy)+n(y) =0, por lo tanto, los ceros de f{\y) son los polos del sistema en L.C. y los

d(y)
polos de /(y) son también los polos de f{y).
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Nota 3: Dado que f{y) =1 + I(y), entonces, el origen de f{y) es equivalente a I[(y) = —1 en el plano /().
Por lo tanto, el Teorema de Cauchy se escribe como,

Teorema: (Teorema de Cauchy) Siun contorno I" en el plano y encierra 1. ceros y np polos de 1 + I(y)
y no pasa a través de ningun polo y/o cero de 1 + /() a medida que viaja en sentido horario
sobre I, entonces, el contorno transformado /() encierra al punto (-1, 0) del plano /(y), un
numero N = n: — 1, de veces.

Cerciorarse que el contorno no pasa a través de ningin polo de 1 + /(y) es factible puesto que es
equivalente a cerciorarse que el contorno no pasa a través de ningin polo de /(y), la cual es una funcion
conocida. Sin embargo, no es posible cerciorarse que el contorno no pasa a través de ningun cero de 1 +
I(y) y por lo tanto se debe asumir que no lo hace. Afortunadamente, los resultados de aplicar el Teorema
de Cauchy permiten verificar esta premisa.

6.3 Criterio de Nyquist para Sistemas Continuos.

Notar que para esta parte del andlisis se considera a la variable y = s, para limitar el tratamiento a sistemas
continuos. Por otro lado, si la funcion 1 + [(s) tiene ceros (es decir, - # 0) en el S.P.D., entonces, el
sistema es inestable. Por esto se usa un contorno I" que encierra todo el S.P.D. (contorno de Nyquist 6 I',
Fig. 6.7) y se inspecciona el valor resultante de 1. a partir del Teorema de Cauchy. Entonces, si 1 + I(s)
tiene Z ceros y P polos inestables (en el S.P.D.), el Teorema de Cauchy afirma que el contorno
transformado /(s) encierra al punto (-1, 0) un nimero N = Z — P de veces. Finalmente se puede enunciar
el Criterio de Nyquist de manera de tener un sistema estable como sigue,

Criterio de Nyquist. Un sistema realimentado continuo es estable si y so6lo si el contorno en el plano I(s)
no encierra el punto (-1, 0) cuando el numero de polos de /(s) en el S.P.D. del plano s es cero.

Este criterio se puede enunciar para el caso de que /(s) tiene P polos inestables (en el S.P.D.) como,

-10 0 10 20 T 0 1 2

Fig. 6.7 Contorno de Nyquist para Sistemas Continuos. Fig. 6.8 Nyquist para gr(s) = L .
s+1
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Criterio de Nyquist. Un sistema realimentado continuo es estable si y so6lo si el contorno en el plano /(s)
encierra el punto (-1, 0) en sentido anti-horario un nimero de veces o bien N = -P igual al
numero de polos de /(s) con parte real positiva.

Ejemplo 6.4. Estudie la estabilidad de la F. de T. en L.D. gr(s) = 1 i se utiliza en un esquema realimentado. R.: Hay
s+1

P =0 polos inestables, por lo que N = 0 para tener un sistema estable. El contorno I' transformado es,

AB: s=jo con ®:0— o0

1 * -=

gr(jw)Z—.il%O—.=Oejz'
I+jo 1 j

BC: s=ré con r >0y 0:1/2 - —1/2

1 1 - -
~—e®:0e 2 50e2.

0
gr(re’””) = ,
1+re”® 7
@; s=jo con ®:—0—>0
LT
gr(jo) =—: S NN
I+jo —j 1

el cual se ilustra en la Fig. 6.8. Como el contorno transformado no encierra el (-1, 0), por lo que el sistema es estable. &

Algunos aspectos generales a considerar para optimizar el tiempo dedicado a generar el bosquejo del
Nyquist de una funcion /(s) son,

A. Funciones con & variable.

Dado que f(s) = 1 + I(s) y en general puede ser f(s) = 1 + kgr(s), el origen de f(s) es el punto —1/k de
gr(s). Por lo tanto, el Criterio de Nyquist puede ser nuevamente enunciado al considerar el caso
general 1 + kgr(s), con el punto dado por (-1/k, 0).

B. Funciones en L.D. estrictamente propias.

Funciones estrictamente propias son aquellas en que el denominador tiene un orden mayor que el
numerador. En este caso el tramo BC del Contorno de Nyquist siempre se mapea al origen y no

-1

|
(+s)

Fig. 6.9 Nyquist para [(s) =
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aporta informacion respecto de la estabilidad del sistema. En estos casos solo se ocupara el tramo
con jm con ®: —0 — o0.

C. Simetria respecto del eje real.

[TGs+z)
[TG+p)

®: 0 > —o0 es simétrica.

Para gr(s)= sOlo basta obtener la transformacion para ®: 0 — o dado que para

Ejemplo 6.5. Estudie la estabilidad de la F. de T. en L.D. gr(s) = 3 si se utiliza en un esquema realimentado. R.:

(I+s)
L (1-307)+j(0 -30)
1+ jo)’  (1-30%)%+(0’ -30)°

Nyquist se muestra en la Fig. 6.9. El cruce sobre el eje real es cuando Im(gr(jw)) =0, ©° —30=0(0’ -3)=0 = =0

Dado que P =0 entonces N = 0 para tener un sistema estable. Se tiene gr(jm) =

, cuyo

S w=+43, gr(j0)=1; gr(ﬁ) =—1/8. Por lo tanto, el sistema es estable si -0 <-1/k<-1/8. &%

D. Funciones con polos en s = 0.

En este caso se re-define el contorno de Nyquist de manera de evitar los polos en el origen. En
general, si se tienen polos sobre el contorno a transformar se debe redefinir el contorno como en el
ejemplo siguiente.

Ejemplo 6.6. Estudie la estabilidad de la F. de T. en L.D. gr(s) = % si se utiliza en un esquema realimentado. R.: El
s(ts +

contorno de Nyquist se redefine como se ilustra en la Fig. 6.10(a) dado que gr(s) tiene un polo en el origen. Luego,

. 1 0 . _
AB: gr(jo)=————=—=—jo—>0".
jo(tjo+1) j

1

W:Oeﬁ“ —>Oe_j0.
re’” (tre’” +1)

BC: gr(reje) =

T

: 1 1 _; iy -Js

04: g”(’”eje):ﬁ=—e P = 00 5 e 2.
re’”(tre’” +1)

T | T 20 I ; | T
10~ B - i
4l T :
c . ic 0
0 ?\ Q 0 |
}}s -0 T
S0k i
I L 1 -0 ! 4 ! !
-10 0 10 20 -2 0 2 4
(a) (b)

Fig. 6.10 Criterio de Nyquist; (a) contorno modificado, y (b) Nyquist de gr(s)= ﬁ .
s(ts +
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El tramo 4B puede ser revisado en detalle y se tiene que:
AT0) 21
. Por lo que, limRe{gr(jo)}=lim——— = lim——=
@0 {g G )} 004770 + 20 00 127°0" +2

resultado se muestra en la Fig. 6.10(b). Como el contorno transformado no encierra el (-1,0), el sistema es estable. &

-1 -0’ -jo
0 - jo  To' +o’

ABen A: gr(jo) = —1. El

E. Sistema con retardo.

No hay un tratamiento especial. Desafortunadamente, el tratamiento de estos casos no es facil de
realizar en forma manual.

Ejemplo 6.7. Estudie la estabilidad de laF. de T. en L.D. [(s) = %670,95 si se utiliza en un esquema realimentado. R.: El
s+

contorno transformado se muestra en la Fig. 6.11. Notese que se forma una espiral que tiende al origen a medida que la
frecuencia tiende a oc. La F. de T. en L.D. es estrictamente propia y ademas simétrica respecto del eje real, por lo tanto, s6lo
se grafica s = jo, con 0 < o < oc. De la Fig. 6.11 se puede apreciar que si -oc <-1/k<-0.5 6 1 <-1/k < o, entonces el sistema
es estable. El rango para & resulta ser -1 <k <2. &%

Ejemplo 6.8. Determine el Nyquist del esquema de control continuo del sistema de levitacién magnética. Analice el caso de
un controlador de ganancia y uno de ganancia e integrador. R.: La Fig. 6.12(a) muestra el caso de un controlador de ganancia.

2ki, 1

m(l—x +a 2
(1 o )(SL+R)|:S2+dS+1(K_(IkiZO)2j:|
m m =X, +a

T. en L.D. es I(s) = kchxe(s). La ganancia k. se calcula para un ess de 40% para entrada escalon, lo que resulta en k. = 54.834.
El Nyquist de este caso se ilustra en la Fig. 6.12(b). El sistema resultante es Tipo 0 lo que queda de manifiesto en la partida
del Nyquist desde el eje real. Por otro lado, la caracteristica de sistema de tercer orden se observa en la llegada del Nyquist al
tercer cuadrante, lo que a su vez revela una ganancia maxima a utilizar en el controlador de manera que el sistema sea estable.
La Fig. 6.12(c) muestra el caso de un controlador integrador, por lo que la F. de T. en L.D. es I(s) = kchve(s)/s. La ganancia k.
se calcula para un e;s de 0.40 para entrada rampa, lo que resulta en k. = 91.391. El Nyquist de este caso se ilustra en la Fig.
6.12(d). El sistema resultante es ahora Tipo 1 lo que queda de manifiesto en la partida del Nyquist desde el eje complejo
negativo. Similarmente Por otro lado, la caracteristica de sistema de cuarto orden se observa en la llegada del Nyquist al
cuarto cuadrante, lo que a su vez revela una ganancia maxima a utilizar en el controlador de manera que el sistema sea estable.
*

,por lo que la F. de

La F. de T. del modelo linealizado es h,(s)=

| N

Fig. 6.11 Nyquist de /(s) = 1 o095
s+1
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6.4 Criterio de Nyquist para Sistemas Discretos.

Notar que para esta parte del analisis se considera a la variable y = z, para indicar explicitamente el
tratamiento de sistemas discretos. Por otro lado, si la funcion 1 + /(z) tiene ceros (es decir, n: # 0) en el
exterior del circulo unitario, entonces, el sistema es inestable. Por esto se debiera usar un contorno I" que
encierre perfectamente el exterior del circulo de radio unitario. Sin embargo, se puede replantear
mediante la utilizacidon de un contorno que encierre perfectamente el interior del circulo de radio unitario
(contorno de Nyquist 6 I" para sistemas discretos, Fig. 6.13). Dado que 1 + /(z) tiene n polos y n ceros
(para /(z) propias o estrictamente propias), y si P son los polos inestables y Z los ceros inestables, entonces
al interior de circulo (4rea encerrada por el contorno a transformar) hay » - Z ceros y n - P polos. Por lo
tanto, el Teorema de Cauchy afirma que el contorno transformado /(s) encierra al punto (-1, 0) un nimero
N=n-Z-(n-P)=P-Zde veces. Finalmente se puede enunciar el Criterio de Nyquist de manera de
tener un sistema estable,

a) ©)
——AN—"o \—/\/\/\,—M—c
T R L+ R L+
— o) — el
9 i P it)
Ax(s) Ae(s) o Ax(s)  Axfs) Ae(s) A Ax(s)
—> ke > P> —»@—» kels > . 5 B
¥
- - X -
I '
iv(z)
Td ki
2 T T T T T T 2 T T T T T T
b) d)
[{G,)] G,
e R 108 1f e 7
.op P — .p D —
0 0 i {-\
r 1 r MF ™., 7
- 1 1 1 - 1 1 1 1 1 1
-3 2 3 -3 "2 °1 0 1 2 3
(b)

Fig. 6.12 Nyquist del modelo del levitador magnético, Ejemplo 6.8; (a) esquema de controlador de ganancia, (b) caso (a) con k. =
54.834, (c¢) esquema de controlador integrador, (d) caso (c¢) con k. = 91.391.

.....

Fig. 6.13 Contorno de Nyquist para Sistemas Discretos. Notese que AB: z= ¢ con Q: 0 — -1/(27).
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Criterio de Nyquist. Un sistema realimentado discreto es estable si y solo si el contorno en el plano /(z)
no encierra el punto (-1, 0) cuando el nimero de polos de /(z) en el exterior del circulo
unitario del plano z es cero.

Este criterio se puede enunciar para el caso de que /(z) tiene P polos inestables (en el exterior del circulo
unitario) como,

Criterio de Nyquist. Un sistema realimentado discreto es estable si y solo si el contorno en el plano /(z)
encierra el punto (-1, 0) en sentido horario un nimero de veces N = P igual al nimero de
polos de /(z) con modulo mayor que uno.

Similarmente al caso continuo, algunos aspectos generales a considerar para optimizar el tiempo
dedicado a generar el bosquejo del Nyquist de una funcion /(z) son,

A. Funciones con & variable.

Dado que f(z) = 1 + l(z) y en general puede ser f{z) = 1 + kgr(z), el origen de f(z) es el punto -1/k de
gr(z). Por lo tanto, el Criterio de Nyquist puede ser nuevamente enunciado al considerar el caso
general 1 + kgr(z), con el punto dado por (-1/k, 0).

B. Simetria respecto del eje real.

H(Z+Zl.)
[TE+p)

dado que para Q: -n/T — -21/T es simétrica.

Para gr(z) = , s0lo basta obtener la transformacion para el contorno entre Q: 0 — -7/T,

C. Funciones con polos en z=1.

En este caso se re-define el contorno de Nyquist de manera de evitar los polos en z = 1. En general,
si se tienen polos sobre el contorno a transformar se debe redefinir el contorno.

D. Sistema con retardo.

1 1 1 1
=2 0 2 =2 0 2

! Fig. 6.15 Nyquist de /(z) = L5

Fig. 6.14 Nyquist de /(z) = . - .
@ z-1.5 z(z—1.5)
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A diferencia de sistemas continuos, los retardos son equivalentes a polos en el origen (z = 0) y por
lo tanto, no hay un tratamiento especial. Més aun, las soluciones para k pueden obtenerse
analiticamente.

Ejemplo 6.9. Estudie la estabilidad de la F. de T. en L.D. (a) I(z) = b y de (b) I(z) = k1+5 si se utiliza en un

z-1.5 z(z—-1.5)
esquema realimentado. R.: En (a) se tiene que P = 1. El Nyquist de este sistema se muestra en la Fig. 6.14 y se puede observar
que el contorno transformado rodea el (-1, 0) una vez en sentido horario, por lo tanto N =1y el Teorema de Cauchy indica
entonces que Z = P — N = 0; es decir, 1 + I(z) tiene 0 ceros en el exterior del circulo unitario, y por lo tanto el sistema es
estable. En (b) se tiene que P = 1. El Nyquist de este sistema para k = 1 se muestra en la Fig. 6.15 y se puede observar que el
contorno transformado rodea el (-1, 0) una vez en sentido antihorario, por lo tanto N = -1 y el Teorema de Cauchy indica
entonces que Z =P — N =2; es decir, 1 + I(z) (para k = 1) tiene 2 ceros en el exterior del circulo unitario, y por lo tanto el
sistema es inestable. Como P = 1, N debiera ser 1 para tener Z = 0, entonces los puntos encerrados una vez en sentido horario
corresponderian a ubicaciones para (-1/k, 0) estables. La Fig. 6.15 indica que esto se cumple para -3 <-1/k <-1.5 o bien para
1/3<k<2/3.%

Ejemplo 6.10. Determine el Nyquist del esquema de control digital del estanque. Analice el caso de un controlador de
ganancia pero con la valvula sin y con un retardo igual al tiempo de muestreo. R.: La Fig. 6.16 muestra los Nyquist del modelo
con un controlador de ganancia (k. =4) y otro igual, pero con la valvula con un retardo igual a 7= 0.25. Ambos casos muestran
un Nyquist estable. En ambos casos el Nyquist evoluciona al eje imaginario negativo debido a la presencia del polo en z =1,
que es a su vez consecuencia del modo integrativo del estanque; es decir, sistema Tipo 1. En el segundo caso el sistema esta
mas cerca de encerrar al (-1, 0) debido al retardo adicional en el sistema. Notese que en este caso es necesario redefinir el
contorno de Nyquist de manera que este no pase sobre el polo en z = 1; esta situacion es idéntica a la presentada en la Fig.
6.10(a) para sistemas continuo. &

Ah(2) Afs) A - Ah(s)  Ahg2) Afils) SR . Al(s)
—>(| & > sH —>D—> h Fiadanaand - » ——>(D) & > s [ SR - >

el | s I
Ah(Z) AR(Z)
S [« S [«
I I I I I I I I
e (0 FREE SR - i : -
A [0 T
Iy »; DI e DI
1‘ \“
0 /:' 0 : v :
L MF " J&
MF
Gk 4 -k _
1 1 1 1 1 1 1 1
=2 =1 0 1 2 -2 =1 0 1 2
(b) (d)

Fig. 6.16 Nyquist del modelo del estanque, Ejemplo 6.10; (a) k. = 4, (b) Nyquist de a) (¢) kc =4 y un retardo 7 en la valvula,
(d) Nyquist de c).
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6.5 Estabilidad Relativa.

Al disenar controladores se pueden utilizar los indices numéricos tales como sobrepaso y tiempo de
asentamiento. Sin embargo, en sistemas de orden mayor no es posible encontrar una relacion directa
entre los parametros de disefio y estos indices. Por otro lado, falta explorar el concepto de estabilidad
relativa. Es decir, determinar cuantitativamente cudn estable es un sistema. Este tratamiento se puede
realizar para sistemas continuos y discretos indistintamente.

La idea es evaluar cuantitativamente cuan cerca/alejado esta el contorno transformado de ser inestable.
Es decir, cuan alejada esta la curva del punto (-1, 0). Para esto se cuantifica la ubicacion de los puntos
a y B del Nyquist, Fig. 6.17. El punto a es donde la curva corta el eje real, y B es donde la curva corta al
circulo unitario. Con estas indicaciones se definen los indices de estabilidad.

Def.: Se define margen de ganancia (punto o) a la cantidad de ganancia en decibeles (dB) que se puede
anadir al lazo antes de que el sistema en L.C. se torne inestable.

Asi el margen de ganancia (M.G.) =201log, ﬁ =-201logo | I(jo,) |, donde w, es la frecuencia
JOp

angular de cruce de fase definida por la ecuacion, arg/(jw,)=180°, una representacion grafica se

muestra en la Fig. 6.17 para un Nyquist de un sistema continuo arbitrario. Para un sistema discreto se

puede establecer que el margen de ganancia (M.G.) =20log,, =—-20log,, |l(ej Q"T) |, donde

11”7

Q, es la frecuencia angular de cruce de fase definida por la ecuacion, arg/(e’" ) =180°.

Def.: Se define el margen de fase (punto ) como el angulo en grados que el contorno transformado se
debe rotar alrededor del origen para que el sistema en L.C. se torne inestable.

Asi el margen de fase queda como M.F. = argl(jw,)+180°, donde oy es la frecuencia angular de cruce
de ganancia definida por la ecuacion |/(jw, )| = 1 una representacion grafica se muestra en la Fig. 6.17
para un Nyquist de un sistema continuo arbitrario. Para un sistema discreto se puede establecer que el

AlHGoy)

fy RIS »:

0.5(s +15)

Fig. 6.17 Nyquist de /(s) = .
(s+1.2)*(s +1.5)°

Copyright © por Prof. José R. Espinoza C.




Apuntes: 547 353 115

margen de fase queda como M.F. = arg l(e-’QgT) +180°, donde €, es la frecuencia angular de cruce de

ganancia definida por la ecuacion |/(¢’™")| = 1.

Es importante destacar que las definiciones anteriores tienen sentido en sistemas con F. de T. en L.D. de
fase minima (es decir, en sistemas con /(s) ¢ /(z) sin ceros ni polos inestables y estrictamente propias.

Ejemplo 6.11. Determine el M.G. y M.F. del esquema de control continuo del sistema de suspension magnética. Analice el
caso de un controlador de ganancia y uno de ganancia e integrador. R.: La Fig. 6.12 muestra los Nyquist del modelo con un
controlador de ganancia (k. = 54.834) y uno con ganancia e integrador del tipo k./s con k. = 91.3908. Ambos casos muestran
un Nyquist estable. En el primero el M.F. es de 28.391° y en el segundo de 62.88°, por el contrario, el primero se caracteriza
por un M.G. de 6.631 dB y el segundo de 6.175 dB. Es decir, el segundo sistema permite retardos mayores antes de hacerse
inestable. &

Ejemplo 6.12. Determine el M.G. y M.F. del esquema de control digital del estanque. Analice el caso de un controlador de
ganancia pero con la valvula sin y con un retardo igual al tiempo de muestreo. R.: La Fig. 6.16 muestra los Nyquist del modelo
con un controlador de ganancia (k. = 4) y otro igual, pero con la valvula con un retardo igual a 7. Ambos casos muestran un
Nyquist estable. En el primero el M.F. es de 55.4° y en el segundo de 32.3°, igualmente, el primero se caracteriza por un M.G.
de 7.9 dB y el segundo de 3.8 dB. Es decir, el primer sistema permite mayores variaciones porcentuales de su ganancia y de
retraso que el segundo antes de hacerse inestable. &

A . Métodos Graficos Alternativos.

Hay dos maneras complementarias para la representacion del Nyquist de /(s). Estas son el “Diagrama de
Bode” y el “Diagrama de Nichols”. Ambas solo grafican la porcion en que s =j® con ® =0 — .
Difieren entre si en que el Bode grafica la magnitud y la fase por separado, y el Nichols grafica en uno
solo la magnitud y la fase, utilizando la frecuencia ® como parametro. La ventaja del Bode es que no se
pierde la frecuencia.

Ejemplo 6.13. Presente el M.G. y M.F. del esquema de control de la suspensién magnética y del control digital del estanque.
Considerar en ambos casos s6lo una ganancia como indicada en el Ejemplo 6.8 y en el Ejemplo 6.10, respectivamente. R.: El
Bode del sistema de suspension magnética esta ilustrado en la Fig. 6.18. Notese que mg corresponde a la mayor frecuencia en
donde el Bode pasa por 0 dB. La fase en este caso tiene un cruce por -180°. Por otro lado el Bode del estanque se ilustra en la
Fig. 6.19. Notese que el Bode se grafica hasta n/7 = 12,6, pues entre ©/T y 2n/T el Bode es simétrico. &

B . Aspectos Practicos del Margen de Ganancia y de Fase.

El sentido practico del margen de ganancia es en cuanto se debe aumentar la ganancia hasta que el sistema
se haga marginalmente estable. Es decir, la ganancia a agregar al Nyquist hasta que este pase por el punto
(-1, 0). Por ejemplo, si el M.G. =20 dB significa que la ganancia se puede aumentar en un factor de 10.
Contrariamente, si el M.G. es negativo implica que la ganancia se debe disminuir; por ejemplo, si el M.G.
=-20 dB significa que la ganancia se debe disminuir en un factor de 10.

Por otro lado, hasta ahora se sabe que el indice margen de fase esté relacionado con los grados en que se
puede rotar el Nyquist de un sistema hasta que éste se hace marginalmente estable. En la préctica, esto
significa cuanto retardo adicional se puede aplicar en la F. de T. de L.D. hasta conseguir un sistema
marginalmente estable. Para sistemas continuos se cumple que M.F. = arg{l(jms)} + m, si esta fase es

suministrada por un retardo ¢, adicional en la F. de T. de L.D. entonces se cumple que M.F. =arg{l(jo)}
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+ 1 = t,mg, por lo tanto, ¢ = (arg{l(jog)} + n)/®; = M.F./0g.Similarmente, para sistemas discretos se
cumple que M.F. = 3 rg{l(ejggr)} + 1, si esta fase es suministrada por un retardo #-= N, T (con N, entero)

adicional en la F. de T. de L.D. entonces se cumple que M.F. = arg{l(¢’**" )} + n = t,Q = N,TQ por lo

tanto, N, = (arg{l(engT )+ m)/(T€Qg) = M.F./(TC). El valor de N, puede no ser entero, por lo que el
maximo retardo discreto debe ser el entero obtenido de truncar N,.

Ejemplo 6.14. Obtenga el retardo posible de agregar en la F. de T. de L.D. a partir del M.G. y M.F. del esquema de control
del levitador magnético y del control digital del estanque. Considerar en ambos casos s6lo una ganancia como indicada en el
Ejemplo 6.8 y en el Ejemplo 6.10, respectivamente. R.: El M.F. del sistema de suspension magnética con ganancia k. = 54.834
es de 28.391° obtenido para una frecuencia wg= 9.766 rad/s por lo que t- = M.F./we = 50.738 ms. El M.F. del estanque con
ganancia k. = 4 es de 55.389° obtenido para una frecuencia Qg= 1.611 rad/s por lo que N, = M.F./(QgT) = 2.401. Este ultimo
resultado implica que se puede tener un retardo de dos tiempos de muestreo adicionales en la F. de T. de L.D. y el sistema
todavia es estable en L.C. (este podria ser el caso del retardo del actuador y de célculo). &

C . Relacion entre el Margen de Fase y un Sistema de Segundo Orden Continuo.

Un sistema de segundo orden que da origen a una F. de T. en L.C. como la estandar es,

20 T T T T T
——TN ®p
0 b— - - oo ool P S i —~
\ ®, |
2 2 180 + M.F
= =20 R RS - F.
£
= ~180
-60 ‘ ' -270
1 10 100 1 10 100
(a) (b)

Fig. 6.18 Bode del modelo de la suspension magnética (sélo ke = 54.834), Ejemplo 6.8; (a) Bode magnitud, (b) Bode fase.

40 T T 0 T T T
Q
D Qp
-90
-180 + M.F.
E 2
2 & -180
£y
= | ]
-270
M.G.
-20 L ‘ =360
0.1 1 10 100 0.1 1 10 100
(@) (b)

Fig. 6.19 Bode del modelo del estanque sin retardo (k. = 4), Ejemplo 6.10; (a) Bode magnitud, (b) Bode fase.
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2
()

EEEZ)

el cual tiene un M.G. infinito, pero un M.F. finito. Para encontrar la frecuencia de cruce de ganancia se
utiliza la definicion,

2
o |

n

jo,(jo, +2C0,)

(o), =

de donde,

2
()

n
2 2.2
(og\/oag+4§ o,

=1, (o))" =(0))" +(0,)’ 48w, (0,)" +4E’ w0, —(0;)" =0,

finalmente,

o, = 0,\\4E" +1-2E7 .

Con este resultado se obtiene el M.F. como,

®
M.F.=180°+arg/(jo,) =180°~90°—tg ' —=—

280,
=90°—tg"! {2%\/«/4&4 +1-28 }

. 2
= tg
\/,/454 +1-2¢

Este ultimo resultado muestra que el M.F. es solo funcion del factor de amortiguamiento. Es mas, al
observar la grafica del € vs M.F. (Fig. 6.20) se encuentra practicamente una relacion lineal dada por & =
0.01-M.F., para valores de M.F. de hasta 60°. Este resultado es de suma importancia puesto que en
sistemas de orden superior no es posible especificar un factor de amortiguamiento; sin embargo, y gracias
a esta relacion se puede especificar un M.F. con resultados similares.

En sistemas de segundo orden se recomienda un & de aproximadamente 0.3 lo que a su vez implica un
M.F. de 30°. Este resultado se puede extender a sistemas de orden mayor, puesto que el concepto es
igualmente valido. En general, sistemas de orden mayor a 2 pueden ser disefiados para obtener un margen
de fase de 30° a 60° y con un margen de ganancia superior a 6 dB.

6.6 Ejercicios Propuestos.
Resuelva los problemas siguientes. Anote todo su trabajo.

A . Nivel basico.

1.-  Determine - utilizando Routh-Hurwitz - si los siguientes sistemas son estables o no,
1 1

a)  hu(s)= , b)  hu(s)= ,

@) hyuls) Y| (®)  Ayuls) Ry
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s—3

c) hu(s)= —-35,
© Anls) st +2s+1

s
e huS:—ezs,
) Anls) s +2s+1

© huld)= ——,
z—1

1
z(z—0.5) ’

1
22-05’

D) ulz) =

(k) hu(z) =

estables en L.C.,

(d)
®
(h)
G

M

2.- Determine los valores de k. - utilizando Routh-Hurwitz - para que los siguientes sistemas sean

3
]’luS :—e—Zs
nlS) s2+25+1
s—1
]’luS — efzs
nlS) P —3s+2
1
hy(2) = ,
8 z-0.8
h (Z):;
" 2zl
1
hy(2) = +z,
3 z2-0.5

(@) hls) = ——. hs)=1, =1,  h)=k
s+1
1 k
() Iyuls) = ; ha(s) =1, rs)=1, he(s) = —=
s—10 s
1 1 k
c)  huls)= , ha(s)=1, r(s) = , he(s)= =<
(©)  Iyuls) T (s) (s) et (s) .
(d)  7yuls) = 1 ; ha(s) =1, r(s) =10, he(z) = k
15 +1 z
©) i) = —— ha(s) = 1 HF=1 hz)= ke
. s+2° ‘ ’ 1 ‘ z(z—-1)
®  Ials) = — h(s) = 1 rs) =1 he(z) = —He
" s—10’ ’ ’ ) ‘ z(z-1)
3.- Dibuyjar el Nyquist de los siguientes sistemas,
1 1
a)  hu(s)= , b)  hu(s)= ,
(@) Iyuls) 7or (®)  hyuls) S5 1D
1 T T
g =
E aproximada _ = =
§ -
: o
L L i
0 20 40 60 80

Margen de Fase, M.F. °

Fig. 6.20 El factor de amortiguamiento & en funcion del margen de fase M.F. para un sistema continuo.
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(c)
(e)
(2

(k)
4.

.-
(a)

(©)
(e)
(2)
(i)

(k)
2.-

1 3
Bls) = ——, d)  ls) = ————,
i) s—1 @ Anls) s*+2s+1
hnls) = ——e” () ()= e
T s+l T P 3s+2

1 1
Tyl2) = : h)  f(z) = :
Y- () Anle)= 0

1 . 1

huz :—) huz :—’
i) z(z—-0.5) (J) i) z(z+0.5)

-0.5 z+0.5
hy(z) = = : ) hlz) = :
o) = 2 () hute)= 2725

Determine el M.G. y el M.F. de todos los casos anteriores.

Nivel intermedio.

Grafique el Bode de los casos siguientes e identifique el M.G. y el M.F..

)= . <mmmiim,
)=~ @ )= .
Byls) = 2s1+1es’ ) hls) = ﬁe%
e z—lo.s’ N, z+10.5’
szﬁﬁ, () M%Zﬁﬁ
) = 220 0 b= 220

Bosqueje el Nichols de todos los casos anteriores e identifique el M.G. y el M.F. en cada uno de
ellos.

Demuestre que los sistemas continuos Tipo N comienzan su Nyquist en un punto con un angulo de
—90°N. Demuestre que la proposicidn anterior es independiente de si el sistema tiene o no retardo.
Demuestre que los sistemas continuos de orden » terminan su Nyquist en un punto con un angulo
de —90°n. Demuestre que la proposicion anterior es valida si el sistema no tiene retardo.

Nivel avanzado.

Determine las condiciones que deben cumplir los coeficientes del polinomio dado por d(z) = z3 +
a»z> + a1z + ao correspondiente a un sistema discreto para que sus raices sean todas estables.
Determine una expresion para el retardo que se puede agregar en la F. de T. en L.D. de un sistema
continuo en funcion de su M.F. para que éste quede criticamente estable.

Determine una expresion para el retardo que se puede agregar en la F. de T. en L.D. de un sistema
discreto en funcion de su M.F. para que éste quede criticamente estable.

Caracterice y bosqueje el Nyquist de un sistema continuo que no tiene error en S.S. para entrada
escalon y error en S.S. finito para entrada rampa.

Caracterice y bosqueje el Nyquist de un sistema discreto que no tiene error en S.S. para entrada
escalon y error en S.S. finito para entrada rampa.
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Demuestre que los sistemas Tipo N - tanto continuos como discretos - terminan el Nyquist en el

origen del plano I(s) 6 /(z) segin corresponda.
Reformule el Criterio de Nyquist para sistemas discretos para /(z) impropia (m > n).

6.-

7.-
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7 Diseiio y Compensacioén de Sistemas de Control.

Los andlisis y herramientas desarrollados hasta aqui son utiles para determinar el
controlador a utilizar en un esquema realimentado. Como se ha indicado, el controlador
deberd asegurar caracteristicas estaticas (error en estado estacionario, etc.) y dindmicas
(sobrepaso, tiempo de asentamiento, etc.). En este capitulo, se estudiaran las redes mas
difundidas como son las de adelanto, atraso y PID (continuos y discretos) incluyendo el
diseno de todas y cada una de sus componentes.

7.1 Introduccion.

La estructura a estudiar se presenta en la Fig. 7.1, en donde debera determinarse el tipo de controlador o
combinacion de ellos y los pardmetros de éste, para cumplir con requerimientos tales como,

- cero error en estado estacionario (Vo = Vo),

- estabilidad (| y(¢)|< 0, VI > 0),

- seguimiento ( y,(¢)— y(¢£)=0),

- regulacion ( y(£) = y, (1)),

- caracteristicas dindmicas (sobrepaso, tiempo de asentamiento, margen de fase, de ganancia,...)
- etc.

en plantas del tipo lineales, invariantes en el tiempo, continuas o discretas y/o hibridas, y SISO.

p(9) l

ya(t) e(?) W) u(?) (0
—— Controlador » Actuador » Planta
ys(0)
S/T
(@)
p(t)l
va(kT) e(kT) v(kT) : W) u(?) (0
——p Controlador » S/H » Actuador »{ Planta
vk [ 20
S < S/T
(b)

Fig. 7.1 Sistemas en L.C. a estudiar.
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La estructura del compensador podra ser una red de adelanto, red de atraso, una combinacion adelanto-
atraso o un P.I.D.. La mayor diferencia entre los compensadores es que a excepcion del compensador

P.I.D., todos son compensadores de primer orden. Como herramientas de analisis y disefio se emplearan
el L.G.R., Diagrama de Bode, y Nyquist.

7.2 Compensacion en Adelanto para Sistemas Continuos.

El compensador es del tipo: 7_(s) = k.o 1+sT, =k, s+UT,
1+aTl.s s+1/aT,
a esté en el rango 0 < a < 1. Una alternativa de implementacion para este compensador se muestra en la

, donde debe cumplirse que el parametro

Fig. 7.2(a), donde se encuentra que  (s) = <=2 6 B E RCs+l por lo tanto, 7, =R C,, o= R,
e(s) R, R RC,s+1 e
R,C
k,=—=L.
R,C,
b) AJO A ?
O
_ _ c e
laT —-1T b AT
i - —>
a (1+a)/2 1
T T ! ' ' I
d) 1(aT,) © .
oL PSS 1(aT,)
1/T. ¢m 7]
i | Y V4 A l
20 log o _—'—"/ i B 7]
1 1 I 0 1 L

Wy ©yy

Fig. 7.2 Red de adelanto; (a) circuito, (b) L.G.R., (¢) Nyquist, (d)(e) Bode.
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A . Caracteristicas del Compensador en Adelanto.

El L.G.R. del compensador, Fig. 7.2(b), indica un cero en s = —1/T y un polo en s = —1/aT., del Nyquist

de s+1/7, = h(s) , Fig. 7.2(c), se aprecia que la maxima fase ¢, cumple con la expresion
s+1/al.  k,
sen G = (I-a)/2_1l-a , por lo que, o = I-sen¢,, y del Bode, Fig. 7.2(d) y (e), se obtiene que
(I+0)/2 1+a l+send,

. Con estos antecedentes se puede

1 1 1 1 1
logw, =—=1log—+log—} por lo que, o, = =
g 2{ ch g(xTc} /(ocTcz) /OLTC

enunciar un procedimiento para el disefio de una red de adelanto.

B. Técnicas de Compensacion en Adelanto Basadas en el L.G.R.

El procedimiento es el siguiente:

1.- Enumerar las especificaciones solicitadas a la respuesta del sistema en el tiempo. Traducir éstas a
una ubicacion deseada para los polos dominantes.

2.- Dibujar el L.G.R. del sistema no compensado y determinar si es posible que la ganancia lleve los
polos del sistema en L.C. a la ubicacion deseada.

3.- Si el compensador es necesario, colocar el cero de la red de adelanto bajo la ubicacion de los polos
en L.C. deseadas.

4.- Determinar la ubicacion del polo restante de manera que cumpla con la condicidon de angulo.

5.- Calcular la ganancia del sistema en L.D. y asi determinar la ganancia del controlador. Calcular la
ganancia de error estatico que corresponda (kp, &, 0 ku).

6.- Si la ganancia de error estatico fue especificada y no se cumple, ubicar el cero mas a la izquierda del
punto original del compensador y volver a 4.

Ejemplo 7.1. Se tiene: gr=

y se desea £ =045, Eon=4 = =1s,y k=15 en L.C.. R.: Al utilizar una

s(s+2)
realimentacion unitaria con ganancia &, no se consigue llevar las raices al lugar deseado, Fig. 7.3(a). Se propone la red de
adelanto, ﬂkc , (3) indica que 1 =4, (4) indica que G+, +0,5 -0, =—180° , por lo que,
s+1/aT, T,
0, =116.74°
. 7.93 7.93 . _
0o =104.15°4¢ 5 =49.11°, ademads, tg¢ =0 = 7= 20 +4=10.86, resumiendo, 1/a7, =10.86, Tc=0.25,
b1 =90° G
T T . T IS
10~ a) ] 10~ b) : n
4+;793 X : 445793
5 n sk ' n
or Koo = X — 0_)@_.@.0 )(._‘>._)( ]
S _ Sk ' _
4-77.93 X : 4-77.93
-10 [~ : - ;10 - : -
| | : | L
-10 -5 0 -10 -5 0

Fig. 7.3 L.G.R. del Ejemplo 7.1; (a) s6lo ganancia, (b) con compensador.
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=%8.88~8.17=95.87, con lo que

s=—4+,7.93

a=0.368, la ganancia es k = M
(s+1/T)

¢

s(s+2)

95.87-4

10.86-2
resultado final se muestra en la Fig. 7.3 (b). &

ky = limsgr(s) = =17.65 > 15, por lo que el disefio es correcto. Finalmente, 7. = 0.25, o =0.368y k. =95.87. El
s—0

C . Técnicas de Compensacién en Adelanto Basadas en el Diagrama de Bode.

Esta técnica se justifica en el caso de tener sistemas con retardo, en cuyo caso el uso del L.G.R. pasaria
indeclinablemente por una aproximacion de éste. El procedimiento es el siguiente:

1.- Dibujar el diagrama de Bode para gr(s) con una ganancia tal que se satisfagan las condiciones de
error en S.S.
2.- En el Bode de (1) determinar el M.F. del sistema no compensado. Calcular la fase necesaria a

introducir por el compensador, ¢.,. Agregar de un 10% a 30% como seguridad.

a) Sistema Sin Compensador Sistema Sin Compensador
30 T =90 T
301 138 30
20F 2-m 27 — -120F 27 —
— 150
T 1o - -150
= N — 170
5 g
S T S T 1 R D PP -
s —4.34
ElUn - =210 —
“20 = =240 [~ —
=30 L =270 '
0.1 1 10 0.1 1 10
b) Red de Adelanto Red de Adelanto
12 T 30 T
38
10F 2. -
o 8k i
£ o
[=] 7]
<
3 o 4 £
=
4+ ]
= .
| |
%01 1 10 %1 1 10
c) Sistema Compensado Sistema Compensado
T -90 T
38
-110f 2 -
E -130- -
& = =150
=
-10 =170
-20 -190-
3001 1 10 2107

Fig. 7.4 Bodes del Ejemplo 7.2; (a) sin compensar, (b) compensador, (¢) con compensador.
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3.- Utilizando sen¢,, = 1—_(x , determinar ¢ = ﬂ .
I+a l+sen¢,
4.- Calcular la ganancia necesaria #(dB) = 10 log a.
5.- Ubicar en el Bode de (1) la frecuencia (w») a la cual la atenuacion es de #(dB) y utilizando

o - 1
m \/G,YLZ \/a i
6.- Dibujar el Bode compensado, si las condiciones no se cumplen volver a (2) y utilizar otro margen de
seguridad.

determinar 7e.

Ejemplo 7.2. Se tiene g(s) = y se pide ess < 10% para entrada rampa y un M.F. > 30°. R.: (1) Como se

s(s +1)(s+20)
desea e, = 7% =0.1, entonces k=200. (2) Como M.F.=9.35° entonces ¢m=230°1.1—-9.35°=23.64° por lo que
o.=0.4274. (4) h=101log o =-3.6912, (5) por lo que ®» = 3.8122 y por lo tanto, 7. = 0.4012. Notese que 200k, o =200
por lo que &, = l =2.3395 . Finalmente, Ac(s) = 200 , s+U/T, . Los Bodes relevantes se muestran en la Fig.
o s(s+1D(s+20) “s+1/aT,

74 %

Ejemplo 7.3. Disefie un controlador en L.C. (de requerirse) de manera que las raices dominantes del sistema de levitacion
magnética aseguren un S.P. del 10% y un tiempo de asentamiento de 1.5 s para una banda del 5%. R.: La F. de T. del sistema

20 T
b) /
a)
AA_rren 10 | ) e
— Iy Lo+ ‘._. , raices
" desead
(—\> e(t) : D’ .eqea as
S o - .
Ax(s) Ae(s) . Ax(s) o %
_>®_> hls) > o > =g
B A A X
0 10 F \ 4
Td ki
. \
2035 20 -10 0o
20 T T T T T
c d
) 6 I ) 5% |
10 - E
\ w /o a— T
54 4k 10% L=15s i
0 &% R 3
: o]
i ®:
sk _
ok \\ ]
1 1 1 1 1
2039 20 710 0 04 1 2 3 4

Fig. 7.5 Levitador magnético del Ejemplo 7.3; (a) sistema en L.C., (b) L.G.R. con controlador de ganancia, (¢) L.G.R. con
controlador propuesto, (d) respuesta a escalon para controlador propuesto.
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2k 1 , . .
es h,(s)= = por lo que sus raices complejas tienen un
7 om(h—x, +a)L , d 1 ki
(s+R/L)|s"+—s+— K—i(l Lo .
mm L —x, +a

)
o = 1 K_Lz yun §= 4 1 , que resultan ser o, =7.3113 y &=0.4103, por lo que se tiene S.P. = 24.33
m (,=x,+a) m2m,

% y ts = 1.03 s. Estos valores no cumplen lo solicitado y se estudia un esquema en L.C. La ubicacion deseada para un S.P. =
10%yt:=0.5ses ®, =3.6208 y & =0.5912 lo que resulta en raices dominantes en -2.1405 + j2.9204. Primero se propone

utilizar una ganancia /A.(s) = ke, Fig. 7.5(a) con lo que el L.G.R. resultante es Fig. 7.5(b), el que indica que no se puede lograr
las raices deseadas. Es mas, se puede concluir también que al colocar un integrador puro y luego un cero debajo de las raices
deseadas (como el procedimiento de disefio de una red de adelanto) se genera un polo cercano al origen que redunda en una
dindmica de primer orden y no como la deseada. Por lo que el método revisado no puede ser aplicado y se opta por cancelar
los dos polos imaginarios del sistema, agregar un polo en el origen y un segundo polo tal que las raices deseadas pertenezcan

.2
s2+is+i K—ki#2
m m (,—x,+a)

,porloquelaF.deT.enL.D.
s(s+p,)

al L.G.R.. Asi el controlador debera tener la forma h.(s)=k,

queda como [(s) =k, ! 2k,
s(s+p)s+R/LYym(l, —x,+a)L

el L.G.R. resultante y k. se determina para que éstas sean parte de las raices en L.C.. Asi el polinomio caracteristico es

, donde en definitiva p1 se busca tal que las raices deseadas estén en

s(s+p)(s+R/L)+k, Zk—’l” y el polinomio deseado es (s + p2)(s + 2.1405 + j2.9204)(s + 2.1405 - j2.9204), al

m(l, —x, +a)L
igualar los coeficientes de ambos polinomio se tienen tres ecuaciones y las incognitas p1, p2 y ke, encontrandose p1 = 5.115,
p2=20.834y k. =9.3398. El L.G.R. con el controlador obtenido se muestra en la Fig. 7.5(c) y la respuesta a escalon en L.C.
se muestra en la Fig. 7.5(d). Del L.G.R se deduce que las raices complejas son efectivamente las dominantes y por tanto se
logra el sobrepaso y tiempo de asentamiento deseados. &

7.3 Compensacion en Atraso para Sistemas Continuos.

1+5T, i s+1/T,
l+als “s+l/aT,
o > 1. Una alternativa de implementacién para este compensador se muestra en la Fig. 7.6(a), donde se

e, (s) =&& RCis+1 Lcon T =RC,, o= R,C, v k. = R,C, .
ei(S) R3 Rl R2C2S+1 R1C1 R3C2

El compensador es del tipo: 7_(s) = k.o , donde debe cumplirse que el parametro

encuentra que /_(s) =

A . Caracteristicas del Compensador en Atraso.

El L.G.R. del compensador, Fig. 7.6(b), indica un cero en s = —1/T. y un polo en s = —1/a.7¢, del Nyquist

de s+1/7, = h(s) , Fig. 7.6(c), se aprecia que la maxima ¢, fase cumple con la expresion
s+1/aT, ;
sen G = (a-D72_oa-l por lo que o = 1-sen¢,, (con ¢ < 0) y del Bode, Fig. 7.6(d) y (e), se
(I+0)/2 1+a I+sen¢,,
obtiene que logw, = 1 logl+logL por lo que, o, = ] . Con estos antecedentes
20 7L ol J@r?) o,

se puede enunciar un procedimiento para el disefio de una red de atraso.
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B. Técnicas de Compensacion para la Red de Atraso Utilizando L.G.R.

El procedimiento es el siguiente:

1.- Dibujar el L.G.R. para el sistema no compensado.

2.- Del comportamiento transitorio determinar la ubicacion deseada de los polos en L.C. Si el sistema
no pasa por el lugar deseado se debera emplear otra red de compensacion para que asi sea (p. ej. red
de adelanto).

3.- Determinar la ganancia necesaria para obtener las raices en el lugar deseado. Calcular la constante
de error estatico.

4.- Si la constante de error estatico no es suficiente, calcular el factor en que debe ser aumentada. Este

. . k’ Stz . .

factor también corresponde al factor a.. Dem.: Si la planta es gr(s) = # (sistema tipo N
s"TTGs+p))

con k" para tener los polos en el lugar deseado. Asi, el coeficiente de error estatico sin compensar es

k, . vc=lims"gr(s)=k M Sea el compensador / (s) = k, SHUT, ,porloquelaF.deT.
550 1) s+1/aT,

) +z,
enL.D.es g”(S)hC(S)zk— H(S Z’)k s+1/T,

sV H(s+pj) ‘s+l/aT,

. Si el cero y el polo del compensador estan muy

a) Cl R2 Cz
[
€; Rl
eO
b) AJO AJY c)
1 (1+a)/2 o
1 1 [
3 »
—_—— ’
-UT  -1/oT c Om
T T T T T T
d) e)
20 log o ﬁ T, — 1/T. —
1/(aTy) 1 B \ 1
oL ¥ q)m =
1/(aT,) _
1 1 1 1 1

0
(O (O

Fig. 7.6 Red de atraso; (a) circuito, (b) L.G.R., (¢) Nyquist, (d) Bode.
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cercanos relativamente no afectan el L.G.R. y por lo tanto k'k, =k, con lo que k, =1. Asi, el

. yoe I 11 N —
coeficiente ~de error estdtico con compensador es k. .= lgrols gr(s)h,(s)
kerrur c-C

H(Z) VT _ H(Z) ok, v.c-Porloque —"—=q
H(pj) l/aT H(pj kerrur N-C

5.- Para asegurar que las raices no se vean afectadas por el cero y polo del compensador, el aporte neto
de angulo entre éstos debe ser menor a 5°. Es decit, | ¢, comp — &y comp | < 5°-

Ejemplo 7.4. Sea el sistema gr(s) = Kk del cual se desea tener £ =0.45 y k =7, disefie un compensador en

s(s+1)(s+5)
atraso. R.: Se desea kvc-c =7, como k, = limsgr = % =7, entonces, k = 35 para cumplir con la condicion, Fig. 7.7(a). Sin
s—0

embargo, el polinomio caracteristico es k+(s*+5)(s+5)=s"+6s"+5s+k y el polinomio deseado es

(s> +2C0,s+ 02 )(s +a), con §=0.45, por lo que igualando términos se obtiene que m, = 0.8976 , k = 4.1831, por lo que

Eo, =0.4039 y ‘Dn‘“_ 2 =0.8016 Con estos resultados se tiene que k,=k/5=4.183/5=0.8366, por lo que,
k, y.c =0.8366. Asi, o=k, . ./k, , .=837. Para determinar 7.se y obtener los 5° exactos, se puede utilizar,

- -1/T .
5°=tg” {M}—tg1 {E’m—} =A°, asi, T’ {octgA"mﬁ}—Tc {amn (a+1)tg A+ J1-E& (a—l)}+tgA°= 0,

0)17 l_az 0))7“1_a2
+b% -
lo que se puede escribir como, aTc2 —bT +c=0, porlo que, T = bEND —dac =10.56, en este ejemplo. Finalmente, el
a

s+1/T,  s+0.0947

compensador es k_ = .
‘s+l/al, s+0.0113

Nota: Dado que el compensador incrementa el nimero de polos en 1, hay una raiz extra en L.C. Esta
raiz se encuentra muy cercana al cero del compensador. Como los ceros se conservan en L.C. éste

cancela el efecto del polo adicional. Dem.: Se definen las F. de T. como, g(s)=k—~5— 75 (5)

d(s)’

3 T T T T T 3 T T T T T T
a) / b) )
2r 1 2r . 1.0+ T
0.8
1 04+/0.8 1 ! (N
o XX o R R - = S
04-/0.8
s / 1 1
2r 8 2F - 1.0F g
1 1 1 1 1 \ 1 1 1 | 1 1
4 2 0 4 2 04 03 02 01 0

Fig. 7.7 L.G.R. del Ejemplo 7.4; (a) s6lo ganancia, (b) con compensador, (¢) zoom con compensador.
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c.

h (s):k,ﬂ, r(s):nr_(s)’ por lo tanto la F de T. en L.C. es 8(s)h.(s)
‘ ‘s+1/al, d (s) 1+ g(s)r(s)h.(s)
kn,/dk.(s+1/T)/(s+1/aT,) B kk.n,(s+1/T,)d,

L+kn, /d k (s+1/T)/(s+1/alyn, /d,  dyd (s+1/al)+kkn (s+1/T)

Se aprecia que en L.C. el cero del compensador aparece en su forma original y por tanto cancela
la raiz extra que aporta el compensador.

Técnica de Compensacion para la Red de Atraso Utilizando el Diagrama de Bode.

Aligual que en la red de adelanto, este procedimiento se justifica en el caso de tener sistemas con retardo,
en donde la utilizacion del L.G.R. como herramienta de disefio pasaria ineludiblemente por
simplificaciones. El procedimiento es el siguiente:

1.- Dibujar el Bode del sistema sin compensador pero con la ganancia ajustada de manera de cumplir

con la premisa del coeficiente de error estatico. Para lo cual se obtiene kco.

2.- Determinar el M.F. del sistema. Si no es suficiente, proceder de acuerdo a lo siguiente.
3.- Determinar del grafico la frecuencia (®,’) a la cual se generaria un M.F. igual al deseado mas 5°.
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4.- Colocar el cero del compensador una década por debajo de w,’, es decir, 1/T. = w,’/10.
5.- Medir la atenuacion necesaria en g’ y obtener o de 20log o =| gr'(jo, )| ¥ luego ke de 1.

Ejemplo 7.5. Se tiene a gr(s) = _ 200 y se desea un M.F. > 45° y un ey para entrada rampa normalizada < 0.005. R.:

s(s+25)
El compensador es del tipo £ a. 1+57, =k, s+U/T, .(1) Se desea k, = 1 = _1 = Hm@;w =100k, 0 = keo=2.
- 1+sol, " s+1/0T, e, 0.005 o0 25
(2) El nuevo sistema gr(s)'= 2500 k.o = 2000 200 tiene un M.F.s.c = 20° (Fig. 7.8(a)) que no es suficiente

c(x - =
s(s+25) s(s+25) 5(0.04s+1)
0) 1
por lo que se prosigue con el disefio. (3) o, '=20.977. (4) Ti = ﬁ = 1.=0.4767.y (5)20 log o = 17.27 dB, o = 7.3035,

¢

a) 20 Sistema Sin Compensador Sistema Sin Compensador
T T ~90 T T
L 20 o8
30 2n 2m n -105 [~ 2n n
N g-120 - .
e
] -135 - ]
........... — ~150 _
-180 ' L
100 0.1 1 10 100
b Red de Atraso Red de Atraso
) 0 l , 0 ,
_3 - -
6 - _ .
9
p=
oo . .
<
=
12 ] .
_15 — — —
- | | - | |
180.1 1 10 100 6(0.1 1 10 100
¢) Sistema Compensado Sistema Compensado
40 T T =90 T T
20 20
30 2 n -105 - 2-m N
g 2017 7 -120 - —
ED 10F 7 % 135
< ST
2 J
0 BN R R R R R R B AR —150 — —
-0 [~ 165~ ]
-20 : -180 ‘ '
0.1 1 10 100 0.1 1 10 100

Fig. 7.8 Bodes del Ejemplo 7.5; (a) sin compensar, (b) compensador, (¢) con compensador.
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ke =2/7.3035 = 0.2738. Con lo que finalmente el compensador es 7 (s) = k,o sl _ 2 1047675 _ 0273827210 +2.0978

Tl+sal,  1+348l6s s+02872

Esta red redunda en un M.F. de 45°. &

7.4 Compensacion con Redes de Primer Orden Discretas.

Para continuar con la dualidad de las redes de primer orden continuas, se propone también estudiar la red
z+1/T,
z+1/aT,
adelanto o atraso puesto que el signo de 7'y a pueden ser negativos y/o positivos, lo que dificulta la
percepcion de aporte de fase. Es importante recordar la aparicion de un retardo producto de la
implementacion digital de este controlador, el que debe ser considerado a la hora de su disefio. En este
caso solo se revisa la utilizacion del L.G.R. como herramienta de disefio, puesto que también permite
cubrir casos con retardo, donde éste es multiplo del tiempo de muestreo. El procedimiento de disefio es
como el explicado en el caso continuo; esto se debe a que las reglas de construccion del L.G.R. son

idénticas en ambos casos.

de primer orden discreta del tipo £ (z) =k, . No es conveniente clasificar la red discreta en

Ejemplo 7.6. Sea el motor de c.c. al cual se desea agregar un L.C. pero implementado en forma discreta, Fig. 7.9(a)(b). En
particular, se requiere cero error en S.S. para entrada escalon y raices equivalentes discretas a un tiempo de asentamiento de
ts = 4 s para una banda del 3 = 10% y un sobrepaso del S.P. = 10%. R.: El modelo de la planta con x1 = i, y x2 = ® para
-0.029 -0.136 0.359 0.997
0.050  0.236 } D {0.997} e {—2.077
parametros del modelo discreto x(k7 + T) = Aax(kT) + bava(kT) + eati(kT), o(kT) = cax(kT). Las valores propios son 0 y -
0.2069, por lo que se necesita un polo en 1 para asegurar cero error en S.S. El controlador inicialmente podria ser A.(z) =
ke/(z(z - 1)) (donde se incluye el retardo por célculo). La ubicacion para las raices deseadas es zo = %7 con so = -Ewn T jou(1-
£2)%5, Para los valores de £, =4 s, 8 = 10% y S.P. = 10% se encuentra que & = 0.5912, o, = 1.0647, por lo que z, = 0.6637 +
70.3039. Al considerar A:(z) = k/(z(z - 1)) y obtener el L.G.R., Fig. 7.9(c), se encuentra que no existe una ganancia k. tal que
se obtenga en L.C. las raices deseadas. Se opta entonces por agregar una red de primer orden, quedando el controlador como
)=k 1 z+1/T,
‘ “z(z-1) z+1/aT,
controlador apropiadamente se puede tener un L.G.R. que pase por el punto deseado. El polo a cancelar es -0.2069 por lo que
T. = -4.8322, a es determinado de manera que el L.G.R. pase por la raiz deseada, esto se logra para o = -0.528, Fig. 7.9(d).
Finalmente, el k. necesario para que z, sea una raiz en L.C. es k. = 0.344, Fig. 7.9(d). Las formas de onda mas representativas
se encuentran en la Fig. 7.9(e)(f) para una entrada escalon en la referencia de velocidad y en la perturbacion. La respuesta
tiene un sobrepaso del 10% y un tiempo de asentamiento de 4 s para una banda del 10%. &

t=T=0.5,es A, ={ } y ca=[0 1], donde Ag, b, ea y ca corresponden a los

. Del L.G.R. anterior, Fig. 7.9(c), se ve que cancelando el polo del sistema y ubicando el polo del

7.5 Compensacion Adelanto-Atraso.

Este compensador combina ambas redes en un solo elemento. Sin embargo, el disefio de los
compensadores se realiza por separado y considerando los procedimientos antes expuestos. La ecuacion
del compensador total es,

1+sT, 1+sT, 1+sT, 1+sT,,
2% =k.a, ) m—
ol 1+sa,T., I+so,T, “1+sa,T,

cl

hc (s)= kcla‘]

conai <1yax>1,porlo que para su disefo, se ajusta la red de adelanto (lo que modifica la ubicacion
de las raices) y luego se ajusta la red de atraso para satisfacer las condiciones restantes.
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Al comparar las redes se tiene la Tabla 7.1.

TABLA 7.1 Comparacion de Redes de Adelanto y Atraso.

Adelanto Atraso
Ventajas Aumenta el B.W. Reduce el e
Dinédmica mas rapida Elimina el ruido de alta frecuencia

Mejora la respuesta (S.P.)

+ Vg - - vf+ a) ) tl(t) b)
J Amplif. Motor c.c.
. . W, 1, J;
iy 1 I I } if 0(kT) v(kT): w(0) vi(t) )
d ——> | hx) —>— ! {Abcdef &
trolad
o, t, conreacer Sensor/Transmisor
.. carga
maquina cc < 1 e
sistema digital
T
¢) d)
1 —
0 —

20 w(kT), v(?) h
T M =
1(1)
0 | | | T | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Fig. 7.9 Control del motor de c.c. del Ejemplo 7.6; (a) esquema, (b) diagrama en bloques, (¢) L.G.R. control I mas retardo,
(d) L.G.R. control I, retardo, y red de primer orden, (e)(f) formas de onda en L.C. para entrada escalon y perturbacion.
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Desventajas Aumenta ganancia al ruido Dindmica mas lenta
Cuéando se usa  Se requiere respuesta rapida Constantes de error son especificadas
No se usa Cuando la fase disminuye rapido cerca de Cuando no existe un rango de baja
la frecuencia de cruce de ganancia. frecuencia donde la fase es igual al M.F.
deseado.

Un circuito alternativo para la implementacion anéloga es ilustrado en la Fig. 7.10. El circuito tiene la F.
deT.,

e (s) _&&(Rl +R)Cs+1  R,Cys+1
e(s) R, R, RCs+1 (R,+R,)Cys+1

h(s)=

con, TC1 :(R] +R3)C1, ]';2 :chz’ o = Ry , Olo :M’ y k. :&&M&. Notar que
R, +R3 R, R5 R3 R, +Rs Ry

secumpleque a1 <1 y o2 > 1.

7.6 Compensador P.1.D. Analogo.

Este compensador es uno de los mas difundidos en estrategias de control andlogas y discretas. La F. de
T. del compensador anélogo es,

hc(s):@:k {1+L+Tds},
e(s) * Ts

7

MWV

R4
Rs Ry Cl;z
f : : o AN It o R
“ ¢ R
Fig. 7.10 Circuito compensador adelanto-atraso.
a) e Ry Cl;z
mw AN— Ry
€; R1

Fig. 7.11 Circuito para un compensador P.1.D.
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donde, k,: es la ganancia proporcional, 7: el tiempo integral, y 7: el tiempo derivativo. Sunombre P.1.D.
es por proporcional, integrativo y derivativo. En el dominio del tiempo el controlador es,

u(t)=k, {e(z‘) +% j.e(t)dt + Ty %e(t)} ,

-

lo que en Laplace se puede escribir como,
h.(s) :@zk +£+kds,
e(s) 7 s

donde, k,: es la ganancia proporcional, k;: es la ganancia integral y ks: es la ganancia derivativa. Un
circuito tentativo para la implementacion del P.I.D. en forma anéloga es el ilustrado en la Fig. 7.11 cuyas
ecuaciones son,

¢ _ Ry RCI+RG, [ 1 L RCRC,
e, R, RC, (R,C, +R,Cy)s R,C,+R,C,
donde, k, = L RCHRG g pe v Ry y T, = RORG
5 = 1; = d=———— -
i R3 R1C2 RICI +R2C2

El problema es cudnto deben ser los pardmetros de un P.I.D. si se considera que tiene un polo en el origen
y dos ceros ubicables arbitrariamente de acuerdo a la siguiente representacion,

TT,s’+Ts+1

k, 1
hc(s)=kp+?+kds=kp{1+—+Tds}=kp Ts

Ts

l

El problema también se conoce como sintonizacién del controlador. Para simplificar el problema se
estudian los modos de operacion del P.I.D. Por otro lado, también se encuentra el P.I1.D. modificado que
consiste en agregar un polo adicional al esquema anterior, en este caso el P.I.D. queda como,

TT,s*+Ts+1

o=k Ts(s+p,)

P

Este es el caso del controlador propuesto en el Ejemplo 7.3.

A . Modos de Operacién.
Proporcional (7; —> «, T4 — 0)
hc (S) = kp )

en una planta se ajusta k, para asegurar un es; 0 M.F. dados.

1 Ts+1
hc(s):kp{lJrE}:kp{ — }

es una red de atraso, k,L/T“ con a>1, cona — o, k,S+1/TC :levSH,
LS+1/OCT; ¢ Ky ¢ TcS

Proporcional — integral (7; — 0)
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Proporcional — derivativo (7; — «).
h.(s)=k,(1+T;s),

es una red de adelanto: kcaﬂ con a<l,cona—0: k '(1+T.s).

1+saT,

B. Sintonizaciéon de un P.I.D.

Esta metodologia estd basada en la determinacion de una manera préctica o empirica de los pardmetros
ky, Ti y Ta. Es decir, mediante experimentacion en la planta o sistema. Se distinguen dos casos, el primero
para sistemas que pueden operar en L.A. y el segundo para sistemas que sélo pueden operar en L.C. En
este ultimo se distingue entre sistemas que pueden oscilar en forma sostenida y los que no lo pueden
hacer.

Compensacion empirica en L.A. (Ziegler-Nichols en L.A.)
Se utiliza en sistemas que pueden operar en L.A. como son los sistemas estables. Los parametros del
controlador se fijan en funcion de los parametros de la respuesta de la planta en L.A. a una entrada

escalon que se asume de primer orden y con retardo, Fig. 7.12. En particular, se escogen los parametros
de acuerdo a la Tabla 7.2.

TABLA 7.2 Seleccion de parametros de un PID mediante Ziegler-Nichols en L.A..

kp T Ta
P. T/ta o0 0
P.I 0.9t/ta ta/3 0
P.1.D. 1.27/ta 2tq 0.5t4

Este disefio persigue que la respuesta en L.C. no tenga un sobrepaso mayor al 25% ante entrada escalon.
Noétese que este método se aplica si la planta responde con una dinamica tipo s. No se tiene esto cuando
la planta tiene polos en el eje imaginario o es inestable. Para estos casos se tienen las alternativas
siguientes.

Compensacion empirica en L.C. (Ziegler-Nichols en L.C.)

Este método se utiliza en sistemas que no pueden operar en L.A., como por ejemplo los sistemas que
tienen polos en el origen (estanques). Ademas se requiere que el sistema pueda permanecer oscilando en
L.C. en forma permanente para algiin valor de la ganancia. Para sintonizar el controlador se hace 7; — o
y T« — 0y se incrementa k, hasta que el sistema oscile en forma sostenida Fig. 7.13. Esta ganancia es
denomina k., y el periodo de oscilacion se denomina 7... Con estos valores se utiliza la Tabla 7.3 para
determinar los parametros del controlador P.I.D..
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TABLA 7.3 Seleccion de parametros de un PID mediante Ziegler-Nichols en L.C..

ky T Ta
P. O.Skcr 0 0
P.I. 0.45ker Te/1.2 0
P.I.D. 0.6k 0.5 0.125T%
P.D. O.6kcr o0 0125Tc;

Harriot

Si el sistema en L.C. nunca oscila en forma sostenida y no se puede operar en L.A., entonces se puede
llevar con 7; — o y T4 — 0 a una oscilacion amortiguada tal que la razén b/a (Fig. 7.14) sea %4. En la
oscilacion se define 7. como el periodo de oscilacion y con este valor se ajustan 7; = T,,/6 y Ta = Te//1.5,
luego se hace operar el sistema en L.C. y se modifica k, tal que la razon b/a sea /4 nuevamente.

» !

4
—hlt'lq—
d

Fig. 7.12 Sintonizacion de un P.I.D. en L.A. (Ziegler-Nichols en L.A.).

t Lad
Fig. 7.14 Determinacion de 7¢- en el método de sintonizacion de Harriot.
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7.7 Compensador P.1.D. Discreto.

La popularidad y éxito del control P.I.D. continuo ha motivado su utilizacion en sistemas discretos. Sin
embargo, la derivada como tal no existe en sistemas digitales por lo que se ha optado por considerar a
este controlador discreto como uno que tiene un integrador puro (un polo en 1) y dos ceros.

A . P.IL.D. Discreto Generalizado.

Se considera al controlador con un polo en 1, dos ceros y otro polo a fijar. Asi, los ceros y la ganancia
podran ser asignados arbitrariamente y por tanto, para un caso particular, la problemaética se reduce a
determinar estos valores. Un controlador P.I.D. discreto es entonces,

h(z)=k, 22 +bz+b, -k, (z+2z)(z+z,) ’
(z=D(z+p) (z=D(z+p)
en donde £y, b1, by y p1 son parametros a determinar. Los procedimientos anteriores son validos para su
disefio en el caso de considerar un solo cero, pues entonces se tiene una red de primer orden. Es
importante destacar que la implementacion en un sistema digital de este controlador — como cualesquier
controlador discreto — agrega un retardo igual al tiempo de muestreo 7, el cual debe ser considerado a la
hora del disefo.

B. P.LD. Discreto Aproximado.

Una forma alternativa de determinar los coeficientes del controlador es mediante la aproximacion del
controlador continuo. Es decir, realizar el diseno del controlador P.I.D. continuo y luego encontrar una
aproximacion discreta. Sea el controlador P.I.D. continuo,

u(t)y=k, {e(t) + % j.e(t)dt + Ty %e(t)} ,

L

el que se puede aproximar por,

e(kT)+e(kT —=T) } T

u(kT):kp{e(kT)+%{S(kT—T)+T T

1

e(kT)—e(kT —T) }

donde S(kT-T) es la integral hasta el instante k7-7. También se puede escribir,

w(kT ~T) =k, {e(kT—T)+%S(kT—T)+7:,

1

e(kT —=T)—e(kT —2T)
- ,

tomando u(kT) - u(kT-T) se tiene,
e(kT)—e(kT —T) +%(e(kT)+e(kT—T))+
u(kT)—u(kT -T) =k, ! )
%(e(kT) —2e(kT —T)+e(kT —2T))
o bien,
T T, T 2T, B T, B
u(kT)—u(kT -T) =k, {Hﬁ+?}e(kT)+{—l+E—T}e(kT )+ T e(kT 2T)},

i i
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y que corresponde a una formula directamente implementable en un sistema digital. Sin embargo, al
tomar la T.Z. para determinar lo que se esta agregando como controlador se tiene que,

u(z)—z'u(z) = k, {[1 + % + %} e(z)+ {—1 + le — 2%} z'e(z)+ %Z‘ze(z)} ,

1

o bien,

2T 2T

1

Zu(z)—zu(z)=k {1+ i + L Zle(z)+| -1+ I 2 ze(z)+ Qe(z) ,
i T T T
lo que corresponde ala F. de T.,

PR U S S S )
uz)_, | 2T T
e(z) 7 z(z-1) '

Claramente, la F. de T. anterior aporta con dos ceros ubicables arbitrariamente, un polo en 1 y un polo
en el origen. Este ultimo no es parte de lo esperado del P.I.D. continuo y es producto del retardo incluido
por la aproximacion de su derivada. En efecto, si 74 = 0, se tiene que la F. de T. resultante es,

ISR TR - ——
uz_, L 21, 21,

e(z) °* z—1

la que tiene un cero y un polo en 1. Nétese que para efectos de andlisis, todavia debe agregarse el retardo
por célculo. Este agrega un polo mas en el origen el que sin dudas va en desmedro de los indices de
estabilidad.

Ejemplo 7.7. Estudiar el reemplazo del controlador propuesto en el Ejemplo 7.3 por su simil discreto. R.: En este caso se
prefiere utilizar el método de traspasar el modelo en variables de estado continuas del controlador a uno discreto. La F. de T.

2
s2+£s+l K—ki#2
m  m (, —x,+a)

del controlador, Fig. 7.15(a), es h (s)=k,
s(s+p)

por lo que su representacion en variables de

0 1

estado es A =
-a, —a

0
}, b, = L} , € = ke[bo - aob2 b1 - a1b2], de = keb2, donde ao, a1, bo, b1, y b2 corresponden a los
1

coeficientes de la F. de T. del controlador y calculados para obtener un S.P. del 10 % y un # = 1.5 s para una banda del 5%.
1 0.0782791} ~ [0.0042462
> Ped

0 0.5995955 ~10.0782804

Al simular el sistema, Fig. 7.15(b), incluyendo los retentores y retardo de calculo se obtienen las respuestas ilustradas en la
Fig. 7.15(c). Estas muestran que no se obtiene lo esperado en términos de sobre paso y tiempo de asentamiento. Esto es debido
mayoritariamente a que el tiempo de muestreo 7= 0.1 s estd muy por encima de la constante de tiempo mas rapida del sistema,
ésta es la asociada al valor propio -20.834 de la representacion en variables de estado del sistema continuo.

El equivalente discreto para 7=0.1,es A, = { }, ced = [499.256 8.2658], y dea = 9.3398.
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7.8 Ejercicios Propuestos.
Resuelva los problemas siguientes. Anote todo su trabajo.

A . Nivel basico.

1.- Disefie un controlador basado en una red de adelanto continua tal que el sistema tenga cero error
en estado estacionario para entrada escalon y raices complejas con § = 0.707 y Ewn = -2.
@) as) = —. =1 re)=1
s+1
(6)  Ials) = ——. (=1 )=l
s(s+1)
©  hals) = —— (=1 )=l
s(s—1)

2.- Determine el M.F.y M.G. de los disefios anteriores.

3.- Agregue a los disefios anteriores una red de retraso tal que el coeficiente de error estatico de
velocidad aumente al doble.

4.- Disefie un controlador basado en una red de adelanto continua tal que el sistema tenga cero error
en estado estacionario para entrada escalon y un M.F. de a lo menos 50° y un coeficiente de error
estatico de velocidad de a lo menos 20 para los siguientes sistemas,

a) ] L AM—N b)
Z\D % Lo+ Amplif. Lev. Mag.
T ' e(t) Ax (kT) v(kT)i w(£) Ae(?) Ax(?)

R U, aba | 0 ) > (A b,c.d io—b
H CC| dc} o " " , ’ ! g

controlador .
Sensor/Transmisor

A

1 |«

sistema digital

8 T T T T T T T

0

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Fig. 7.15 Control discreto del levitador magnético del Ejemplo 7.7; (a) esquema, (b) diagrama en bloques, (c¢)(d) formas de onda
en L.C. para entrada escalon.
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(2)

(b)

(©)

l.-
2.-

4.-

(2)
(b)
(©)
(d)
(e)

()
5.-

1

hyls) = —, ha(s) = €02, r(s)=1
s+1
= 1 — ,-0.25s —
hyu(s) D’ ha(s) = €025 p(s) =1
]’lyu(S) = S(Sl_ l) , ha(S) — e—0.25s, I"(S) =1

Nivel intermedio.

Determine el equivalente discreto exacto de una red de adelanto y de una red de atraso.

Escriba las ecuaciones de estado continuas y discretas de la red de adelanto y de atraso.

Repita 3 y 4 pero ahora considere el retardo por calculo.

Disefie un controlador basado en una red de primer orden discreta tal que el sistema tenga cero
error en estado estacionario para entrada escalon y raices complejas equivalentes continuas con &
=0.707 y Eon = -2. Asuma un tiempo de muestreo de 7= 0.25.

hyu(s) = L , ha(s) =1, ris)=1
s+1
_ 1 _ _
hyu(s) = oD , ha(s) =1, ris)=1
_ 1 _ _
hyu(s) = D) , ha(s) =1, rs)=1
hyu(s) = 1 , ha(s) = €02, r(s)=1
s+1
_ 1 _ 0255 o
hyu(s) oD , ha(s) = e , rs)=1
yuls) = S(Sl_ 5 h(s) = 25, r(s) = 1

Agregue a los disefios anteriores una red de primer orden tal que el coeficiente de error estatico de
velocidad aumente al doble.

Nivel avanzado.

Proponga a lo menos dos alternativas para encontrar un equivalente discreto aproximado del
controlador P.I.D. continuo.

Un sistema tiene una F. de T. en L.A. dada por ;, cona =1y b=4en promedio. Se
(s+a)(s+b)

pide disefiar un controlador P.I.D. continuo tal que a entrada escalon el S.P. sea menor al 4 %, el
tiempo de asentamiento menor a 1 sy el error en S.S. menor al 1 %. Se espera que a y b varien en
1+ 50 %.

Un sistema tiene una F. de T. en L.A. dada por e*. Se pide disefiar un controlador continuo tal que
a entrada escalon el S.P. sea menor al 10 % y el error en S.S. menor al 5%. Seleccione entre un 1.,
P.I. y un P.I.D.. Verifique la variacion en el tiempo de la entrada al sistema cuando el sistema esta
operando en L.C., ; cudl entrega o puede entregar la menor amplitud de la sefial u(¢); es decir,
minimo esfuerzo de control ?.
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4.- Un sistema de maquinas herramientas tiene una F. de T. en L.A. dada por L Se pide

s(s+0.1)
disefiar un controlador discreto (7(s) = 1) considerando el retardo por calculo y un tiempo de
muestreo de 7= 0.1 s en un esquema realimentado tal que la respuesta tenga un S.P. de a lo mas
16 % y un tiempo de asentamiento de a lo mas 12 s. También el error en S.S. a entrada rampa en la
referencia debe ser a lo mas de 1.

5.-  Un sistema tiene una F. de T. en L.A. dada por B y la entrada dada por una entrada

(z-1)(z—-0.5)
sumada a una perturbacion. Se pide disefiar un controlador discreto de ganancia considerando el

retardo por calculo en un esquema realimentado tal que la respuesta tenga un § = 0.707, asuma T
=0.1s.
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