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Prélogo.

El curso “Control Multivariable” es electivo para alumnos de pre-grado de la carrera de Ingenieria
Civil Electronica/Eléctrica/Telecomunicaciones/Biomédica de la Universidad de Concepcion y es la
extension natural del curso “Sistemas de Control”. Ambos son en el Departamento de Ingenieria
Eléctrica y pertenecen al plan de asignaturas orientadas al Area de Control Automatico. En este ramo
se entregan herramientas de andlisis y disefio para sistemas lineales dinamicos continuos y discretos
invariantes en el tiempo tipo MIMO.

Los topicos revisados son necesarios para el analisis y disefio de sistemas reales como los encontrados
en la industria nacional que se caracterizan por estructuras realimentadas con multiples salidas y
multiples entradas del tipo continuo y que son controlados por un sistema digital cuya representacion
natural es del tipo discreta. En particular, en esta asignatura se abordan temas como la representacion
en variables de estado, matrices de transferencia, controladores y observadores, y controladores
multivariables. Para esto se asume que el modelo de la planta es siempre conocido y/o, en el peor de
los casos, se tiene una incertidumbre asociada a éste.

El lector debe tener dominio de los temas entregados en el curso de Sistemas de Control para avanzar
fluidamente en los topicos de este texto. Adicionalmente, debe estar familiarizado con la teoria
elemental de matrices; especificamente, conocer sus propiedades tales como valores propios, valores
singulares, vectores propios, norma, rango, determinante, etc. Ademds, un holgado dominio de
programas de simulacion es definitivamente necesario para seguir los ejemplos del texto. Se
recomienda, MatLab™ y/o SimuLink™ y/o MathCad ™ y/o MatLab™ y/o PLECS™,

Esta version de los apuntes incorpora y mejora ejemplos practicos e ilustrativos de los tdpicos aqui
revisados. Entre los ejemplos destacados estan un accionamiento con eje flexible, un accionamiento
con dos motores, un reactor quimico exotérmico, un compensador trifasico serie de potencia reactiva'y
un paciente en una unidad de cuidados intensivos.

El documento fue digitado enteramente en Word for Windows de MicroSoft™ y los ejemplos y
ejercicios fueron desarrollados en MatLab™ y/o0 MathCad ™ y/o PSim™.

Dr. José R. Espinoza C.

Profesor Titular

Depto. de Ingenieria Eléctrica, of. 220
Facultad de Ingenieria

Universidad de Concepcion

Casilla 160-C, Correo 3

Concepcion, CHILE

Tel: +56 41 203512

Fax:  +56 41 246999
jose.espinoza@udec.cl
www.udec.cl/jose.espinoza
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Nomenclatura

Matrices

>eETETAR >

T

Fr
Tabc-(xBO
T(xBO-abc
Topo-dqo
quO-(xBO
Tabc-qu
quO-abc
H(s)
H(s)
H(s)
H(2)
H(s)"
H(z)"

c

|

L(s)
L(z)
(1)
(1)
Adj{P}
diag{xi,...}
Re{X}
X

Vectores

= < =

: matriz de parametros de dimension n-n.

: matriz de parametros de dimension n-p.

: matriz de parametros de dimension g-n.

: matriz de parametros de dimension g-p.

: matriz de parametros de dimension n-m.

: matriz de parametros de dimension g-m.

: matriz de transformacion de dimension de n-n.

: matriz de parametros transformada mediante T de dimension n-n. Ar = TAT"!
: matriz de parametros transformada mediante T de dimension n-p. Br =TB

: matriz de parametros transformada mediante T de dimension ¢g'n. Cr = CT-!

: matriz de parametros transformada mediante T de dimension ¢-p. Dt =D

: matriz de parametros transformada mediante T de dimension n-m. Er = TE

: matriz de parametros transformada mediante T de dimension g-m. Fr=F

: matriz de transformacion de ejes abc a a0, dimension 3-3.

: matriz de transformacion de ejes af0 a abc, dimension 3-3.

: matriz de transformacion de ejes a0 a dg0, dimension 3-3.

: matriz de transformacion de ejes dg0 a a0, dimension 3-3.

: matriz de transformacion de ejes abc a dq0, dimension 3-3.

: matriz de transformacion de ejes dg0 a abc, dimension 3-3.

: matriz de transferencia de un sistema tiempo continuo. H(s) = C(sI - A)'B + D.
: matriz de transferencia de un sistema tiempo discreto. H(s) = C(sI - A)'B + D.

: matriz de transferencia inversa de un sistema tiempo continuo. H(s) = H!(s).

- matriz de transferencia inversa de un sistema tiempo discreto. H(z) = H\(z).

: matriz conjugada transpuesta de H(s) de un sistema tiempo continuo. H(s)” = (H(s)")".
: matriz conjugada transpuesta de H(z) de un sistema tiempo discreto. H(z)" = (H(z)")".
: matriz de controlabilidad.

: matriz de observabilidad.

: matriz de transferencia en L.D. de un sistema tiempo continuo.

: matriz de transferencia en L.D. de un sistema tiempo discreto.

: matriz de transicion de un sistema tiempo continuo.

: matriz de transicion de un sistema tiempo discreto.

: matriz adjunta de la matriz P.

: matriz diagonal compuesta por los valores x1, x2, ....

: matriz parte real de la matriz X.

: matriz parte imaginaria de la matriz X.

: matriz compuesta por elementos X;; que son fasores.

: vector de n variables de estados, x = [x1 x2 =+ xa]”
: vector de p variables de entrada, u = [u1 u2 - up]”
: vector de g variables de salida, y = [y1 y2 -+ yq]”

: vector de m perturbaciones, p = [pi p2 *** pm]’

Copyright © por Prof. José¢ R. Espinoza C.
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Ck

b
VI(x)
X

Escalares

Xk

dxi/dt = x;
ak

M

v

Ay

I(s)

I(2)

djj

vi

: vector de n variables de estados, X =[ %, X, - %,]” (estimacion de x).
: vector de ¢ variables de estados, ¥ =[J; 7, =-* J,]7 (estimacion de y).

: vector de n variables de estados, X =[x X, - X,]7 (error de estimacion de X = x -

: vector de tres variables de estados, x*¢ = [x? x* x°]” (ejes estacionarios abc).
: vector de tres variables de estados, x*#° = [x* x# x°]7 (ejes estacionarios af30).
: vector de tres variables de estados, x
: condicidn inicial del vector de estados, Xo = [x10 x20 ° xno]T

: vector de estados en el punto de operacion, Xo = [X10 X20 xno]T

: vector de entradas en el punto de operacmn Wo = [U10 U20 *** Upo]”

: vector de salidas en el punto de operacion, yo = [yi0 20 *** Ygol?

: vector deseado (referencia) de g variables de salida, ya = [y1d y2d *** Yqa]”

: vector de perturbaciones en el punto de operacion, pe = [pio P20 *** Pgo]”

: variacion del vector de estados x en torno a Xe, Ax = [Ax; Axz -+ Axn]”

: variacion del vector de entradas u en torno a ue, Au = [Aui Auz -+ Auy)”

: variacion del vector de salidas y en torno a yo, Ay = [Ay1 Ayz -+ Ayg]?

: variacion del vector de perturbaciones p en torno a po, Ap = [Ap1 Ap2 *** Apm]T
: Laplace de x, x(s) = [x1(s) x2(s) *** xn(s)]”

: Laplace de x, x(2) = [x1(z) x2(2) *** xu(2)]7

: Laplace de u, u(s) = [ui(s) ua(s) - up(s)]*

: Laplace de u, u(z) = [u1(2) u2(2) - up(z)]*

: Laplace de'y, y(s) = [y1(s) ya(s) =+ yp(s)]"

: Laplace de'y, y(2) = [11(2) ya(2) =+ yp(2)]"

: Laplace de p, p(s) = [pi(s) pa(s) - pm(s)]"

: Laplace de p, p(2) = [p1(2) pa(2) -+ pu(2)]"”

: k-ésimo vector pr0p10 de A.

: k-ésimo vector propio de AT,

: conjugado del k-ésimo vector propio de A.

: vector de estados para entrada cero.

: vector de estados para c.i. nulas.

: vector de salidas para entrada cero.

: vector de salidas para c.i. nulas.

: k-ésima fila de la matriz C.

: k-ésima columna de la matriz B.

: gradiente de la funcion V(x). VH(x) = 0V(x)/0x.

: vector de fasores, X =[x, X, - X,]".

dq0 = [x4 x4 x0T (ejes rotatorios dq0).

: k-ésima variable de estado.

: derivada de la k-ésima variable de estado.

: k-ésimo coeficiente del polinomio caracteristico de A.

: k-ésimo valor propio de A.

: conjugado del k-ésimo valor propio de A.

: ganancia relativa entre la entrada i-ésima y la salida j-ésima.

: funcion de transferencia en L.D. de un sistema tiempo continuo.
: funcion de transferencia en L.D. de un sistema tiempo discreto.
: elemento jj de la matriz D.

Copyright © por Prof. José¢ R. Espinoza C.
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hij(s) : elemento ij de la matriz H(s).
hif(z) : elemento ij de la matriz H(z).
f;ij (s) - elemento ij de la matriz H(s) = H'(s).
flij (2) - elemento ij de la matriz H(z) = H'\(2).

rango{P(s)} :rango de la matriz P(s).
rango{P(z)} :rango de la matriz P(z).

det{P(s)} : determinante de la matriz P(s).

det{P(2)} : determinante de la matriz P(z).

arg{x} : angulo del nimero complejo x.

tr{P(s)} : traza de la matriz P(s).

tr{P(2)} : traza de la matriz P(z).

max;{w;};  :maximo elemento de la matriz W,.

max{} : maximo valor.

min{} : minimo valor.

log{} : logaritmo en base 10.

u(?) : entrada escalon continua.

u(k) : entrada escalon discreta (también escrita u(k7), con T el tiempo de muestreo).
n) : entrada rampa continua.

(k) : entrada rampa discreta (también escrita n(kT), con T el tiempo de muestreo).
| el : norma del elemento e.

Gi(A) : [-ésimo valor singular de A.

G (A) : maximo valor singular de A.

G (A) : minimo valor singular de A.

p(A) : radio espectral de A. ‘

1(A) : namero de condicion de A.

V(x) : funcion de Lyapunov.

Q : vecindad en el espacio de estados de x.

G : conjunto invariante.

R : conjunto invariante subconjunto de G.

€ss : vector de error en estado estacionario.

) : banda de asentamiento.

ts : tiempo de asentamiento.

v : valor medio (RMS) de la sefial continua (alterna) v(¢).
§(O) : funcion en el tiempo continuo.
fk) : funcion en el tiempo discreto (también escrita f{kT), con T el tiempo de muestreo).
As) : funcidn en el plano de Laplace.
A2) : funcidn en el plano Z.
flw) : funcion en frecuencia continua de tiempo continuo.
§((9)) : funcion en frecuencia continua de tiempo discreta.
fin) : funcion en frecuencia discreta de tiempo continuo.
f(m) : funcidn en frecuencia discreta de tiempo discreta.

X : fasor.

Copyright © por Prof. José¢ R. Espinoza C.
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Abreviaciones.

Mayusculas

L.A.
L.C.
L.D.
L.IT.
S.P.I
S.P.D.
F.deT.
F.D.

M. de T.
B.W.
E.S.
S.S.
SISO
MIMO
L.GR.
P.ID.
S.P.
M.G.
M.F.
FCD
FCC
FCO
FCJ
T.L.
T.F.
T.F.F.D.
T.Z.
T.F.T.D.
T.F.D.
D. de B.

Minusculas

c.i.
Li.
1.d.
c.C.
c.a.
a.c.a.

: lazo abierto.

: lazo cerrado.

: lazo directo.

: lineal invariante en el tiempo.

: semi-plano izquierdo.

: semi-plano derecho.

: funcion de transferencia.

: funcidn descriptora.

: matriz de transferencia.

: ancho de banda.

: entrada/salida.

: estado estacionario.

: sistema de una entrada y una salida (single input single output).
: sistema de varias entradas y varias salidas (multiple inputs multiple outputs).
: lugar geométrico de las raices.

: controlador proporcional integral derivativo.

: sobrepaso.

: margen de ganancia.

: margen de fase.

: forma canonica diagonal.

: forma canoénica controlable.

: forma canonica observable.

: forma canonica de Jordan.

: Transformada de Laplace.

: Transformada de Fourier.

: Transformada de Fourier de Frecuencia Discreta.
: Transformada Z.

: Transformada de Fourier de Tiempo Discreta.
: Transformada de Fourier Discreta.
: Diagrama de Bode

: condiciones iniciales.

: linealmente independiente.

: linealmente dependiente.

: corriente continua (en inglés es d.c.).
: corriente alterna (en inglés es a.c.).

: abscisa de convergencia absoluta.

Copyright © por Prof. José¢ R. Espinoza C.
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1 Introduccion.

En este capitulo se presenta la representacion en variables de estado y se compara con
la representacion en funcién de transferencia. Ademas, se define la terminologia de uso
comun y se presentan las formas candnicas mas utilizadas. También se describen los
ejemplos a utilizar en los apuntes, éstos son: un accionamiento con eje flexible, un
reactor quimico exotérmico, un compensador trifdsico serie de potencia reactiva y un
paciente en sala de cuidados intensivos. Finalmente, se indican los alcances del curso en
el contexto mas general de los sistemas de control.

1.1 Representacion de Sistemas Tiempo Continuo.

Las ecuaciones que describen al accionamiento en c.c. con eje flexible, Fig. 1.1, considerando la
corriente de campo i«f) = Ir constante son,

_Ri di, ()
) =Ri O+ L, — = +e,),

do, () 1

t,()=J,—=—+=k(6,(1)-6,(2)),
dt

do, (1)

n

k(6,(6)=6,(1) = J, +1,(2),

donde, eu(t) = knwm(?), te(t) = knia(£), Om(t) = dOu(®)/dt, wi(t) = dOLZ)/dt, ®m(f) = nw(t), y Om(f) = n0.(?).
Notese que el eje flexible desarrolla un torque dado por k(6,(7) - 0/(¢)). Las expresiones anteriores son
facilmente deducibles a partir del circuito eléctrico equivalente del accionamiento en c.c. ilustrado en la
Fig. 1.2, en donde las resistencias 1/b,, y 1/b; representan los inversos de los coeficientes de roce b, y
b, respectivamente, los cuales son considerados nulos en este ejemplo. A partir de las ecuaciones
anteriores, las siguientes representaciones son validas.

A . Modelo de Entrada/Salida.

Se considera que la velocidad de la carga ®; es la variable de interés. Aplicando la T.L. a las

+v, - -Vf‘f‘

IR

maquina cc

m}” e}” t}’

Fig. 1.1 Accionamiento c.c. con eje flexible.
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expresiones anteriores y considerando c.i. nulas se tiene,

v,(8)=R,i (s)+L,si, (s)+k,o,(s),

k,i(s)=J, so (s)+— k[ o,(s)— —co,(s)}

( o, (s)— -1069j Jiso,(s)+1,(5),

Las expresiones anteriores son utilizadas para obtener la F. de T. entre ®; y v, - considerando #(¢) = 0 -
la que resulta ser,

o, (s)  kk, 1
v(s) LSy o R, o LK+ n’J, +Lkn’J N A J, Rk kk;
n L J,J, LJ, J L J,J,

Similarmente, la F. de T. entre la posicion 0,(7) y vu(?) es,
0,(s)  kk 1

m

v.(s) L.J, Jn o Ry LKkt A Lk, () J, Rk . Kk,
n’L.J, J, " LJ,J, L J, J

a

Noétese que esta ultima expresion es de facil obtencion considerando la relacion w,(¢) = dOi(¢)/dt.

B. Modelo en Ecuaciones Dinamicas.

En este caso se utiliza una representacion en variables de estado. Para esto, se definen arbitrariamente

las variables: x1(7) = 0.(7), x2(t) = ©A?), x3(t) = 01(1), xa(t) = ©«(?), y x5(f) = ia(), u(t) = va(t), y p(t) = t/(¢)
por lo tanto,

(0 =1, (r)
0= o+ ’f] x5 () 0)
x3<t>=x4(r) ,

(0= xl(t) xg(t)—Jipm

li

xs(t) = -

i x, (¢

a a

(t)+Liau<r>

lo que escrito en forma matricial, conocido como ecuaciones dinamicas, queda como,

Fig. 1.2 Circuito equivalente del accionamiento c.c. con eje flexible.
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x@] [ 0 1 0 0 0 J[x®] [ 0 ] 0

@) | | —k/n’J,) 0 ki(n’J,) 0 k, /(nJ,)||x,(t) 0 0

X(0) | = 0 0 0 1 0 @) |+ 0 |lu@®+ 0 |p@),
X, (7) kiJ, 0 ~k/J, 0 0 x,(2) 0 ~1/J,
EXCI —nk, /L, 0 0 —-R/L, ||x@®] [I/L,] 0

donde, xi(7), x2(£), x3(£), x4(¢) y x5(¢) son las variables de estado y x(f) = [x1(¢) x2(£) x3(¢) xa(f) x5()]" es el
vector de estados. Si la variable de interés y es la velocidad de la carga w«(¢), entonces, se puede
escribir,

x,(2)
x,(2)
y@)=[0 0 0 I O]l x(@) |
AQ)
Lx5(1) ]
Aun cuando ambas representaciones son validas, hay diferencias notorias entre ellas. De hecho, un
aspecto interesante es que hay cinco ecuaciones dindmicas (orden 5); sin embargo, la F. de T. entre
®/(?) y v4(?) tiene un polinomio caracteristico de cuarto grado. No ocurre lo mismo con la F. de T. entre

0/(t) y vd(t) que tiene un polinomio caracteristico de quinto grado. Los ordenes y grados de las
representaciones estan relacionados y seran de analisis en los capitulos siguientes.

C . Expresion general para las Ecuaciones Dinamicas.
Las ecuaciones dinamicas tienen la forma general,
x(¢)= Ax(¢) + Bu(?) +LEp(t), y(¢) = Cx(¢) + Du(¢) + Fp(?), (1.1)

en donde, u(?) = [u1(?) ... up()]” es el vector de entradas, y(¢) = [yi(?) ... y4(£)]” es el vector de salidas,
p(@) = [p1(?) ... pn()]" es el vector de perturbaciones, y A, B, C, D, E, y F son matrices de pardmetros
con dimensiones apropiadas. Si hay » variables de estados, entonces siempre se cumple que las

)| o — x0 I o

Fig. 1.3 Diagrama en bloques de las ecuaciones dinamicas generalizadas.
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dimensiones

4

de cada componente son: x(¢): n, u(?): p, y(¢): ¢, A: n'n, B: n'p, C: g'n, D: ¢'p, E: n'm, y

F: g-m, respectivamente. Una representacion en diagrama de bloques se muestra en la Fig. 1.3.

Ejemplo 1.1. En el sistema de la Fig. 1.1 considere que la salida es la velocidad angular de la carga, wi(?), determine A, B,

-1/,
0
=5010%, Ry =

x%(0) ]
x, (¢)
y F  R: x()=|x@0, u@® = O] = v, yo = » = [x@)]
x, (¢)
| X5(2) |
1 0 0 0 0 |
) 0 k/n’J,)) 0 k,/(n,) 0
0 0 1 0 ,B=b=| 0 |, C=¢=[00010],D=4d=7[0]=0,
0 ~k/J, 0 0 0
—nk, /L, 0 0 -R /L, | /L, |

,y F=f=[0] = 0. La simulacion de este sistema para k = 500, n =12, Ju = 8-:10"*, kn = 0.05, J; = 0.02, La

1.2, va(f) = 200u(f) — 100u(z - 3), y t(f) = O se encuentra en la Fig. 1.4. Las cantidades estan en V, grados

sex., rpm, v A. Notese que a pesar de que la velocidad llega a valores constantes (estable), las variables de posicion, 0,(f) y
0 /(¢), crecen indefinidamente (inestable). &

D. Diferencias entre Modelo Entra\daISaIida y Ecuaciones Dinamicas.

i)  El modelo E.S. supone c.i. nulas y por tanto, todo andlisis supone el reposo como condicion

inicial.

Adicionalmente, no da cuentas del comportamiento interno del sistema.

i1)  En sistemas desconocidos es preferible utilizar un modelo E.S., dado que es facil de obtenerlo
experimentalmente.
iiil) Los sistemas con multiples retardos quedan mejor representados por modelos E.S. Las

Va 5 e,- ),
T T 1.10 : T 4000 ; ,
200 (= E
5.0 B 2000 —
0 I I 0 I I 0 I I
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6
el wy Iy
5
1.10 : : 4000 : : 200 : :
100 E
4
5.0t E 2000 E
0
0 I I 0 I I 100 I I
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6

Fig. 1.4 Simulacion del accionamiento c.c. con eje flexible (parametros en Ejemplo 1.1).
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ecuaciones dinamicas, en general, requeririan en estos casos de aproximaciones.

iv) Las ecuaciones dinamicas contienen toda la informacion del sistema en sus variables de estado.
Normalmente, éstas tienen significado fisico.

v)  Las c.i. pueden ser facilmente incluidas en una representacion en ecuaciones dindmicas.

vi) Las ecuaciones dindmicas son de primer orden por lo que su resolucion es simple.

La comparacion anterior indica una serie de ventajas de la representacion en variables de estado. Estas
caracteristicas seran aprovechadas en este curso. Por otro lado, los sistemas fisicos reales son
normalmente sistemas no-lineales y para estudiar su comportamiento en torno a un punto de operacion
se puede utilizar la linealizacion como una alternativa de analisis.

Def.: Se definen puntos de operacion a aquellos valores de u(?), x(¢), e y(¢), que se identificaran por
Wo, Xo, Po, € Yo, que satisfacen:

0=Ax,6 +Bu, +Ep,, y, =Cx, +Du, +Fp,. (1.2)

Notese que en un punto de operacion las cantidades toman valores constantes. Sistemas que en S.S.
estan oscilando serdn sujeto de transformaciones para su analisis con herramientas aqui expuestas.

E . Infinitas Representaciones.

Las ecuaciones dinamicas como indicadas en (1.1) pueden ser re-escritas si se define un nuevo
conjunto de variables de estado. Por ejemplo, sea el nuevo conjunto z(f) dado por z(¢) = Tx(¢), donde T
es una matriz cuadrada de n-n (de coeficientes constantes; es decir, invariante en el tiempo), conocida
como matriz de transformacion, entonces, x(f) = T-'z(f) (T no debe ser singular) y por tanto, (1.1)
puede ser re-escrita como,

T-'2(t) =AT-'z(¢) + Bu(?) + Ep(?), y(?) = CT'z(¢) + Du() + Fp(?),
multiplicando la primera ecuacion - por la izquierda - por T, se obtiene finalmente,
2(t) = TAT'z(f) + TBu(?) + TEp(?), y(f) = CT'z(¢) + Du(?) + Fp(?).

Normalmente se acostumbra a definir nuevas matrices de parametros. Es decir, At = TAT!, Br = TB,
Cr=CT ., Dr=D, Er=TE, y Fr=F. Por lo que la representacion alternativa quedaria,

z(t) = Arz(t) + Bru(?) + Etp(¢), y(¢) = Crz(¢) + Dtu(?) + Frp(?). (1.3)
Es importante destacar que los vectores de entrada u(?), perturbaciones p(¢), y la salida y(#) no son

alterados, tan solo las matrices de parametros y las variables de estado originales (x(¢) ha sido
reemplazada por z(?)).

Ejemplo 1.2. En el Ejemplo 1.1 se tienen las variables de estado x(¢) = [x1(¢) x2(¢) x3(2) x4(£) x5()]7 = [0:(£) wA(2) O«(£) wi(?)
i«()]7, si por razones de disefio se necesita conocer la diferencia de posicion 0.(f) - 0/(f) y no es necesaria la posicion 0.(¢) se
puede definir a z(¢) = [z1(¢) z2(f) z3(F) za(?) zs(O)]T = [047) - 0u2) wA) Ot) wi(¥) ia(f)]” como nuevas variables de estado.
[1 0 -1 0 0]
0

1 0 0
Determine la transformacion T necesaria. R.: La transformacion T queda definida como, T = 0 0 0] lo que
0 1 0
0 0 1

S o o O

1
0
0

resultaria en un nuevo vector de variables de estado z(¢) de la forma,
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(20 10 -1 0 0][x®] [x®O-x0] [0,(0)-6,0]

z,(t) 01 0 0 0] x(@ x,(t) o, (t)
Zt)=|z,() [=Tx(1)={0 0 1 0 O} x,(?) x,(1) 0,()

z,(1) 00 0 1 0fx@® x,(2) ,(?)

| z5(1) | 00 0 0 1]lx0O] | x@© AG)

donde claramente el nuevo conjunto de variables de estado z(¢) corresponde a lo requerido. La simulacion del sistema
resultante se muestra en la Fig. 1.5. &

F. Minimo Numero de Variables de Estado

El modelo circuital de la Fig. 1.2 que representa al sistema fisico de la Fig. 1.1 puede re-escribirse en
ecuaciones de estado considerando como variables de estado s6lo a los voltajes y corrientes en
capacitores e inductores, respectivamente. Es decir, una variable de estado por cada componente que
almacena energia. Para esto, se definen las variables: x1(¢) = ®A%), x2(t) = wi(?), x3(¢) = t(f), y x4(t) =
ia(?), u(t) = va(t), y p(t) = t/(¢), en donde xi(¢) y x2(¢) son equivalentes a voltajes y x3(¢) es equivalente a
una corriente; por lo tanto,

Vg ,

4000 T .

200 = .

2000

1.10 , . 4000 : . 200 T .

5.100

0

Fig. 1.5 Simulacion opcional del accionamiento c.c. con eje flexible (parametros en Ejemplo 1.1) para # = 4.

Va

200 [

2000

0

4000

o,

6

2000

Fig. 1.6 Simulacion del accionamiento c.c. con eje flexible con minimo numero de variables (parametros en Ejemplo
1.1) para ;= 4.

200

=100

4000

2 4 6

[

2000

100

ol

|

-100

0

4
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) -1 k,
X, (1) = Exs(t)"' | x,(2)

x2<r>=§x3<r)—}p(t)

f%(t) = ]ocl(t)_kxz(t)

—nk R 1
()= 7250+ ()

a a a

)'64(2‘):

Claramente, se necesitan s6lo cuatro variables de estado para modelar el sistema y no cinco como
fueron inicialmente consideradas. En este caso no se tienen las posiciones angulares como resultado de
la simulacion; sin embargo, se pueden calcular de las relaciones w(t) = d0.(¢)/dt y wi(t) = dO«(t)/dt. La
simulacion del sistema de ecuaciones reducido es la ilustrada en la Fig. 1.6, las cuales son idénticas a
las anteriores, excepto que ahora se tiene como variable de estado al torque #(#). En general, determinar
el minimo niimero de variables de estado que representa a un sistema fisico no es directo; sin embargo,
el nimero de elementos que almacenan energia y/o una equivalencia circuital siempre debiera ayudar.

+ Val - ®y, 90,

* ] Joa lo
W1, ela y

Jmla tml l/kl

ial

Fig. 1.7 Accionamiento de dos motores de c.c. con ¢jes flexibles; a) sistema, b) equivalente circuital.
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Ejemplo 1.3. Modelar y simular el accionamiento con dos motores de c.c. como ilustrado en la Fig. 1.7(a) en donde se
busca mover con una velocidad dada el cilindro y repartir simétricamente la carga (potencia) entre los motores. R.: Sin duda
que el equivalente circuital, Fig. 1.7(b), es de ayuda inmediata para determinar las ecuaciones de estado, en particular, para
determinar el nimero de variables de estado necesario para representar el sistema. En este sistema se consideran como
variables de estado a x(¢) = [x1(£) x2(2) x3(¢) x4(£) x5(£) x6(t) x7()]F = [ia1(£) ia2(£) Do() @m1(£) Om2(£) tm1(£) tw2(2)]7, a las entradas
u(?) = [u1(?) u2()]" = [vai(f) va2(9)]7, 1a perturbacion p(¢) = t.(£) y a las salidas 0o(f) y a ia1(£) - ia2(£), puesto que si esta lltima
cantidad es cero, entonces se asegura una reparticion de carga simétrica. Asi las ecuaciones dinamicas de este sistema
quedan dadas por:

(%@ [-R,/L, 0 0 —k,/L, 0 0 0 |[x@®]
X, (1) 0 -R,/L, O 0 ~k,,/L, O 0 || x@
%, (1) 0 0 0 0 0 nlJ, nlJ, || x@)
%0 |=| k,/J,, 0 0 0 0 -1/J,, 0 || x@ |+
% (1) 0 k,/J,, 0 0 0 0 —1/J,, || x(®)
X, (1) 0 0 —nk, k, 0 0 0 || x@
EXGIE 0 —nk, 0 k, 0 0 ||x@)
[1/0, 0 ] 0 x@0)]
0 1/L, 0 x, (£)
0 0 -1/J x, (t
0 0 {ul(t)}_’_ 0 0 o) y(t){o 01000 o} ;8
u, (1) 1 -1 0000 o0]"
0 0 0 X, (1)
0 0 0 X, (1)
| 0 0 | | 0 | EAG)

La simulacion se muestra en la Fig. 1.8 para Rii = R2 = 0.2 Q, La1 = L2 = 50 mH, J1 = > = 1 kg-m?, Jo = 10.000 kg'm?, n =
1/0.07, k1 = k2 = 75.000 Nm/rad y km1 = km2 = 6 Nn/A. Las tensiones vai1(?) y va(?) se calculan para ir de 100 rpm a 120 rpm
ent=5s. En =20 s aparece un torque de carga, para lo cual se corrigen las tensiones en ¢ = 35 s para tener nuevamente
120 rpm y liberar totalmente al motor 2 de carga. Finalmente, R.1 aumenta al doble en #=155s. &

G . Linealizacion de Ecuaciones Dinamicas No-Lineales.
Las ecuaciones dindmicas de un sistema no-lineal tienen la forma general,

(1) = £(x(2),u(2),p(?)), y(1) =h(x(®),u(),p(1)), (1.4)
0 en sus componentes,

@) | | A(x(@O,u(),p() n(@ || (@), u),p@)

x,) | |f,x(@0),u@),p@)] |»,@0) h, (x(1), u(?),p(?))
Por lo tanto, una representacion lineal en torno a un punto de operacion dado por u,, Xo, Po, Yo €S,

Ax(t) = AAX(?) + BAu(?) + EAp(?), Ay(¢) = CAXx(¢) +DAu(¢)+FAp(?),
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A = (), u(0).p()|

g _ A, u@).p0)| c - h(x(0),u().p)|

donde, , ) )
onee x| o )
P;P: P;P: P;P:
_ Oh(x(t),u(?),p(»))| o (x(t),u(t),p())] _ oh(x(0),u(t),p(t)|
D - x=x_° E - x=x.° F - x=x. 2 y AX(t), Au(t))
ou@y [ op(ry [ O
PZPZ PZP: PZP:

Ap(?), y Ay(?), son variaciones de x(7), u(z), p(?) e y(¢), respectivamente, en torno al punto de operacion
dado por ue, Xo, Po, Yo. NOtese que en el caso no-lineal u,, Xo, Po, € Yo satisfacen 0 = f(Xo, o, Po), Yo =
h(Xo, Uo, po)

Ejemplo 1.4 El sistema mostrado en Fig. 1.9 es un reactor continuamente agitado donde se realiza una reaccion exotérmica
irreversible, A — B. Es de interés la temperatura interna, 7{(¢), y la concentracion de la componente A, Ca(%), para lo cual se
puede manipular la temperatura del refrigerante, 7.(f). El modelo de este sistema considerando a las variables de estado x()
= [x1(8) x2()]F = [Ca(?) T()]", 1a entrada u(?) = u(¢) = T(¢) y la salida y(¢) = y(¢) = T(?), es,

[} 7 o, m
500 ! 500 £ 130 o (rPm)
T T T T T T
120 |- L—L_r—\:
0 - 0 m
110 - .
\
-500 L 1 -500 ! L 100 L !
0 20 40 60 0 20 40 60 0 20 40 60
(0] m : m 1,
1800 | ' @ )1 1800 — T )l 4000 e
L—‘ I‘—] 2000 [ -
1600 - . 1600 |- .
0 —
1400 L L 1400 L ! -2000 L L
0 20 40 60 20 40 60 0 20 40 60
tm2 ial -~ Ia2 Ra
4000 , , 300 : : . .
04
2000 |- . 200 |- . l_
0.2 B
0 a 100 - =
2000 I I 0 ! I 0 | |
0 20 40 60 0 20 40 60 0 20 40 60
Val Va2 t;/ 1000
1200 . . 1200 , , . .
20
1000 |- - 1000 —J .
800 L L 800 L L 0 L
0 20 40 60 0 20 40 60 0 20 40 60

Fig. 1.8 Simulacion del accionamiento de dos motores de c.c. del Ejemplo 1.3.
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E

C.(1) = %(c = Ca(0)- koe[_RT(’)]CA )

b

2 (n.0-Ta)

P p P

T(t) = %( T, ~T(1))+ %koe[”qu (t)+ VU

determine los puntos de operacion y un modelo lineal. R.: El modelo puede ser escrito como,

. I(c, —xl(r))—koe["‘*f(”}xl(r)
{@m}{ﬁummqu % E 0 = KO = .0
s a0l g o can, (e, oA

AUREY "o, e x,() Vpcp(uo—xz())

por lo tanto, los puntos de operacion estan dado por los valores de Ca(f) = x1(f), T(¢) = x2(f) y Tc(f) = u(?) tal que satisfacen,

X, (¢
{ _18} = [0}, la Fig. 1.10 muestra la grafica de los puntos de operacion, ésta se obtiene solucionando la ecuacion anterior
X2

para valores dados de la temperatura de control 7c(¢).

Por otro lado, la linealizacion del sistema queda dada por las matrices,

o) A (x(0).u(0) -_, [ =) 4 E_Jmal,
| ax, (1) |y " R, (1)’ ‘
R0 B0 || Camy, (o) =g camy, B () wa |
x, (1) ax, (1) o o c ket 0 7+—pcp k, R (t)ze ()xl(t)_VpCp

u=u,

Fr D O F

Fig. 1.9 Reactor continuo exotérmico, sistema no-lineal.

400 l | | | 1 I l | |
& 380 - 08 -
Q
3]
e £
© 360 - g 0.6 -
=} =
o =
g g
g 3401 - s 04 —
53 O
o
£
o
= 320 - 02 -
300 1 | | | 0 | 1 | |
280 290 300 310 320 330 280 290 300 310 320 330
Temperatura de Control Temperatura de Control

Fig. 1.10 Puntos de operacion del reactor del Ejemplo 1.4.
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9 (x(@),u(®))
s 0
| o |l wa C - | (@, u(0) Gh(x(t),u(t))} [0 1]
of, (x(1),u(?)) VoC ’ ox, (1) on(t) s ’
au(t) X=X, ’ U=t

p _ Jhx(0,u(0)
out)  [x=x,

o

Dado que no se consideran perturbaciones no se tienen matrices E y F. Ademads, solamente A depende del punto de
operacion. Los valores de las cantidades involucradas estan dados en la tabla siguiente.

Variable Valor Variable Valor
q 100 L/min Cy 0.239J/gK
Car 1 mol/L (-AH) 5x10* J/mol
Ty 350K E/R 8750 K
V 100 L ko 7.2x10'% min"!
o 1000 g/L UA 5x10* J/min K

La Fig. 1.11 muestra los resultados simulados para el sistema no-lineal y para el linealizado, para un cambio escalén de un
2% en la temperatura de control 7 (de 311.071 K a 317.293 K). Este cambio permite modificar la temperatura 7' de 385 K a
391 K. Es evidente que el modelo linealizado no representa fielmente tanto el cambio dindmico, como el estatico.

Concentracion
I I

0.09~
0.08 [~
0.07

0.06 [~ R =z
0.05 - .

0.04 L ' ' L

395 | — | :
393 S |
391 ’ e
389 - |
387 |
385 |
383 |

381 I I I I
0 2 4 6 8 10

Fig. 1.11 Simulacion del reactor del Ejemplo 1.4; lineas segmentadas son las del modelo linealizado
(parametros en Ejemplo 1.4).
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1.2 Representacidon de Sistemas Alternos Tiempo Continuo.

La distribucion de la Energia Eléctrica se realiza mayoritariamente en forma alterna y trifasica. La
caracteristica fundamental de esta alternativa es la variacion sinusoidal de las variables eléctricas en
estado estacionario. Esto hace a estos sistemas diferir de la forma continua tradicional de encontrar las
variables de estado en donde la teoria de control clasica es valida. Por lo tanto, sistemas dinamicos
trifasicos no pueden ser analizados directamente. Afortunadamente, se dispone de transformaciones
que permiten mapear el problema original dado en cantidades variables sinusoidales a cantidades
continuas. Para esto se revisa primero la transformacion de ejes abc a a 0.

A . Transformacién abc a of0.

Un vector x(f) que representa una variable trifisica cuyas componentes son cantidades sinusoidales se
puede escribir como x*“(¢), donde el superindice “¢ representa las coordenadas abc que se conocen
como ejes estacionarios. Por ejemplo, los voltajes de alimentacion trifasicos pueden ser escritos como,

x“(1) V sin(wt)
x(t)=| x"(t) | =| Vsin(wt —120°) |.
x°(2) V sin(wt —240°)

La transformacion de x(7) en ejes abc a x(¥) en ejes o0 se logra mediante la transformacion,
xP(1) = Tape-apo() X*(2),

1 -1/2  -1/2 x“(2) V sin(wt)

donde, Tapc-apo(t) = \/Z 0 V372 —3/2]. Para el vector x(t)=| x"(¢) | =| V sin(wt —120°)
N2 UN2 142 x“(f) | |V sin(of —240°)
x%(7) 372V sin(wt)
se encuentra que x**°(¢)=|x"(¢r) |=| —/3/2V cos(ot) |. Naturalmente, la transformacién inversa
x’(1) 0

existe y €8 Tapo-abc(t) = ’I‘ahc-ocBO(t)-1 = Tabc-(xBO(f)T, de donde,
Xabc(t) = TaBO-abc(t)'XaBO(t).

Esta transformacion no mapea un vector de cantidades trifasicas a cantidades continuas, pero deja en
forma explicita que si el vector de cantidades trifasicas suma cero (es l.d.), entonces hay una
componente (la 0) que siempre es nula y por lo tanto puede dejarse fuera de todo analisis posterior.

B. Transformacién aff0 a dq0.
El vector x*%(¢) se puede transformar a coordenadas en ejes rotatorios dg0 mediante la transformacion,
sin(w¢) —cos(wt) 0
Tapo-dq0(t) = | cos(wt)  sin(wt) 0.
0 0 1

Notese que Topo-dg0(?) €s una transformacion variante en el tiempo. Por lo tanto,

x990(£) = Tapo-aqo(£) x*P0(7).
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x*(f) V3/2V sin(wt) @) [N3/2v
Para el vector x*°(¢t)=| x"(¢) |=| —/3/2V cos(wt) | se encuentra que x“°(r)=|x‘(¢)|=| 0 |,
() 0 () 0

con el o de Tupo-ag0(?) igual al o de las sefiales alternas y con la primera componente de Tago-440(¢)
sincronizada con la primera componente de x““(f). Naturalmente, la transformacion inversa existe y es

Tq0-080(2) = Tapo-aq0()" = Topo-ago(£)’, de donde,
x*BO(£) = Tg0-apo(£) x49°(2).

Esta transformacion efectivamente mapea un vector de cantidades sinusoidales a cantidades continuas.

C . Transformacion abc a dq0.

Afortunadamente, la transformacion directa entre ejes abc y ejes dq0 puede ser obtenida como, x49°(¢) =
Top0-dg0(1) X*P(£) = Tapo-dq0(£) Tabe-apo(t) X?(£) = Tapc-dqo(t)-x?<(¢). Por lo tanto,

5 sin(w?) sin(wz—120°)  sin(w? —240°)
Tabe-dqo(t) = Topo-ago(t) Tave-apo(t) = \/: cos(wt) cos(wz—120°) cos(mwt—240°) |.

1/2 1/2 172

Naturalmente, la transformacion inversa existe y €8 Tago-abe(t) = Tabe-dqo(t)! = Tabe-aq0(f)T, de donde,
x“P(£) = Tago-abe(t) X“(1).
En forma general, la transformacion directa entre ejes abc y ejes dg0 puede ser escrita como,
3 sin(wf —a) sin(@r—120°—a) sin(w? —240°—a)
Tabe-aqo(t, o) = \/; cos(wt — d) cos(wft—120°—a) cos(wtr—240°—a) |,

1/2 1/2 1/2

donde a (arbitrario) da cuentas de la sincronizacion con las variables a transformar.

Ejemplo 1.5. La Fig. 1.12 muestra el circuito equivalente de un compensador serie en el cual la fuente trifasica serie
ve?(f) toma algin valor arbitrario, pero apropiado para lograr algin efecto de compensacion. Modelar el sistema en
coordenadas rotatorias. R.: El modelo por fase es,

@)=L 5D ey im0+, O | Rty O Z gy difh(’),
V=L, di; ()+ Vo + R0+ L, Y diy (1) RIMO+L, dif (1 RO+ L, iy (1)
V() =L, d’d( ) v (O)+ Ri () +1, di;(t), R+ L D _ Ry, d’z(t).

Definiendo los vectores en ejes abc: vs(f) = [vs“(£) vs*(£) v(O)]7, () = [is(¢) is’(t) is()]T, ve®“(2) = [ve(t) vi(2) ve(H)]7,
(f) = [11%(0) ir(2) i1°(0)]7, e 12%(¢) = [i2%(F) i2"(¢) i2°(¢)]7, y considerando que is™“(£) = i1%°(f) + 2*°(¢) se puede escribir el
conjunto de ecuaciones anteriores como,

b0,

di™ ()
Vabc t =L s
Q) T

+VP)+ RIS (1) + L
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abc e abc e abc
R labv (t)+L ( ) R e abc (t) R abc (t)+L dl dt(t) _Lz dlldt(t) ,

lo que después de algunas manipulaciones algebraicas queda como,

di:h" (t) s abc s abc abc abc
P FLRA (0 + (LR, = LR () = (L + L)V () + (L + L)V (0} L,

a:(t) — (LR, abv(t) (LR, + LR +L,R )luhL(t) L v”bc(t)+L Vabp(t)}/l‘2

donde L? = LiL> + LiL1 + LiL>. Considerando que x“*“(£) = Tago-avc(£) x%°(¢) para x(¢) arbitrario, entonces,

dr, .. (Ot
qu—uhz( ) s ( ) — {—LleTd

dt

OF" () + (LR, = LR )T, (OF (1)

lq0—abc

~(L,+ LT, OV + (L +L DT ase OV @/

dT (i%(¢
Pago-ae LT ) ={LR,T, ., O )~ (LR, + LR +L,R)T, . ()i (1)

dl lq0—abc
—L, T, (OVE O+ LT, (VI (1)} L
Por otro lado se tiene que,
drd 0—abc (t)xdqo (t) de 0—abc (t) dg0 dxdqo (t) dg0 dxdqo (t)
4 o = th x“ (t)+quO abe (z‘)T =T 0 ape (HWx“ (t)+quO_a,,C ®) Pt

0 -0 0
para o constante, donde W= |® 0 0. Por lo tanto, las ecuaciones anteriores quedan finalmente en ejes dg0 como,

0O 0 0
disdqo(t) dO +dq0 +dq0 dq0 dq0 2
T:_ O+ LR (t)+(LR = LRV ()= (L + L)V () + (L + L)v" (D)} L7,
t
lf Ll + _ VAla
+ e a & - R
Vsa @_ 1 1%
L L,
fuente linea de transmision carga1 icarga?2
a)

o
v JoLi / v
vla

d)

©)
Fig. 1.12 Equivalente circuital y fasorial por fase de un compensador serie; a) circuito, b) ve = 0, ¢) [vi*¢| = [vs®¢| y
fuente serie aportando s6lo reactivos, d) [vi*?| = |vs*| y factor de potencia unitario en la fuente.
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dif” () _

y —Wil’ () +{L,R,i™’ (t) = (LR, + LR, + L,R)i{"* (t) = L,v° (t) + L,v ° (¢)} / 7 .
t

Nuevamente, si el sistema es balanceado la suma de las cantidades trifasicas es cero y por lo tanto se puede obviar la
componente 0. Un desglose en sus componentes esta dado por,

dif (1)

b ®i! (1) + {=LR,i (1) + (L, R, = L,R )i (1) = (L, + Ly () +(Ly + L,)vy ()} / L*

L oot O+ LR O+ (LR~ LR~ (L + LW O+ (L + LW} L

dil (t)

At

dif (t)
t

oif () +{LRyi (1) = (LR, + LR, + L,R)if (1) = Ly (1) + Lyv{ (0} / L,

T = il (0 (LRI ()~ (LR, + LR + LRI (1) Lv! (0 + Ly (0}

y una representacion en variables de estado es,

T T T T 300 T T T T
200~ B
\
" 200 -
0
0 100 - -
0
=200 M
I I I | 100 I I I I
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
a) b)
150 T T T T 50 T T T T
100 [~
0
50 -
0 ~50 |- —
50
-100 - —
~100 [~
150 I I I I 150 I I I I
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
©) d)

Fig. 1.13 Simulacion del Ejemplo 1.5. La tension compensadora aparece en ¢ = 0.02 s; a) tension de red ejes abc,
b) tension de red ejes dqO0, ¢) tension compensadora ejes abe, d) tension compensadora ejes dqO.
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‘0 [-LR, /I ® (LR, —L,R)I 0 ENG)
ol | o —-LR,/ I 0 (LR, - L,R)[ HOIN
i@ | LRI 0 ~(LR, +LR +L,R)/ L o) i (1)
i@ | o LR, /I’ -0 —~(L,R,+LR +L,R)/L* || il ()
[—(L, +L,)/ 0 (L +L,)/ I 0
0 —(L, +L,)/ I? {vj(t):|+ 0 (L +L)/ L |[v' (@]
-L,/ I 0 v (t) L /I 0 Vi) |
| 0 -L,/ L 0 L/

En la representacion final se distinguen claramente las variables de estado, entradas y perturbaciones. La salida se debera
definir de acuerdo a los objetivos de control en estudio. La Fig. 1.12 también muestra algunas condiciones de la fuente serie
para lograr variados efectos de compensacion. La Fig. 1.13 y Fig. 1.14 muestran las formas de onda relevantes para el paso
de ve(?) = 0 a ve(?) tal que la corriente de red esta en fase con la tension de red. Se considera R1 =2, R =3, L1 =3mH, > =1
mH, L; =1 mH, y una tension de red peak igual a 200 V. &

1.3 Representacion de Sistemas Tiempo Discreto.

Hoy por hoy lo natural es controlar sistemas tiempo continuo con un sistema digital dada su
versatilidad como se ilustra en la Fig. 1.15. En efecto, se pueden implementar — en paralelo a las rutinas
de control — rutinas de supervision, alarmas, comunicacion, despliegue, etc. Para efectos de disefio de
las estrategias de control en estos casos se optara por utilizar un equivalente discreto del sistema
continuo asumiendo la existencia de un retentor de orden cero a la entrada del mismo, Fig. 1.15. Los

200 T T T T 200 T T T T
100 - e
0
100 . /
I I I | ] 1 I I
-200 -100
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
a) b)
100 T T T T 150 T T T T
100~ =
50
50 —
0
0
0
—s0 i
ol i
100 I I I I 100 | I I |
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
©) d)

Fig. 1.14 Simulacion del Ejemplo 1.5 (continuacion). La tension compensadora aparece en ¢ = 0.02 s; a) corriente de red
ejes abc, b) corriente de red ejes dq0, ¢) corriente de carga 1 en ejes abc, d) corriente de carga 1 en ejes dqO.
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detalles de estas equivalencias se encuentran en el Capitulo II, “Sistemas Hibridos” del Apuntes de
Sistemas de Control. A continuacion se mostraran los resultados mas relevantes.

A . Equivalente Discreto de un Sistema Tiempo Continuo sin Retardo.
Si la planta esta dada por Fig. 1.15,

x(1) = Ax(¢)+Bu(?) + Ep(¢), y(¢)=Cx(¢)+Du(?)+Fp(?),
y la relacion en el actuador es,

@) = A0 +B,v(@), u@)=Cn@®)+D,v(),

donde n(¢) es el vector de estados asociados al actuador y la relacion en el sensor/transmisor se puede
escribir como,

Y@ =Au ¥ +Buy(@), y,()=Cuy(#)+Dgy(),

donde y(¢) es el vector de estados asociados al sensor/transmisor entonces — luego de algo de algebra —
se llega a las expresiones generales,

n() A, 0 0 {n® B, 0
x(¢) [=| Be, A 0 (| x(?)|+| BD, |v()+| E |p(9),
Y(t) BstDca BstC Ast Y(t) BstDDa BstF
y para la salida,
ne)
y.@®)=[b,DC, D,.C C,]| x(¢)|+D,DD,v(t)+DFp(?).
| 0)

El sistema anterior se puede expresar como,
V(1) = Ay(t)+Bv(1) + Ep(?), (1) = Qy(1)+Dv(1)+ Tp(?)

donde y(?) es el vector de estados y(7) = [N x())" y(©)"]" y las matrices 4, B, C, D, E, y F definidas de
acuerdo a las expresiones anteriores. Un modelo discreto equivalente de las ecuaciones anteriores para
entradas constantes entre cada muestreo (uso obligatorio de un retentor de orden cero) esta dado por,

YT +T)=Ay(kT)+Bv(kT)+Ep(kT), y,(kT)=C,y(kT)+D,v(kT)+FE,p(kT), (1.5)
donde,

A, =D(T)=e", B, :{IOTe”(T")QidG} , E, :{Ioreﬁ”“)ﬁdc}, ¢,=C,D,=Dy F,=F.

B. Equivalente Discreto de un Sistema Tiempo Continuo con Retardo.

Si la planta estd dada por Fig. 1.15, donde se asumird que algin elemento (actuador, planta y/o
sensor/transmisor) tiene un retardo que es multiple del tiempo de muestreo e igual para todas las
entradas. Este es el caso del retardo agregado por la implementacion del algoritmo de control que
aporta un retardo igual a una unidad de tiempo discreto. En general, si se considera al actuador con un
retardo ¢, de /T unidades de tiempo, entonces, se puede escribir para el actuador,
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N0 =An®+B,v(-t), u(@)=Cn@O+D,v(~1),

por lo que luego de algo de algebra,

n() A, 0 0 |n@® B, 0
x(t)[=| Be, A 0 || x(t)|+| BD, |v(t—t)+| E |p(t),
Y(t) BstDca BstC Ast Y(t) BstDDa BstF

y para la salida,
n@)
y.»)=[D,DC, D,C C,] x() |+D,DD,v(t—t)+D_Fp().
()

El sistema anterior se puede expresar como,
V(t) = Ay(t) +Bv(t 1)+ Ep(t), y,(1)=Cy(1)+Dv(t—1,)+Tp(r),

donde y(?) es el vector de estados y(7) = [N x())" y(©)"]" y las matrices 4, B, C, D, E, y F definidas de
acuerdo a las expresiones anteriores, que resultan iguales al caso sin retardo. Andlogamente al caso
anterior, un modelo discreto equivalente de las ecuaciones anteriores para entradas constantes entre
cada muestreo estara dado por,

(kT +T) = Ay(kT)+B,v(kT —IT)+ E,p(kT) e 'y, (kT)=C,y(kT)+D,v(kT —IT)+F,p(kT)

donde, IT es el retardo total entre la sefial v(¢) e ys(¢) y las matrices Aq, Bq, Ca, Da, Ea y Fq, son
idénticas al caso sin retardo. La expresion anterior no estd en la forma general de ecuaciones de estado
de diferencias por la presencia del retardo /7. Sin embargo, si se definen las variables de estado,

w,(kT) =v(kT -IT) w, (kT +T) =v(kT -IT+T) =w,(kT)
w,(kT) =v(kT —-IT +T) W, (kT +T) =v(kT —IT +2T)=w,(kT)
: y por lo tanto, : ,
w, (kT) =v(kT -2T) w, (kT +T)=v(kT -T) =w,(kT)
w,(kT) =v(kT -T) w,(kT+T) =v(kT)
entonces, las ecuaciones discretas con retardo se pueden escribir como,
Cw(kT+T) | [A, By, 0 - 0 O] wkT) | [0] e, |
w, (kT +T) 0 0 1 -+ 0 O] w(kT) 0 0
w,(kT +T) 0 0 0 -~ 0 0} w,(kT) 0 0
: = . .| Y&+ L P(RT),
w, (kT +T) 0 0 0 -+ 0 1||w (kT)| |0 0
 w,(kT+T) | |0 0 0 -+ 0 O] w,(kT) | |1] 0

y para la salida,
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y,(kT)=[C, D, 0

0 0]

T (T |
w,(kT)
W, (kT)

w, (kT)

| w,(kT) |

+F,p(kT).

Notese que ha habido un aumento en el nimero de variables de estado para la representacion del
retardo. En particular, hay /-p (/ es el retardo discreto y p el nimero de variables de entrada o largo del
vector v) variables de estado extras.

1.4 Matriz de Transferencia.

La M. de T. es la relacion entre la entrada y la salida de un sistema lineal en el plano de la frecuencia.
Si bien para sistemas tiempo continuo y tiempo discreto se obtienen relaciones similares, los pasos
intermedios difieren entre si.

A. M. deT. en Sistemas Tiempo Continuo.

Se obtiene de la relacion entre u(?) e y(¢) en el plano de Laplace (se asume p(¢) = 0). Utilizando Laplace

en (1.1) se obtiene,

sx(s)—x(0) = Ax(s) + Bu(s),

lo que puede ser re-escrito como,

(sI-A)x(s) =Bu(s) +x(0), y(s)=Cx(s)+Du(s),

y(s) = Cx(s) + Du(s),

multiplicando la primera ecuacion anterior por la izquierda por el factor (sI - A)! se obtiene,

x(s) = (sT— A) " Bu(s) + (sT - A) 'x(0), y(s)=Cx(s)+Du(s),

finalmente,

y(s) = {C(sT—A) "B +D}u(s) + C(sT - A) "' x(0). (1.6)

Def.: La Matriz de Transferencia (M. de T.) H(s) se define como la relacion entre las entradas u(s) y
las salidas y(s) considerando c.i. nulas. Por lo tanto,

sistema digital

VdkT)  e(kT)

v(kT)
Controlador

ys(kT)

v(?t)

p() 1

u(?)
Actuador

MU
Planta

ys(9)

S/T

Fig. 1.15 Sistema tiempo continuo con un controlador tiempo discreto.
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H(s)=C(sI-A)"'B+D. (1.7)

Asi, (1.6) se puede escribir como,
y(s) = H(s)u(s) + C(sI - A) "' x(0).

Similarmente se podria encontrar la M. de T. entre las perturbaciones p(s) y las salidas y(s)
considerando a las c.i. y a las entradas u(s) nulas. Es importante destacar que si las c.i. son nulas no se
debe escribir H(s) = y(s)/u(s) puesto que u(s) es en general un vector y por lo tanto, tal expresion no
tiene validez matematica. Notese que la dimension de H(s) es g-p.

Ejemplo 1.6. Al considerar el sistema con dos entradas, tres salidas y dos variables de estado:

. » (@) 10
0] [0 1 Txo] [2 —1][u0 x (1)
{ r)H—z 3}{ (t)H—s 2}{ <r>}’ n@=9 2 { <r>}’
= 2 O o) 1 )t
determine la M. de T. R.:
1 0 -1 2s+3 -s=5
10l [o 1 2 -1 1
H(s)=|0 2 {{O 1}_{—2 _3}} {_3 _2}=2— —65—8 —4s+4|. %

1 -1 STHISH2 ST o7

Noétese que cada elemento de H(s) en el ejemplo anterior es una F. de T. que relaciona a una entrada
con una salida en particular. Por lo tanto, éstas interactiian con dinamicas que en general son distintas;
sin embargo, hay un factor comun que es el denominador s? + 3s + 2. Este factor se desprende de,
H(s)=C(sI-A)"'B+D
:CAdj{SI—A}B+D ’
det{sI—A}
_ Crdi{sI-A}B+Ddet{sI -A}
det{sI—A}

de donde se puede apreciar que el escalar det {sI - A} que depende de s es comun a todos.

Dado que la M. de T. H(s) relaciona las entradas u(s) y las salidas y(s), la utilizacion de una matriz de
transformacion invariante en el tiempo T no debiera afectar este resultado. En general, si se asume que
un sistema en donde se redefinen las variables de estado mediante una transformacion T resulta en una
nueva M. de T. Hr(s), se tiene que,

Hy(s)= CT(SI_AT)_IBT +Dry
=CT'(sI-TAT")"'TB+D
=CT ' (T(sI-A)T")"'TB+D
=CT'T(sI-A)"'T"'TB+D
=C(sI-A)"'B+D
=H(s)

lo que corrobora que la M. de T. se mantiene al utilizar transformaciones invariantes en el tiempo T.
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B. M.deT.en Sistemas Tiempo Discreto.

Se obtiene de la relacion entre la entrada u(k7) y la salida y(k7) en el plano Z (se asume p(k7) = 0) para
un sistema de la forma,

xX(kT+T)= Ax(kT) + Bu(kT), y(kT)= Cx(kT)+ Du(kT),
lo que resulta en,
(zZI = A)x(z) = zxo + Bu(z), y(z) = Cx(z) + Du(z),
multiplicando la primera ecuacion anterior por la izquierda por el factor (zI - A)™! se obtiene,
x(z) = (zI - A)}(zxo + Bu(z)), y(z) = Cx(z) + Du(z),
finalmente,

y(z) = (C(zI — AY'B + D)u(z) + C(zI — A)'zxq, (1.8)

Def.: La Matriz de Transferencia (M. de T.) H(z) se define como la relacion entre las entradas u(z) y
las salidas y(z) considerando c.i. nulas. Por lo tanto,

H(z)=C(zI-A)"'B+D. (1.9)

Asi, (1.8) se puede escribir como,
y(z) = H(z)u(z) + C(z1 - A) ' zx(0) .

Similarmente se podria encontrar la M. de T. entre las perturbaciones p(z) y las salidas y(z)
considerando a las c.i. y a las entradas u(z) nulas. Noétese que la dimension de H(z) es ¢-p.

1.5 Retardo en Sistemas MIMO.

Los retardos son una caracteristica propia de los sistemas en donde se encuentra transporte de material.
Como en sistemas SISO tiempo continuo, los retardos quedan mejor descritos si se utiliza el plano de
Laplace. Primero, es importante considerar que la M. de T. del sistema de la Fig. 1.16(a) esta dada por,

y(s)=(I+GC)'GCy,(s),

donde, C(s) sera disefiado para logra caracteristicas estaticas y dindmicas dadas.

A . Unico Retardo.
Sea la M. de T. con un unico retardo dada por,
Ge ',

en donde todas las entradas estan retardadas #- unidades de tiempo. Al igual que en el caso SISO, una
alternativa de control es el Predictor Smith MIMO como ilustrado en la Fig. 1.16. En este caso se tiene
que el retardo # y el modelo G(s) son conocidos, y se debe obtener Pu(s) y C(s). Para efectos de
simplicidad se considera Hs«(s) = I; no obstante, las expresiones se pueden generalizar para Hg(s)
arbitraria. La Fig. 1.16(b) muestra que,

v(s)={I+C(1—e"" )P} "' Ce(s),

por lo tanto,
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y(s)={I+Ge " {I+C(1—-e*" )P} 'C}'Ge ™ {I+C(1—e )P} 'Cy,(s).

22

En la ecuacion anterior se encuentra la estructura (I + X)X que puede ser escrita como (X! + I)!. Asi,

y(s)={C{I+C(1-e™)P "G +1} "y, (s)
={{C"+(1-e")P "G +1} Ya(s)
={{C"+P_ —e™"P 1" "G + 1}y, (s)
={{C'G " +P, G " —e" P, G e} + 1}y, (s)
={C'Ge" +P,Ge" —P,G" + 1}y, (s)

Finalmente, si se escoge Pm = G, se tiene que,

ya(s)
ya(?)

ya(s)

V(S) planta-actuador

V()
_
- controlador
ys(s)
ys(1)
(@)
Predictor Smith V(S) planta-actuador

v(?)
C(s)

controlador

1 - | Pp(s)

ys(s)

(b)

Ya(@
Ya(kT)

Predictor Smith v(z) V(S$) planta-actuador

v(kT) v(?)
C(2) } S/H )—b

controlador

1-20 | g Pro(2)

¥s(s)

MAU
S &=

Hst(s )

()

Fig. 1.16 Predictor Smith MIMO; (a) continuo sin retardo, (a) continuo con retardo, (b) incluyendo el retardo por calculo.

¥(s)

y(s)

¥(s)
y(9)
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y(s)={C'G'e" +P G 'e" —P G+ 1}y, (s)
= {C_IG_le‘”r +Ie" -1+ I}_lyd(s)
={(C'G T +De"} Ty ()
=(C'G ' +D ey, (s)
—(I+GC)"'GCe ™"y, (s)

Es decir, se logra una M. de T. resultante cuya estructura corresponde a la de un sistema realimentado
con un unico retardo. Por lo tanto, se puede diseiar C(s) de manera tradicional considerando que el
resultado final es una planta con su retardo original. El inconveniente es la necesidad de conocer G(s) y
t- en forma exacta.

B. Retardos Multiples.

En sistemas MIMO es comun encontrar que cada entrada esta retardada en una cantidad dada. Es decir,
el efecto de una entrada u; (i = 1,..., p) sobre las salidas de un sistema esta retardado #.; unidades de
tiempo, en donde en general se tiene que ¢-; # ¢, con i # j. En este caso se puede recurrir a ecualizar los
retardos de manera de tener una M. de T. resultante con un Unico retardo como el caso estudiado
anteriormente. Para esto se redefinen las entradas de manera de retardar las entradas mas rapidas hasta
hacerlas igual a la entrada con efecto mas lento.

Sea la M. de T. con multiples retardos por entrada escrita en sus componentes,

_yl(S)_ g11(5)eﬂty1 glz(S)eﬂtr2 glk(s)eﬂtrk glp(s)e_Stm _ul(s)_
1, (s) g21(S)e_Str1 gzz(s)e_ﬁrz gzk(s)e_St”k gzp(S)eﬂtw u,(s)
: _ g31(s)eiﬁr1 g32(s)eﬂtr2 g3k(s)e_5trk g3p(S)e_St'p .
Vi (s) gu()e™  gu(s)e™ - g (s)e - g4p(S)eistrp u, (s) |
_yp(s)_ _gql(s)e—sm ng(s)e_ﬂr2 qu(s)eiw gqp(s)e_%__up(s)_

la que se puede escribir como,
_J’1(s)— _gn(s) gn(s) o guls) - glp(S)__eistHul(S)_
Y, (s) 8n(s) &un(s) - guls) - gzp(s) e "u, (s)
_ Z3(8)  gn(s) - gyuls) - g3p(S)
V() gu(8) gpls) - guls) - g4p(s) eﬂtrkuk(s) .
0,6 | 206 gx6) - gu ) g | ()
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Esta situacion se ilustra en la Fig. 1.17. Si la entrada u tiene el mayor retardo que es #-x, entonces se
puede definir un conjunto v(s) = [vi(s)e™«! va(s)esu2 -+ vi(s) -+ vp(s)e™«r]" de p entradas cada una
retardada #,; (i=1, ...,p,i#k)talque t,; + tui =tk (i =1, ..., p, i # k). Con estas nuevas entradas se
redefinen las entradas originales de manera que u; = vi(s)e™™i (i =1, ..., p, i # k). Matricialmente,

|

_yl(s)_ g1(s)  gi(s) g1 (s) glp(S)__eﬂt”vl(s)eis”
Y, (s) g2(8)  gx(s) 82 (9) g2p(S) ey, (s)e”"
_ g3 (s)  gxn(s) gy (s) g3p(S) :
Vi(s) g4u(8)  gp(s) g4 (5) g4p(S) eistrkvk(s) ’
3, 20 8a(9) - guls) < g, ()] e, ()™ |
por lo que se tiene que,
7] [0 2a®)  gul) g, e ()]
»,(s) 2,1(5)  g5,(5) g (5) gZp(S) ei‘”"kvz(s)
E _ g5(s)  gxn(s) g3 () g3p(S) :
AR gu(s)  gu(s) 84 (8) g4p(S) e, (s) ’
3,0 206 gnle) g o gy () | e, (5)
lo que permite obtener un sistema de la forma,
_yl(S)— _g”(S) glz(S)\ g1 (s) glp(s)_ _VI(S)_
V()| | 82(8) gnls) g:(8) g,,(5) v, (s)
: _ g25,(8)  g5,(s) g3 (5) g3p(5) st :
Y (s) gu(s) gu(s) 84 (5) g4p(s) v, (s) |
1 V,(8) ] | 8a(s)  g,(5) 8 (9) g, v, (9)]

La estructura anterior es de la forma y(s) = G(s)e™"*v(s), la cual puede ser analizada con el Predictor
Smith como revisado anteriormente.

Ejemplo 1.7. En un centro médico se utilizan dosis de dopamine (DPM ug/kg/min) y sodium nitroprusside (SNP
ug/kg/min) en pacientes para mantener su cardiac output (CO ml/min/kg) y el mean arterial pressure (MAP mmHg)

u

V2 — elu2 ,2 P o2 > » )2
i u
Vi ‘k » ek G
H u H

N 14
Vp — e tup ; _["17 : : y(/]

sistema con multiples retardos

sistema con retardo Unico

Fig. 1.17 Ecualizador de retardos para sistemas MIMO.
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aceptables. Se dispone de pruebas experimentales de cambios escalon en SNP (Fig. 1.18(a)) y DPM (Fig. 1.18 (b)) (note
que para SNP = DPM = 0 se obtiene CO = 130 ml/min/kg y MAP = 120 mmHg). Se pide encontrar la M. de T. G(s) que
mejor relaciona las entradas y salidas, considerando que u = [SNP DPM]” e y = [MAP CO]”. Ademas, encuentre un nuevo
conjunto de entradas tal que se logra un sistema con retardo unico. R.: Por inspeccién de la Fig. 1.18(a) se tiene que hay un
retardo comun de 1 min, ganancias dc de 12 y -6, y una constante de tiempo de 1 min para ambas respuestas. Por otro lado,
de la Fig. 1.18(b) se tiene que hay un retardo comun de 2 min, ganancias dc de 5 y 3, y constantes de tiempo de 5 y 3 min.
Con estos resultados se puede inferir que la M. de T. que relaciona y(s) y u(s) de la forma y(s) = G(s)u(s) esta dada por,

-6 s 3 e—2s
G( S) _|s+1 3s+1

12 -5 5 -2s ’
e e
s+1 S5s+1

La matriz anterior permite escribir,

-6 3
MAP(S) | | g41 3s+1| € "SNP(s)
CO(s) 12 5 |e»DPM(s)|
s+1 5S5s+1

Esta ultima expresion indica que la primera entrada tiene menos retardo y por tanto se redefinira un nuevo conjunto de
entradas v(s) = [vi(s)e™ va2(s)]” donde la primera entrada tiene un retardo de 1 min, tal que SNP(s) = vi(s)e® y DPM(s) =
va(s). Asi, se tiene que,

-6 3 -6 3 R -6 3
MAP(S) | sl 3s+1 € ()™ | | sal 3o+l € V)| _|s+1 3s+1]|,25) M1
CO(s) 12 5 e v, (s) 12 S e v, (s) 12 S vy(s) ]
s+1 Ss+1 s+1 S5s+1 s+1 Ss+1

donde claramente las salidas MAP(s) y CO(s) estan retardadas en 2 min respecto de las nuevas entradas vi(s) y va(s),
respectivamente. ¢

i

Aquellos casos en donde la M. de T. tiene retardos distintos en cada uno de sus elementos se trataran en
este curso mediante aproximaciones polinomiales de los retardos.
C. Sistemas Tiempo Continuo con Retardo Unico con Control Digital.

Este es el caso presentado en la Fig. 1.16(c) donde la planta continua con retardo #. es controlada por un

Siep Increzse in Nilrcprusside = 1
® T il T Slep inciezse in Copamine = 1

ﬁmwwwmwwwmewmmww Ll 5 Y{W<H13W“MM*WN“%M*J

o v |

b ]

140 -

13-

§130 s% 1al |
: :
Boos| FisF 8
| WP |
ranfe 1 N AN s g et iy
\ A bbb i i,
I i hM ! ]
15| ‘W’. MAF 4 i 4
"-MWI.JU\W'“V.J\rv\n]‘mh\(mw'wvr'nw,J‘nJJnw:-ws\uv,[ Py e 10 ,.|J,h r J
110 1 L L 1 1 119 1 1 ! 1 L
0 3 10 - 20 25 B a 5 0 3 20 26 X
a) b)

Fig. 1.18 Resultados experimentales de respuestas a entradas escalon del sistema del Ejemplo 1.7; a) respuesta para entrada
escalon en SNP, b) respuesta para entrada escalén en DPM.
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sistema digital que considera explicitamente el retardo unitario por el calculo. Fig. 1.16(c) muestra que,
v(z)={I+C(1-z""")P_}"'Cz'e(2),
por lo tanto,
y()={I+Gz ' {I+C1-z""P 1 'Cz"} "Gz {I+C(1 -z "")P, 1 'Czy, (5).
En la ecuacion anterior se encuentra la estructura (I + X)X que puede ser escrita como (X! +I)!. Asi,
y(2)={zC{I+CA-z"""P 1Z'G" +1} "y, (2)
={z{C+(1-z""P,}Z'G " +1} "y, (s)
={{C"+P_ —z""P MG+ 1}y, (s)
={{C'G """+ PmG_IZl+1 - Z_([”)PmG_lzl” Y1y, (2)
={C'G'Z"+P Gz -P. G + 1}y, (2)
Finalmente, si se escoge Pm = G, se tiene que,
y(2)={C'G'Z"+P,G'Z"-P G +1} 'y, (2)
={C'G "+ -1+1} "y, (2)
={(C'G " +Dz"} 1y, (2)
=(C'G'+D) 'z "y (2)
=(1+GC)"'GCz "y, (z2)

Es decir, se logra una M. de T. resultante cuya estructura corresponde a la de un sistema realimentado
con un unico retardo. Por lo tanto, se puede diseiar C(z) de manera tradicional considerando que el
resultado final es una planta con su retardo original mas el de célculo. El inconveniente es la necesidad
de conocer G(z) y / en forma exacta.

1.6 Valores y Vectores Propios.

Una importante propiedad de una matriz cuadrada arbitraria, en particular la matriz A, dice relacién
con sus valores y vectores propios.
A . Preliminares.

Los valores propios (también como autovalores o valores caracteristicos) de la matriz cuadrada A de
orden n estan dado por los valores de A tal que det {AI - A} = 0. Este polinomio se escribe como,

det{M-Al=L"+a, A"+ +ar+a,=(s—L)s—A,)(s=1,), (1.10)

por lo que las raices A; (i = 1, ..., n) son los valores propios de A. Cada valor propio A; tiene asociado
un vector propio v; (también conocido como autovector o vector caracteristico), el cual debe satisfacer,

}\q'V,'_AV,':O, i=1,...,n (1.11)

-2 -3
A} =s?+ 3s + 2 cuyos valores propios son A1 = -1y A2 = -2, y vectores propios vi = [0.707 -0.707]7, v2 = [-0.447 0.894]". &

Ejemplo 1.8. En el caso anterior se tiene que A ={ } , determine los valores y autovectores propios. R.: det {sI -
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Si un valor propio A se repite m veces, entonces, los vectores propios asociados a este valor propio se
calculan como,

B.

AV, —Av, = 0
AMVia =AY, = — Vi (1.12)
MeViema AV = = Viwo

Propiedades de los valores y vectores propios.

Se asume que A; y v; son un valor y un vector propio de la matriz A de n'n, respectivamente, entonces,

i)

i)
iii)
v)

v)

vi)

XVi)

XVii)

Hay n valores y vectores propios (A, vi, i = 1,..., n).

Los vectores propios de A son linealmente independientes (forman una base en R").

Ai €s un valor propio de A”.

kv; es también un vector propio de A (con k constante # 0).

Los valores propios de At = TAT-! son también A.. Esta propiedad se prueba a continuacion,

det{sI— A} =det{sTT"' —TAT "} =det{T(sI- A)T'}
=det{T}det{sI — Aldet{T '} =det{sI — A}

Los vectores propios de At = TAT-! son Tv;. Esta propiedad se prueba a continuacion,

AV, =Av,
TA, v, =TAvy,
ATv, =TAT 'Ty,.
ATy, = ATy,

A (Tv,)=A,(Tv,)

El Teorema de Cayley-Hamilton indica que A" +a, /A" +---+a;A+agl=0.

Ai - k es un valor propio de A - £I.

ki es un valor propio de kKA.

A es un valor propio de A” (m entero > 0).

k™ + ka1 + -+ ik + ko es un valor propio de knA™ + ki A"+ -+ kA + kol

1/\; es un valor propio de A™.

" es un valor propio de e*’.

Vv; es un vector propio de e?.

La suma de los valores propios es igual a la traza de A (suma de los elementos de la diagonal de

A). Es decir, Zki =tr{A}.

i=l1

El producto de los valores propios es igual al determinante de A. Es decir, H?» ;=det{A}.

i=1
La matriz MN y la matriz NM, donde M es de p-q y N es de ¢-p tienen idénticos valores propios
distintos de cero. Especificamente, si p > ¢ la matriz MN y NM tienen ¢ valores propios
idénticos y ademas la matriz MN tiene p — g valores propios idénticos a cero.
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C . Propiedades adicionales.

Otras propiedades importantes de matrices son,

i)y M+N)=M"+N".

ii) (MN)'=N'M".

iii) Si M” =M entonces M es simétrica.

iv)  Si M7 = -M entonces M es skew-simétrica.
v)  SiM?= M entonces M es ortogonal.

vi) Si M*T=M* =M entonces M es Hermitian.
vii) Si M'T=-M entonces M es skew- Hermitian.
viii) Si M7 =M entonces M es unitaria.

ix) S=12(M+ M) es simétrica.

x)  R=1/2(M -MT") es skew-simétrica.

xi) MM/ es simétrica.

xii) (MNY'=NIM".

xii) (M1)7 = (M7)".

xiv) det{MT} =det{M}.

xv) det{MN} =det{NM} =det{M}det{N}.
xvi) det{kM} =k"det{M}.

1.7 Realizaciones de Sistemas.

Las realizaciones son representaciones alternativas de las variables de estado originales, de la forma z
= T-x, tal que permiten un manejo mas expedito de las ecuaciones dinamicas. Para esto se utilizan
transformaciones especiales T de manera que en sistemas de una entrada/una salida (SISO) se logran
importantes propiedades.

|

A . Forma Canédnica Controlable, FCC.

En este caso se utiliza la transformacion T = (BM)! = M-'6!, donde,

L a,  a o 1]
a, a, 1 0
t=[B AB A’B .- A"'B] M=| i i . i
a,, 1 - 0 0
1 0 - 0 0

por lo tanto, At = TAT! = (BM)'A(GM), Br = TB = (M) 'B, Cr = 6T"!' = C6M), y Dt = D.
Encontrandose que,

0 0

0 I - 0
Ar=| : : RS : |, Br=|:
0 0 0o - 1 0
|—do —di —dy -t —dp | L]

Notese que esta representacion existe si T = (BM)! = M-6! existe. Es decir, si det {6} # 0y det {M}
# 0. Atendiendo a la definicion de M se encuentra que det{M} es 1 6 —1. Por lo tanto, la forma
candnica controlable existe si b es no singular. Esta matriz se conoce como matriz de controlabilidad.
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-3 1 1 1
Ejemplo 1.9. Sea el caso donde A=|-1 -5 1 [, B=|0|, C=[l 0 1], y D = 0, determine su FCC. R.: Se
2 2 -4 0
44 12 1
encuentra que det{sl - A} = s>+ 125’ +44s +48 por loque a2 =12, a1 =44 yao =48 y M=[12 1 0/, ademas,
1 0 O
1 -3 10 0 05 0.25 0 1 0 0
€=/0 -1 10 |, por lo que T=|0 -2 —-0.5| con lo que se obtiene At=| 0 0 1 |, Br=|0],
0 2 -16 1 9 0 -48 —-44 -12 1

Cr= [26 11 1], y Dr = 0. Donde se puede apreciar que s6lo Ar y Br tienen forma definida. &

B. Forma Candnica Observable, FCO.

En este caso se utiliza la transformacion T = M@, donde,

C a a, ‘- a,,
CA a, a; -+ 1 0
0=| CA* | M=| : e
: a,, 0 0
| CA™' | 10 - 0 0

por lo tanto, At = TAT! = (MO)A(M8)!, Br = TB = (M0)B, Cr = CT! = C(M0)"!, y Dr = D.
Encontrandose que, ‘,

0 0 0 —dy
1 0 - 0 —da

Ar=[0 1 0 -a ], Cr=[0 0 - 0 1].
0 0 - 1 —a]

Notese que esta representacion existe si T' = (MB)! = 0-'M"! existe. Es decir, si det{8} # 0y
det{M} # 0. Como en el caso anterior, la forma canonica observable existe si 8 es no singular. Esta
matriz se conoce como matriz de observabilidad.

1 0 1 26 14 22
Ejemplo 1.10. Sea el caso anterior, determine su FCO. R.: 0= -1 3 -3|,porloque T={11 3 9 | conlo
-6 —-22 14 1 0 1
0 0 -48 26
que se obtiene Ar=|1 0 —-44|, Byr=|11|, C¢ :[0 0 1], y Dt = 0. Donde se puede apreciar que s6lo Ar y Cr
01 -12 1

tienen forma definida. &%
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C. Forma Canédnica Diagonal, FCD.

Esta realizacion se puede obtener si los valores propios de A son distintos entre si. En este caso se
consigue que la matriz Ar = TAT"! resultante sea de la forma,

A, 0 - 0
0 A, - 0
A= : _— =diag{i,, Ay, AL},

n

la que es diagonal y por tanto esta constituida por los valores propios de A. Para encontrar T se recurre
a (1.11) de la cual se puede formar la igualdad,

[klvl Aavy oo Xnv,,]: [AV1 Av, - Av,,],
factorizando por A el miembro derecho se tiene,
[klvl Aavy oo knvn]: A[v1 Vy oo Vn],
la que se puede re-escribir como,
[vi v, - v, ]-diag{h A, A =Av, v, - v,],

multiplicando por la izquierda por [vi v2 - v,]! se tiene,

=i
diag{h, Ay A=V v, o v Al v, v, ],
de donde se puede observar que,
T:[Vl \FEE Vn]i1
Ejemplo 1.11. Sea el caso anterior, determine su FCD. R.: Los valores propios son A1 =-2, A2 = -4, y A3 = -6; con vectores
1 1 1
propios: vi = [0.5 0 0.5]7, v2 =[0.5-0.5 01"y v = [0 -0.5 0.5]" por lo que T=| 1 -1 —1| con lo que se obtiene
-1 -1 1
-2 0 0 1
Ar=0 -4 0|, Br=|1]|, Cr :[1 0.5 0.5], y Dr = 0. Donde se puede apreciar que so6lo Ar tiene forma
0 0 -6 -1
definida. &

En el caso de que A tenga valores propios complejos y conjugados, T contendrd vectores propios
complejos y conjugados. Por lo tanto, las variables de estado resultantes serian complejas. Una
alternativa es re-definir T de la forma T = P-[v) v2 - v,,]"! para dar paso a variables de estado reales. En
general, si A; y v; son complejos, entonces Ai+1 'y vi+1 son iguales a A; y v; pero conjugados. Por lo tanto,
basta tomar ¥ cémo la matriz identidad, pero con los elementos w;, i+1 = 1, Wir1,i =]y Wi+1,i+1 = . La
realizacion resultante tiene todas sus variables y matrices reales; sin embargo, es s6lo casi diagonal.



Apuntes: 543 760 31

3 1 1
Ejemplo 1.12. Sea el caso anterior, pero con A=| —1 5 —1|. Los valores propios son A1 = 4+2j, ko = 4-2j, y A3 = 4;
-2 2 4
con vectores propios dados por vi = [0.25-0.25j 0.25+0.25; 0.5]7, v2=[0.25+0.25; 0.25-0.25j 0.5]" y v3=[0.5 0.5 0]"
i o-j 1 442 0 0 j 0.75-0.25;
porloque T=|—; j 1| conloqueseobtiene Agy=| 0 4-2; 0|, Br=[—j|, Cr’ =[0.75+025/],y
1 I -1 0 0 4] 1 1
Dt = 0. Es claro que la realizacion resultante es diagonal, pero representaria variables de estado complejas. Sin embargo, si
1 1 0 1 1 0ofj -5 1 0o 0 2
se utiliza W=|j —j 0], se redefine la realizacion T como T=|; - O0|-j j 1| =-2 2 0 | conlo
0 0 1 0 0 1)1 1 -1] |1 1 -1
4 20 0 0.75
que se obtiene Ay =(-2 4 0|, Br=|-2|, Crl =[-025 , y Dr = 0. Claramente, todos los coeficientes son reales,
0 0 4 1 0.5

pero Ar es ahora solo casi diagonal. &

D. Forma Canénica de Jordan, FCJ.

Esta realizacion se obtiene en el caso que existan valores propios repetidos. Para esto se forma T como
en el caso anterior pero utilizando los valores propios generalizados segun sea el caso. La realizacion
Ar resultante es casi diagonal y luce como,

A % o
0 0 0
Ar={0 0 -2 0 0
0 0 0 % 0
0 0 0 0 A

b

en donde se ha supuesto que A se repite tres veces y A> y A3 s6lo una vez. Los tres bloques
identificados en At se conocen como bloques de Jordan.

0 6 -5
Ejemplo 1.13. Sea el caso anterior, pero con A=|{1 0 2 |. Los valores propios son A1 =2, 22 =1,y A3 = 1; con
3 2 4
valores propios generalizados dados por vi = [2-1-2] T, va=[1-3/7-5/7]" y v3=[1-22/49 -46/49]7 por lo que
-4 -11 1 2 00 -4
T=|2 -6 5| con lo que se obtiene Ar=[0 1 1|, Byr=| 2 |, Cr=[0 0286 0.061], y Dr = 0.
7 28 -7 0 0 1 7

Claramente, la realizacion resultante es casi diagonal. &
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1.8 Alcances del Curso 543 829.

En este curso se estudiaran en profundidad so6lo sistemas lineales invariantes en el tiempo (S.L.1.) del
tipo tiempo continuo y discreto, cuya representacion pueda darse de la forma de ecuaciones dindmicas,

X(1) = Ax(¢) +Bu(t), y(t) =Cx(t)+Du(s),
X(kT +T) = Ax(kT) +Bu(kT), y(kT)=Cx(kT)+Du(kT),
y/oM.de T.,
H(s)=C(sI-A)"'B+D,

H(z)=C(zI-A)"'B+D,

con condiciones iniciales Xo, o € yo y valores en estado estacionario dados por Xo, Uo, € Yo. Seran de
especial interés los sistemas con multiples entradas y multiples salidas (MIMO). Se asume que los
sistemas pueden estar sujetos a un vector de perturbaciones p(s) o p(z) de m-1.

1.9 Ejercicios Propuestos.
Resuelva los problemas siguientes. Anote todo su trabajo.

A . Nivel Basico

1.- Determine la FCC, FCO, FCD, y la FCJ de los siguientes sistemas. Modifique la transformacion
si aparecen variables complejas en el sistema resultante de manera de tener s6lo variables reales.

-3 -1 2 1

a) A=|1 -5 2| b=|0]|,c=[l 0 0].yd=o.
11 4 1
(3 -1 =2 1

b) A=(1 5 2|, b=[0,c=[l 0 1].yd=o.
1 -1 4 0

2.- Determine una expresion generalizada para las variables de estado en S.S. x, de un sistema
descrito por x(¢)= Ax(¢) + Bu(?) + Ep(¢), y(¢) = Cx(¢) + Du(?) + Fp(¢), conociendo u(?) y p(¢) en
S.S.; es decir, u, y po. Establezca las restricciones para que la solucion sea Unica.

3.- Determine una expresion generalizada para las variables de estado en S.S. X, de un sistema
descrito por x(kT + T) = Ax(kT) + Bu(kT) + Ep(kT), y(kT) = Cx(kT) + Du(kT) + Fp(kT),
conociendo u(k7) y p(k7) en S.S.; es decir, uo y po. Establezca las restricciones para que la
solucion sea Unica.

4.- Determine una expresion generalizada para las entradas en S.S. u, de un sistema descrito por
x(1)= Ax(¢) + Bu(?) + Ep(¢), y(¢) = Cx(¢) + Du(z) + Fp(¢), conociendo y(¢) y p(¢) en S.S.; es
decir, yo y po. Establezca las restricciones para que la solucion sea tnica.

5.-  Determine una expresion generalizada para las entradas en S.S. w, de un sistema descrito por
x(kT + T) = Ax(kT) + Bu(kT) + Ep(kT), y(kT)= Cx(kT)+ Du(kT) + Fp(kT), conociendo y(kT) y
p(kT) en S.S.; es decir, yo y po. Establezca las restricciones para que la solucion sea tnica.
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6.-

a)

c)

= ¢ %o

Determine una expresion generalizada para las variables de estado en S.S. X, de un sistema
descrito por x(¢)= Ax(¢) + Bu(?) + Ep(?), y(?) = Cx(¢) + Du(¢) + Fp(¢), conociendo y(?) y p(?) en
S.S.; es decir, yo y po. Establezca las restricciones para que la solucion sea unica.

Determine una expresion generalizada para las variables de estado en S.S. X, de un sistema
descrito por x(kT + T) = Ax(kT) + Bu(kT) + Ep(kT), y(kT) = Cx(kT) + Du(kT) + Fp(kT),
conociendo y(k7) y p(kT) en S.S.; es decir, yo y po. Establezca las restricciones para que la
solucion sea Unica.

Determine una expresion generalizada para la salida en S.S. y, de un sistema descrito por x(¢)=
Ax(?) + Bu(?) + Ep(¢), y = Cx(?) + Du(¢) + Fp(?), conociendo u(?) y p(¢) en S.S.; es decir, uo y
Po. Establezca las restricciones para que la solucion sea tnica.

Determine una expresion generalizada para la salida en S.S. y, de un sistema descrito por x(k7" +
T) = Ax(kT) + Bu(kT) + Ep(kT), y(kT)= Cx(kT) + Du(kT) + Fp(kT), conociendo u(k7) y p(k7T)
en S.S.; es decir, u, y po. Establezca las restricciones para que la solucion sea unica.

Porqué no es posible encontrar una expresion general — como en los casos anteriores — para
sistemas no-lineales; es decir, los descritos por x(¢) = f(x(¢),u(?),p(?)), y(¢) =h(x(¢),u(?),p(?)).

Nivel Intermedio

Si se asume que A; y v; son un valor y un vector propio de la matriz A de n-n, respectivamente,
entonces demuestre que,

Ai es un valor propio de A,

kv; es también un vector propio de A (con k constante # 0).

Ai - k es un valor propio de A - £I.

ki es un valor propio de kKA.

A es un valor propio de A” (m entero > 0).

i

— AN, — YY" ___, D o
R L | + L l . i
v b) e( t) = | R

Sw() W)
) ; l ¢

O

/ Pcc i"(/l)(
C\_/\N\,_rvm_o >
D R L +
+—0F e(t)
la . isalu‘ A ii |
P i(t) -
l« : > ° § R,
v a b
d v

OO w o

‘,Ou/u
abc
R;
L;
i A -k .
I i “ Vi
1
{x(0) 1 Ry, Ca

LT

fuente compensador carga

/

Fig. 1.19 Sistemas para ejercitar; a) carga de potencia constante, b) boost dc-dc, ¢) levitador magnético, d) compensador de

reactivos.
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f)

)
h)

i)
2.-

(a)

(b)

(c)

(d)

1/\; es un valor propio de A™.
" es un valor propio de e*’.

Vv; €s un vector propio de e?.

El producto de los valores propios es igual al determinante de A. Es decir, H; A, =det{A}.

Un tanque reactor continuamente agitado en el cual se lleva a cabo la reaccion A — B se modela
por las ecuaciones siguientes:

dx, (¢ dx, (¢
XC}—() =—x,()+D,(1-x,1)e"" +u, (1), le_() =~(1+B)x, (1) + BD, (1= x,(1))e™"” +Bu, (1)
t t

donde D, = 0.1, B =3.0 y B =19. Determine un modelo lineal {A, B, C, D, E, F} en torno a un
punto de operacion arbitrario. Encuentre un equivalente discreto y simule y compare con el
modelo continuo lineal.

Para los sistemas de la Fig. 1.19 determine una representacion del tipo x(¢) = f(x(¢),u(z),p(¢)),

y(?) = h(x(?), u(?), p(¢)) y encuentre una expresion para los puntos de operacion x, en funcion de
W, Y Po. Encuentre la realizacion {A, B, C, D, E, F} que representa el modelo linealizado en
torno a X, U, ¥ Po. Encuentre un equivalente discreto y simule y compare con el modelo
continuo lineal.

El sistema de la Fig. 1.19(a) representa una fuente con una carga de potencia constante por lo que
vi(1)i(f) = P; es constante. Considere que el vector de estados es x(¢) = [x1(?) x2()]" = [ve(?) ir(0)] 7,
la entrada es u(?) = u(¢) = vy(?) y la salida es xi(¢) = ve(2).

La Fig. 1.19(b) muestra un circuito elevador de tension como los utilizados en equipos portatiles
que permite producir una tension v(¢) mayor que e(?). La tension e(z) es de 6 V pero se espera que
esté entre 5y 7 volts en condiciones de temperatura ambiente #, entre 0 y 55°C. La operacion del
circuito estd sujeta al encendido y apagado del switch. La razon entre el tiempo encendido y el
tiempo de encendido mdas apagado es d(f), en la practica, para la operacion del circuito se
compara una sefial d(f) con una diente de sierra y de la comparacion resulta Sw(f) de encendido-
apagado del switch. Los parametros son L =5 mH, C =200 pF, R = 12 Q. Se espera operar a 12
volts en la salida.

En la Fig. 1.19(c) se muestra un levitador magnético. La tension e(¢) es manipulada para que la
“bolita” se sitiie a 30 cm sobre el nivel del suelo para temperaturas ambiente ¢, entre 0 y 55°C.
Para esto se utiliza el electroimén que puede ser representado por el circuito RL de la figura,
donde R =1 Q, L = 50 mH. Nétese que la inductancia L se puede considerar constante, puesto
que se asume al efecto de la proximidad de la “bolita” al electroiman despreciable. La fuerza de
atraccion f. que ejerce el electroiman esta dada por,

. 2
Sy =k
y(t)+a
donde @ =2 cm y ki = 3-1073 kg m?/(s*A?). Ademas, el largo /; = 50 c¢m, el largo del resorte en
reposo /, =20 cm y la posicion desde el piso /o de la “bolita” cuando el resorte estd en reposo es
de o =30 cm. Por otro lado, M =250 gr, k=24.5kg/s>, d=1.5kg/sy g=9.8 m/s.
El sistema eléctrico trifdsico balanceado que se muestra en la Fig. 1.19(d) representa una
alimentacion trifasica balanceada vs“*“(f) un consumo dado por una carga R,L, y un compensador
paralelo que toma una corriente i;°°°(£). Este ultimo es incluido por el duefio del consumo para
suministrar los reactivos absorbidos por la carga y asi obtener un factor de potencia dado (0.93)
en el PCC (punto de comun acoplamiento) y no pagar multa. Se sabe que el compensador
requiere que la tension en su barra dc, vu(f), sea constante y mayor al maximo valor de tension
entre lineas medido en el PCC (800 V). Ademas, se puede modelar su lado ac como una fuente
trifasica en estrella de tensiones monofasicas dadas por vi®’“(f) = m“*(£)v4.(¢), donde m*(f) son
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tres sefiales moduladoras que suman cero (sinusoidales) y tienen maximos instantaneos entre 0.5
y -0.5; finalmente, el modelo del lado dc es is(¢) = ii”“(£)'m®“(¢). Considerar que L; = 5 mH, R; =
0.5 Q, C4e =200 pF, Rse = 6.4 kQ, R, = 18.586 Q, L, =44.37 mH, y que la tension de fase rms es
de 220 V. Considerando x(¢) = [x1(¢) x2(£) x3(2) xa(f) x5(2) x6(£)]" = [i4(2) i2(F) i£(F) i°(2) 1°(2) io°()
vae(?)]”. defina el vector en ejes rotatorios dg sincronizados con la tension de red. En este caso el
vector de estado es x(f) = [x1(¢) x2(f) x3(£) xa(t) xs()]7 = [i(0) i(t) io%(2) i9(f) vae(®)]" y las
ecuaciones de estado son x =f(x,m?,m?,v,*,v.7). Nétese que la otra salida es el factor de potencia
instantaneo en el PCC (investigue una definicion apropiada para el factor de potencia).

Nivel Avanzado

Si se asume que A; y v; son un valor y un vector propio de la matriz A de n-n, respectivamente,
entonces demuestre que,

El Teorema de Cayley-Hamilton que indica A" +a, /A" +---+a;A+agl =0.

k™ + ka1 + -+ ik + ko es un valor propio de knA™ + ky i A"+ -+ kA + kol
La suma de los valores propios es igual a la traza de A (suma de los elementos de la diagonal de

A). Es decir, Z;ki =tr{A}.

La matriz MN y la matriz NM, donde M es de p-qg y N es de ¢g-p tienen idénticos valores propios
distintos de cero. Especificamente, si p > ¢ la matriz MN y NM tienen ¢ valores propios
idénticos y ademas la matriz MN tiene p — g valores propios idénticos a cero.

Hay sistemas trifasicos en donde la frecuencia ® no es constante; por ejemplo, en los motores
eléctricos trifasicos en donde es precisamente la velocidad ® la que es controlada. Una buena
alternativa de analisis y disefio de estos sistemas es la transformacion abc a dg0; sin embargo,
ésta debe ser reformulada pues ahora la cantidad ® es funcion del tiempo. Se pide, reformular la
transformacion abc a dg0 para estos casos.

Los sistemas monofasicos también se pueden abordar de manera de representarlos por variables
que en S.S. son continuas. Para esto debe encontrarse una forma de transformar la representacion
en ejes estacionarios (abc en sistemas trifasicos) a ejes rotatorios (dg0 en sistemas trifasicos). Se
pide encontrar una transformacion que logre lo indicado para lo cual asuma que la frecuencia del
sistema monofésico o es constante.
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2 Representacion en Espacio de Estados.

En este capitulo se revisan variadas propiedades de los sistemas MIMO que son
facilmente analizadas si la representacion del sistema esta en ecuaciones dindmicas. Se
destacan las propiedades de observabilidad y controlabilidad como caracteristicas
basicas para la propuesta de estrategias de control. La revisidn se hace para sistemas
continuos y discretos.

2.1 Introduccion.

La teoria de sistemas lineales es quizés la mas completa y la mas desarrollada al momento de ser
aplicada al problema de control. Su utilizacion cubre también a los sistema no-lineales que permiten
una linealizacion en torno al punto de operacion de interés. Por estas razones, es importante tener un
buen dominio de esta teoria.

La solucién de las ecuaciones de estado del sistema continuo,

x(¢) = Ax(¢)+Bu(¢), y(¢)=Cx(t)+Du(?),

se divide en la respuesta a entrada cero (con u = 0), la cual satisface,

X (1) = AX (1), Y. ()=Cx, (1), 2.1
con Xec(0) = X0 y la respuesta a c.i. cero, la cual satisface,
%, (1) = Ax, (6) + Bu(t), y,(f)=Cx,(1)+Du(r), 2.2)

con Xq(0) = 0. Ambas respuestas cumplen con el principio de linealidad al igual que con el de
aditividad. Es decir, la solucion total es la suma de ambas respuestas.
Similarmente, la solucion de las ecuaciones de estado del sistema discreto,

xX(kT +T) = Ax(kT)+Bu(kT), y(kT)=Cx(kT)+Du(kT),
se divide en la respuesta a entrada cero (con u = 0), la cual satisface,
X, (kT +T)=Ax_ (kT), vy, (kT)=Cx, (kT), (2.3)
con Xec(0) = X0 y la respuesta a c.i. cero, la cual satisface,
X, (kT +T)=Ax,(kT)+Bu(kT), y,(kT)=Cx,(kT)+Du(kT), (2.4)

con Xq(0) = 0. Ambas respuestas cumplen con el principio de linealidad al igual que con el de
aditividad. Es decir, la solucion total es la suma de ambas respuestas.

2.2 Respuesta a Entrada Cero en Sistemas Continuos.

La ecuacion (2.1) se re-escribe como,
X(1) = Ax(7), y()=Cx(),
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con x(0) = xo, en donde el subindice ha sido suprimido. Para solucionar esta ecuaciéon hay dos
alternativas, usando series y usando Laplace.

A . Utilizando Series.
Se deriva la ecuacion dx(7)/dt = Ax(f) sucesivamente, por lo que se puede escribir,
x(t) = Ax(¢)
X(1) = AX(¢t) = AAX(¢) = A°x(¢)

b

x© (1) = A'x(¢)

de donde se puede observar que x¥(0) = A*x(0) = Afxo. Como AF existe para todo k finito, x(¢) se
puede se puede expresar utilizando Taylor como,

B . 1. 2 1 (k) k
x(?) —x(0)+x(t)|t=0t+zx(t)|l=0t bekX (t)LOt 4o
1 oo o Lok &
=x0+Ax0t+5A X ! +---+—‘A X+

=(I+At+lA2t2+---+iA"t"+---jx0
2! k!

el término en paréntesis siempre converge y por su similitud con la serie de Taylor de una exponencial
se denota como e*, es mas, se le conoce como matriz de transicion de estados.

Def.: La matriz de transicion de estados ®(7) se define por,

(I)(t):eAt:I+At+lA2t2+---+lAktk+---. (2.5)
2! k!

Si bien la expresion como serie infinita para la matriz de transicion es generalizada, su utilizacion se da
s6lo por algoritmos numéricos. Algunas propiedades de ®(¢) = e*’ son,

A
M =1
eA([1+tz) :eAt|eAt2
Aty-1 -A
(e") =™

eATz _ (eAt)T

At =eMA
ieAt :AeAl‘
dt

Finalmente, la respuesta a entrada cero es,

x(t) = ®(1)x, = e*'x,. (2.6)
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B . Utilizando Laplace.
Se aplica Laplace a dx(t)/dt = Ax(¢), por lo que se obtiene,
sx(5)—x(0) = Ax(s)
(sT— A)X(s) = X, ,
x(s) = (sI-A)'x,
por lo tanto,
x(1) = L{(sT-A) " )x,.
Al comparar este resultado con el obtenido mediante series de Taylor se puede concluir que,
O()=e™ =L{(sI-A)"}. (2.7)

Contrariamente a la serie infinita (2.5), este ultimo resultado (2.7) es de gran utilidad para el célculo
manual de ®(z).
Asi, utilizando (2.6), la respuesta a entrada cero es,

y(#) = Cx(¢) = Ce™xo = CL{(sT - A) " Ix,. (2.8)

-2 -3 1
s -1
2 s+3

0 1 0
Ejemplo 2.1. Dado el sistema descrito por x = AXx+ Bu, y = Cx + Du, donde Az[ }, Bz{ }, C= [1 O] y

D=[0]. Determine ®(f) y Xe(t) con xo = [1 1]. R.: En este caso: sI—A:{ }, por lo que, (SI—A)’1 =

2t

-2t

s+3 1 gt _ o2 e
2; , finalmente, ®(¢) ZL_I {(sI—A)_l} = W € 5 € ¢ . La respuesta a entrada
sT+3s+2 -2 s ' —2¢" +2e7" —e ' +2e

e ! —e el —eH ; , , .
cero es Xec (1) = D(1)xo :{ . La Fig. 2.1 muestra graficamente cémo evoluciona el vector

—2e ' 4207 —et 4207

Xec(?) a partir de su condicion inicial xo. Notese que la representacion es en un plano dado que hay dos variables de estado;
esdecir,n=2. %

En el ejemplo anterior, los argumentos de las exponenciales en las expresiones de cada elemento de la
matriz ®(¢) son las raices del polinomio s + 3s + 2. Estas raices son a su vez los valores propios de A.
A continuacién se comentan algunos resultados de estas relaciones.

xeCZ(t) I
1.0 - Xec(o) = Xp
’ Xee )
1.0 | |
-1 0 Xec1(?)

Fig. 2.1 Representacion grafica de la respuesta a entrada cero del Ejemplo 2.1.
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C. Modos de Oscilacion en Sistemas Continuos.
La matriz de transicion utiliza la matriz
det{sI - A}

en donde cada elemento de la matriz Adj {sI - A} es de orden menor o igual a n-1y el escalar det {sI -
A} es de orden n. Por lo tanto, cada elemento de esta matriz puede escribirse,

a ap as axn»

b

+ S+t + ~+-
s=s1 (s—s1) s=8y (5—52)
donde s1, 52, ..., 5, son las raices de det {sI - A}. Al tomar Laplace inverso para obtener los elementos
de ®(¢), éstos toman la forma,
alleSlt + alzteSZt +-+ aZleSZI + azzteht +--- ,

en donde claramente se observa que cada elemento se formara a partir de las raices del escalar det {sI -

A}. Como estas raices s; son también por definicion los valores propios A; de A, se puede concluir que
la matriz de transicion de A tiene exponenciales cuyos exponentes estdn formados por los valores
propios de A. Estos son también conocidos como los modos de oscilacion de A.

Por otro lado, dado que un valor propio A; y su respectivo vector propio v; de A estan relacionados por
Av; = \v;, se puede escribir,

AV,‘ = }\,iVi
AZVI‘ = AAV,‘ = A?u,-V,- = 7\;,’AV,‘ = }\d}\;[V[ = }\%V,‘
A3Vi = AAZV,‘ = A}\.%Vi = 7\.21‘AV1‘ = }\,2,'7\,1‘V,' = 7\.3,'Vi ,

AkVi = 7\.[;Vi

de esta manera, al multiplicar la expresion de la matriz de transicion por la derecha por el vector v; se
tiene,

1 1
eMvi =Ivi + AtV + — APV + o+ — Aty 4
2! k!
1 2 2 1 k k
:V[+}\,[V[t+—}\«,‘V,‘t +"'+—7L[V[t + .-
2! k!
1 2.2 1 k  k
:V,‘+7\,,'fV[+—7\,,‘t V,‘+"'+—7\,,‘t V;+---
2! k!
1 2.2 1 k  k
= 1+7\,it+—7\,it +"'+—7\,[t + -0 |V
2! k!
:e}"'tvi

Esta Gltima expresion indica que la matriz de transicion e’ tiene por valores propios a e’ y por

vectores propios a v;. Un importante y practico resultado de esto es que la respuesta a entrada cero para
una condicion inicial Xo correspondiente a un vector propio v; se simplifica a,

X(t) =D(t)xo = e™v,; =e"'v;,
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es decir, solo el modo A; es excitado y la respuesta tiene la direccion de v; y con una magnitud dada por

elit,

Ejemplo 2.2. Dado el ejemplo anterior determine Xe(f) con Xo igual a sus vectores propios. R.: En este caso

-t - -t -2
Xec (1) =D(t)v; = Ze ¢ ) ¢ ¢ ,, |Vi- Donde los vectores propios de A pueden tomar los valores: vi = [-1
—2e"+2e7 —e 42e7
T T . -1 _o,| —0.447
11" y v2 = [-0.447 0.894]". Asi, las respuestas a entrada cero son: Xec(f)=e { y Xec(t)=e 0.804 |’

respectivamente. La Fig. 2.2 muestra graficamente como evoluciona el vector Xec(?) a partir de su condicién inicial vi y va.
Notese que las graficas son lineas rectas; es decir, las trayectorias son en la direccion del vector propio correspondiente.
Dado que los valores propios son negativos, ambas trayectorias terminan en el origen del plano para ¢ — co. &%

Si los valores propios son complejos y conjugados, éstos tendran asociados vectores propios complejos
y conjugados. En este caso, la condicion inicial debera tomarse como xo = v; + v;" (donde v;* es el
conjugado de v;); por lo tanto,

x(t) =e(vi +V;)
=eMv; +eMv;
= o'y, + ey
= 2R{e""v;}

donde A;" es el valor propio A; conjugado.
2.3 Respuesta a Entrada Cero en Sistemas Discretos.

La ecuacion (2.3) se re-escribe como,
X(kT +T)=Ax(kT), y(kT)=Cx(kT),
con x(0) = xo, en donde el subindice ha sido suprimido. Para solucionar esta ecuaciéon hay dos

alternativas, usando series y usando la Transformada Z.

A . Utilizando Series.
De la expresion x(kT + T) = Ax(kT) se puede escribir,

xecZ(t) I
ec O =
Lol Xee(0) =V, a
0 \
Xec(o) =V
10 | |
-1 0 xecl(t)

Fig. 2.2 Representacion grafica de la respuesta a entrada cero del Ejemplo 2.2.
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x(T) = Ax(0)
x(2T) = Ax(T) = AAx(0) = A°x(0)

x(kT) = A*x(0)
Por lo tanto,
x(kT) = A*x(0),

y consecuentemente la matriz de transicion de estados es,

Def.: La matriz de transicion de estados ®(k7) se define por,

®kT)=A". (2.9)

Finalmente, la respuesta a entrada cero es,

X(kT) = ®(kT)x, = A'x, . (2.10)

B. Utilizando la Transformada Z.
Se aplica la Transformada Z a x(kT + T) = Ax(kT), por lo que se obtiene,
zx(z) — zx(0) = Ax(z)
(zI-A)x(z) = zx, ,
" x(2) =(z1-A) ' zx,
por lo tanto,
x(kT)=Z7'{(z1 -A) ' z}x, .
Al comparar este resultado con el obtenido mediante series se puede concluir que,
OUT)=2Z " {(zI-A)"'z}. 2.11)

Contrariamente a la serie infinita (2.9), este ultimo resultado (2.11) es de gran utilidad para el célculo
manual de ®(kT).
Asi, utilizando (2.10), la respuesta a entrada cero es,

y(kT) = Cx(kT) = CA*x, =CZ ' {(z1 - A) ' z}x, . (2.12)

Ejemplo 2.3. Dado el sistema descrito por x(k7T+7)=Ax(kT)+Bu(kT), y(kT)=Cx(kT)+Du(kT), donde
A, O -1
A:{ ! }, B:{ i }, C-= [1 0] y D:[O]. Determine ®(kT) y xec(kT) con xo = [1 1]7. R.: En este caso: zI — A =

0 A,
Z_)\‘l 0 —1 1 Z—}\,2 0
, por lo que, (zI-A)'= ————
(z=2)(z-1y) 0 z=\,

, finalmente, ®(k7)=2"{(z1-A)"'z}
0 z-=2,
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)\,k )\‘k ) )
={ 01 kk} . La respuesta a entrada cero es x  (kT)=®(kT)x, = Lj{} . Notese que la convergencia esta asegurada si los
2 2

valores propios de la matriz A estan al interior del circulo unitario. &%

C. Modos de Oscilacion en Sistemas Discretos.
La matriz de transicion utiliza la matriz
Adi{zI - A
(zZI-A)'z= AdjtA - A}z ,
det{zl - A}

en donde cada elemento de la matriz Adj {zI - A} es de orden menor o igual a n-1y el escalar det {zI -
A} es de orden n. Por lo tanto, cada elemento de esta matriz puede escribirse,

a,.z " a,z L 92 24,

Z—z (Z_Zl)2 Z—1z, (Z_Zz)2
donde zi, z2, ..., z, son las raices de det {zI - A}. Al tomar Laplace inverso para obtener los elementos
de ®(kT), éstos toman la forma,

k k k k
a,,z, +a,kIz; +---+a,z, +a,,kTz, +---,

en donde claramente se observa que cada elemento se formara a partir de las raices del escalar det {zI -
A}. Como estas raices z; son también por definicion los valores propios A; de A, se puede concluir que
la matriz de transicion de A tiene potencias cuyos exponentes estan formados por los valores propios de
A. Estos son también conocidos como los modos de oscilacion de A.

Similarmente, dado que un valor propio A; y su respectivo vector propio v; de A estan relacionados por
Av; = Av;, se puede escribir, A*v; = A*v;. Un importante y practico resultado de esto es que la respuesta
a entrada cero para una condicion inicial X correspondiente a un vector propio v; se simplifica a,

X(kT)=®(kT)x, = A'v, =Alv,,
es decir, solo el modo A; es excitado y la respuesta tiene la direccion de v; y con una magnitud dada por
v
2.4 Respuesta a c.i. Cero en Sistemas Continuos.

La solucion de (2.2) se re-escribe como la ecuacion,
x(¢) = Ax(¢)+Bu(?), y(¢)=Cx(¢)+Du(?),

con x(0) = 0, en donde el subindice ha sido suprimido. Para solucionar esta ecuacion se puede utilizar
Laplace. Aplicando Laplace a ambos miembros se tiene,

sx(s) = Ax(s) + Bu(s), y(s)=Cx(s)+Du(s),
lo que puede ser re-escrito como,
(sI —A)x(s) =Bu(s), y(s)=Cx(s)+Du(s),
multiplicando la primera ecuacion anterior por la izquierda por el factor (sI - A)! se obtiene,

x(s) = (s = A)"'Bu(s),
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por lo que los estados x(¢) para c.i. nulas son,
x(7) = j;e*‘(f*”Bu(r)dr. (2.13)
Por otro lado, la salida queda como,
y(s) = C(sI— A)"'Bu(s) + Du(s) = {C(sI - A)'B+D}u(s).
por lo que la respuesta en el tiempo es,
v(t) = jo’ce*‘“*)Bu(r)dr +Du(?). (2.14)
Alternativamente, la salida en Laplace se puede expresar como,
y(s) = H(s)u(s) + Du(s).
por lo que la respuesta en el tiempo seria,
y(1)= L7 {H(s)u(s)} + Du(o).
o también,
y(s) = CL{e"}Bu(s) + Du(s),

Dado que el sistema es lineal, la respuesta total de estos sistemas puede ser escrita como la suma de la
respuesta a entrada cero y la respuesta a c.i. nulas. Asi los estados estarian dados por la suma de (2.6) y
(2.13),

x(¢) = e*xo + I;eA(”‘)Bu(r)dr , (2.15)
y la salida por la suma de (2.8) y (2.14),

¥(t) = CeMxy + [ Ce*“IBu(t)d + Du(y). (2.16)

2.5 Respuesta a c.i. Cero en Sistemas Discretos.

La solucion de (2.4) se re-escribe como la ecuacion,
X(kT +t)= Ax(kT)+Bu(kT), y(kT)=Cx(kT)+Du(kT),

con x(0) = 0, en donde el subindice ha sido suprimido. Para solucionar esta ecuacion se puede utilizar
la Transformada Z. Aplicando Z a ambos miembros se tiene,

zx(z) = Ax(z)+Bu(z), y(z)=Cx(z)+Du(z),
lo que puede ser re-escrito como,
(zI-A)x(z)=Bu(z), y(z)=Cx(z)+Du(z),
multiplicando la primera ecuacion anterior por la izquierda por el factor (zI - A)! se obtiene,
x(z) = (zI-A)'Bu(z),

por lo que los estados x(k7) para c.i. nulas son,
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x(kT) = kicp(kT—T—iT)Bu(z’T). (2.17)

i=0
Por otro lado, la salida queda como,
y(z)=C(zI-A)"'Bu(z)+Du(z) = {C(z-A) 'B+D}u(z) .

por lo que la respuesta en el tiempo es,

y(kT) :Ci ®kT —-T —iT)Bu(iT)+Du(kT). (2.18)
Alternativamente, la salida en Z se puede expresar como,

y(z) =H(2)u(z) +Du(z).
por lo que la respuesta en el tiempo seria,
y(kT)= Z ' {H(z)u(z)} + Du(kT).
o también,
y(2)=CZ{A*}Bu(z) + Du(z),

Dado que el sistema es lineal, la respuesta total de estos sistemas puede ser escrita como la suma de la
respuesta a entrada cero y la respuesta a c.i. nulas. Asi los estados estarian dados por la suma de (2.10)

y (2.17),

X(kT) = A'x, + ki ®(kT - T —iT)Bu(iT), (2.19)

i=0

y la salida por la suma de (2.12) y (2.18),

y(kT)=CA*x, + ckf: ®(kT - T —iT)Bu(iT) + Du(kT) . (2.20)

i=0

2.6 Observabilidad en Sistemas Continuos.

El circuito eléctrico de la Fig. 2.3 tiene por entrada a la corriente is y por variables de estado a los
voltajes en los capacitores ve1 y ve2, y a la corriente del inductor iz. Si s6lo se pudiera medir el voltaje
en el capacitor Ci, |, podria deducirse las restantes variables de estado a partir de esta variable ?.
(, Como cambiaria esta respuesta si se miden otras variables ?. El concepto de observabilidad ayudaré a
responder estas interrogantes y dara paso a otras alternativas de andlisis y disefio de estrategias de
control.

Ve2 I L Vel

G

)1
J1
()
2
a
———
&
'A%

Fig. 2.3 Circuito eléctrico.
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Def.: Un sistema L.I.T. es observable si el estado inicial x(0) = xo puede ser deducido en forma tnica a
partir del conocimiento de la entrada u(¢) y la salida y(¢) para todo tiempo ¢ entre 0 y 77> 0.

Es importante destacar que si Xo puede ser deducido, entonces también se puede deducir x(¢) para
0<t<T. Esto porque sélo xo es desconocido en la expresion de los estados (2.15). Es decir,
observabilidad indica que podemos deducir los estados para 0 <¢ < T.

A . Estados no observables y observabilidad.

Def.: Un estado x* # 0 es no observable si la solucion a entrada cero y(¢) con x(0) = x* es cero para
todo ¢ > 0.

Dado que la respuesta a entrada cero en este caso es y(f) = Ce*'x*, entonces x* es no observable si se
cumple que Ce*'x* = 0 para todo 7 > 0. Geométricamente en un sistema con una salida, dado que y(¢) =
Cx(?), entonces x* es no observable si se cumple que el vector de estados de la solucion a entrada cero
es ortogonal al vector C. Es importante destacar que en la caracteristica de observabilidad solo estan
involucradas las matrices A y C; por esta razoén, normalmente se habla de si el par {A, C} es o no
observable.

Teorema: Un sistema L.I.T. es observable (o también el par {A, C}) siy s6lo si no tiene estados no
observables.

El teorema anterior es del tipo p (L.LT. es ‘observable) <> q (no hay estados no observables), o p = qy |
q = p o del tipo q =p y q = p. Por lo tanto, el teorema se prueba si se demuestra esto iltimo; es |
decir, (a) si hay un estado no observable entonces el sistema es no observable y (b) si no hay estados no |
observables entonces el sistema es observable.
(a) Sea x* # 0 un estado no observable y x; # 0 un estado arbitrario que al ser considerado condicion
inicial generara una salida para entrada cero yi(z) = Ce*’x,. Sea ahora x> = x; + ax’, con a # 0, que !
al ser considerado condicién inicial generar4 una salida para entrada cero ya(f) = CeA'x; + aCeA'x* |
= Ce*'x) = y1(?). Se observa que dos condiciones iniciales distintas generan igual salida, por lo que |
seria imposible discriminar entre éstas a partir de la salida yi(7). !
(b) Se debe probar que al no haber estados no observables entonces el sistema es observable. Sea el |
estado inicial xo # 0 por lo que la salida a entrada cero es y(f) = Ce*'xo. Si se multiplican ambos
lados por la izquierda por (Ce*")! se tiene,

(Ce™)' y(1) = (Ce) Cexa,
si ahora se integra se tiene,
T
[ €™y y(t)dt = M(T)x,
donde M(7) esta dado por,
M(T) = LT (Ce™) CeMdt,

por lo que xo puede ser deducido como,
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M(T)" jOT (Ce™) y(1)dt = xo,

lo cual es valido si M(T) es no singular, lo que se puede concluir si M(7) es una matriz definida |
positiva; es decir, si xo’M(T)xo> 0, para todo xo # 0. A partir de la expresion de M(7) se puede |
escribir que, '

XIM(T)xo = X/ jOT (Ce™)T Ce™dix,
_ jOT (Ce*xo) (Ce™xo)dt
= jOTHCeAthuzdt

dado que no hay estados no observables, el argumento de la integral es siempre un nimero
positivo, por ende su integral también lo es. En definitiva, la matriz M(7) es definida positiva y su |
inversa siempre existe. '

B. Tests de observabilidad.

Hay dos tests de observabilidad que son practicos para encontrar los xo que satisfacen Ce*’xo = 0. Estos
tests estan fundamentados en teoremas a saber.

Teorema: El vector x* es no observable siy s6lo si,
'+ 3§

CA

CA* x'=0. (2.21)

_CA n_l -

El teorema anterior es del tipo p (x* es no observable) < q (se cumple (2.21)), 0 p=qy q = p. Por |
lo tanto, el teorema se prueba si se demuestra esto Ultimo; es decir, (a) si hay un estado x* no
observable entonces se cumple (2.21) y (b) si se cumple (2.21) entonces hay estados no observables.
(a) Sea x* # 0 un estado no observable entonces se cumple que al ser considerado condicién inicial |
generard una salida para entrada cero Cer'x* =0, V¢ > 0. Por lo que sus derivadas para ¢ = 0 !
también son cero; es decir, '

Ce¥x’| =Cx"=0
iCeA’f = CAeA[X?‘ =CAx' =0
dt t=0 =0
2
d—zca"x*’ =CA’eMx"| =CA’x" =0,
dl t=0 t=0
k
—CeMx'| =CA'eMx'| =CAX" =0
dt t=0 t=0
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que corresponde a la ecuacion (2.21) desarrollada en sus componentes. :
(b) Se debe probar que al cumplirse (2.21) entonces hay estados no observables. La ecuacion (2.21) se |

puede descomponer en Cx* = CAx* = CA%x* = --- = CA"'x" = 0. El teorema de Cayley-Hamilton |
indica que A" = -a,1A™! - @y2A™? - - - 1A - aol, por lo que al multiplicar esta expresion por la
izquierda por C y por la derecha por x* se tiene, CA"x* = -a,.iICA™'x* - a,.,CA"*x* - --- - a;CAx* !

- aoCx* que es igual a cero de acuerdo a la descomposicion de (2.21). Es decir, CA"x*=0. De la !
misma manera, la expresion derivada del Teorema de Cayley-Hamilton se multiplica por A y luego !
se multiplica por la izquierda por C y por la derecha por x*, con lo que se deduce que CA""'x*=0. !
De la misma manera se puede generalizar que CA*x* = 0 Vk > n. Este resultado en combinacion |
con (2.21) indica que CA** = 0 Vk > 0. Por otro lado, la salida se puede expresar como, :

2.2 k k
Cetx’ :C{I+A1+A2f poop Y +---}x?

k!
ZCX? +CAfX$ +w+...+%+ .
! k! ’
=Cx’ +CAx't +—CA2X?t2 +---+—CA;:(?tk +
la cual se reduce a cero utilizando el hecho de que CA*x* = 0 Vk > 0. Por lo tanto, x* es no |

observable.

Considerando que la matriz involucrada en (2.21) es la matriz de observabilidad 0, el teorema anterior
indica que existe un vector no observable si 8 cumple con (2.21) para algin x*; es decir, si x* es
ortogonal a cada fila de 0. En otras palabras, las filas de la matriz 0 no son una base en el espacio n-
dimensional que puedan generar x*, o también, el rango de @ es menor a n. Es decir, no hay estados no
observables y el sistema es observable si ¥ solo si el rango de 0 es n. Notese que es importante definir
la observabilidad en funcion del rango dado que 8 no necesariamente es cuadrada. De hecho su
dimension es de (g-n)-n (¢: nimero de salidas). En el caso de ser cuadrada (una salida), rango {0} = n
es equivalente a det {8} # 0. Es decir, con ¢ = 1, un sistema L.I.T. es observable si det {8} # 0.

-3 1 1
Ejemplo 2.4. Dado el sistema descrito por x=Ax+Bu, y=Cx+Du, con A=|-1 -5 1 |. Determinar si es
2 2 -4
1 0 O
observable al medir x1, x2, X3, x1 - x2, y al medir x1 y x2. R.: En el primer caso C = [1 0 0] ,porloquel=|-3 1 1
10 -6 -6
0 1 0
que tiene det {8} = 0, por lo que no es observable; en el segundo caso C = [0 1 0], porloque@=|-1 -5 1 | que
10 26 -10
0 0 1
tiene det {0} = 0, por lo que no es observable; en el tercer caso C = [0 0 1], por lo que0=| 2 2 —4| que tiene
-16 -16 20
1 -1 0
det {8} =0, por lo que no es observable; en el cuarto caso C= [1 -1 0], por lo que 0=|-2 6 0| que tiene

0 -32 4
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1 0 0]
0 1 0
) 1 00 -3 1 1 .
det {8} = 16, por lo que es observable; y en el quinto caso C = {0 ) O}’ por lo que 0= s que tiene un
10 -6 -6
|10 26 —10]

rango{ll} =3, por lo que es observable. En conclusion, la medicion de una variable no permite obtener las restantes. La
medicion de x1 - x2 permite derivar la tercera variable de estado. Medir x1 y x2 permite obtener x3. Estas consideraciones
seran de utilidad al disefiar esquemas de control que requieran las variables de estado como informacion. &

Teorema: Elpar {A, C} no es observable siy s6lo si para algin vector propio v de A se cumple,
Cv,=0. (2.22)

El teorema anterior es del tipo p (par {A, C} no es observable) < q (se cumple que Cvi=0),0q=p |
y p = q. Por lo tanto, el teorema se prueba si se demuestra esto ultimo; es decir, (a) si hay un vector |
propio vx que cumple Cvi =0 entonces el par {A, C} no es observable y (b) si el par {A, C} no es |
observable entonces hay un vector propio vi que cumple con Cvi = 0.
(a) Sea vi un vector propio que cumple Cv; =0, si se utiliza v; como condicion inicial entonces el |
vector de estados es x(¢) = eAtv; = eMivx (con A el valor propio asociado al vector vx). Por lo que la |
salida es y(7) = Cx(¢) = CeM'v; = €4/Cv;. Como Cvi = 0, entonces y(¢) = 0 y por lo tanto el sistema !
no es observable.
(b) Los vectores propios forman un base por lo tanto cualesquier vector xo # 0 (en particular si Xo €s no
observable) puede ser generado a partir de la combinacion lineal xo = a1vi + aava + -+ +a,v, (con
ax coeficientes a encontrar para cada Xo). Si Xo se usa como condicion inicial, el vector de estados !
queda x(f) = e*xo=eM(aivi + aava + -+ anva) = aretvi + merva + -+ aetv, = aretitvy + |
@y + -+ apetiv, = aviet! + avaet? + <o+ + ayvae'. Por lo que salida seria y(f) = Cx(f) = |
aiCvieM’ + a;Cvre™ + -+ + a,Cv,e’. Dado que Xo es no observable entonces y(f) = 0 V¢ y por lo
tanto deberd cumplirse que a1Cvi = a2Cv2 = -+ = a,Cv, = 0. Como xo # 0, entonces hay al menos |
un a; # 0 y por ende el correspondiente Cvi = 0 para cumplir con la expresion anterior.

En el caso de sistemas no observables, este teorema permite encontrar los modos no observables. Estos
corresponden a los valores propios A« para los cuales su vector propio asociado vx cumple con Cvi = 0.
En otras palabras, estas dinamicas no se reflejan en la salida y(¢).

Ejemplo 2.5. En el ejemplo anterior se encontrd que el sistema es no observable al medir x1. Determine el o los modos no
-3 1 1
observables. R.: Enestecaso A={-1 -5 1 |y C= [1 0 0] por lo que los valores propios son A1 =-2, A2 =-4y A3
2 2 -4
= -6; y los vectores propios son, respectivamente, vi =[1 0 1]7, v2=[1-10]", y v3=[0 -1 1]". Por lo que Cvi=1, Cv2 = 1,
y Cv3 = 0. Por lo tanto, el modo no observable es A3 = -6. La Fig. 2.4 muestra graficamente esta situacion, claramente, C es

perpendicular a vi3. Notese que la representacion es en un espacio tridimensonal dado que hay tres variables de estado; es
decir,n=3. %
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Ejemplo 2.6. Determine la observabilidad del ejemplo del reactor exotérmico. R.: En este caso se tienen las matrices

) )
_76]_"06 e ket My oh oh
_ JE— _ _ -— xl x2 =X,
(-AH) koe Ry —q+—( AH) ko E2 € Rez X — va u=u,
| pC, vV pC, Rx5 pCp |x=x,
u=u,

que la matriz de observabilidad depende del punto de operacion. La Fig. 2.5(a) muestra el determinante de esta matriz para
diferentes puntos de operacion. Si en cambio se considera a la concentracion C4 como salida del sistema, se tiene que C =[1
0] y por lo tanto el determinante de la matriz de observabilidad es distinto y toma valores como ilustrado en la Fig. 2.5(b).
En ambos casos se tiene que el determinante es distinto de nulo para valores practicos de la temperatura 7. Esto implica que
si se tiene disponible una variable de estado, se puede determinar la otra numéricamente. &

2.7 Observabilidad en Sistemas Discretos.

Similarmente al caso continuo es extienden los conceptos de observabilidad a sistemas discretos.

Def.: Un sistema L.I.T. es observable si el estado inicial x(0) = Xo puede ser deducido en forma tnica a
partir del conocimiento de la entrada u(k7) y la salida y(k7) para todo tiempo ¢ entre 0 y /7> 0.

Es importante destacar que si Xxo puede ser deducido, entonces también se puede deducir x(k7) para
0 <kT<IT. Esto porque solo xo es desconocido en la expresion de los estados (2.19). Es decir,
observabilidad indica que podemos deducir los estados para 0 < k7 < [T.

A . Estados no observables y obsérvabilidad.

Def.: Un estado x* # 0 es no observable si la solucion a entrada cero y(kT) con x(0) = x* es cero para
todo kT > 0.

Dado que la respuesta a entrada cero en este caso es y(k7) = CA*x?, entonces x* es no observable si se
cumple que CA** = 0 para todo kT > 0. Geométricamente en un sistema con una salida, dado que
y(kT) = Cx(kT), entonces x* es no observable si se cumple que el vector de estados de la solucién a
entrada cero es ortogonal al vector C. Es importante destacar que en la caracteristica de observabilidad
solo estan involucradas las matrices A y C; por esta razon, normalmente se habla de si el par {A, C} es

V3

\ 4

Fig. 2.4 Representacion grafica de los vectores propios y el vector C del Ejemplo 2.5.
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0 no observable.

Teorema: Un sistema L.I.T. es observable (o también el par {A, C}) siy solo si no tiene estados no
observables.

El teorema anterior es del tipo p (L.LT. es observable) <> q (no hay estados no observables),op = qy |
q = p o del tipo q =p y q = p. Por lo tanto, el teorema se prueba si se demuestra esto Giltimo; es |
decir, (a) si hay un estado no observable entonces el sistema es no observable y (b) si no hay estados no |
observables entonces el sistema es observable.
(a) Sea x* # 0 un estado no observable y x; # 0 un estado arbitrario que al ser considerado condicion
inicial generard una salida para entrada cero yi(k7) = CA*x;. Sea ahora x; = x; + ax*®, con a # 0,

que al ser considerado condicion inicial generard una salida para entrada cero y2(k7) = CA¥x; + !
aCAX® = CA*x; = yi(kT). Se observa que dos condiciones iniciales distintas generan igual salida, |

por lo que seria imposible discriminar entre €stas a partir de la salida y1 (k7). ,

(b) Se debe probar que al no haber estados no observables entonces el sistema es observable. Sea el |
estado inicial xo # 0 por lo que la salida a entrada cero es y(kT) = CA*xo. Si se multiplican ambos !
lados por la izquierda por (CA¥)7 se tiene, |
(CA") y(kT)=(CA")" CA*x

0°
si ahora se suman / componentes se tiene,
/-1
Y (CAY y(kT) = M(IT)x,,
i=0

donde M(/T) esta dado por,

I-1

M(IT)=> (CA")'CA",
i=0

por lo que xo puede ser deducido como,

M(IT)_li(CAk)TY(kT) =X,

0 T l | 0 | | | |
—-1000 [~ =
-0.02 ~ -]
S -2000 - =
-0.04 I~ 1
=3000 [~ =
-4000 ] ] | | -0.06 ] ] | |
300 320 340 360 380 400 300 320 340 360 380 400
Temperatura en el Reactor Temperatura en el Reactor
a) b)

Fig. 2.5 Determinante de la matriz de observabilidad considerando como salida a; a) temperatura, 7, b) concentracion, Ca.
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lo cual es vélido dado que M(/7) es no singular y que se demuestra como en los casos continuos.

B. Tests de observabilidad.

Hay dos tests de observabilidad que son practicos para encontrar los xo que satisfacen CA*xo = 0. Estos
tests estan fundamentados en teoremas a saber.

Teorema: El vector x* es no observable si y so6lo si,

C
CA
CA® x'=o0. (2.23)

El teorema anterior es del tipo p (x* es no observable) < q (se cumple (2.23)), 0 p=qy q = p. Por

lo tanto, el teorema se prueba si se demuestra esto wltimo; es decir, (a) si hay un estado x* no |

observable entonces se cumple (2.23) y (b) si se cumple (2.23) entonces hay estados no observables. .

(a) Sea x* # 0 un estado no observable entonces se cumple que al ser considerado condicién inicial :

generara una salida para entrada cero CA** = 0, VAT > 0; es decir, '
CA"X°| =3 =¢

k=0

CA"X‘\ —CAx* =0

k=1

Il

k=2

CAkx*'\ ~CAX*=0 |,

CA'x*| =CA"'x*=0

k=n-1

que corresponde a la ecuacion (2.23) desarrollada en sus componentes. :
(b) Se debe probar que al cumplirse (2.23) entonces hay estados no observables. La ecuacion (2.23) !
indica que CA*x* = 0 V& > 0. Por lo que x* es no observable. '

Considerando que la matriz involucrada en (2.23) es la matriz de observabilidad 8 y que el sistema es
observable si y solo si el rango de B8 es n. Notese que es importante definir la observabilidad en funcion
del rango dado que 0 no necesariamente es cuadrada. De hecho su dimension es de (¢ n)-n (¢: nimero
de salidas). En el caso de ser cuadrada (una salida), rango{8} = n es equivalente a det {8} # 0. Es
decir, con g = 1, un sistema L.I.T. es observable si det {8} # 0.

Teorema: Elpar {A, C} no es observable siy s6lo si para algin vector propio v; de A se cumple,
Cv;=0. (2.24)

El teorema anterior es del tipo p (par {A, C} no es observable) < q (se cumple que Cvi=0),0q=p |
y P = q. Por lo tanto, el teorema se prueba si se demuestra esto ultimo; es decir, (a) si hay un vector
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propio v; que cumple Cv; =0 entonces el par {A, C} no es observable y (b) si el par {A, C} no es
observable entonces hay un vector propio v; que cumple con Cv; = 0. !
(a) Sea v; un vector propio que cumple Cv;=0, si se utiliza v; como condicién inicial entonces el |
vector de estados es x(kT) = A*v; = L/v; (con M el valor propio asociado al vector v;). Por lo que la |
salida es y(kT) = Cx(kT) = CAfv;= A*Cv;. Como Cv;=0, entonces y(kT)=0 y por lo tanto el :
sistema no es observable. :
(b) Los vectores propios forman un base por lo tanto cualesquier vector xo # 0 (en particular si Xo es 1o |
observable) puede ser generado a partir de la combinacion lineal xo = a1vi + a2v2 + +*+ +a,v, (con |
a; coeficientes a encontrar para cada Xo). Si Xo se usa como condicion inicial, el vector de estados !
queda x(kT) = A*xo = Aaivi + aava + -+ + anvs) = 1AV + @AV, + -+ + @, Afv, = ailfvy + |
vy + o+ @iV = arvihi® + aavakoF + - + auvili®. Por lo que salida seria y(k7) = Cx(kT) = !
a1CvihiF + axCvakof + -+ + a,Cv,a\*. Dado que xo es no observable entonces y(k7) = 0 VAT y por |
lo tanto debera cumplirse que a1Cvi = a2Cvz = - = a,Cv, = 0. Como x¢ # 0, entonces hay al !
menos un a; # 0 y por ende el correspondiente Cv; = 0 para cumplir con la expresion anterior.

En el caso de sistemas no observables, este teorema permite encontrar los modos no observables. Estos
corresponden a los valores propios A; para los cuales su vector propio asociado v; cumple con Cv; = 0.
En otras palabras, estas dinamicas no se reflejan en la salida y(k7).

2.8 Controlabilidad de Sistemas Continuos.

Al retomar el circuito eléctrico de la Fig. 2.3 surge otra importante pregunta. ; Si se considera que la
corriente i es la entrada, es posible llevar el voltaje del capacitor Ci a un valor arbitrario en un tiempo
finito ?. En forma mas restrictiva se podria preguntar: ;, es posible llevar las variables de estado - los
voltajes en los capacitores ve1 y ve2, ¥ a la corriente del inductor #; - a valores arbitrarios en un tiempo
finito ?. El concepto de controlabilidad ayudara a responder las interrogantes anteriores, las cuales a su
vez permitiran desarrollar nuevas estrategias de control.

Def.: Un S.L.I. es controlable si para cada x; y 7> 0 existe una funcién de entrada u(z) tal que el
sistema es llevado del estado inicial xo en 7 = 0 al estado final x; enz=T.

De la expresion de los estados (2.15) se puede deducir que ésta tiene por valoren =T a,
T
x(T)=x; =e*x, + J‘O e*" Y Bu(1)dr.

Dado que x; es un valor deseado de alcanzar, la expresion anterior indica que u(t) puede ser escogida
de manera de dar el valor requerido a la integral y asi obtener dicho valor. Es decir, es el valor de la
integral - respuesta a c.i. nulas - la que define si es controlable o no un determinado sistema. Notese
que la definicion asegura que es posible llevar el sistema a cualesquier estado x; en un tiempo finito 7,
que no necesariamente es parte de un punto de operacion del sistema. Es decir, esta caracteristica
asegura que el sistema puede estar a lo menos para un instante dado en el estado x;.

A . Estados no controlables y controlabilidad.

Def.: Un estado x* # 0 es no controlable si la respuesta a c.i. nulas x(¢) es ortogonal a x* para todo ¢ >
0 y para todas las funciones de entrada u(z).
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Esta definicion se puede expresar como,
Tt -1 Tt T 4 T T
x* IOeA(’ '‘Bu(t)dt=x" J.OeA Bu(t—1)dt = J.Ox? e*Bu(t—1)dt =0,

la cual debe cumplirse para V¢ > 0. Por lo que no hay otra opcion que x*’eAB =0 V¢ > 0. Al revisar la
definicion de estado no observable se aprecia una gran similitud con esta ultima expresion; de hecho, al
tomar la transpuesta de la condicion de controlabilidad, se obtiene la condicién de observabilidad pero
considerando B” como C y AT como A.

Teorema: Un S.L.I. es controlable (o también el par {A, B}) si y solo si no tiene estados no
controlables.

El teorema anterior es del tipo p (L.I.T. es controlable) <> q (no hay estados no controlables), o p = q |
y q = p o del tipo q =p y q = p. Por lo tanto, el teorema se prueba si se demuestra esto ultimo; es !
decir, (a) si hay un estado no controlable entonces el sistema es no controlable y (b) si no hay estados |
no controlables entonces el sistema es controlable.
(a) Seax® # 0 un estado no controlable, por lo tanto todas las respuestas a c.i. nulas son ortogonales a :
x* por lo que ningun estado x(7) que no sea ortogonal a x* es alcanzable.
(b) Se debe probar que al no haber estados no controlables entonces el sistema es controlable. Sien la |
expresion de la respuesta a c.i. nulas evaluada en ¢ = Ty se define la entrada u(7y- 1) = B’eA""v, con
v un vector constante a encontrar, se tiene, '

T, T, 7 T, T T E
x(T) =J'O" A Bu(T, —t)dt = .L " eABBT A Tyt = J'O "(B7eAT) (BTN T )dy = N(T ) )v, (2.25) !

como N(7) es definida positiva (debido a similares razones utilizadas para M(7)) en el caso de la !
observabilidad), la solucion para v existe y es unica. :

0 2 .
y B=b= . Determine
-6 -2

los puntos de operacion para el vector de estados Xo para una entrada arbitraria uo = uo (dado que uo es un escalar) y la
entrada u(f) = u(¢) para llevar el sistema a x(7y) = [1 -2]7 en un tiempo 7= 0.5. R.: De la definicion de punto de operacion se
tiene que Xo = -A'Buo = -A'Buo = [1 -0.333]"uo; es decir, los valores alcanzables como puntos de operacidn estan en la
direccion dada por el vector -A'B=[1 -0.333]". Se asume que el sistema es controlable, de (2.25) se tiene que

-2
Ejemplo 2.7. Dado el sistema descrito por X=Ax+Bu, y=Cx+Du, con A = { 0

-2t
u(f) =BTeATFIN(T)'x(T). Como A es diagonal A = A’ por lo tanto e* = {80 eit} y
— (e 2Try\2 8Ty _
N(T,)= ! (e_gr,) O.S(e_éT 21) . Por lo que Ila -expresion para la entrada estd dada por
05 "/ -1) (I-(e /)7)/3

-1

~2T;1) 2T 8T, 1

u(t):[z -2]°¢ _6((; 9 ! (e_gT ) 0.5(6—6T X D { } Los resultados de simulacién en funcioén del
0 e 0.5 =1) (-(e"7)*)/3] [-2

tiempo se muestran en la Fig. 2.6(a) y en forma paramétrica en Fig. 2.6(b). Se observa que el sistema pasa por el x(7y) = [1 -
217 en Ty= 0.5 como requerido. Se destaca la familia de puntos de operacién que no contienen el vector x(7y) = [1 -2]7. %
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B . Tests de controlabilidad.
En este caso se utiliza la dualidad entre observabilidad y controlabilidad para determinar los tests. Para
esto se escribe la condicion de controlabilidad como,
X?TeArB _ BTeAT'cX? -0,
condicion que luce idéntica a la de observabilidad pero considerando C = BT y A = AT, Por lo que
probar la controlabilidad es idéntico a probar la observabilidad del sistema ficticio dado por,
x=A"x, y=B'x.

Por lo tanto, un estado no controlado x* satisface,

BT
B'A’
B'A” x'=x"[B AB A’B - A"'B]=0.

BTATn—l
Ast, un sistema es controlable si no existen x* que satisfacen la expresion anterior, para lo cual,
rango{[B AB A’B .- A"'B]}=rango{b}=n.

Notese que si 6 es cuadrada, se puede utilizar el test basado en el determinante de 6. Es decir, un
sistema es controlable si det {6} # 0.

El test de los vectores propios también se aplica en este caso. Asi, el par {A, B} no es controlable si y
s6lo si para algiin vector propio wiyde AT se cumple, B’wi = 0. El modo wi se denomina modo no
controlable. Un andlisis interesante es el siguiente,

X = Ax + Bu,

multiplicando por la izquierda por w’ y considerando que wi’A = (ATwi)" = (hewi)” = ewi” (donde Ak
es el valor propio asociado a wy) se tiene,
T

s 400k

=WiAX+W;Bu=A,wix+w;Bu,
dt dt

si el modo A es no controlable, entonces B'wi = wi/B = 0, por lo que finalmente,

4 ‘ x(1) \
N (1) ; | NG -A'B
0 R g
0 / \ X(]}) ~~~~~~~~~~~
(0)/10 5 -
2 |
x1(?) ' \ \
| | ]
*0 0.2 04 05 ¢ b "2 0 2 x1(%)
(@) (b)

Fig. 2.6 Representacion grafica de la respuesta a entrada cero del Ejemplo 2.7; a) Respuesta en el tiempo, b) paramétrica.
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d(wix)

=AiWiX,
dt

de donde claramente se ve que el modo A« no es afectado por la entrada y por tanto no es controlable.

-3 1 1 1
Ejemplo 2.8. Dado el sistema descrito por X = Ax+Bu, y=Cx+Du,con A=|-1 -5 1 |y B=|1|. Determine
2 2 -4 0
si es controlable. Si no lo es, determine el o los modos no controlables. R.: En este caso, la matriz de controlabilidad es
1 -2 4
E=|1 -6 36 | quetiene un det{B} =0, por lo que no es controlable. Los valores propios de A’ son A1 =-2, Ao =-4y
0 4 -32
A3 = -6; y los vectores propios de AT son, respectivamente, wi = [1 1 117, w2 =[1 -1 -1]%, y w3 = [-1 -1 1]%. Por lo que B'w1
=2, Bfw2 =0, y B’w3 = -2. Por lo tanto, el modo no controlable es A> = -4. Se anticipa que la region alcanzable es un plano
dado que hay s6lo un modo no controlable. &

Ejemplo 2.9. Determine la controlabilidad del ejemplo del reactor exotérmico. R.: En este caso se tiene que las matrices

£) (£)
_——koe[ R, -k ie R X o (x,u) 0
4 Rx3 0 UA
son A= [ Ej 2 [ EJ y B= 8f2(;lu) = por lo que la
~ £l B il L 22577 VpC
( AH) koe Rxy —q + —( AH) ko E2 e ke X — 2 ou X=X, ’
i pC, V pC, Rx; VpC, Jlx=x, u=u,

matriz de controlabilidad depende del punto de operacion. La Fig. 2.7 muestra el determinante de esta matriz para diferentes
puntos de operacion. Se puede observar que el determinante es distinto de nulo para valores practicos de la temperatura 7.
Esto implica que es posible llevar la temperatura 7'y la concentraciéon C a valores arbitrarios que no necesariamente son los
puntos reoperacion mediante la manipulacion de la temperatura 7c. &%

Ejemplo 2.10. En el ejemplo del eje flexible - como indicado en el Ejemplo 1.1 - que considera una representacion con 5
variables de estado dadas por: x1 = 0y, x2 = @, X3 = 01, x4 = @1, y X5 = ia; ademds de: u = v4, p = T) € y = x4 = @y, determine si

es controlable y/o observable. R.: Para este caso las matrices A, B, y C estan dadas en el Ejemplo 1.1 por lo que se

1 kpk?

encuentra que la matriz de controlabilidad € = [B AB A’B A’B A'B] tiene un determinante det{8} = ———— =
Lon*st

0.3 T T T T

C|

0.1~ =

| | | |
0
300 320 340 360 380 400

Temperatura en el Reactor

Fig. 2.7 Determinante de la matriz de controlabilidad.



Apuntes: 543 760 56

1.472-10"8 y la matriz de observabilidad 87 = [CT (CA)T (CA?)T (CA3)T] tiene un determinante det {8} = 0. Por lo tanto, la
representacion es controlable, pero no observable. Sin embargo, si se utiliza el equivalente circuital del sistema como
ilustrado en la Fig. 1.2 donde hay sélo cuatro elementos almacenadores de energia y por tanto se tienen cuatro ecuaciones
dindmicas para su representacion, se tiene que X1 = ®r, X2 = ©, X3 = tr, y X4 = ia; ademas de, u = va, p =1, € y = x2 = ®1. Asi,

-1 k
O 0 3 m 0
nJ, Jun

0 0 ! 0 0
A= J_l , B=b=| |, C=¢=1[0100]. Por lo tanto, se encuentra que la matriz de

k -k 0 0 1

_nkm 0 _Ra La

L La La .
. o A3ey . 1 k)k? . e mr
controlabilidad 6 = [B AB A°B A°B] tiene un determinante det {6} = 33 # 0 y la matriz de observabilidad 8" =
La mY [

. . 1 k . .
[CT (CA)T (CA?)T] tiene un determinante det {0} = —3k2 % # 0. Por lo tanto, esta altima representacion es controlable y
! nJ .,

observable. &

2.9 Controlabilidad de Sistemas Discretos.

Como anteriormente, el concepto de controlabilidad se extiende a sistemas discretos.

Def.: Un S.L.I. es controlable si para cada x; y /7> 0 existe una funcion de entrada u(k7) tal que el
sistema es llevado del estado inicial xo en k7' = 0 al estado final x; en k7 = [T.

De la expresion de los estados (2.19) se puede deducir que ésta tiene por valor en k7= [T a,

11
X(IT) = A'x, + Y ®(T -T —iT)Bu(iT).

i=0
Dado que x; es un valor deseado de alcanzar, la expresion anterior indica que u(i) puede ser escogida
de manera de dar el valor requerido a la sumatoria y asi obtener dicho valor. Es decir, es el valor de la
sumatoria - respuesta a c.i. nulas - la que define si es controlable o no un determinado sistema. Notese
que la definicion asegura que es posible llevar el sistema a cualesquier estado x; en un tiempo finito /7,
que no necesariamente es parte de un punto de operacion del sistema. Es decir, esta caracteristica
asegura que el sistema puede estar a lo menos para un instante dado en el estado x;.

A . Estados no controlables y controlabilidad.

Def.: Un estado x* # 0 es no controlable si la respuesta a c.i. nulas x(kT) es ortogonal a x* para todo
kT > 0 y para todas las funciones de entrada u(k7).

Esta definicion se puede expresar como,

k—1 k-1 k-1 k-1
X" ®*T -T —iT)Bu(iT) =x*" Y A“""Bu(iT) =x*" D A'Bu(kT —iT) = Y x*" A'Bu(kT —iT),

i=0 i=0 i=0 i=0
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la cual debe cumplirse para VAT > 0. Por lo que no hay otra opcioén que x*’A*B = 0 VT > 0. Al revisar
la definicion de estado no observable se aprecia una gran similitud con esta ultima expresion; de hecho,
al tomar la transpuesta de la condicion de controlabilidad, se obtiene la condicion de observabilidad
pero considerando B” como C y A7 como A.

Teorema: Un S.L.I. es controlable (o también el par {A, B}) si y s6lo si no tiene estados no
controlables.

El teorema anterior es del tipo p (L.I.T. es controlable) <> q (no hay estados no controlables), o p = q |
y q = p o del tipo q =p y q = p. Por lo tanto, el teorema se prueba si se demuestra esto ultimo; es |
decir, (a) si hay un estado no controlable entonces el sistema es no controlable y (b) si no hay estados |
no controlables entonces el sistema es controlable.
(a) Seax® # 0 un estado no controlable, por lo tanto todas las respuestas a c.i. nulas son ortogonales a
x* por lo que ningun estado x(7) que no sea ortogonal a x* es alcanzable.
(b) Se debe probar que al no haber estados no controlables entonces el sistema es controlable. Si en la :
expresion de la respuesta a c.i. nulas evaluada en kT = [Ty se define la entrada u(I/7y- iT) = |
B’(A’)"v, con v un vector constante a encontrar, se tiene, '

x(IT) = iA’Bu(ZTf —iT) = iAlBBT(AI’)T V= i(BT(A")T)TBT(A")Tv =N(T,)v, (2.26)

como N(7y) es definida positiva (debido a similares razones utilizadas para M(7y) en el caso de la
observabilidad), la solucion para v existe y es unica.

B. Tests de controlabilidad.

En este caso se utiliza la dualidad entre observabilidad y controlabilidad para determinar los tests. Para
esto se escribe la condicion de controlabilidad como,

XOTAkB — BTATkXQ — O
condicion que luce idéntica a la de observabilidad pero considerando C = BT y A = AT, Por lo que
probar la controlabilidad es idéntico a probar la observabilidad del sistema ficticio dado por,
x(k+1)=A"x(k), yk)=B'x(k).

Por lo tanto, un estado no controlado x* satisface,

BT
B'A’
B’A” x'=x"[B AB A’B - A"'B]=0.

BTATn—l
Ast, un sistema es controlable si no existen x* que satisfacen la expresion anterior, para lo cual,
rango{[B AB A’B .- A"'B]}=rango{b}=n.

Notese que si 6 es cuadrada, se puede utilizar el test basado en el determinante de 6. Es decir, un
sistema es controlable si det {6} # 0.
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El test de los vectores propios también se aplica en este caso. Asi, el par {A, B} no es controlable si y
s6lo si para algiin vector propio wide A’ se cumple, B’w, = 0. El modo wi se denomina modo no
controlable. Un andlisis interesante es el siguiente,

x(k +1) = Ax(k) + Bu(k),

multiplicando por la izquierda por wi! y considerando que wi’A = (ATwi)" = (Mewi)? = ewi” (donde A
es el valor propio asociado a wy) se tiene,

wix(k+1)=w, Ax(k) +w,Bu(k) =1, w.x(k)+w,Bu(k),
si el modo A es no controlable, entonces B'wi = wi/B = 0, por lo que finalmente,
wix(k+1) = L, wx(k),

de donde claramente se ve que el modo A« no es afectado por la entrada y por tanto no es controlable.

2.100bservabilidad y Controlabilidad en Realizaciones.

La utilizacioén de realizaciones modifica las matrices A, B, C, y D y dado que las caracteristicas de
observabilidad y controlabilidad dependen de éstas, es importante estudiar coémo se alteran estas
propiedades. Por ejemplo, si una realizacion {A, B, C, D}« es controlable/observable y se define la
realizacion {Ar, Br, Cr, Dr};, donde z(r) = Tx(¢) con T una transformacion invariante tal que T-!
existe, ;, es la nueva realizacion siempre controlable/observable ?.

A . Observabilidad en Sistemas Continuos.

Dada la realizacion, x = Ax+Bu, y=Cx+Du; si se define z=Tx, entonces, z=Arz+ Bru,
y = Crz +Dru, donde, At = TAT"!, By = TB, Cr = CT'!, y Dr = D. Por lo que la matriz de
observabilidad de la nueva representacion es,

C, CT” CT C
CiA; CT 'TAT"! CAT™' CA
0,=| C,A,> |=| CT(TAT') |=| CA>T" |=| CA? |T'=0T".
_CTATn_l | _CT—I (TAT—I )n—l | _CAn—lT—l | _CAn—l ]

Claramente, las propiedades de observabilidad se mantienen, puesto que si 8 es cuadrada, del resultado
anterior se deriva que det {8y} = det {8}det {T!}; como el sistema original es observable entonces
det {8} # 0y dado que T y T! existen entonces det {T"!} # 0 por lo que det {Br} # 0 y por tanto la
nueva realizacion es observable.

Por otro lado, la condicion de modos observables para la nueva realizacion seria Ct(Tvi ) = 0, puesto
que los vectores propios de At son Tvi (con vi vector propio de A). Esta condicioén por tanto podria
escribirse como 0 = CT-!(Tvx) = Cvrque corresponde a la condicion original. Es decir, si la
realizacion original es observable, entonces lo es la nueva realizacion.

B. Observabilidad en Sistemas Discretos.
Dada la realizacion, x(k+1)=Ax(k)+Bu(k), y(k)=Cx(k)+Du(k); si se define z(k)=Tx(k),

entonces, z(k)=A,z(k)+Bu(k), y(k)=C,z(k)+D;u(k), donde, At = TAT!, Br=TB, Cr = CT",
y Dt =D. Por lo que el mismo analisis anterior es valido y por tanto las conclusiones.
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C . Controlabilidad en Sistemas Continuos.

Un analisis similar al anterior muestra que la matriz de controlabilidad de la nueva representacion es,

|:T:|:BT A;By ATZBT (AT)'HBT]
=[TB TAT'TB (TAT')'TB - (TAT')"'TB]
=[TB TAB TA’B - TA"'B]

=T[B AB A’B - A"'B]
=TE
Asi, las propiedades de controlabilidad se mantienen, puesto que si b es cuadrada, del resultado anterior

se deriva que det {br} = det{T}det {B}; como el sistema original es controlable, entonces det {6} #

0 y dado que T y T-! existen entonces det{T} # 0 por lo que det{br} # 0 y por tanto la nueva
realizacion es controlable.

Por otro lado, la condicion de modos controlables para la nueva realizacion seria Br/([T7]'wi ) = 0,
puesto que los vectores propios de Ar” son [T”]'wi (con wx vector propio de AT). Esta condicion por
tanto podria escribirse como 0 = (TB)/([T’]'wi)= BIT[T?]'wi=B’wi que corresponde a la
condicion original. Es decir, si la realizaciéon original es controlable, entonces lo es la nueva
realizacion.

D. Controlabilidad en Sistemas Discretos.

Similarmente al caso de la observabilidad, las conclusiones para la controlabilidad se pueden extrapolar
al caso discreto. Por tanto, los tests se pueden utilizar igualmente en este caso.

E. Diagrama para la Controlabilidad y Observabilidad.

Una representacion en diagrama de bloques de la forma candnica diagonal del sistema x = Ax + Bu,

y = Cx + Du, permite una mejor comprension de estas caracteristicas. En este caso, la transformacion

T = [vi v2 = va]"!, donde vi corresponde a los vectores propios de A, permite obtener la realizacion:

z=A1z+Bru, y=Crz+Dru, donde Ar = TAT! = diag{\i, -, A} (con A1, -+, Ay los valores
wi wiB

. w3 w:B : 1

propiosde A), Br=TB=| ~ B=| (con wi, -+, wy los vectores propios de AT), Cr = CT"!, =

w, w.B

Wi

e . w
C[vi v2 = v,] = [Cvi Cvz ~ Cv,] y Dr = D. Nétese que se utiliza la relacion T=| " | con wi, --*, W,

W,
los vectores propios de A’. Para probar que T esta efectivamente compuesto de tales vectores propios
se debe considerar que los valores propios de AT (que son A, *-*, A,) son también los de A vy si los
vectores propios de AT son wi, -, w, se puede escribir que ATwy = Aiwy; definiendo P = [w1 w2~ w, ]
I, también se puede escribir PATP! = diag{\i, -**, A}, tomando la transpuesta de esta expresion se
tiene (P1)TAP? = diag{\1, ***, A»}. Al igualar esta Gltima expresion con la de At se puede concluir que



Apuntes: 543 760

Wi
wi
T! = P y por lo tanto T=| .
W
M0 0 wiB
. 0 A 0 wiB
z=| . . Llz+|
0 0 }\fn W;{B_
la expresion previa se puede expresar en sus componentes como,
Z A
Z 0
Zy 0
N
y_2 = [CV[ CV2
Ya

u,y=[Cvi Cvz ~ Cv,]z + Du. Si se considera que z = [z1 22 *** Z]',

0 0__21 WlTB u
A2 0|z wiB | us
0 An | Zn w,B | u,
Zl_ dll dlz dlp
8 B
Zn| |da dp dop

60

. Finalmente, la nueva realizacion se puede escribir como,

T

Graficamente, estas expresiones se pueden mostrar como ilustrado en la Fig. 2.8. Claramente, si algiin
factor wi'B = 0, entonces la entrada u no tiene forma de modificar el modo A« (el modo Ax no es

X

D
Z.1 4
=> w,'B _’i | J > Cv;
A
u 22 V)
——1>w,’B —»i | J > Cv,
A2
L Zn Zn
w,'B » Cv,

... .%ﬂ

T

J' o
-

Fig. 2.8 Diagrama en bloques de la FCD.
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controlable y por tanto el sistema es no controlable); por otro lado, si el factor Cvi = 0, entonces el
modo A4 no se refleja en la salida y (el modo Ax no es observable y por tanto el sistema es no
observable).

Es importante destacar que si un sistema es no controlable porque un modo es no controlable, entonces
los restantes modos son controlables. Es decir, las variables de estado restantes que estan asociadas con
estos modos pueden tomar cualesquier valor arbitrario en un tiempo finito si se escoge la entrada
apropiada.

-3 1 1
Ejemplo 2.11. El sistema descrito por x=Ax+Bu, y=Cx+Du, con A=| -1 -5 y B=|1] tiene valores
2 2 0
propios A1 = -2, A2 = -4 y A3 = -6; y los vectores propios de AT son, respectivamente, wi = [1 1 l]T w2=[1-1-1",yws=
21 [-2 0 07z 2 w{
1-11]". Porloquesu FCD queda |z, |=| 0 —4 0 |z, |+| O |u donde la transformacién es T =| w3 | de donde se
Hl 1o 0 —6]z| [-2 w}

observa que z2 arbitrario no puede ser alcanzable. Es decir, los valores logrables para z1, z2, y z3 son los encontrados en el
plano como se muestra en la Fig. 2.9(a) los cuales se pueden generalizar por la ecuacion del plano z2 = 0, cuyo vector
perpendicular es n1 = [0 1 0]7 . Por ejemplo, si se desea alcanzar los valores zi = 1, z2 = 0 y z3 = -2 para T = 0.5, se redefine

z -2 0|z 2
el sistema como { . : } :{ }{ 1}+[ }u y se procede como en el Ejemplo 2.7. Para encontrar los valores logrables
z3

Z3 0 -6 -2
de x se debe considerar que x = T-'z. Como z1 y z3 son alcanzables en forma arbitraria, los valores alcanzables de x1, x2, y X3
X1 | S B e 0.5z,
son [x;|=]1 -1 -1 0= —0.5z3 , de donde se puede deducir que los valores dados por x3 = x1 - x2 son
X3 -1 -1 1 z3 0.5z; +0.5z3

alcanzables, los cuales corresponden al plano descrito por -x1 + x2 + x3 = 0, cuyo vector perpendicular es n2 = [-1 1 1]7, el
que se ilustra en la Fig. 2.9(b). &%

F. La Descomposicion Candnica.

Al tener una realizacion FCD , las variables de estado se pueden clasificar en cuatro categorias,
- Controlable y observable (w;/B # 0, Cv; # 0).
- No controlable y observable (w;/B = 0, Cv; = 0).

z3 X3
A A

n;

22 > X2
n

Z1 X1

(@) (b)

Fig. 2.9 Representacion grafica de los planos alcanzables por el sistema del Ejemplo 2.11; a) coordenadas z1, z2, z3, b)
coordenadas x1, x2, x3.
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- Controlable y no observable (w,//B # 0, Cv; = 0).

- No controlable y no observable (w;/B = 0, Cv; = 0).

Esta clasificacion da lugar a una importante representacion que si bien es valida solo para los casos en
que se dan valores propios distintos, las conclusiones son generales. La representacion estd dada en la
Fig. 2.10 y de ésta se desprende que si las variables no observables y/o no controlables son retiradas de
la representacion, la relacion entrada/salida queda inalterada. En otras palabras, solo los estados
controlables y observables definen la M. de T. de un sistema.

2.110bservabilidad y Controlabilidad en Sistemas Muestreados.

Una interrogante importante es qué pasa si un sistema continuo dado por {Ac, Be, Ce, Dc} que es
controlable y observable es muestreado con un retentor de orden cero y da origen al sistema {Aq, Ba,
Ca, Dq} en términos de controlabilidad y observabilidad. Recordar que,

A, =®(T)=¢", B, :{J'OTQA(T‘”Bdc}, ¢,=C,y D,=D.

Para esto se tiene el siguiente teorema.

Teorema: Dado un sistema continuo controlable {Ac, B¢, Ce, Dc} con polos pi = o + jo; = o + j21f;, i
=1, 2,... ny sea Omax = 2Mfmax = max; |27f; |. Entonces elmodelo discreto con retencion de
orden cero obtenido con un muestreo 7 = 1/f'serd controlable si 7= 1/f satisface,

1 f o

S — = I 2.27
2T 2 2=¢m S (227)

El teorema anterior indica una minima frecuencia de muestreo que coincide con la frecuencia de
muestreo de Nyquist. Ademas, si el sistema no tiene raices complejas, el teorema indica que no hay una
frecuencia minima para garantizar que la caracteristica de controlabilidad se mantenga. Naturalmente,
el muestreo ante raices reales se restringe para que el resultado sea representativo; esto es, que el
muestreo sea a lo menos 5 veces mas rapido que la més rapida constante de tiempo del sistema.

Controlables
No observables

Controlables
Observables

No controlables
Observables

No controlables
No observables

Fig. 2.10 Representacion grafica de la descomposicion canonica para sistemas con distintos valores propios.
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2.12Estabilidad.

En una M. de T. estable (e.d., todos sus polos son estables) pueden existir estados que no se reflejan en
¢sta (los no controlables y/o no observables), y que pueden tener dindmicas inestables. Por esto, se
definen dos tipos de estabilidades.

Def.: Un L.IT. es estable internamente si la solucion a entrada cero Xe. converge a cero para
cualesquier condicion inicial Xo.

Para determinar si un sistema es internamente estable o no, se tiene el siguiente teorema.

Teorema: Un sistema L.I.T. es estable internamente si y solo si todos los valores propios de A estan
enel S.P.L.

En forma adicional, se puede definir la estabilidad desde el punto de la M. de T..

Def.: Un L.IT. es estable entrada/salida si la solucién a c.i. nulas x.i es acotada para cualesquier
entrada acotada u.

Para determinar si un sistema es estable entrada/salida o no se tienen los siguientes teoremas.

Teorema: Un sistema L.I.T. SISO es estable entrada/salida si y solo si su respuesta a impulso
satisface, \
J\h(t)|dt<oo.
0

Teorema: Un sistema L.I.T. SISO es estable entrada/salida si y s6lo si su M. de T. tiene todos sus
polos en el S.P.I..

En un sistema MIMO la condicién necesaria y suficiente es que todos los coeficientes de la M. de T.
(que son F. de T.) tengan sus polos en el S.P.I..

Es importante destacar que si un sistema es estable internamente, entonces es estable entrada/salida. Lo
inverso no es necesariamente verdadero.

El circuito de la Fig. 2.11 ilustra los conceptos anteriores. En éste se puede apreciar facilmente que la

Vi Vo

Fig. 2.11 Circuito eléctrico para mostrar el concepto de estabilidad interna.
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F.de T. es Ai(s) = 1, por lo tanto es estable entrada/salida. Por otro lado, se puede identificar la dindmica
asociada con la corriente del inductor iz que no se refleja en la F. de T., por tanto es no observable y
por consiguiente el sistema es no observable. Esta dindmica es una dindmica interna y si R, > 0
entonces el sistema es estable internamente, caso contrario es inestable internamente. Por ultimo, se
puede identificar que la entrada v; afecta directamente a i, por lo que esta dinamica es controlable y
por tanto el sistema es controlable. Esto tltimo es verdad atn cuando la dindmica sea inestable.

2.13Ejercicios Propuestos.

Resuelva los problemas siguientes. Anote todo su trabajo.

A.

l.-

l.-
2.-

Nivel Basico

Determine si los siguientes sistemas son controlables y/o observables. Los que no lo sean,
identifiquen los estados que son no controlables y/o no observables.

3 -1 2 1

A=[1 =5 2| b=|0[,c=[l 0 0].yd=o.
11 4 1
(3 -1 =2 1

A=|1 5 2[,b=|0|,c=[l 0 1].yd=0.
11 -1 4 0

Pruebe todas las propiedades de la matriz de transicion @(7) = e*’ revisadas en estas notas.
Para los sistemas de la Fig. 2.12 determine sus valores propios.
Determine la F. de T. 6 M. de T., seglin corresponda, para los sistemas de la Fig. 2.12.
Dé ejemplos de sistemas, "
controlable y observable.
controlable y no observable.
no controlable y observable.
no controlable y no observable.
Los sub-sistemas de la Fig. 2.13(a) son idénticos y tienen c/u por vector de estado a x, determine
una representacion de estados entre la entrada u y la salida y. Utilice un nuevo vector de estados
x = [ x” x7]7 constituido por los vectores de estado de cada sistema por separado.
Los sub-sistemas de la Fig. 2.13(b) estan dados por

hs) = ———— v hy(s) =S

(s—=D(s+1) s +s+1

obtenga realizaciones en variables de estado para ambos sistemas por separado. Si x; y X2 son los
vectores de estado de cada sub-sistema, determine una representacion de estados entre la entrada
u y la salida y. Utilice el nuevo vector de estados dado por x = [ xi7 x27]".

Nivel Intermedio

Demuestre que si un sistema tiene » entradas l.i. entonces éste es siempre controlable.
Demuestre que si un sistema tiene # salidas l.i. entonces éste es siempre observable.
Para el reactor continuamente agitado modelado por:
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10.-

11.-

l.-
2.-

c)

dx
L =—x,+D,(1-x))e" +u,,

% =—(1+B)x, + BD,(1-x,)e™ +Pu,

donde D, = 0.1, B = 3.0 y B = 19, determine el rango para las entradas tal que el modelo lineal
{A, B, C, D, E, F} en torno al punto de operacion es controlable y/o observable.

Para los sistemas de la Fig. 2.12 determine si son controlables y/o observables. En el caso de no
serlo, determine los estados no controlables y/o no observables.

Demostrar que los vectores propios asociados a los modos no controlables generan una base para
los estados no controlables del sistema.

Demuestre que si {A, B, C, D} es controlable, entonces el sistema {A”, C’, B, D’} es
observable.

Demuestre que si {A, B, C, D} es observable, entonces el sistema {A’, C7, B, D’} es
controlable.

Si los sub-sistemas de la Fig. 2.13(a) son controlables y observables, ; es el sistema resultante
controlable y/o observable ?. Si no lo es, determine los estados no controlables y/o no
observables.

¢, Es el sistema resultante de la Fig. 2.13(b) estable entrada/salida ? ; Es el sistema resultante de
la Fig. 2.13(b) estable internamente ?.

Demostrar que los vectores propios asociados a los modos no controlables generan una base para
los estados no controlables del sistema.

Demostrar que los vectores propios asociados a los modos no observables generan una base para
los estados no observables del sistema.

Nivel Avanzado

Para los sistemas de la Fig. 2.12 determine su FCC, FCO, FCD y FCJ.
Enuncie qué sucede con las caracteristicas de controlabilidad y observabilidad de un sistema con

i

—AN . ' o—J/YY Y ° D> -
R L | + L l + i
C T "0 P et Sw(o) 4 R

Vs ——— ()
- : J ¢
o o <
/ PCC iouh(‘
d AN MY >
C\D R L + T
\D e(l) be * abc
> i -
. R
— BEEEL
Y. L; °
i x 9 v |
: y(t) H C’\,) @) 6) mabz‘ =a _&_ § Lo
1
A ——g-
/ f ir/( S
1 1 Vdc
x(1) 1 Ry Ca _‘
d sk | B -
v T | | fuente compensador carga
7

Fig. 2.12 Sistemas para ejercitar; a) carga de potencia constante, b) boost dc-dc, ¢) levitador magnético, d) compensador de

reactivos.
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4.-
5.

a)

mas de una entrada y mas de una salida si se utiliza un transformacion invariante en el tiempo T

para redefinir sus variables de estado.

Si la realizacion {A, B, C, D} de un sistema SISO se caracteriza por tener una matriz A diagonal
(es decir, A = diag{\i, A2,..., As}) ¥y los elementos de A son diferentes entre si y distintos de
cero, determine y fundamente matematicamente una condicion necesaria para los vectores B, C y
D tal que el sistema sea controlable. Repita para que sea observable.

Repita 3 para un sistema MIMO arbitrario.
Demuestre la siguiente identidad,

—» {A,B,C, D}

Fig. 2.13 Sistemas para ejercitar; a) sistema paralelo, b) sistema serie.

=AY T A A? Af
sI-A)"' = =—t Sttt
( ) ;Skﬂ s S2 S3 Sk+l
—>{ {A,B,C,D} v u
—0 b) —> hi(s) hy(s)
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3 Representacion en Matrices de Transferencia.

A diferencia del capitulo anterior, en éste se revisan variadas propiedades pero en el
plano de la frecuencia (Laplace o Z). Para estos efectos se utiliza la M. de T. de los
sistemas. En particular, se detallan las propiedades que son de facil manejo en este
dominio, con especial énfasis en los conceptos de realizaciones minimas, polos y ceros
de sistemas MIMO.

3.1 Introduccion.

Sea por ejemplo un sistema SISO que tiene por F. de T. a,

s+1
hs)= s(s+2)°

en donde se puede distinguir un cero en —1 y dos polos, uno en 0 y uno en —2. En general, un sistema
SISO definido por,

n(s) By by 28" 4+ s+ by

d(s) " +ap1s"" +a, 28"+ +ars+ao

h(s) =

en donde n(s) y d(s) son coprimos, los polos estan dados por las raices de d(s) y los ceros por las raices
de n(s). Por otro lado, un sistema MIMO podria ser,

| 1
S°4+35+2  sT 43542 1 -1
2rs—4 257 —s-— 1
H(s)=| 25 S oS8 S +s—4 25 —s-8|,
sT+3s+2 s +35+2| s +3s+2 5 5
§s—2 25 —4 s*—4 257 -8
s+l s+1 |

en donde los polos parecieran estar dados por las raices del polinomio s*>+3s+2=0 vy,
definitivamente, los ceros no son de facil visualizacion.

-1 0 -2
Otro ejemplo es el sistema dado por, por x = Ax + Bu, y = Cx + Du, donde Az[ i J, B:[ },

C=c=[0 1] y D=d=[0]. Este sistema es de orden n = 2 y tiene una F. de T. dada por
h(s)=1/(s + 1). Si, por otro lado, se considera A =a=[-1], B=b=[1], C=c=[1] y D=d =[0] se

tiene un sistema de orden n = 1 y éste también tiene una F. de T. dada por A(s) = 1/(s + 1). Por lo tanto,
una F. de T. puede se representada por realizaciones de distinto orden. Se puede intuir que dada una F.
de T. existird una realizacion de orden minimo.

Def.: Una realizacion de una M. de T. H(s) es una realizacién minima si no existe una realizacion de
menor orden cuya M. de T. sea H(s).
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-1 0

) '
. 1}, B={ . } C=[0 1], D=[0] no es minima.

En el ultimo ejemplo, la realizacion A = {

Teorema: Una realizacion es minima si'y s6lo si ésta es controlable y observable.

Una alternativa para probar este teorema es utilizando la representacion grafica de la descomposicion |
canonica (capitulo anterior). De ésta se desprende que si el sistema sélo tiene estados observables y !
controlables, entonces la M. de T. incluye todos los estados del sistema y por tanto es minima. '

Ejemplo 3.1. En el ejemplo del eje flexible - como indicado en el Ejemplo 1.1 - que considera una representacion con 5
variables de estado dadas por: x1 = 0,, x2 = @, X3 = 01, x4 = @1, y X5 = ia; ademds de: u = v4, p = T) € y = x4 = @y, determine si
es minima. R.: Para este caso las matrices A, B, y C estan dadas en el Ejemplo 1.1 por lo que se encuentra que la matriz de

kel
controlabilidad 6 = [B AB A’B A’B A*B] tiene un determinante det {6} = %% = 1.472-10"® y la matriz de
La n Jm']l

observabilidad 07 = [CT (CA)” (CA?)” (CA®)" (CA*)] tiene un determinante det {8} = 0. Por lo tanto, la representacion no
es minima. Sin embargo, si se utiliza el equivalente circuital del sistema como ilustrado en la Fig. 1.2 donde hay sélo cuatro
elementos almacenadores de energia y por tanto se tienen cuatro ecuaciones dinamicas para su representacion, se tiene que

0 0 2_1 k_m
n-J, Jun
1
X1 =@, X2 = O X3 =1r, y X4 = ig; ademas de, u = vo, p=t, € y = x2 = 0. Asi, A= 0 0 J_l 0 ,
k -k 0 0
—nk,, 0 -R,
\ La La

3,2
determinante det {6} = %% # 0y la matriz de observabilidad 87 = [C” (CA)” (CA?)" (CA®)7] tiene un determinante
L, n"J,J,
12k, o ) ..
det{l} = Fk n]_ # (. Por lo tanto, esta ultima representacion es minima. &
i m

Ejemplo 3.2. En el ejemplo del accionamiento con dos motores - como indicado en el Ejemplo 1.3 - que considera como
variables de estado a X = [x1 x2 X3 x4 x5 X6 X7]7 = [fal iz W0 Om1 Om2 tm1 tm2]7, a las entradas u = [u1 u2]” = [va1 va2]7, la
perturbacion p = £, y a la salida 'y = [0 ia1 - ia2]”, estudie si es minima. R.: Para este caso las matrices A, B, y C estan dadas
en el Ejemplo 1.3. Utilizar la matriz de controlabilidad y observabilidad se torna impracticable dado el tamafio de éstas;
ademas, el resultar no cuadradas solo deja la operacion de rango de matrices para determinar la caracteristica de realizacion
minima. Se opta entonces por encontrar los estados controlables y observables. Asi: wi'B = [-2.16-10+0.015; -2.16-10°
4+0.015/], w2"B = [-2.16-10-0.0155 -2.16-107-0.015/], w3'B = [-4.459-10"*+0.308/ 4.459-10-0.308;], wa'B = [-4.459-10*-
0.308) 4.459-10*+0.308;/], ws'B = [14.142 -14.142], we'B = [0.012-0.03; 0.012-0.03;], w7'B = [0.012+0.03; 0.012+0.03/],
por lo que no hay estados no controlables y, vi’"CT = [-4.509-107°-7.199-10% 0], v2'CT = [-4.509-1071°+7.199-10% 0],
v3aICT=[0-2.262-103-3.228-105/], valCT = [0 -2.262-103+3.228-1075/], vs'CT = [0 2.33], v6'CT = [-1.41-107*-3.488-107% 0],
v7TCT = [-1.41-10%+3.488-10"% 0], por lo que no hay estados no observables. Por lo tanto, la realizacién es minima. &
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3.2 Realizaciones de Sistemas SISO.

En el caso de tener disponible la F. de T. de un sistema SISO del tipo,

h(s) = () buas" T 4 bas" T+t bis+ by
- - _ _ s
u(s)  S"+ans" " F 8"+ ais+ao

se puede definir z(s) como,

u(s
Z(S): n n-1 ( 3—2 >
S +a,-1S +da,»S +--+a1S+ Qo
por lo que z = - @,.1z2"D - @0z - -+ - a1 2 - aoz + u. Por otro lado, y(s) = (bu-15"" + bpos™2 + -+ +
bis + bo)z(s), por lo que, y = by1z"D + b0z + -+ + by 2 + boz. Finalmente, si se definen las variables
de estado como: x1 =z, x2= z,x3= Z, ..., xa =z, entonces, X; =X», X = X3, X3 =X4, ..., Xp = - dn.
1Xn = Qn2 Xp-1 = *°* = a1X2 - AoX1 + u € Y = byaXuy + bu2Xua + -+ + bixa + boxi. Por lo que una realizacion
para h(s) seria,
[0 1 0 o | [o]
0 0 0
Xx=| : : . : X+| i |u, y=[bobi " b2 bui]x,
0 0 o - 1 0
|~ d —a1 —dax - —dp | L 1]

la que corresponde a la FCC; por lo tanto, /(s) representa a un sistema controlable. Si consideramos
que estamos en presencia de un sistema SISO, entonces, A(s) = A(s)" = {e(sI - A)'b +d} T =b7{(sI - Ay
NTeT + d"=bI(sI - AT)'e + d. Por lo que otra realizacion para h(s) es,

_O 0O --- 0 —ao_ _bOW
1 O O —dai b1
x={0 1 :

0 —-a x+| by |[u, y=[00---0T1]x,

_0 O tee 1 —dp-1 i _bnfl J
la que corresponde a la FCO; por lo tanto, A(s) representa a un sistema observable. Dado que la
realizacion es controlable y observable, la realizacion es minima.

El tratamiento en un sistema MIMO es distinto y se orienta para responder las preguntas tales como

encontrar una realizacion minima y determinar el nimero de polos y ceros a partir de una M. de T. Para
estos efectos se necesita estudiar la forma Smith-McMillan de una M. de T.

3.3 Polos y Ceros de H(s).

Atendiendo a que la M. de T. puede ser escrita como,
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H(s)=C(sI-A)"'B+D

¢
C )
=7 |s1-A)'b, b, - b, |+D

¢

donde los ¢; son vectores filas, cada coeficiente 4;(s) de la M. de T. se puede escribir como,
h(s)=¢,(sI- A)’lbj +d,
_¢,adj{sI-A}b, +d det{sI-A}-
- det{sI - A}

Algunas observaciones importantes respecto de cada /4;(s) son: (a) el orden del denominador es n, (b) el
orden de ¢;Ad7j(sI - A)b; es a lo mas n - 1, (c) el orden del numerador es igual a n si dj; es distinto de
cero, debido al término djdet {sI - A}; en este caso, H(s) se dice matriz propia, y (d) si todos los d;;
son iguales a cero, el orden del denominador es siempre mayor que el orden del numerador; entonces,
H(s) se dice matriz estrictamente propia.

Dado que las raices del denominador det{sI - A} son también los valores propios de A, entonces
todos los polos de un hj(s) son los valores propios de A. Sin embargo, no necesariamente todos los
valores propios de A son polos de un #;(s). Esto porque un factor (s - A;) que esté contenido en
det{sI - A} podria repetirse en los numeradores de 4;(s) por lo que podria cancelarse.

Los parametros involucrados en B, C, y D no condicionan la ubicacion de los polos, Sin embargo,
definen a los ceros del sistema. En el caso SISO un escalar so es un cero si A(so) = 0. En sistemas
MIMO, se define al cero de transmision como un numero complejo que satisface,

L H(SO)W = 09

para algun vector w # 0, donde w tiene dimension p-1. La expresion anterior permite encontrar so y w.
Para simplificar los célculos, la ecuacion anterior se puede re-escribir como,

{C(s]l—A) 'B+D}w =0,

se define, 8 = (sol - A)'Bw (que tiene dimension n-1) por lo que la expresion anterior se puede escribir
como CO + Dw = 0. Finalmente, si ambas expresiones se ordenan matricialmente, so y w se pueden

obtener de,
—-sol+A B|6
=0. (1.1)
C Diw

La matriz resultante en (1.1) es de orden (n + g)-(n + p). Si ésta es cuadrada (lo que implica igual
nimero de entradas y salidas), soluciones no triviales se encuentran si pierde su rango o,
equivalentemente, su determinante es cero, es decir,

[ el 3

En forma generalizada, (1.1) se puede re-ordenar como
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€ oo ofi)

lo que corresponde al problema generalizado de valores propios, con [0 w]” el vector propio asociado
(de dimensioén (n+p)-1) con el valor propio so, ambos a encontrar. El caso del valor propio
generalizado se puede escribir como Mv = ANv, donde dadas las matrices M y N se debe encontrar el
escalar A (valor propio) y el vector v (vector propio) que satisfacen la expresion.

0 1 1
Ejemplo 3.3. Dado el sistema descrito por X = Ax+Bu, y =Cx+Du, donde A ={ 5 3}, B= L}, C= [1 0] y

D= [0] Determine los polos y ceros de transmision. R.: En este caso: det{Al-A}= A 3042, por lo que los valores

propios son A1 = -1 y A2 = -2. Estos seran los polos si la realizaciéon es minima (éste es el caso). Por otro lado,
-1 0 0 0 1 1
-1 0] |[A B , L
dety Sy + =detySy| 0 -1 O|+|-2 -3 1|r=4+s,,porlo tanto el inico cero de transmision es so =

0 0 C D
0 0 0 1 0 O
0 1 1 1 00
-4. Adicionalmente, la ecuacion -2 -3 1 { }:so 010 { }, indica que el vector w es de dimension 1. La
w
1 0 0 000

solucion de este problema de valores propios generalizados arroja: so = -4, 0 = [0 -0.707]7, y w=0.707. %

3.4 La forma Smith-McMillan.

Una matriz racional H(¢) siempre puede ser escrita como una matriz polinomial P(¢) dividida por un
polinomio d(¢). Es decir,

H(p) = ﬁm»

Notar que se utiliza ¢ para representar al complejo s o z seglin sea una M. de T. de un sistema continuo
o discreto, respectivamente.

Def.: Una matriz polinomial P(¢) es una matriz no singular si su determinante det {P(p)} # 0 para
casi todos los valores de .

Def.: Una matriz polinomial no singular U(¢) es una matriz unimodular si tiene una inversa que
también es una matriz polinomial.

Teorema: La matriz U(¢) es una matriz unimodular si y sélo si el determinante det {U(¢)} es una
constante independiente de .

Def.: El rango normal de P(¢) es igual a  si rango {P(¢)} = r para casi todos los valores de ¢.
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1

1
Ejemplo 3.4. Dadala M. de T. H(s)=| % ‘1" 1 le . Escriba H(s) como una matriz polinomial P(s) sobre un polinomio

N s+1
d(s). Determine si P(s) es unimodular y su rango normal. R.: Es fécil identificar que H(s) se puede escribir como H(s) =
1 s s+1 s
, por lo tanto, P(s) =
s(s+D|s+1 s s+1

lo cual depende de s, entonces, P(s) no es unimodular y como det {P(s)} # 0 Vs # -1/2 el rango normal de P(s) es 2. Notese
que el rango se puede obtener igualmente para una matriz racional. &

+1
g } y d(s) = s(s + 1). Por otro lado, det {P(s)} =s* — (s + 1> =-2s - 1,
s

Hay tres operaciones elementales que se pueden realizar en matrices polinomiales. Estas son: (a)
intercambiar dos filas o columnas, (b) multiplicar una fila o columna por una constante, y (c) suma de
una fila o columna a otra pre-multiplicada por un polinomio. Cada una de estas operaciones puede ser
representada por la multiplicacion de la matriz polinomial por una matriz adecuada llamada matriz
elemental, las cuales son unimodales.

Def: Se dice que dos matrices P(¢p) y Q(¢) (polinomiales o racionales) son equivalentes (P(¢) ~
Q(9)) si hay secuencias de matrices elementales izquierdas {Li(¢), ..., Li(¢)} y matrices
elementales derechas {Ri(@), ..., R(@)} tal que,

P(@) =L,(9)-'L,(0)Q(®)R,(9)- R, (¢).

Teorema: Sea P(p) una matriz polinomial de rango normal . Entonces P(¢) puede ser transformada
por una secuencia de operaciones elementales sobre su columnas y filas en una matriz
polinomial pseudo-diagonal S(¢) que tiene la forma,

S(p) = diag{ei(o), &(@), ..., e(9), 0, 0, ..., 0}.

en donde cada g(¢) (i =1, ..., ) es un polinomio monico (coeficiente mayor igual a 1) que
satisfacen la propiedad de divisibilidad,

el(Q) | eri(p), i=1,..,r—1,

esto es, €i() divide a g+1(¢) sin resto. Mas aun si se definen los divisores determinentales
como Do(p) = 1, Di(¢) = M.C.D. (mayor comun divisor) de todos los menores de orden i-i
de P(p), donde cada M.C.D. es normalizado para ser un polinomio monico, entonces,

D.

() =2 o 1

D, (o)
La matriz S(p) es la forma Smith de P(¢) y los (@) se conocen como factores invariantes
de P(o).
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1 -1
Ejemplo 3.5. Dada la matriz polinomial P(s)=|s? +s—4 2s*>—s—8/|, encuentre su forma Smith. R.: Como Do(s) = 1,
s?-4  25° -8
-1
s?+s—4 25 —s5-8

1 -1
s2—4 25 -8

>

Di(s) =M.C.D.{1,-1,s* +s-4,25>-5-8,5°-4,2s? -8} = 1, D2(s) = M.C.D. {

s +s—4 25 —5-8
s?—4 252 -8

1 0
} = (s + 2)(s - 2), entonces, €1(s) = 1 y &2(s) = (s + 2)(s - 2). Asi, P(s) ~S(s) =0 (s+2)(s—-2)].

0 0
Se puede intuir que la matriz S(s) resultante es equivalente a infinitas matrices polinomiales. Por esto se dice que la forma
Smith es una forma canonica para un conjunto de matrices polinomiales equivalentes. &

Teorema: Sea H(¢) una matriz racional de rango normal ». Entonces H(¢) puede ser transformada por
una secuencia de operaciones elementales sobre sus columnas y filas en una matriz racional
pseudo-diagonal M() que tiene la forma,

M(o) = diag{ei1(0)/w1(9), 20)/ y2(®), ..., () /y@), 0,0, ..., 0}.

en donde los polinomios monicos {&(®), yi(¢p)} (=1, ..., r) son coprimos (no tienen
factores comunes) y satisfacen la propiedad de divisibilidad,

el @) | e1(@), Wit (@) [ Wi (@), i=1,..,r—1
La matriz M(¢) es la forma Smith-McMillan de H(¢o).

1 -1
2 2
ST+3s+2 sT+3s5+2
s2+s—4 252 —-5-8

s2+35+2 s +3s+2
s—2 25 —4

s+1 s+1

Ejemplo 3.6. Dada la matriz racional H(s) =

, encuentre su forma Smith-McMillan. R.: Como

H(s)=P(s)/(s’+3s+2) con P(s) como en el ejemplo anterior, entonces H(s) ~ dL S(s) =
s

. [ S ]

1 0 (s+D(s+2) (s+D(s+2)
U 1o s+26-2)= 0 S=2 | Por lo tanto M(s) = 0 s=2]| &
(s+1D(s+2) s+1 s+1

0 0 0 0 0 0

3.5 Polos y Ceros de la Forma Smith-McMillan.

La forma Smith-McMillan se utiliza para estos efectos.
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Def.: Sea H(p) una M. de T. racional con una forma Smith-McMillan M(p) que tiene el polinomio de
polos p(@) = yi(@) -wA®) y el polinomio de ceros z(@) = €1(¢) - -eA), entonces, las raices de
p(0) y de z(p) son los polos y ceros de H(op), respectivamente, en el sentido Smith-McMillan.

1 -1

s2+35+2  s2+3s+2
s2+s—4 257 —-5-8

s2+35+2  s2+3s+2

Ejemplo 3.7. Dada la matriz racional H(s) = , encuentre sus polos y ceros. R.: Como

s=2 2s -4
| s+ 1 s+1 ]
.
(s+D(s+2)
M(s) = 0 ‘;jj , entonces p(s) = (s + 1)(s + 2)(s + 1) y z(s) = (s - 2). Por lo tanto, H(s) tiene polos en {-1, -
0 0

1, -2} yun cero en {2}. Notese que todos los polos son simples. «

Def.: El grado del polinomio de polos p(¢) = wi(¢): - wA®) es el grado Smith-McMillan de H(o).

En el caso de sistemas SISO, los ceros son los valores de ¢ = @o que cumplen con A(o)u(¢) = 0 para
cualesquier entrada u(¢). Por lo tanto, los ceros satisfacen (o) = 0. En sistemas MIMO un ¢ = @o que
cumple con H(po)u(p) = 0 para cualesquier vector de entradas u(¢) es un cero. Este problema se
abordo en el capitulo anterior, el cual se reduce a solucionar el problema de los vectores propios

generalizado dado por,
A Bljo| I 0}0
c pllw| ™0 ofw]

Los valores o se conocen también como ceros de transmision.
La M. de T. H(p) se puede expresar como,

H(p)=L,(9)---L,(@)M(0)R,(¢)---R . (¢)

=L(e)M(0)R(¢) ,
L sl(cm’__,’s,«p),O,_,_’O}R
((P){wl (¢) v, () @

considerando que H(o) tiene dimension g-p (g salidas y p entradas) y M(¢) conserva las dimensiones
q'p, entonces L() tiene dimensiones g-g y R(@) tiene dimensiones p-p. M(¢) se puede escribir como
M(¢) = N'(¢)'D’(¢) !, donde N'(¢) y D’(¢) son matrices polinomiales de la forma N'(¢) = diag{ci(o),
s €40), 0, ..., 0} y D’(0) = diag{wy1(9), ..., yA9), 1, ..., 1}, con D’(¢) una matriz cuadrada de orden
p-p. Por lo tanto,
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H(9) =L(@)N'(¢)D’(s) "' R(¢)
= {L(@N'(@)} {R(9) 'D'(p)} ',
=N(¢)D(9)"
donde, N(¢) = L(@)N'(¢) y D(¢) = R(¢)'D’(¢). Dado que R(¢) es unimodal, entonces R(¢)"! es
polinomial y por tanto lo son N(¢) y D(¢). Es decir, H(p) se ha expresado como el cuociente de dos

matrices polinomiales, donde N(¢) es conocida como la matriz numerador y D(¢) la matriz
denominador.

Teorema: Si H(¢) = N(¢)D(¢)"! (con N(¢) y D(¢p) coprimas) entonces,
- zesun cero (de transmision) de H() si y s6lo si N(¢) pierde rango en ¢ = z.
- pesun polo de H(o) si y solo si D(p) es singular.

3.6 Polos y Ceros de la Matriz de Transferencia.

Los siguientes teoremas de MacFarlane y Karcanias ayudan a obtener los polos y ceros directamente
desde la M. de T.. Los polos y ceros obtenidos son los correspondientes a una realizaciéon minima.

Teorema: El polinomio de polos p(@) correspondiente a una realizacion minima de un sistema con M.
de T. H(p) es el minimo comin denominador de todos los menores distintos de cero de
todos los ordenes de H(o).

Teorema: El polinomio de ceros z(¢) correspondiente a una realizaciéon minima de un sistema con M.
de T. H(p) es el mayor comun divisor de todos los numeradores de todos los menores de
orden » de H(p), donde r es el rango normal de H(o), considerando que estos menores han
sido ajustados de manera de tener el polinomio de polos p(¢) como su denominador.

Ejemplo 3.8. Dada la M. de T. H(s) = ! { (s=Dls+2) 0 (s=1? }, encuentre sus
+D+2)(s=D|=(s+D(s+2) (s=D(s+1) (s=D(s+1)

s—1 -1 1 1
s+l (s+1D)(s+2) s-1 s+2 s+2

polos y ceros. R.: Los menores de orden 1 son { } y los menores de orden 2 son

—(s-1 2 1
{(s +1D)(s+2)* (s+D(s+2) (s+D(s+2)
y por consiguiente los polos estan en —1, 1 y uno doble en —2. El rango normal de H(s) es » = 2, por lo tanto, los menores
—(s=D% 2s-1)(s+2) (s—D(s+2)
p(s) p(s) p(s)

de los numeradores es z(s) =s - 1. Por lo tanto, H(s) tiene un cero en {1}. &%

} ; por lo tanto, el menor comin denominador es p(s) = (s + 1)(s + 2)*(s - 1)

con sus denominadores ajustados son { }; por lo tanto, el mayor comun divisor
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3.7 Realizaciones Minimas.

Una interrogante al tener disponible una M. de T. es como obtener una realizacion del tipo
X = Ax + Bu, y=Cx+ Du tal que sea minima. Para esto hay variadas alternativas, aqui se revisa la

mas utilizada. Se supone la M. de T. H(s) del tipo H(s) = [hi(s) ha(s) --- hy(s)] (p entradas) y se asume
que cada vector columna h;(s) se puede escribir como,

ny; ()

h,'(S) = ;

+0;,
di(s)

ngi ()
donde di(s) = 5" + Qn-1s""' + -+ + ou1s + o es el polinomio comin denominador al vector columna
hi(s), ni(s) = Bjin-15""1 + Bjini-2s"2 + -+ + Bjins + Bjio es un polinomio de orden a lo mas n-1 y §; es un

vector de constantes. Se transforma cada h;(s) a una FCC al considerar la realizacion,

0 1 o - 0 0
0 0 1 0 0 BliO Bm Blim—l
A = . . . . . b= . . C = [32.1'0 B?n BZifﬁ—l di= 5
0 0 o - 1 0 ' ' '
quO qul ﬁqini—l
| Qo —Oi1r  — 02 — Qini—1 | | 1]
por lo tanto, una realizacion para H(s) es A = diag{A1, A, ..., Ay}, B = diag{bi, bz, ..., by}, C = [Cy,

Cy, ..., Cpl, y D =[081, 02, ..., 8y]. La realizacion resultante es controlable dado que se deriva de formas
controlables; sin embargo, puede ser no observable y por ende no seria minima. Una alternativa es
eliminar los estados no observables como se muestra a continuacion.

Si rango{A} = ny rango{B} = n, < n entonces se consideran las primeras n, filas de la matriz 0 para
formar la matriz S. En el caso de que estas filas no sean linealmente independientes, se puede re-
ordenar el vector de variables de estado hasta conseguirlo. Se define U de manera que SU = L, (con I,
la matriz identidad de 7o°7,). Si S es cuadrada entonces U = S7!, de lo contrario S tiene menos filas que
columnas y por lo tanto U = ST(SS7)"!. La matriz resultante U es la pseudo-inversa por la derecha de S.
Con estas definiciones se encuentra que la realizaciéon minima es Ayn = SAU, By =SB, Cn = CU y Dy
=D.

Ejemplo 3.9. Dada la M. de T. H(s) =| (* *1{s2)

se puede escribir como H(s) =

(s+D(s+2)

tanto, una posible realizacion es A =

1 3s+4
2s+4

2s+3 3s+4
(s+1)(s+2)

2 2

s+1 s+1

(s+D(s+2)|[2s+4 2s+4
) 0 1 0 32 o0 1
CAsi, A = ,bi=| |, Ci= , Ay =
-2 -3 1 4 2 -2 -3
0 1 0 0 00
-2 -3 0 0 1 0 (3 2 4 3
7B= >C:
0 0 0 1 00 14 2 4 2
0 0 -2 -3 0 1
B

1 {25+3 3s+4

}, por lo que hi(s)=

(s+D)(s+2)

, encuentre una realizacion minima. R.: La M. de T.

2s+3 b B

asra| ¥ M=
0 4 3

,ba=| |, C2= . Por lo
1 4 2

} que tiene cuatro variables de

estado # = 4 con una matriz de controlabilidad con rango {6 = [B AB A’B A’B]} = 4; sin embargo tiene una matriz de
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observabilidad con rango {87 = [CT (CA)” (CA?)” (CA®)T]} = 2 = no. Por inspeccion, las dos primeras filas de @ son L.1.,

-0421 0.5
por lo tanto, éstas se utilizan para formar S = [3 2 4 3] Asi, U= ST(SST)_1 = 0053 0.0 . Finalmente, Am =
4 2 4 2 0.105 0.0
0.579 -0.5
SAU = l{_ ! }Bm—SB— {2 3} yCm=CU= F O},cuyaM. de T. es H(s). &
210 -2 2 2 0 1

3.8 Ejercicios Propuestos.
Resuelva los problemas siguientes. Anote todo su trabajo.

A . Nivel Basico

1.-  Encuentre la forma Smith-McMillan de

1 1 0 1 s 2
a) ) b) ———
(s+D(s+3)| -1 2(s+1) SSH254+2| 2 §°
s+5 1 s+5 1
2 2
o) s +2s+3  s+1 d) S +3s+2 s+1
1 1 1 1
s+4 s+2 s+4 S+2

2.-  Encuentre los polos y ceros de la forma Smith-McMillan de las M. de Ts. de la parte 1.
3.-  Determine la forma H(s) = N(S)D(S)_I de las M. de Ts. de la parte 1.

4.-  Encuentre los polos y ceros a partir de la forma H(s)= N(s)D(s)™" de las M. de Ts. de la parte 1.

B . Nivel Intermedio

1.- Encuentre realizaciones minimas de las M. de Ts.,
1 1 0 )
a) PN 2 b) 2; ’
(s+D(s+3)| -1 2(s+1) SSH254+2| 2 §°
s+5 1 s+5 1
s +25+3 s+l sP43s+2 s+l
C) d)
1 1 1 1
s+4 s+2 s+4 s+2
2.-  Determine los ceros de transmision de las realizaciones obtenidas en la parte 1.
3.-  Determine el polinomio caracteristico de las realizaciones obtenidas en la parte 1.

4.-  Determine las raices del polinomio caracteristico obtenidos en la parte 3.
5.-  Compare todos los tipos de polos y ceros obtenidos en los ejercicios anteriores.
6.- Muestre que los polos de det {I + kH(s)} son los polos de H(s) si k es un escalar constante.

C. Nivel Avanzado

1.- Pruebe que para H(s) cuadrada, los ceros y polos de H(s)! son los polos y ceros,
respectivamente, de H(s).
2.-  Muestre que los ceros de la F. de T. de L.D. son ceros también de la M. de T. en L.C.
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3.-  Suponer una M. de T. estrictamente propia H(s) con p = ¢ con realizaciéon minima {A, B, C, D =
0} y que B! y C! existen. Muestre que H(s)! = sA¢ + A1, donde A¢ y A; son matrices
constantes. Encuentre Agy Ay en funciéon de A, B, y C.
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4 Controladores y Observadores de Estados.

Uno de los objetivos mas importantes de este curso es estudiar el control de sistemas.
La técnica mas difundida estd basada en la retroalimentacidon de las variables de
estado. Su principal restriccién es disponer de los estados del sistema, en el caso de no
estarlos, se puede recurrir a técnicas basadas en observadores de estados. Este
capitulo detalla los alcances tedricos y matematicos de estas técnicas y sus versiones
en sistemas SISO para luego extenderlos a sistemas MIMO.

4.1 Introduccion.

El sistema dado por x(¢) = Ax(¢) +Bu(z), y(z)=Cx(¢)+Du(¢) se considera en L.A. y tiene por puntos de
operacion a los valores de Xo, Uo € yo que satisfacen 0= Ax, +Bu,, y, =Cx,+Du,. Lo que se

Lz

Si la matriz {C D} es invertible, entonces existe una entrada u, que lleva el sistema a y,. Este

puede ordenar matricialmente como,

resultado es importante dado que condiciona los valores alcanzable de la salida en estado estacionario.
Notese también que esta restriccion es equivalente a no tener ceros de transmision en el origen. Es

: . |—sdd+A B . :
decir, que la matriz C b sea invertible en so = 0.

Un controlador de estados es basicamente una re-definicion de u tal que la “dindmica” del sistema es
alterada. Si se define la entrada como u(?) = -Kcx(¢) + uex(#) (con K¢ una matriz de ganancias de
dimension p-n) se tiene que el sistema en L.C. queda definido por,

X() = Ax(1) + B(-K x(1) +u,, (1)), y() = Cx(?) + D(-Kx(1) +u,, (1)),
lo que se simplifica a,
x(1) =(A-BK, )x(1) + Bu, (1), y(1)=(C-DK,)x(z)+Du,(?),

y cuya representacion en diagrama de bloques estd dada en la Fig. 4.1. Los valores propios del sistema
sin el controlador estan dados por las raices del polinomio caracteristico det {sI - A} = 0; por simetria,
los valores propios del sistema incluyendo el controlador estdn dados por las raices del polinomio
caracteristico det {sI - A + BK.} = 0. Se puede apreciar que la eleccion de las ganancias involucradas
en la matriz K. definird la localizacion de éstos para el nuevo sistema.

Notese que para la implementacion practica de este controlador se requiere tener disponible todas las
variables de estado, excepto que una o varias columnas de K. sean nulas.

Otro aspecto importante es saber qué sucede con los valores alcanzables por el sistema al incluir un
controlador de estados. Para esto se tiene el siguiente teorema.
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Teorema: Los ceros de transmision del sistema en L.C. son iguales a los ceros de transmision del
sistema en L.A.

Un cero de transmision en L.A. soLa cumple con,

{—SOLAI+A B}{O}
=0, 4.1):
C D|w ;

para algiin © # 0, w = 0; y un cero de transmision en L.C. soLc cumple con,
{— sorcl + A —BK, B}{ e‘} 0
C-DK, D|w|
para algin 6" # 0, w* = 0. Si se escoge 0" =0y w = w + K0 se tiene,
{—SOLCI +A-BK, BH 0 } [(—sy I+ A-BK,)0+B(w+ KCO)}
C-DK, D||w+K_.0 i (C-DK,)0+D(w+K_0)

[ (=socI+A)0—BK 0+ Bw + BKCO}

CO-DK_ 6+Dw+DK 0

[(=spcd+A)0+Bw ’
| Cco+Dw

:_—SOLCI+A B 6 o
C Diw

al comparar esta ultima expresion con (4.1) se puede concluir que sora = Sorc.

Por lo tanto, los valores alcanzables del sistema con el controlador de estado estan sujeto a que el

i TN Ei
A-

Fig. 4.1 Representacion grafica del controlador de estados; a) explicita, b) implicita.
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sistema en L.A. no tenga cero de transmision en el origen.
Un ultimo resultado importante es que si un sistema es controlable en L.A. entonces lo es en L.C.. Esta
afirmacion queda refrendada por el siguiente teorema.

Teorema: Un sistema realimentado por estados es controlable con uex si 'y s6lo si el sistema en L.A. es
controlable.

Si en L.A. la entrada necesaria es u®(f) para llevar a x(¢) al estado final x*; a través de la trayectoria
x*(#), en L.C. basta tomar uex(?) = u®(¢) + Kex*(?) para llevar a x(7) al estado final x*/.

4.2 Controlador de Estados SISO.

Se asume que se tiene disponible la representacion en F. de T. 4(s)La con la forma,

bn_1Sn71 + bn_QSIFz + -+ b]S + b()

h(S)LA = n—1 n—-2 >
S +a, S +a, s +--+asta

a la cual se le puede asignar la representacion FCC,

[0 1 0o - 0 | 0]
0 0 I - 0 0
x(H)=| : : oo x@ ] u@),  y(8)=1[bo b1 ... baa]x(2).
0 0 0o - 1 0
=4 —4 4 o T4 L L]

Al utilizar el controlador de estados (considerando que la matriz K. en el caso SISO es un vector k)

del tipo u(?) = uex(t) - kex(¥), con ke = [@ao-ao ai-a1 - an1-an1] (donde a;, i = 0, ..., n-1 son
ganancias arbitrarias) se tiene que la representacion en L.C. queda,
0o 1 0 - 0 | [0]
0 0 r - 0 0
x()=| : : oo x| u, (), y(@) =[bo b ... bu1]x(2).
0 0 0o - 1 0
174 ~4 4 - 4, L+

Por lo tanto, la F. de T. en L.C. queda,

b,,,IS’Fl + bn,2S"72 + -4+ b1S + b()
n—2

h(s)Lc =

-1 M
s"4a, 8" +a,,s" T+ tasta,

Es decir, si se conoce la ubicacion deseada de los polos en L.C. (por tanto se conoce a;, i =0, ..., n-1) y
se conoce la ubicacion de los polos en L.A. (por tanto se conoce a;, i =0, ..., n-1), se puede determinar
ke. El procedimiento anterior es directo si se tiene la F. de T.; sin embargo, si se tiene la realizacion {A,
b, ¢, d}, ésta debe ser posible de escribir en su FCC.

Teorema: Siun sistema S: {A, b, ¢, d} es controlable, se puede transformar en un sistema equivalente
Sco: {Aco, beo, Ceo, deo}, €0 que Seo esta en la FCC.
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En el Capitulo I se encontrd que al tomar T = (6M)! = M-'6! con 6 :[b Ab A’b

a

a,

a1

1

a,
as
1
0

a,-
1
0
0

1
0
0
0

82

se lleva el sistema a una FCC, en donde las nuevas variables de estado

estan _dadas por z(t) = T~x(t_). Para esto M y B deben ser invertibles. M siempre lo es y 6 lo es si
det {6} #0, lo cual corresponde a la condicion de controlabilidad que se cumple por hipotesis. La |
realizacion resultante es Sco = {Aco = TAT !, beo = Th, ¢co = €T, deo = d}.

Nétese que x(#) = T"-z(¢), con T~ =|aib+a>Ab+---+a, A" *b+A"'b

a,b+Ab b

Teorema: Siun sistema S: {A, b, ¢, d} es controlable y se utiliza u(f) = ue(t) - kex(?), los autovalores
del sistema en L.C. resultante Sic: {Arc = A - bke, bc = b, cLc = ¢ - dKk¢, dic = d} pueden

asignarse arbitrariamente.

SiS: {A, b, ¢, d} es controlable, entonces existe T tal que z(¢) = T-x(¢) con,

[0

z(t) =

0
0

_ao

1
0
0

_al

0
1
0

_az

0 1

0

1

_an—l a

z(t)+| :

u(t),

W(t) = [bo b1 ... bp-1]z(t) + du(t).

Si se toma u(f) = uex(?) - KeX(?) = ttex(?) - KeT'2(2) = ttex(?) - Kez(?) (se define ke = KcT™!). Si se desea un

polinomio caracteristico s" +a, s"" +a, ,S
1 - an-1], por lo que el sistema resultante es,

z(t) =

-4,

0

—a,

n-2

0

—-a,

y=[bo-d(ao-ao) bi-da-a)

_C_Zn—l _

z(t)+

+--+a;s+a,, se define ke = [a0-a0 a1-a

an- |

AUMOR

bn-1 - d(Qn-l - an-l)]z + duex.

Para simplificar el uso de los teoremas anteriores se recurre al siguiente algoritmo de disefio del

controlador de estados para sistemas SISO,
Obtener del sistema original S: {A, b, ¢, d} los coeficientes a;, i = 0, ..., n-1 a partir del polinomio

l.-

caracteristico det {sI - A} = 5" +a,,8" " +a,,8" " +---+a,s +a,.

2.-

Darse los valores propios deseados A;, i = 1, ..., n, del cual se obtienen los coeficientes a;, i = 0, ...,

n-1,como (s - A)(s-A2) = (s-A)=s"+a, s" " +a, 8" ++as+a,.
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3.- Obtenerke=[ao-ao ai-a1r - an1-ani).
4.- Calcular T a partir de A y b.
5.- Determinar ke como ke = ke T.

Ejemplo 4.1 Dado el sistema con M. de T.,

y(s) s? +4s+3
u(s) s3-2s2+16°

h(s)La =

disefiar un controlador de estados para que el sistema resultante tenga una respuesta a escaléon con un & = 0.707 y un tiempo
de asentamiento de 2 s para una banda del 2%. R.: al aplicar el algoritmo anterior se tiene: (1) en este caso se puede obtener
directamente ao = 16, a1 = 0, y a2 = -2; (2) los polos deseados estan en -2 + 2;j (el tercer polo se ubica en -10), por lo que se
puede escribir (s - -2+ )(s - -2 - j)( s - -10) = 5> + 1452 + 485 + 80, por lo que ao = 80, a1 =48, y a2 = 14; (3) ke = [80 - 16

1 0 0
48 -0 14--2]=[64 48 16]; (4) la matriz T = [a;b+a,Ab+A’b a;b+Ab bl =0 1 0/; (5 finalmente, ke =
00 1
yis) s? +45+3

[64 48 16]. Para verificar los resultados se obtiene /(s)Lc como A(s)c = , que verifica la re-

Uex(s) 7 +14s> +485+80
ubicacion de los valores propios del sistema. Una representacion grafica de esta aplicacion es dada en la Fig. 4.2. &

Ejemplo 4.2 Disefie un controlador de estados para el caso del accionamiento con eje flexible. R.: En el Ejemplo 3.1 se

0 0 —1/n*J,) k,/lnt,) 0
determind que A = 0 0 1) 0 y b= ; por lo tanto, (1) el polinomio caracteristico
k -k 0 0 0
-nk, /L, O 0 iRy L, 1/L,

es s* + 2453 + 29403s% + 7041675 + 1562500, por 16 que ao = 1562500, a1 = 704167, a> = 29403 y a3 = 24; (2) los polos
deseados se escogen en -2 * 2j (el tercero y cuarto polo se ubican en -25), por lo que se puede escribir (s - -2 +; )( s - -2 - j)(
s - -25)( s - -25) = 5* + 5453 + 83352 4+ 2900s + 5000, por lo que ao = 5000, a1 = 2900, a> = 833 y a3 = 54; (3) ke = [5000 -
1562500 2900 -—704167  833-29403  54-24] = [-1557500 -701267  -28570  30]; (4) la matriz T =

0  3.841077 0 0

0 0 0.00002 0 ; (5) finalmente, ke = [-274.27 273.672 -30.364 1.5]. Los resultados simulados se
0.0096 —0.0096 0
0 0 —0.56333 0.05

muestran en la Fig. 4.3, donde se ha considerado la presencia de un torque de carga de # = 4. Notese que: (a) el sistema esta
en S.S. inicialmente, (b) la entrada externa debe tener valores muy pequefios comparada con la entrada al sistema va, (c) el
sistema tiene una dinamica mas suave permitiendo limitar las variables internas (corriente), y (d) se necesita tener la

Fig. 4.2 Representacion grafica del controlador de estados SISO del Ejemplo 4.1.
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variable #- que corresponde al torque en el eje, el cual podria no estar disponible para su medicion. &

4.3 Controlador de Estados MIMO.

Al igual que en el caso SISO, la entrada se define como u(?) = uex(?) - Kex(?); sin embargo, la matriz Ke
es de dimension p-n. Asi la nueva representacion es  x(¢)=(A-BK,)x(¢)+Bu,(?),
y(1)=(C-DK_)x(¢)+Du_(¢), la cual tiene sus valores propios dados por det{sl - A + BK.} = 0,
como K. se puede escoger arbitrariamente, se puede alterar la ubicacién de éstos. La matriz de
controlabilidad es 6 = [B AB ---A"'B] y si se considera que B se puede expresar en sus componentes
columnas como B = [b; by “-* b,], 6 se puede escribir como, 6 = [b1 b, --* b, Ab; Ab, -+ Ab, --A™'b;
A"'b; -+ A™'b,], 0 como,

: — [bl Abl An-lb1 b2 Abz An-lb2 bp Abp An_lbp].

Como es sabido, si rango{B} = n, entonces el sistema es controlable. Notese que los vectores by bz -
b, son L.I., puesto que de otra forma implicaria que hay entradas que producen el mismo efecto en el
sistema, por lo que deberian ser descartadas. De esto se puede concluir que si hay p = n entradas,
entonces el sistema es siempre controlable. Por otro lado, si existe algin b; tal que rango{[b; Ab;
-+ A™b;]} = n, entonces, el control se puede realizar sdlo con b;. Si no existe este b;, entonces, se
necesitarda mds de una entrada para lograrlo. El siguiente teorema muestra que, aun bajo estas
condiciones, podria necesitarse s6lo una entrada para estos efectos. Si esto es factible, entonces podria
utilizarse posteriormente un controlador de estados como el utilizado en sistemas SISO para ubicar
arbitrariamente los valores propios del sistema.

Teorema: Siel par {A, B} es controlable con B = [b; by -:* b,], entonces para cualesquieri =1, 2, ...,
p existe una matriz K¢; de p-n tal que el par {A - BK.;, b;} es controlable.

Por simplicidad se demostrar4 para i = 1. Es decir, si el par {A, B} es controlable, entonces existe una |
matriz K¢i de dimension p-n tal que el par {A - BKci, b1} es controlable. Es decir, que la matriz [by :

(A-BKc)b: (A-BKc)’bi -+ (A -BKci)"'bi] tiene rango n. Dado que {A, B} es controlable, :
Uey o, ]
0 . T 4000 T T 4000 T T
-50 -
2000 - 2000 —
-100 -
| | 0 | | 0 | |
0 4 8 12 0 4 8 12 0 4 8 12
T, iy p
20 T T 200 T T T T
4.006 — —
10 — — 100 [~ =
1 f A 4 -
0f — 0 ——V—\/—— _l_
3.994 — —
| 1 = | | | |
105 4 8 12 1005 4 8 12 0 4 8 12

Fig. 4.3 Simulacion del accionamiento c.c. con eje flexible y con controlador de variables de estado como indicado en el
Ejemplo 4.2 con t;=4.
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entonces existe una matriz Q (que se forma tomando las columnas L.I. de ), definida como,
Q =[bi Ab; --- A’"'b; by Ab, -++ A lpy - b, Ab,, -+ Arf"lbp],

donde 1 + 2 + -+ + 1, = n. Ademas, se define S de dimension p-n como,
S=[0 0 - e 0 0 - -e -0 0 -~ 0 ],

donde e; es la columna i-ésima de una matriz identidad de p-p, lo que da lugar finalmente a definir
Kci = SQ!. Un resultado intermedio es que K¢1Q = S, es decir, '

Ke1Q = [Keibi Kc1Ab -+ KA by Keibz KeiAbs -+ Ket A2 'b; -+ Keiby KeiAby -+ Kel A
'by],
es igual a, :
S=[0 0 - e 0 0 - < - 0 0 - 0 I
Ahora se mostrara que la matriz [bi (A - BKci)bi (A - BKci)’bi -+ (A - BKci)"'bi] tiene rango n o
que los vectores columna que forman dicha matriz son L.I., para esto, y utilizando la relaciéon columna !

a columna obtenida de la igualdad KaiQ =S, cada columna de la matriz [bi1 (A -BKa)b:i (A- |
BK.i)’b: -+ (A - BKc1)"'b1] se puede escribir como, '

bi =b

(A - BKcl)bl = Abi- BK¢1b = Ab;

(A - BK:1)’b1 = (A - BKo1)(A - BKci)bi = (A - BKc1)Ab; = A”b; - BKci1Ab =A’b,

(A - BKc))"'b1 = (A - BKc1)(A - BKc1)1%b; = (A - BK()A”2b; = A”"'b; - BKciA71?b; = A'lb,y

(A - BKc1)'b; = (A - BK)A""'b; = A”b; - BKciA”"'b; = A”'b; + Be, = A’b; + by =by+ -

(A - BKc1)""'b1 = (A - BKc1)(A - BKe1)'b1 = (A - BK¢i)(b2 + A"1by) =Aby + -

(A - BKc)"'b; = (A - BKc1)(A7?b, + -++) = A7'b, +

las cuales corresponden a las columnas de la matriz Q mas una matriz de coeficientes no relevantes. |
Dado que Q es de rango n, entonces las columnas anteriores son L.I. y por tanto el par {A - BKci, b1} |
es controlable.

El resultado anterior indica que el sistema puede hacerse controlable soélo a través de la primera
entrada; por lo tanto, en un segundo paso puede utilizarse un controlador de estados como el utilizado
en sistemas SISO para ubicar arbitrariamente los valores propios del sistema.

Teorema: Si el sistema {A, B, C, D} es controlable, entonces un controlador de estados en que u(¢) =
Uex(?) - Kex(7), donde K es una matriz de dimensiéon p-n puede asignar los autovalores
arbitrariamente al sistema resultante {A - BK., B, C - DK, D}.

Dado que el par {A, B} es controlable, se puede escoger u(f) = v(7) - Kax(¢) con Kei de dimension p-n |
tal que el par {A - BKc1, b1} es controlable (con K¢i = SQ™! como definidas por el teorema anterior). Se !
m¢

. . . . . 0|
introduce ahora otra realimentacion v(7) = uex(?) - Mcx(#) con Mc de dimension p-n tal que Me = | . |,
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con me un vector de dimension 1-n. Por lo tanto, el sistema resultante es
x(1)=(A-BK_, -BM,)x(?) + Bu,(?) = (A-BK,, —bm,)x(¢) +Bu,(?),
y(t)=(C-DK_, -DM)x(t)+ Du, (1), y como el par {A - BKc, bi} es controlable, entonces la |
realimentacion v(r) = uex(?) - Mex(¢) puede fijar arbitrariamente los valores propios de la matriz (A - |
BK.i - bim¢;} mediante la apropiada seleccion de me. j
Finalmente, combinando u(?) = v(7) - Kax(f) con v(f) = uex(?) - Mcx(?) se puede escribir u(f) = tex(f) — |
(Ke1 + Mo)x(?). Es decir, K¢ = K¢ + Me. :

Una representacion grafica del procedimiento anterior estd dado en la Fig. 4.4.

Ejemplo 4.3 Dado el sistema descrito por,

11 -2 0 0
1 00
A=|2 0 -2|, B=|1 0|,y C=
-1 0 1
4 2 -5 0 1

disefiar un controlador de estados para que el sistema resultante tenga valores propios en -10, -2 £ 2j. R.: Los valores
propios del sistema en L.A. estdn en det{sI - A} = s> + 45> + 55 + 2 = (s + 1)(s + 1)(s + 2) por lo que se necesita de un
controlador de estados. Afortunadamente, rango{B AB A’B} = 3, desafortunadamente, rango{bi Ab: A%bi} =2 y

rango{b2 Abz A’b:} = 2; por lo tanto, el sistema es controlable pero se necesitan las dos entradas para tales efectos.
-1

010
0 0 0 0 0 0
Primero, se encuentra Kei como Kei = SQ! = [0 -e2 0][ b1 Ab; bo]! = [0 . 0} 1 0 0| = { Lo 0} por lo que
0 2 1

el sistema resultante estd dado por u =v - Keix; es decir, x = (A —BK¢;)x+Bv, y=(C - DK )x + Dv que es controlable

mediante v1. El sistema resultante tiene un polinomio caracteristico dado por det {sI —A + BKc1} =s* + 452 + Ts + 4 = (s +

D( s+ 1.5+ 1.323/)( s + 1.5 -1.323/) que no cumple con la ubicacién deseada, pero es controlable a través de vi. Por lo

tanto, se puede disefiar M considerando que el sistema resultante tiene ao =4, a1 =7, y a2 =4 y que el sistema deseado debe

tener un polinomio caracteristico dado por det{ sI = A+ BK¢} =det{s[-A+BKc1 + BMc} =(s+2+/)(s+2-/)(s+

10) = s> + 1452 + 485 + 80, por lo que a0 = 80, a1 =48, y az = 14; asi, ke = [80 -4 48 -7 14-4]=[76 41 10] y la matriz T
-1

11
= [aib; + a2 (A —BK¢)b; + (A—BK¢)*b;  a2b; +(A-BK)b, b =[5 4 ; finalmente, me1 = keT = [-49
32

S = O

-49 10 25
-1 0 0

10 25]. Asi Ke = Ka + Me = { } Para wverificar los resultados se obtiene H(s).c como

Fig. 4.4 Representacion grafica del controlador de estados para sistemas MIMO.
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1 s+1 —-2s—47
H(s)Lc =

3 3 ) lo que verifica la re-ubicacion de los valores propios del sistema. &
s°+14s° +48s+80|s+2 s°+11ls—-14

4.4 Controlador de Estados de Orden Reducido.

Un caso especial es cuando el sistema no es controlable y la matriz de controlabilidad resulta tener un
rango n. < n. En este caso hay n. estados controlables y, por lo tanto, n. de los n valores propios de la
representacion pueden ser ubicados arbitrariamente. Un procedimiento para lograrlo se presenta a
continuacion. El sistema dado por x(¢) = Ax(¢)+Bu(?)+Ep(z), y(¢)=Cx(¢)+Du(z)+Fp(¢), puede
ser escrito en forma diagonal si se utiliza una transformacion de similitud T dada por los vectores
propios (vi, v2,..., v4) de A. Asi T = [vi v2 ... v4]"! lo que resulta en una nueva representacion dada por
2(t)=Az(t)+Bu()+E p(?), y()=C,z(t)+ Du(t)+ Fp(¢), donde z(r) = Tx(¢), Ar = TAT !, Br =

TB, Cr = CT!, Dr =D, Er = TE y Fr = F. Si ademas, las primeras columnas de T son los vectores

propios asociados a las n. variables controlables z. de las n - n. no controlables Zne, con z = [zc” Zac’]’,

la representacion queda,

't—i°(t)—A° 0| =05 1)+ E p(¢ H=|[C, C 21 D u(¢)+F,p(z
z(t) = 2ol [0 Az | o |MO+EPO) y(0=[C. C,] 7..(0) +Du(t) +Fp(0) .

Si se define la entrada como u(?) = v(#) — [ K| 0]z(?) = v(?) — [K 0][zc/(¢) zac ()]" = v(1) — K z(?), con
K de dimension p-n. entonces,

z(0)] [A. 0 ]z | [B,

2.0 |0 A za] ] 0 (v() - Kz, () +Ep(0)

Zc (t)
z,.(1)

ic (t) _ Ac —BCI('c 0 Zc(t) ]3c
an(f)} _[ 0 AM}LM(Q}{ 0 }V(t)JFETP(f),
yO=[C.-DK, C,] LZ ((?J +D,v(1) + Fyp(t)

b

y(0=[C. Cnc]{ } D, (v() =Kz (1) +Fp(1)

lo que se reduce a,

nc

La operatoria de matrices asegura que los valores propios de la representacion anterior son los valores
de A tal que det{Al - (Ac - BcK))}det{M - Anc } = 0. Los asociados a det {Al - (Ac - BcK)}
pueden ser ubicados arbitrariamente dado que por hipotesis se tiene que el par {A¢, B¢} es controlable.
El procedimiento para encontrar K es el utilizado para sistemas MIMO o SISO segin corresponda.
Finalmente, dado que z(¢) = Tx(?), entonces u(?) = v(¢) — [K, 0]z(¢) = v(z) — [K, 0]Tx(2), por lo que si
se define a Kc =[ K 0]T, entonces u(?) = v(¢) — Kex.
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4.5 Controlador de Estados con Integradores.

Como revisado hasta ahora, los controladores de estado requieren para su implementacion el modelo
exacto del sistema; es decir, las matrices A, B, C, D. Esto no es siempre factible debido principalmente
a tres razones, primero, el modelo en la practica siempre es aproximado, segundo, los parametros
normalmente se alteran con el tiempo y tercero, la existencia de perturbaciones. Para esto existe una
solucion a la implementacion de controladores de estado al costo de introducir tantos integradores
como salidas estén definidas. Es decir, el sistema original puede ser escrito como, x(z) = Ax(¢) + Bu(?)
+ Ep(?), y(¢) = Cx(¢) + Du(?) + Fp(?), al cual se le agregan los integradores del tipo z(z) = y(?) - ya(?) =
Cx(?) + Du(?) + Fp(?) - ya(?), donde ya(?) es el vector de salidas deseadas o referencias de dimension
q1. Notese que el nuevo vector de estado z(¢) estd definido de manera de asegurar en el punto de
operacion que y(¢) = ya(?) dado que en éste se cumple que z(¢) = 0. Por lo tanto, una representacion de

este sistema completo es,
x(t) A 0|[x() B E 0 x(?)
= + £+ t) - N, yO=1C 0 + Du(?) + Fp(?).
{zm} {C 0} L@ p MO F | g [PO- | [ ya. y@=[C 0] T+ Du(+ Fp()
A0 : . :
Notese que la matriz [C 0} tiene los valores propios originales de A mas ¢ valores propios en el

origen. Lo interesante es mover la localizacion de estos valores propios a un lugar arbitrario mediante
un controlador de estados, como ilustrado en la Fig. 4.5 en donde se ha obviado la perturbacion p. Para

0

0

B
}, {D} [C 0], D} deberia ser controlable.

A
lograr esto, el sistema {[C

0| |D

controlable si y s6lo si el sistema original {A, B, C, D} no tiene ceros de transmision en el
origen.

A 0][B
Teorema: Sea el sistema {A, B, C, D} controlable. El sistema {C },[ }[C 0],D} es

Fig. 4.5 Representacion grafica del controlador de estados con integradores para sistemas MIMO.
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0| |D

El teorema anterior es del tipo p ({2 0} {B}, [C 0], D} es controlable) <> q ({A, B, C, D} no |
tiene ceros de transmision en el origen), o q =>py p = qo del tipo p = q y q = p. Por lo tanto, el |
teorema se prueba si se demuestra esto Gltimo; es decir, (a) si el sistema resultante es no controlable |
entonces el sistema original tiene ceros de transmision en el origen y (b) si hay un cero de transmision |
en el origen entonces el sistema es no controlable.
(a) Si el sistema resultante es no controlable, entonces alguno de sus vectores propios deben arrojar |
negativo el test de los vectores propios. Los valores propios del sistema resultante son los valores |
propios originales de A (A;, i = 1, ..., n) mas ¢ valores propios en el origen (A, =0,i=n+1, ..., |
n+ q). Sean los vectores propios de A’ dados por w;, i = 1, ..., n por lo tanto se puede escribir, !

A 0 . . i !
[wi 0] c ool ” [w/'A 0] = [Lw” 0] = A[w:" 0], es decir, el vector propio en el sistema :
resultante asociado al valor propio A; es [w;/ 0]. Al utilizar el test de los vectores propios se tiene

B .
que [w;’ 0] [D} = w;'B # 0 dado que el sistema original es controlable; por lo tanto los modos A;, i

=1, ..., n son todos controlables. Por otro lado, sean w;’ = [wa? wa'] i =n+1, ..., n+q) los
vectores propios asociados a los ¢ valores propios en el origen. Por lo tanto, se puede escribir que |

A0 | s
[wiil wiT] c ol 0 6 también [wal wi'] o 0 y si se asume que un modo A; = 0 es no |

controlable para cumplir con la hipétesis de tener un sistema resultante no controlable, entonces !

A B .
[wal wal] D} = 0; combinando ambas ecuaciones se puede escribir que, [wi? wa'] {C D} =0,

\ ~|A B L ) !
como [wiil wpT] # 0 sélo queda que la matriz {C D} tenga deficiencia de rango lo que equivale |
a la condicion de tener un cero de transmision en el origen.

B :
(b) Si hay un cero de transmision se cumple entonces que [wii” WizT]{ D} = 0 para algun valor de |

C
[wal wal] # 0; por tanto, este vector también cumplira con [wi! wiT] {C} = 0 lo que lo hace ser
un vector propio asociado a uno de los valores propios en el origen (A, =0,i=n+1, ..., n + q) del
sistema resultante, como este vector también satisface [wi! wiT] L]ﬂ = (0, entonces este modo es
no controlable y por tanto el sistema resultante es no controlable.

En el caso de tener un sistema extendido controlable, entonces podemos reubicar los valores propios

mediante la ley de control u(?) = uex(?) - [Kex Kez] {ng = uex(?) - K{Xgﬂ, donde uex(?) es una
z z

entrada que puede utilizarse, por ejemplo, para implementar un lazo pre-alimentado para eliminar el
efecto de p(?). En estado estacionario se tiene que,

[2 e ] B e
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dado que el sistema resultante tendrd solo valores propios estables (no tiene valores propios en el

A 0| |B
origen) el término {C 0} —{D}[ch Kcz]} es invertible y por tanto existe solucion unica para Xo,

Zo independiente de uex. Esto justifica su utilizacion para fines tales como lazos pre-alimentados.

Ejemplo 4.4 Dado el sistema descrito por,

11 -2 00
1 00
A=[2 0 -2|, B=|1 0|,y C=
-1 0 1
4 2 -5 01

disefiar un controlador de estados para que el sistema resultante tenga valores propios en -10, -2 £+ 2j y que las salidas sigan
referencias dadas por ya. R.: Se agregan dos integradores al sistema puesto que hay dos salidas por lo que el sistema

C 0 D
det{sl - Ap} = 5° + 4s* + 553 + 252 = (s + 1)(s + 1)(s + 2)s? por lo que se necesita de un controlador de estados.
Afortunadamente, rango {Bp ApBp Ap’By Ap’Bp Ap*Bp} = 5, desafortunadamente, rango {bp1 Apbpi Ap’bpi Ap’bp1 Ap*bpi}
=3y rango{bp2 Apbp2 Ap?bp2 Ap’bp2 Ap*bp2} = 3; por lo tanto, el sistema es controlable pero se necesitan las dos entradas
para tales efectos.

A0 B
extendido es {Ap = { }, Bp = { }, Cp = [C 0], D, = D}. Los valores propios de este sistema en L.A. estan en

00 0 00
Primero, se encuentra Kei como Ke = SQ' = [0 0 -e2 0 0][ bpi Apbpi Ap’bpi bp2 Apbp2]! = { }

00 -1 00
0 1 -3 0 -2
1 0 -2 0 -2
000 0 O . . :
02 -61 -5| = 000 -1 0 por lo que el sistema resultante estd dado por u = v - Kex; es decir,
00 1 0 O
00 1 0 1 |

X=(Ap =BpKc))x+Byv, y=(Cp —DpKe1)x+Dpv que es controlable mediante vi. El sistema resultante tiene un

polinomio caracteristico dado por det {sI — Ap + BKc1} = s> + 4s* + 55 + 4s? + 25 = s(s +2.521) (s + 1) (s + 0.239 +
0.858/)( s + 0.239 - 0.858)) que no cumple con la ubicacion deseada, pero es controlable a través de vi. Por lo tanto, se
puede disefiar M. considerando que el sistema resultante tiene a0 =0, a1 =2, a2 =4, a3 =5,y as = 4 y que el sistema
deseado debe tener un polinomio caracteristico dado por det {sI — Ap + BpKc} = det{ sl — Ap + ByKc1 + B)Mc} = (s +2 +
) s+2-7)(s+10)° =5+ 345* + 4285° + 24405 + 6400s + 8000, por lo que ao = 8000, a1 = 6400, a> = 2440, a3 = 428, as =
34; asi, ke = [8000-0 6400-2 2440-4 428-5 34-4] = [8000 6328 2436 423 30] y la matriz T =

8 I 8 I

6 yi(?) 7 N ya(?) 7
4+ - 4 -
2= /\ — 2 -
T ol il 0 /\(\) = .
-2 dl -2 ydz t —
) VR ) VAR
5 5I 10 5 5I 10

(@) (b)

Fig. 4.6 Controlador del Ejemplo 4.4; a) salida y:1 y referencia ya1, b) salida y» y referencia ya.
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- -1

00110
02 3 41
0 1 2 2 0] ; finalmente, ma = kT = [-8287 30 4295 -5957 8000]. Asi Kc = K + Mc =
01100
1 1 1 0 0f
[-8287 30 4295 —5957 8000 . i i . ) )
0 0 0 1 } Para verificar los resultados se obtiene el polinomio caracteristico del sistema

resultante que es det {sI - Ap + BpKe} = s° + 34s* + 4285% + 2440s% + 64005 + 8000 lo que verifica la ubicacion de los
valores propios del sistema incluyendo el controlador de estados en conjunto con los integradores.

La Fig. 4.6 muestra la simulacion de este caso en donde la salida y1 cambia de 1 a —2 mediante la referencia ys.1 mientras la
salida y» es mantenida por el controlador en -1. &

Ejemplo 4.5 Dado el sistema del motor con eje flexible, disefiar un controlador de estados para que el sistema resultante
tenga valores propios en -10, -2 £+ 2j y que la salida siga una referencia dada por ya = y4. R.: Se agrega un integrador al

A 0 b
sistema puesto que hay una salida por lo que el sistema extendido es {Ap = { 0} , bp= L’} , Cp = [c 0], dp =d}. Los
c

valores propios de este sistema en L.A. estan en det {sI - Ap} = s° + 24s* + 29402.78s> + 704166.67s* + 15625005 = (s +
0.0037+171.3166j)(s + 0.0037-171.3166j)(s + 2.4741+21.5185j)(s + 2.4741-21.5185j)s por lo que se necesita de un
controlador de estados. Afortunadamente, rango {bp Apbp Ap?bp Ap’bp Ap*bp} = 5; por lo tanto, el sistema es controlable.
(1) el polinomio caracteristico es s> + 24s* + 29403s> + 704167s% + 1562500s, por lo que ao = 0, a1 = 1562500, a> = 704167,
a3 =29403 y as = 24; (2) los polos deseados se escogen en -2 * 2 (el tercero, cuarto y quinto polo se ubican en -25), por lo

5 4 3 2
que se puede escribir (S -2 +j )( s -2 '])( s - _25)3 =8 4+ 79s + 2183s™ + 23725s + 77500s + 12500 SS + 79S4 +

2183s® + 237255* + 775005 + 125000, por lo que ao = 125000, a1 = 77500, a2 = 23725, a3 = 2183 y as = 79; (3) ke =
[125000-0 77500-1562500 23725-704167 2183-29403 79-24] = [125000 -1485000 -680442 -27220 55]; (4) la matriz T =

0 0 0 0 3.84107]

0 3.841077 0 0 0

0 0 1.92105 0 0 : (5) finalmente, ke = [-261.3099 260.7396 -44.0478 2.7500 0.0480].
96107 -9.6107° 0 0 0
0 0 ~0.5633  0.05 0 |

La Fig. 4.7 muestra la simulacion de este caso en donde la salida y1 = - cambia de 3000 a 1400 rpm mediante la referencia

Z1 Y, O Wy
T T 4000 T T 4000 . :
3000 —
2000 — - 2000 — —
2950 +— —
| | 0 | I 0 | |
0 4 8 12 0 4 8 12 0 4 8 12
T, iq 4
20 T T 200 T T T T
4.00 b
10 — 100 [~ N
W 3.98- —
o+ E 0 _—\ ﬁ( —
397 —
| | | | | |
-10 =100
0 4 8 12 0 4 8 12 0 4 8 12

Fig. 4.7 Simulacion del accionamiento c.c. con eje flexible y con controlador de variables de estado con integrador como
indicado en el Ejemplo 4.5 con #; = 4.
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v4. Notese que el cambio en el torque perturbador p no saca al sistema del punto de operacion. &

4.6 Desacoplador de Estados.

En un sistema desacoplado se tiene la gran ventaja de que cada entrada afecta solo a una salida. Por
tanto, la M. de T. debe ser cuadrada; es decir, p = g. En estos casos, se pueden implementar facilmente
controladores monovariables, para los cuales hay suficiente teoria para su analisis y disefio.

Def.: Un sistema MIMO se dice sistema desacoplado si su M. de T. es diagonal y no singular.

En estos casos, la M. de T. es del tipo,

h]](S) 0 O
H=| | 8
0 0 e ()

En una M. de T. arbitraria interesaria manipular separadamente cada salida. Si la M. de T. no es
desacoplada y se representa por x = Ax + Bu, y = Cx + Du, puede disefiarse un controlador de estados
del tipo u = Guex - Fx que permita alcanzar esta propiedad. En el sistema en L.A. se tiene una M. de T.
dada por Hra(s) = C(sI — A)'B (con D = 0) y con la realimentacion se tiene una M. de T. Hic(s) =
C(sI — A + BF)'BG. En la Fig. 4.8 se puede observar este caso en donde se espera obtener que las p =
q salidas del vector y sean desacopladas respecto de las p = g nuevas entradas uex.

Teorema: El sistema x(r) = Ax(¢) + Bu(?), y(¢#) = Cx(¢#) + Du(?) tiene por M. de T. a Hra(s) y al
utilizar la realimentacion u(¢) = Guex(?) - Fx(¢) queda descrito por la M. de T. Hrc(s) y
cumple con la igualdad, Hic(s) = Hra(s)(I — E(sT — A + BF)'B)G = Hia(s)(I + E(sT — A)
IB)'IQ.

Para demostrar el teorema se procede a escribir Hic(s) como
— C(sI - A + BF)'BG
=C(sI - A)!(sI-A)(sI- A+ BF)'BG
= C(sI - A)!(sI — A + BE - BF)(sI - A + BF)"'BG
=C(sI - A)!((sT- A+ BF) - BF)(sI - A + BF)'BG

uex

Fig. 4.8 Representacion grafica del desacoplador de estados.
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= C(sT— AY'(I— BE(sI — A + BF))BG
= C(s1 — AY'(BG — BE(sI — A + BF)"'BG)
= C(s1 — AY'B(G — F(sI — A + BF)'BG)
= Hia(s)(I - E(s - A + BF)'B)G
Por otro lado, (I — E(sI — A + BE)'B)(I + F(sI — A)"'B)
—1-F(sI— A +BF)'B + F(sI - A)'B - F(sI - A + BF)'BE(sI - A)'B
—1—F(sI - A+ BF)'(sT— A)sI - AY'B + E(sI - AY'B - F(sI — A + BF)'BE(s — A)'B
—1—F(sI - A+ BF)'(sT - A)(sI - AY'B + E(sI - A)'B - F(sI — A + BF)'BE(s — A)'B |
—1—F(sI— A + BF)"'(s1 — A + BF - BF)(sI — A)"'B + F(sI - A)"'B - F(sI — A + BF)'BF(sI — A)'B |
—1—F(sI— A + BF)'(s1 — A + BF - BE)(sI — A)"'B + F(sI - A)"'B - F(sI — A + BF)'BF(sI - A)'B |
—1—F(sI - A)Y'B+ F(sI— A + BF)'BE(sI - A)'B + F(sI - AY'B - F(sI - A + BF)''BF(sI - A)'B |
=1 :
Por lo tanto se puede escribir (I — E(sI — A + BE)'B) = (I + F(sI — A)'B)"' y por ende Hrc(s) = |
Hia(s)(I+ E(sT— A)'IB)-IQ.

La existencia de las matrices F y G en la realimentacion u(?) = Guex(?) — Fx(¢) estd condicionada por el
siguiente teorema.

Teorema: Existe una realimentacion de estados u(?) = Guex(?) - Fx(¢) que desacopla el sistema x(¢) =

¢, A""'B
L0 001 , c,A"'B _
Ax(?) + Bu(?), y(t) = Cx(¢) + Du(z), si y solo si la matriz, E = ) , €s no singular,
¢, A"'B
donde CT = [ei & - ¢'l y vi, i = 1, .., g son enteros dados por,

min{j / ¢, A”'B=#0}
V. = . .
" ln-1 si ¢, A'B=0 Vj

Para demostrar el teorema se considera que la M. de T. en L.A. Hra(s) tiene filas 4;(s) dadas por,
/’li(S) = Ci(SI — A)'IB

= CiAOS'lB + c,-Als'zB 4+ o 4 CiAVi'ZS'Vi+1B + ciAvi-lS-ViB + cl.AviS-vi-lB + ciAviHS-vi-ZB 4+ -+
si se considera que ¢;A’B = ¢;A'B = -+ = ¢;A"-2B = 0 y por tanto ¢;,A"-!B = 0, entonces,
hi(s) = AV IsVB + ¢;AVisV B + ¢ AV sVi2B A+ -+

= sVi(CA B + ¢ AVs B + AT IsPB A+ o )

= 5VI(¢;AY B + GAV(A% B + ¢ AY(AlsH)B + - +)

= s7Vi(c; A B + ¢;AVi(sT — A)'B)
Por lo tanto, la M. de T. en L.A. puede escribirse como

s 0 o 0 [[e,A""B] [c,A”

0 s - 0 ||, A"'B| |¢c,A”

Hia(s) = + 7. |I-A) B,

-v, vq—l vy
0 0 - s5"||c,A"B| |cA
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¢, A""'B cA"

c,A"'B c,A”

si se define la matriz B = (que corresponde a la matriz E) y la matriz C =

¢, A"'B c, A" | !
entonces la M. de T. en L.A. puede escribirse como Hpa(s) = diag {s™1, s72, -+, s }(B + C(sI - A)"'B).

Al emplear la relacion del teorema (considerando que u(?) = Guex(?) - Fx(¢)), la M. de T. del sistema en
L.C. Hrc(s) puede escribirse como, '

Hic(s) = diag{s™, 572, -, 5™ }(B+ C(sI - A)'B)(I + E(s - A)'B)''G,
la que puede formularse como,
Hic(s) = diag{s™, 572, -+, 5™ }(B+ C(sI - AY'B)(G' + G'E(sI - A)'B)",

de donde se puede concluir que si B= G y C = G''F, entonces Hic(s) = diag{s™, 52, -*-, s™ } que |
corresponde a una M. de T. diagonal y por tanto desacoplada. En resumen, si se escoge G=B'y F =
B-'C se obtiene un sistema en L.C. desacoplado. Para esto, B = E debe ser invertible.

Ejemplo 4.6 Dado el sistema descrito por,

(11 -2 0 0
1 00
A=|2 0 -2|, B=|1 0|,y C=
-1 0 1
14 2 -5 0 1
disefiar un controlador de estados para que el sistema resultante sea desacoplado. R.: para encontrar vi se determina para
0 0]
j=1c¢el vector ctA°B=[100]|1 0| =[0 0], como el resultado es el vector nulo se contintia con j = 2 lo que resulta en
0 1 '
1 1 =-2(|0 0
cA'B=[100]|2 0 —=2||1 0| =[1 -2] como el resultado es no nulo se tiene que vi = 2. Para encontrar v> se

4 2 =5(|0 1

= [0 1], como el resultado es no nulo se tiene que v2 = 1. Estos

- O O

0
determina para j =1 el vector 2A°B =[-1 0 1]| 1
0

vl 1 -2 d -5 -3 6 1 2
resultados permiten generar B = €A 71B = yC= GAT . Por lo tanto, G = yFE
¢,A”"B 0 1 c,A" 31 -3 0 1

1 -1 0 .
= { 3 3} . Para comprobar los resultados se obtiene la M. de T. del sistema resultante descrito por X = Ax + Bu, y =

1
— 0
. 2
Cx + Du, con u = Guex - Fx; es decir, X = (A - BE)x + BGuey, y = (C - DF)x + DGuex que resulta ser H(s)rc =| ¢
0o =

—_—

lo que verifica el desacoplo entrada-salida. &

Ejemplo 4.7 Disenar un desacoplador de estados para el accionamiento con dos motores de c.c. como ilustrado en la Fig.
1.7. R.: El modelo se encuentra en el desarrollo del Ejemplo 1.3. Para encontrar vi se determina para j = 1 el vector ¢1A’B =
[0 0], como el resultado es el vector nulo se contintia con j = 2 lo que resulta en ¢iA!B = [0 0], como el resultado es el
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vector nulo se continfia con j = 3 lo que resulta en ¢1A’B = [0 0], como el resultado es el vector nulo se continfia con j = 4 lo
que resulta en ¢1A’B = [12857 12857], como el resultado es no nulo se tiene que vi = 4. Para encontrar v2 se determina para
j=1 el vector ¢2A°B = [20 -20], como el resultado es no nulo se tiene que v2 = 1. Estos resultados permiten generar B =

l:clAvllB}_{12857 12857} C_l:clAV'}_li—257l ~2571 23910° -8410° -8410° 0 0

4 . Por lo tanto,
¢, A”"B 20 -20 c, A" -4 4 0 -120 120 0

G- {38.8910‘6 0.025 } P { 0.025 -0.025 38.8910° 0 0 0

38.89107° —0.025|" ~ |-0.025 -0.025 38.8910° 0 0 0

la M. de T. del sistema resultante descrito por X = Ax + Bu, y = Cx + Du, con u = Guex - Fx; es decir, X = (A - BF)x +
hy(s) 0

0 hoy(s)

coeficiente de H(s)Lc ilustrados en la Fig. 4.9. Noétese que los elementos de la diagonal debieran ser idealmente cero. De

} . Para comprobar los resultados se obtiene

BGuey, y = (C-DF)x + DGuex que resulta ser H(s);c ={ }, como corroborado por el Bode de los

. 1 1
estos también se desprende que A (s) =— y hoy(s)=—. &
s s

Los controladores de estado pueden combinarse para lograr resultados 6ptimos. Es decir, para lograr
ubicar exactamente los valores propios del sistema en una localizacion deseada (por ejemplo, de
acuerdo a caracteristicas transitorias). Sin embargo, tienen un requerimiento que los hace poco
practicos, esta es la necesidad de contar con todos los estados (el vector x) para su implementacion; es
decir, deben medirse todos los estados. Este requerimiento puede resultar casi imposible de lograr ya
sea por razones técnicas (no se puede medir) como econdmicas (sensores de elevado precio). Para tales
efectos, se han desarrollado técnicas indirectas de medicion como son los observadores de estado.

200 , , 200 , ,
0 b e st st ccccccceccccc e s e e s e e —
i
£
8 900 -
]
=<
400
| | | |
600 600
0.01 0.1 1 10 0.01 0.1 1 10
200 , , 200 , ,
e 23.796
(U 7 O e T
E] 35964
g - — g - —
T 200 5 200
5 =<
g ]
=400 - 400 - _
| | | |
600 600
0.01 0.1 1 10 0.01 0.1 1 10

Fig. 4.9 Bode de los coeficientes de H(s)Lc del accionamiento de dos motores de c.c. Ejemplo 4.7.
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4.7 Observador de Estados SISO.

La idea basica es disponer de un set de ecuaciones de estado similares a las del sistema en estudio. Este
set debe tener variables de estado X(¢) que se aproximen tanto dindmica como estaticamente a las

variables de estado reales x. A su vez, las variables de estado generadas por el observador x(7)
generaran una salida y(r) que se aproximard a la salida real y, en la medida que x(¢z) se aproxime a
x(?). Para tales efectos hay varias opciones que se estudian a continuacion.

A . Observador en L.A.

En este caso las ecuaciones dinamicas del observador son x(r) = Ax(r) + bu(?), $(t) = ex(t) + du(?).
Se puede apreciar que el observador necesita los pardmetros A, b, ¢ y d y la entrada u. Una
representacion grafica del observador y el sistema estan dadas en la Fig. 4.10. Si se define el error de
estimacion X(¢) = x(z) —X(¢), interesa que €ste sea cero para todo instante de tiempo para que el vector
de estados estimado x(¢) sea efectivamente x(¢) y asi p(¢) sea efectivamente y(f). Para analizar esta
propiedad se estudia la derivada del error que es

(1) =x(t) - k() = AX(¢) +bu(t) — AX() —bu(t) = Ax(t)— AX(t) = Ax(t)-%(1) = AX(F).

Por lo tanto, la ecuacion del error estd dada por X(¢) = e2X(0) = e*'X,. De esta expresion se puede
p p p

concluir que si los valores propios de A son estables, entonces el error tiende a cero para t — oc y sera
siempre cero si la c.i. lo es; es decir, si X, = 0. Si bien esta condicion es tedricamente factible, en la
practica se debe asumir que nunca se da. Bajo estas condiciones se tienen dos inconvenientes. Primero,
el error convergerd a cero si y solo si los valores propio de A son estables, cuya condicién no es
siempre el caso y, segundo, si el error converge a cero, lo hace con la dinamica fijada por A y por ende
no hay manipulacion de ésta. Para remediar estos problemas, se estudia un observador en L.C.

Es importante destacar que el sistema {A, B, C, D} en conjunto con el observador se puede agrupar en
solo un sistema. Para esto, se considera que se tiene un nuevo vector de estados compuesto por las

: .. b G
variables de estados originales y el vector de estados de los errores de estimacion {Nitﬂ y se
X

--------------------------------------------------------------------------

Fig. 4.10 Representacion grafica del observador SISO en L.A.
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mantienen la entrada y la salida. Por lo tanto, el sistema total se puede representar por,
X(7) A 0|/x(»] |B x(2)
. = + 1), Hn=1[(C 0 +du(?).
L}(r)} {0 A} L?(t) o |40 yo=lc 0] 2y | 70

B. Observador en L.C de orden completo.

En este caso las ecuaciones dindmicas del observador son X(r) = A&(¢) + bu(?) + ko()(?) - $(2)), $(t) =
cXx(¢) + du(t), donde K, es un vector de dimension n-1 de valores arbitrarios. En este caso también se

puede apreciar que el observador necesita los pardmetros A, b, ¢ y d del sistema real, la entrada u, y
ademds asume que y esta disponible. Una representacion grafica del observador y el sistema estdn
dadas en la Fig. 4.11. Similarmente, si se define el error de estimacion X(¢)=x(¢)—x(¢), interesa que

¢ste sea cero para todo instante de tiempo para que el vector de estados estimado x(z) sea
efectivamente x(¢) y asi y(¢) sea efectivamente y(¢). Para analizar esta propiedad se estudia la derivada
del error que es,

%(0) = X(0)~X()) = Ax(0) +bu(r) - AR(1) ~bu(t) ~k, (1)) - H(1)) = Ax(1)— AR(D) ~k, (ex(r) — eX(1)),
lo que finalmente se reduce a,
X(0) = X(1) - x(t) = AX() - (1) — Kk, e(x(t) - k() = AX(t) -k, k() = (A—K,0)X(t).

Por lo tanto, la ecuacion del error estd dada por X(z) = e -%X(0) = A -%9"X;. En este caso, se
puede concluir que si los valores propios de la matriz (A - Koc¢) son estables, entonces el error tiende a
cero para ¢t — oc y serd siempre cero si la c.i. lo es; es decir, si X, = 0. Dado que ko se puede escoger
arbitrariamente, es posible modificar los valores propios de (A - koc). Los teoremas siguientes (que son
generalizados para p entradas y ¢ salidas) permiten establecer las condiciones bajo las cuales todos los
valores propios de esta matriz (A - Ko¢) son arbitrariamente posicionables.

1
0.
L.

---------------------------------------------------------------------------------

A4

=p

v

v
| X
(o)
-

observador

Fig. 4.11 Representacion grafica del observador SISO en L.C.



Apuntes: 543 760 98

Teorema: Si el par {A, C} es observable, entonces existe un vector de ganancias K, tal que los
valores propios de (A - K,C) se pueden asignar a voluntad. En particular, si éstos se eligen
estables, entonces X(z) > 0 6 X(¢) — x(¢) asintoticamente.

El Capitulo Il muestra que el sistema {A, B, C, D} es observable, si y so6lo si el sistema dado por {A7, !
C7, B7, D’} es controlable. Si el sistema {A”, C7, B?, D7} es controlable, entonces existe una matriz !
Ko’ de dimension p-n tal que permite posicionar los valores propios de la matriz (A7 - CTK,/) |
arbitrariamente. Dado que los valores propios de la matriz (A" - C'K,") y su transpuesta (A" - C'K,")" |
= (A - K,C) son los mismos, entonces K, permite escoger siempre los valores propios de la matriz (A -
K,C). '

En resumen, el procedimiento para encontrar el vector de ganancias Ko en un sistema SISO se reduce a
encontrar el vector de ganancias Ko’ para un controlador de estados de manera que posiciona los
valores propios del sistema en L.C. dado por {A” - ¢’k,, ¢, b7- ¢’ko!, d”} en una localizacion dada. Se
debe tener en cuenta que estos valores propios fijan la dinamica del error de estimacion.

Similarmente al caso anterior, el sistema {A, B, C, D} en conjunto con el observador se puede agrupar
en solo un sistema. Para esto, se considera que se tiene un nuevo vector de estados compuesto por las

: .. L, x(
variables de estados originales y el vector de estados de los errores de estimacion {Nztﬂ ; por lo tanto,
X

el sistema total se puede representar por,

x(?) | A 0 x(?) B | x(0)
[i(t)} B {0 A—koc} L?(t)} J{O}M(t),y [c o] L{ (r)} +du(?).

|

— - 2 1

Ejemplo 4.8 Dado el sistema descrito por, A=| 2 -2 -2|, b=|-2|, y ¢= [1 0 O] disefar un observador de
-4 2 =5 0
estados completo en L.C. tal que el error tienda cero con una dindmica dada por los valores propios en -5, -2 * 2;. R.: para
-1 2 -4 1
aplicar el algoritmo anterior se debe reformular el sistemaa: A" =| -1 -2 2 |, ¢/ =|0], y b’ = [1 -2 0] , ahora
2 -2 =5 0

se aplica el procedimiento utilizado en los controladores de estados: (1) en este caso el polinomio caracteristico es det {sI -
AT} = 5% + 852 + 31s + 40 de donde se puede obtener ao = 40, a1 = 31, y a2 = 8; (2) los polos deseados estan en -5, -2 + 2/,
por lo que se puede escribir el polinomio caracteristico deseado como (s +2 +; )(s +2 - j)( s +5) = s> + 952 + 28s + 40, por

1.0

0.5

0.5 ‘ |
0 2 4 t

Fig. 4.12 Simulacion del observador del Ejemplo 4.8.
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lo que a0 = 40, a1 = 28, y a2 = 9; (3) asi ke = [40-40 28-31 9-8] =[0 -3 1]; 4 y la matriz T =
-1

14 5 1
[alcT +arATe” +(AT)2cT arel + AT cT]_1 =|=1 =1 0] ; (5 con lo que finalmente, ke =[1 8 -1]. Por lo
6 2 0
1
tanto, el vector de ganancias del observador es ko = ke =| 8
-1

Para verificar los resultados se obtiene €l polinomio caracteristico de la matriz (A - koeC) que es det {sI - A + keC} = s> + 9s
2+ 28s + 40, el cual corresponde al polinomio caracteristico deseado para el error de aproximacion. Resultados simulados se
muestran en la Fig. 4.12 para una entrada u(f) = u(?) + u(z-3), con c.i. para x(¢) dadas por xo = [-0.5 0 0]7 y para las
variables del observador x(¢) dadas por xo = 0. Se puede apreciar que una vez que el observador logra error en estado

estacionario nulo X(¢) = 0, éste se mantiene ain ante cambios de las variables de estados del sistema x(z). &

Ejemplo 4.9 Disefie un observador de estados para el caso del accionamiento con eje flexible. R.: En el Ejemplo 2.10 se
determiné que el sistema de 4 variables de estado es observable. Utilizando la metodologia del ejemplo anterior y forzando
los valores propios del observador a ser: -10, -10, -100 £ 100 y -100 + 100/ se encuentra que el vector ko es ko’ = [-36.278
196 -200.136 18.532]". Para verificar los resultados se obtiene el polinomio caracteristico de la matriz (A - koC) que es
det {sI - A + koC} = s* +220s> + 2410005 2 + 420000s + 2000000, €l cual corresponde al polinomio caracteristico deseado.
Resultados simulados se muestran en la Fig. 4.13. Se puede apreciar que una vez que el observador logra error en estado
estacionario nulo X(¢#) = 0, éste se mantiene aun ante cambios de las variables de estados del sistema x(7); nétese ademas

que se asume que se puede medir la perturbacion p(f). &

C. Observador en L.C de orden reducido.

Un caso interesante es cuando algunas de las variables de estado estan disponibles. En este caso, s6lo
deberia implementarse un observador para las variables no medibles y utilizar - en lo posible - todas las
variables (entrada y variables de estado medibles) para mejorar el desempefio del observador. Para este
andlisis se asume que el vector de variables de estado se puede dividir en variables de estado medibles

t
Xm (de dimension m) y en no medibles xy (de dimension n - m); por lo tanto, x(¢) = {X“‘( )} y

X, (1)

Va , (O]
T T 4000 T T 4000 . :
v
200 1= — : :
2000 [+ — 2000 | _
I I 1 1 I I
0 0 0
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6
t,. Iy p
10 T T 50 T T T T
sk - of = 5 F -
0 t/ L 50 |- i,
5 : | | -100 1 | 0 | |
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6

Fig. 4.13 Simulacion del accionamiento c.c. con eje flexible y con un observador de estado de orden completo donde las
lineas segmentadas son los valores observados.
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consecuentemente se puede escribir el sistema x(¢) = Ax(¢) + bu(f) como,

{)"(m(t)} _ {Amm Amu} [Xm(t)]’{bm}l o,
Xll (Z) Aum Allll Xll (t) bll

de donde se puede extraer la relacion,
X, (1) = AuuXu(?)  AumXm(?) + buu(?),
que corresponderia a las ecuaciones de estado de las variables no medibles, y la relacion,
X, (1) - AmmXm(?) - bmtt(?) = AmuXu(?),
por lo que una ecuacidn para un observador puede ser,
2,0 = Aw, () + AumXan() + butt(D) + Kol %, (1) - AmmXen(?) - Butt(1) - Amu %, (6)),

en donde K, de dimension (n-m)-m se escoge para obtener valores propios dados de la respuesta del
error de estimacion. La dinamica del error X, (¢) =X, (f) - X, (t) queda dada por,

%, () = AuwXu(®) + AumXm(?) + buti(?) - Awu, (1) - AumXm(£) = bute(?) - Ko(AmuXu(?) - Amu X, (1)),

X, (1) = (Auwu - KoAmu) X, (1) .

El nimero de variables medibles m debe estar entre m = 1 y m = n - 1. Ambos casos extremos son
también de interés y se revisan por separado. Si m = 1 entonces Auu €s de dimension (n - 1)-(n -1), Ko =
ko de (n- 1)1,y Amu de 1-(n - 1). Este caso corresponde a un problema de disefiar un observador de
orden completo en L.C. de orden # - 1 y por tanto se puede utilizar ese procedimiento para encontrar
K, = k,. Por otro lado, si m = n - 1 (es decir, hay una variable de estado no medible), entonces Auu €8
de dimension 1'1, Ko =kode 1:(n- 1), y Amu de (n - 1)-1. Este caso es equivalente a tener n - 1 salidas
(las n - 1 variables de estado medibles) y por tanto no necesariamente son todas requeridas para
determinar la variable de estado no medible. Dado que el observador resultante es de primer orden, es
facil determinar por inspeccion las salidas requeridas mediante la seleccion apropiada de Ko = Ko.
Valores de 1 <m <n -1 se analizan posteriormente, pues son tratables como sistemas de varias salidas.

Lamentablemente, la ecuacion del observador necesita %, (¢), que es la derivada de las variables de

estado medibles, lo que debe ser evitado considerando el ruido presente en éstas. Para esto se define la
variable auxiliar, y = X, (r) - Koxm(?), la que al ser utilizada en la ecuacion del observador se obtiene,

W) = (Au - KoAm)W(0) + (AuKo + Aum - KoAmm - KoAmuKo)Xm(?) + (bu - Kobm)u(?),

que corresponde finalmente a la ecuaciéon implementable en la practica del observador. De ésta se
obtiene y(f) y por tanto las variables de estado no medibles x,(#) como x,(#) = W(f) + Koxm(?). Una
representacion grafica de este observador es dada en la Fig. 4.14.

Similarmente al caso anterior, el sistema {A, B, C, D} en conjunto con el observador se puede agrupar
en solo un sistema. Para esto, se considera que se tiene un nuevo vector de estados compuesto por las

X(tﬂ , por lo tanto,

variables de estados originales y el vector de estados de los errores de estimacion [

el sistema total se puede representar por,

[i(t)} - {0 Auu—KOAmJ L(,)}{O}M(f),y(t)— [c o] L?(f)} +du((t).
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-1 -1 2 1
Ejemplo 4.10 Dado el sistema descrito por, A=| 2 -2 -2|, b=|-2|,y ¢= [1 0 0] con x = [x1 x2 x3]” disefiar
-4 2 =5 0
un observador de estados para x3 en L.C. tal que el error de estimacion tienda cero con una dindmica dada por el valor
2
propio -2. R.: se asume que x1 y x2 son medibles y estan disponibles, por lo tanto, Xm = [x1 x2]7, Auwu = [-5], Amu = { 2},
-1 -1
2 =2
dado por Auu - KeAmu = -5 - 2ko1 + 2ko2. = -2. Si se escoge ko2 = 0, entonces ko1 = -1.5. Asi la ecuacion del observador es
=2y +[-2.5 0.5]xm + 1.5u, y por tanto x3 =y + [-1.5 O]xm =y +-1.5x1. &

Aum = [-4 2], Amm = { } , ¥ Ko = ko = [ko1 ks2]. Por otro lado, el Gnico valor propio de la ecuacion del observador esta

Ejemplo 4.11 En el motor con eje flexible se debe conocer el torque #- para implementar un controlador de estados como
indicado en el Ejemplo 4.2. Disefie un observador de estados para esta variable asumiendo que las otras estan disponibles.
R.: En la representacion original se tiene que el torque ¢ no es la ultima variable de estado, por lo que primero se redefine la

0 0 k,/nt,) —1/(n*J,) 0 0
0 -1/J
representacion en variables de estado con A = 0 0 0 1) , b= y e= B
-nk,/L, 0 —R,/L, 0 /L, 0
k -k 0 0 0 0
donde x = [x1 x2 x3 x4]7 = [0 01 ia ]7. Por lo tanto, Xm = [x1 X2 x3]%, Auu = [0], Amu = [-1/(#%J) 1/J: 017, Aum = [k -k 0], Amm
0 0 k,/(n,)
= 0 0 0 , ¥ Ko = ko = [ko1 ko2 ko3]. Por otro lado, el unico valor propio de la ecuacion del observador

-nk,/L, 0 —-R,/L,
esta dado por Aw - KeAmu = -1/(n*Jm)kor - 1/ ko2 = -2 (se asume -2). Si se escoge ko1 = ko3 = 0, entonces ko2 = 0.04. Asi la
ecuacion del observador es \J = -2y + [500 -500.08 0]xm + Ou + 2p, y por tanto %, =y + [0 0.04 0]xm = Wy + 0.04x2. La

» d
u X X
> b — j‘ ==
A
planta

--------------------------------------------------------------------------------

AuuKo + Aum - I<014mm = KoAmuKo Ko

U

g,bu-Kobm=> i |

: Auu = I<014mu
¢ observador

Fig. 4.14 Representacion grafica del observador de orden reducido.
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Fig. 4.16 muestra los resultados simulados. &

4.8 Observador de Estados MIMO.

A . Observador en L.C de orden completo.

Dualmente a los controladores de estado MIMO, en los observadores MIMO se tienen ¢ salidas y
podria darse el caso de que se necesite so6lo una, algunas o todas las salidas para determinar todos los
estados del sistema. Especificamente, la matriz de observabilidad es 8= [CT ATCT --- (A"1)ICT]" y si se
considera que C tiene filas ¢; (i = 1, ..., g), entonces C” = [¢i17 ¢27 -+ ¢,7] y B se puede escribir como,
0= [ClT c2T ch ATclT AT02T AchT (An-l)TclT (An-l)T02T (An-l)chT]T, 0 como,

' — [C]TATclT (An'l)TC1T02TATCZT (An'l)T02T chAchT (An-l)chT]T'

Como se sabe, si rango{l} = n, entonces el sistema es observable. Notese que los vectores filas ¢; ¢z
== ¢4 son L.I., puesto que de otra forma implicaria que hay salidas idénticas, por lo que deberian ser
descartadas. De esto se puede concluir que si hay ¢ = n entradas, entonces el sistema es siempre
observable. Por otro lado, si existe algin ¢; tal que rango{[¢/ Ale” - (A"HTe ]} = n, entonces, el
observador puede utilizar s6lo la salida i. Si no existe este ¢;, entonces, se necesitara mas de una salida
para lograrlo. Como se puede intuir, estas condiciones son idénticas a las utilizadas en el disefio de
controladores MIMO. Por lo tanto, utilizando el principio de dualidad se puede disefiar el observador
en sistemas MIMO.

Asi, el disefio se hace en dos etapas, primero se encuentra un observador descrito por una ganancia Ko
de dimension g-n tal que éste resulta ser observable solo por yi. La ecuacion de este observador es,
X(t) = AX(t) + Bu(?) + Koi(y(®) - ¥(¢)), y(t) = Cx(r) + Du(?), que también puede ser escrita como,
X(t) = (A - KaO)X(t) + (B - KoD)u(?) + Koiy(?), ¥(r) = Cx(r) + Du(?). Estas ecuaciones son
consideradas como un sistema independiente y por tanto para que sea observable s6lo a través de yi
debe cumplirse que rango{[ei” (A - KoiC)Ter” -+ ((A - Ko1C)")7eiT]} = n, para esto se escoge Koi” =

---------------------------------------------------------------------------------

observador

Fig. 4.15 Representacion grafica del observador MIMO en L.C.
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SQ!, donde
Q — [ClTATclT (AI)rl'lclTCQT ATCQT (AT)r2-1c2T chAchT (AT)rq-lch]’

donde 1 + r» + -+ + r, = n. La cual es la matriz formada por las columnas L.I. de la matriz de
observabilidad transpuesta 87. Ademas, se define S de dimension g-n como,

S=[0 0 - -e o 0 - e -0 0 - 0 1
donde e; es la columna i-¢sima de una matriz identidad de g-q. Para probar que al escoger Ko1 como
indicado se logra obtener que rango{[ci’ (A - KoiC)'ei” -+ (A - KaC)Y"Hei']} =n se puede
proceder como indicado en el disefio de controladores MIMO. Finalmente, se define un observador
basado en el anterior de la forma %(r) = (A - Ko1C)%(¢) + (B - KoaiD)u(?) + Ko1y(?) + Mo(y(?) - $(2)),
y() = Cx(¢) + Du(?), en donde al disefiar M, de dimension p-n se considera que es observable a través
m,

0 ) .
de y1, por lo tanto puede tener la forma Mo’ = | . |, con moi un vector de dimension 1-n que se

0

disefia siguiendo las reglas de observadores en SISO. El observador resultante tiene la forma x(r) = (A
- Ko1C - M O) x(¢) + (B - Ko1D - MoD)u(?) + (Ko1 + Mo)y(?), y(t) = Cx(¢) + Du(?). Considerando que
Ko = Ko1 + Mo, estas ecuaciones se simplifican a x(r) = (A - KoC) x(¢) + (B - KoD)u(?) + Koy (), ()
= Cx(t) + Du(). Al evaluar el error de estimacion %(f) = x(¢) - X(¢) se encuentra que X(¢) = X(¢) — X(¢)
= (A - K,C)(x(?) - (1)) = (A - KoC)X() .

Una representacion grafica de este observador estd dada en la Fig. 4.15. Nétese que este procedimiento
es valido de utilizar en sistemas SISO donde se tienen disponibles algunas variables de estado y por
tanto se recomienda utilizar un observador de orden reducido.

Similarmente a los casos anteriores, el sistema {A, B, C, D} en conjunto con el observador se puede

agrupar en s6lo un sistema. Para esto, si se considera que se tiene un nuevo vector de estados
compuesto por las variables de estados originales y el vector de estados de los errores de estimacion

()

b (4 . . .
{ ( )} y se mantienen la entrada y la salida. Por lo tanto, el sistema total se puede representar por,

Va , (O]
T T 4000 T T 4000 . :

200 =, h
2000 [~ 1 2000 — 1

107w T T 50 T T T T

‘l
SE . 0o = s b _
o ‘/ L 50 |- |

5 | | -100 1 | 0 | |
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6

Fig. 4.16 Simulacion del accionamiento c.c. con eje flexible y con un observador de estado de orden reducido como
indicado en el Ejemplo 4.11, las lineas segmentadas son los valores observados.
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(0] _[A 0 X0 B wy=[C 0] x(?) + Du
il 1o a-k.cllzo| [o|™Y %(1) '

Ejemplo 4.12 Dado el sistema descrito por,

1 2 4 1 -1
010
A=|1 0 2|, B=[0 0|,y C=
00 1
2 -2 -5 0 1

disefiar un observador de estados para que el sistema resultante tenga valores propios en -10, -2 £+ 2;. R.: Los valores
propios del observador en L.A. estdn en det {sI - A} = s + 4s? + 55 + 2 = (s + 1)(s + 1)(s + 2) por lo que se necesita de un
observador de estados en L.C.. Afortunadamente, rango{CT ATCT (AT)’CT} = 3, desafortunadamente, rango{ci? Afei”
(AD?eiTy =2 y rango{e2” ATea” (AT)?e2” } = 2; por lo tanto, el sistema es observable pero se necesitan las dos salidas para
-1

0 0 0 01 0
tales efectos. Primero, se encuentra Koi” como Koi” = SQ! = [0 -e2 0][ci” ATeiT ]! = {0 | 0} 1 0 0 =
0 2 1

-1 0 0

caracteristico dado por det {sI — A + KoiC} =s> + 45> + Ts + 4 = (s + 1)( s + 1.5 + 1.323j)( s + 1.5 -1.323j) que no cumple
con la ubicacion deseada, pero es observable a través de yi. Por lo tanto, se puede disefiar Mo considerando que el
observador resultante tiene ao =4, a1 =7,y a2 =4y que el deseado debe tener un polinomio caracteristico dado por det {sI
~A+KiC} =det{sI-A+KoC+M,C} =(s+2+j)(s+2-/)(s+10)=s>+ 1452 + 48s + 80, por lo que ao = 80, a1 =

0 00
{ } por lo que el observador resultante es observable mediante yi. Este observador tiene un polinomio

48, v a = 14; asi, ke = [80-4 48 -7 14-4] = [76 41 10] y la matriz T =
-1
1 10
[a1C1T+(12(AT—CTK(,]T)CIT+(AT—CTK01T)201T a2C1T+(AT—CTK01T)ClT ClT:r1 =5 4 1 ; finalmente,
‘ 320
-49 -1
mo1 = KeT =[-49 10 25]. Asi Ko=Ko1 + Mo=| 10 0 |. Para verificar los resultados se obtienen las raices de det {sI —
25 0

A+ KoC} =5+ 1452 + 485 + 80 lo que verifica la ubicacion apropiada de los valores propios del observador. &

B. Observador en L.C de orden reducido.

En el caso de tener disponibles algunas variables de estado, s6lo deberia implementarse un observador
para las variables no medibles. Para este andlisis se asume que el vector de variables de estado se puede
dividir en variables de estado medibles xm(?) (de dimension m) y en no medibles xu(?) (de dimensién 7 -

X,, (1)
X, (t)

|:)'fm (t):| _ |:Amm Amu:| |:Xm(t):|+|:Bm:|ll([),
X, (t) Aum Auu X, (t) Bu

de donde se pueden extraer la relacion,

X, (1) = AwuXu(?) ¥ AumXm(?) + Buu(?),

m); por lo tanto, x(¢) = { } y por tanto se puede escribir el sistema x(#) = Ax(¢) + Bu(¢) como,

que corresponderia a las ecuaciones de estado de las variables no medibles, y también se puede escribir,
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X, (1) - AmmXm(?) - Bmu(?) = AmuXu(?),
por lo que una ecuacidn para un observador puede ser,
X, (6) = Ak, (1) + AumXm(?) + Buu(?) + Ko( X, (1) - AmmXm(?) - Bmu(?) - Amu %, (1)),
en donde K, de dimension (n-m)-m se escoge para obtener valores propios dados de la respuesta del
error de estimacion. La cual genera una ecuacion para la dindmica del error X, (r)=x,(r)-X,(#) dada
por,

§u (1) = AwuXu(?) + AumXm(?) + Butt(?) - Awu X, (¥) - AumXm(?) - Buu(?) - Ko(AmuXu(?) - AmuX, (7))

= (Aun - KoAmu) %, (1) .

El nimero de variables medibles m debe estar entre m = 1 y m = n - 1. Ambos casos extremos son
idénticos al caso SISO y su andlisis se revis6 anteriormente. Valores de 1 < m < n -1, es decir, hay
varias salidas xm se analizan como un diseno de un sistema MIMO con varias salidas en donde A = Ay,
y C = Amu.

También se recurre a definir la variable auxiliar, y(f) = x,(r) - Koxm(?), la que al ser utilizada en la
ecuacion del observador se obtiene,

y(t) = (Auu - KoAmu)\Il(t) + (AuuKo + Aum - KoAmm - KoAmuKo)Xm(t) + (Bu - KoBm)u(t),

que corresponde finalmente a la ecuaciéon implementable en la practica del observador. De ésta se
obtiene y(f) y por tanto las variables de estado no medibles x,(#) como x,(#) = y(f) + KoxXm(?). Una
representacion grafica de este observador es dada en la Fig. 4.17.

Similarmente al caso anterior, el sistema {A, B, C, D} en conjunto con el observador se puede agrupar
en solo un sistema. Para esto, se considera que se tiene un nuevo vector de estados compuesto por las

. . . \ . ., X(¢
variables de estados originales y el vector de estados de los errores de estimacion L(t)} y se
X

=§>Bu - K,Bu > |

: observador

Fig. 4.17 Representacion grafica del observador MIMO de orden reducido.
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mantienen la entrada y la salida. Por lo tanto, el sistema total se puede representar por,

x| _|A 0 {x(t)} N B " _[C o] {x(l)} +Du
X(t) 0 A, -KA, |Lx0 o Y (1) '

Ejemplo 4.13 Dado el sistema descrito por

11 -2 0 0
1 00
A=l2 0 -2/, B=|1 0|,y C=
10 1
4 2 -5 0 1

donde ambas salidas estan disponibles, disefiar un observador de orden reducido para determinar las variables de estado del

sistema. R.: Las salidas y1 e y2 corresponden a x1 y -x1 + x3, por lo tanto, s6lo se debe estimar x2, dado que x1 y x3 son

deducibles de las salidas. Se escoge un valor propio en -2 para el observador de orden reducido. El sistema se escribe como
X 1 1 -2 1 X1 0 0 X1

. 23] Y1 1 0 0 1 -2 1
x3 =4 =5 2||x3|+|0 1 , = x3 |, por lo que, Amm = , Amu = , Aum =[2 -
U Y2 -110 . 4 -5 2
2

).62 2 =20 X2 1 0

00 - ~ ~
2], Awu=0, Bm = {O J, Bu =[1 0]. La ecuacion del error entonces queda, X, = (Auw - KoAmu) Xy = (-ko1 - 2k02) X, , por

. X u .
lo que se escoge ko2 = 1 y ko1 = 0. Asi, la ecuacion del observador es y = -2y + [-2 1]{ l} +[1 —1]{ l} y la variable
X3 U

A X .
observadaes X, = x, =y +[01] { 1 } =y + x3. Resultados simulados se presentan en la Fig. 4.18. &

X3

4.9 Controlador basado en un Observador de Estados.

Una de las aplicaciones directas de un observador de estados es su utilizaciéon en un controlador de
estados como ilustrado en la Fig. 4.19. El principio es utilizar los estados estimados por el observador
en la implementacion del controlador. Hay dos interrogantes ante esta alternativa; la primera se refiere
a como disefiar el observador y el controlador y, segundo, respecto del comportamiento global, en
particular la ubicacion resultante de los valores propios.

Al tener el sistema x(¢) = Ax(¢) + Bu(¢), y(t)=Cx(¢)+Du(¢) se puede implementar el controlador u(¢) =

Uex(?) - Kex(¢), en donde claramente se aprecia la utilizacion de los estados estimados por el
observador definido por x(7) = A&(t) + Bu(?) + Ko(y(?) - Cx(¢) - Du()), 3(t) = Cx(t) + Du(?). Al

considerar el error de estimacién como %(r) = X(f) - %(¢) se encuentra que X(r)=x(t)—x(7) = (A -

6 \
XQ(I)

x2(1)

Fig. 4.18 Simulacion del observador MIMO de orden reducido del Ejemplo 4.13.
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KoC)(x(?) - x(¢)) = (A - KoC)X(?) . Por otro lado, la ecuacion del controlador queda definida por x(¢) =
AX(?) + B(uex(?) - KeX(¢) ) = AX(?) + Buex(?) - BKcX(7) = Ax(?) + Buex(?) - BKe(x(7) - X(2) ) = Ax(?) +
Buex(?) - BKex(7) + BKeX(7) = (A - BKo)x(¢) + BKcX(¢) + Buex(?). Por lo tanto, una representacion del
sistema Yy el controlador en combinacion con el observador es,

[);((t)} _ {A—BKC BK. Mfﬂ s {B} ual), y=[C-DK. DK] F(z)} + Duad)
X(¢) 0 A-K,C||x(0) 0 x(?)

A -BK. BK.
0 A-K,C

valores propios del sistema resultante son los del controlador de estados en conjunto con los del
observador. Ademads, como los valores propios del observador estdn dados por la matriz A - K,C, éstos
se pueden disefiar independiente de los valores propios deseados para el controlador. La M. de T.
resultante entre la salida y y la nueva entrada uey resulta ser (C - DK¢)(sI — A + BK¢)'B + D. Es decir,
los polos del sistema estan definidos s6lo por los valores propios dados por el controlador de estados.
Similares resultados y conclusiones se obtienen en la utilizacion de un controlador que utiliza las
variables de estado desde un observador de orden reducido.

Al obtener det {{ }} = det{A - BK:}det{A - K,C}, se puede observar que los

Ejemplo 4.14 En el Ejemplo 4.4 se disefio un controlador para el sistema descrito por

11 -2 0 0
1 00
A=[2 0 -2|, B=|1 0|,y C=
-1 0 1
4 2 -5 0y
—49 10 25

el cual arroj6 una matriz de ganancia K¢ = { } Determine el comportamiento utilizando un observador. R.: La

-1 0 0

simulacion de este caso para uex1(f) = 80U(t-5), uex2(t) = 0 considerando que todos los estados estan disponibles esta dada en
Fig. 4.20(a). Si se considera ahora que solo las salidas estan disponibles, entonces se puede implementar el observador

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

observador

Fig. 4.19 Representacion grafica del controlador de estados basado en un observador de estados.
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obtenido en el Ejemplo 4.13 para obtener una aproximacion de xz. Asi, el vector de variables de estado a utilizar por el
controlador seria [x1 x, x3]. La simulacion de este caso para uex1(f) = 80U(#-5), uex2(f) = 0 se muestra en Fig. 4.20(b). &

4.10Modelaciéon, Estimacion y Compensacion de Perturbaciones.

Las perturbaciones se caracterizan por modificar las salidas del sistema y no ser manipulables. En
muchos casos son medibles y por tanto se pueden compensar utilizando técnicas de pre-alimentacion.
En los casos en que éstas no son medibles, se puede recurrir a su estimacién como se muestra a
continuacion.

En general, las ecuaciones que describen el comportamiento de las perturbaciones puede ser escrito
como, 1(f) = Ar(?), p(t) = Cir(?), donde, r(¢) es el vector de variables de estado del ruido y p(?) las
perturbaciones. Si consideramos que la perturbacion se suma a la entrada de un sistema descrito por x
= Ax(¢) + Bu(?), y(¢) = Cx(¢) + Du(¢), entonces se puede escribir que x = Ax(¢) + Bu(?) + BC,r(¢), y(¢)
= Cx(?) + Du(?). En forma matricial queda,

F(r)} _ {A BCr} {X(t)} . [B} w0, y=[C 0] {x(t)} + Du().

r(t) 0 A, [[r® 0 r(t)

Notese que la definicion anterior implica valores propios dados por la matriz A y tantos valores propios
adicionales en el origen como sea la dimension del vector r(¢). Si se conoce Ar y C, y el sistema
anterior es observable, se puede implementar un observador para éste y asi estimar r(f) y con ello
obtener p(f) y por tanto compensar su efecto nocivo mediante un esquema pre-alimentado. Una

alternativa mas simplificada del caso general anterior es asumir que Ar =0y C, =1, por lo tanto p(¢) =
r(¢). Este caso resulta en,

xn] _[A B][x»]  [B | <)
L(t)}{o ()Mr(t)}+ [O}u(t), yo=I[c O]L(t)}“)“(’)’

el cual es cubierto por el siguiente teorema,

0 0

observable si y solo si el sistema original {A, B, C, D} no tiene ceros de transmision en el

A B||B
Teorema: Sea el sistema {A, B, C, D} observable. El sistema { },[J,[C 0], D} es

- () ] B ()
o) L @

. o N/

() (b)

Fig. 4.20 Controlador de estados basado en un observador reducido de estados; a) sin observador, b) con
observador.
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origen.

El teorema anterior es el dual del teorema revisado en 4.5.

Revisemos el caso anterior que es implementado con un controlador de estados y una esquema pre-
alimentado tal que u(?) = uex(?) - p - Kcx. Para lo cual se utiliza un observador de orden completo de

la forma,
0| _|A B WHB} +[KOX} N c_Tc o Fm}ﬂ) )
L,(tj [0 0} a0l o MO | |0@-9)§ [C o] 2| +Duc®.

en donde K, = [Kox Kor]”. Notese que el vector de ganancias K se calcula en forma independiente y
de manera de obtener la localizacion de polos del sistema original en el lugar deseado. Considerando la
ley de control dada por u(?) = uex(?) - p - Kcx. Se tiene que las ecuaciones del observador quedan

dadas por,

% t A - BKc - KoxC 0 X (¢ B Kox

X0 2 F( )} +1 Jue(d) + y(0).

p() -K,.C 0][p@®) 0 Ko
Las ecuaciones resultantes indican la aparicion de valores propios en el origen. Estos se deben al
control pre-alimentado. La Fig. 4.21 muestra una representacion grafica de este caso.

4.11Ejercicios Propuestos.
Resuelva los problemas siguientes. Anote todo su trabajo.

A . Nivel Basico

1.- Determine si los siguientes sistemas son controlables y/o observables. Los que no lo sean,
identifiquen los estados que son no controlables y/o no observables.

Fig. 4.21 Representacion grafica del compensador de perturbaciones.
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3 -1 2 1

A=[1 -5 2 [, b=(0|,c=[1 0 0].yd=o.
11 4 1
3 -1 =2 1

A=1 5 2[,b=|0[,c=[l 0 1].yd=o.
1 -1 4 0

Para el sistema siguiente disefie un controlador de estados tal que las dindmicas controlables se
hacen 10 veces mas rapida.

3 0 0]
A=[0 -5 0| b=|0],c=[l 2 0],ya=o0.
0 0 —4 1

Para el sistema siguiente disefie un observador de estados para las dinamicas observables con una
dindmica 10 veces mas rapida.
-3 0 0 1
A=[0 -5 0 [, b={0],c=[l 2 0].yd=0.
10 0 4 1]
Un sistema SISO de segundo orden puede ser representado por la F. de T. en L.A. dada por

h,(s)= ﬁ, en donde la salida y su derivada son consideradas las variables de estado. Se
s(ts+

pide disefiar un controlador basado en realimentacion de las variables de estado de manera que la
ganancia dc de la F. de T. en L.C. Azc(s) sea unitaria (es decir, 4zc(0) = 1) y que el factor de
amortiguamiento sea &. Para esto, determine las ganancias & y k2 del controlador en funcion de t,

kyé&.
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e)

2

h)

a)

¢)

2 ¥
ST +25-3  u(s)

Dada la funcion de transferencia 4(s) = , en donde el vector de variables de

estados es x = [y dy/df]”. Se pide,

Determinar la realizacion en variables de estado {A, b, ¢, d}.

Determine los polos y ceros de la realizacion encontrada en (a).

Determine un controlador de estados u = v - kex, con ke = [ke1 k2] tal que los polos de la nueva
realizacion estén ubicados en -1 £ ;.

Determine la realizacion en variables de estado {Ae, be, ¢c, dc} de manera que incluya el sistema
y el controlador disefiado en (c).

Determine la F. de T. Ac(s) = y(s)/v(s) de la realizacion obtenida en (d).

Determine un observador de estados con salida x como el vector x observado y caracterizado por
Ko = [ko1 ko2] tal que los polos del error de estimacion sean -10 £ 10j.

Determine la realizacion en variables de estado {A,, be, €o, do} de manera que el vector de
variables de estado sea § =[x X ], con X =x-—x el error de estimacion.

Determine la funcion de transferencia /.(s) = y(s)/u(s) de la realizacion obtenida en (g).

Nivel Intermedio
1

Deduzca una formula generalizada para k. tal que el sistema caracterizado por ho(s) = k, "
T,8 +

tenga en L.C. — al utilizar un controlador basado en realimentacion de variables de estado — una

1 . .,
F. de T. dada por hi(s) = k, ——. Determine la expresion para k.
T,8
Para el circuito de la Fig. 4.23 se tiene que la entrada es u, el vector de variables de estado es x =
[x1 x2]7 = [iz vc]?, solo se puede medir iz y se desea controlar v,. Se pide disefiar un controlador

AN ' o— /Y YN o >y o
R L | + L l n i
Vo c = vl D) e(s) 1

— Sw(r) V(1)
T - -JC
o o < o
/ PCC i(,ab(‘
d VW —"T—o >
C\D R L + v abc
— e(?) [ —
g ) isu he A i; C |
I P i(7) - R; §
g > ° ' R,
\4 % L; %
v I A a d) \",-N/H g
! y(l) : Vv) (V) (v abe LO
- --x" .
ll i dc Ve
{x() I Ry Cae 1

Td ko
1
A 4 ) fuente compensador carga

Fig. 4.22 Sistemas para ejercitar; a) carga de potencia constante, b) boost dc-dc, ¢) levitador magnético, d) compensador de

reactivos.
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10.-

11.-

de estados basado en un observador de orden reducido. En particular,

Encontrar A, b, ¢, y d para una representacion x= Ax + bu, y = e¢x + du para el circuito.
Encuentre las parametros a, b, y p de la ecuacion del observador de orden reducido dada por

N=an+bu+ pi,,donde 1=V, —k,i,, con V. como vc observado y k, constante a determinar.

Si R, =10 Q, L =2533 mHy C = 10 mF determine %, tal que la constante de tiempo del
observador sea 10 veces mas rapida que el periodo de resonancia del filtro LC.

Considere el error de observacion M=n-1, con n=v,. —k,i,, como una variable de estado
adicional y redefina el vector de estados x inicial como x = [x1 x2 x3]7 = [i ve i ]7. Encuentre la

nueva representacion tipo x= Ax + bu, y = cx + du del sistema resultante.
Al definir u = r — ke[iz V. ]" con ke = [ke1 k2] como se muestra en la Fig. 4.23, determine la

representacion x= Ax + br, y = ¢x + dr del sistema resultante y los modos de éste.

Determine del sistema resultante la F. de T. entre la salida v, y la entrada r.

Determine el valor de ke = [ke1 k2] tal que la dindmica de la F. de T. obtenida en e) asegure un
tiempo de asentamiento de 0.2 s (b =2%) y un § = 0.5.

Para los sistemas de la Fig. 4.22 determine si son controlables y/o observables en el punto de
operacion de interés.

Para los sistemas de la Fig. 4.22 disefie controlables de estado de orden completo o reducido —
segun sea el caso — de manera de que el estado mas lento sea 10 veces mas lento y los restantes
10 veces mas rapidos.

Disefie un desacoplador de estados basado en realimentacion de los estados para los sistemas de
la Fig. 4.22 que asi lo admitan.

El compensador ilustrado en la Fig. 4.22(d) pareciera tener estados no controlable y no
observables. Explique con fundamentos circuitales el origen de estos estados.

Utilice integradores en los sistemas ilustrados en la Fig. 4.22. Ubique estos valores propios junto
con los valores propios mas lentos del sistema.

(, Porqué a utilizacion de un controlador basado en realimentacion de variables de estado no
aumenta el orden del sistema ?.

(, Porqué se argumenta que un sistema MIMO controlable tiene infinitos controladores de estado
K. que llevan los valores propios a una localizacion dada ?.

(, Pueden darse las condiciones para que un sistema MIMO controlable tenga un solo controlador
de estado K. posible ?.

(Es restrictiva la estabilidad entrada/salida y/o interna para la controlabilidad y/o observabilidad
de un sistema ?.

Observador de orden
reducido

A
Ve

Fig. 4.23 Circuito RLC para ejercitar.
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C.

l.-

2.-

4.-

Nivel Avanzado

Deduzca una férmula generalizada para ke = [ke1 k2]” tal que el sistema caracterizado por la F. de

2
(’OnO

T. ho(s) = ky— — tenga en L.C. — al utilizar un controlador basado en
§T+28,0,,5 + ),
2
nl

(@)

realimentacion de variables de estado — una F. de T. dada por Ai(s) = k — —.
sT+28,0,5+ 0,
Determine 4.

Puede aplicarse el procedimiento de ubicacion de raices a sistemas con retardo.

Demuestre que si un valor propio complejo es controlable, entonces su conjugado también lo es.
Demuestre que si un valor propio complejo es observable, entonces su conjugado también lo es.
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6 Control Monovariable de Sistemas MIMO.

Los controladores multivariables utilizados en sistemas MIMO vy revisados
anteriormente podrian simplificarse (en su disefio e implementacién) si se pudiera
utilizar controladores monovariables; es decir, controladores que requieren una
referencia, una realimentacion y generan una variable manipulada. La mayor dificultad
de esta alternativa es determinar cudles pares de variables se deben utilizar para su
implementacién, cémo asegurar la estabilidad del sistema resultante. En este capitulo
revisan dos métodos de disefio.

6.1 Introduccion.

Existen dos alternativas ampliamente difundidas para determinar cudl par de variables se deben utilizar
en la implementacion de controladores monovariables en sistemas MIMO. Es decir, para controlar la
salida yx (k=1, ..., q), ;, cudl de las p entradas deberia utilizarse ?. Esta situacion es esquematizada en
la Fig. 6.1. Esta problematica nace del simple hecho de que un sistema MIMO es normalmente
acoplado; es decir, una entrada afecta a varias salidas o una salida es manipulada por varias entradas. Si
un sistema MIMO fuese desacoplado, podria implementarse controladores monovariables sin mayores
dificultades utilizando la teoria de control revisada en cursos anteriores.

La discusion anterior permite intuir que una medida del grado de acoplamiento debiera indicar la
efectividad de utilizar controladores monovariables. Estos indices debieran dar la pauta de qué pares de
variables deberian ser considerados. Para tales efectos existen los métodos matematicos conocidos
como el Arreglo de Bristol y el de los Valores Singulares.

6.2 Arreglo de Bristol.

El Arreglo de Bristol, también conocido como Arreglo de Ganancias Relativas (AGR) puede explicarse
sistematicamente al aplicarlo en los sistemas de dos entradas y dos salidas (también conocidos como
sistemas TITO, por two inputs two outputs). Estos sistemas pueden representarse en sus componentes,

{Jﬁ (S)} 2{}111(5) hlZ(S)j| {”1 (S)}
ya2(s) Mo (8)  haa(s) | | ua(s) ’
lo que también se puede escribir matricialmente como y(s) = H(s)-u(s). En general, si hay igual nimero
de entradas y salidas entonces se puede escribir que u(s) = H!'(s)-y(s), si H'!(s) existe. Si se adopta la

U —— 4
- U — —» 2
Controlador : i :
Yid Monovariable ——» ) Sistema MIMO
(SISO) * i
Up —— > ),

Fig. 6.1 Sistema MIMO a controlar por controladores monovariables.
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notacion H'(s) = H(s), entonces, u(s) = H(s)y(s), lo que en sus componentes se puede escribir

{m(s)Hﬁn(s) Ms)} {ym}
()| | ho(s)  hn(s) |32

en donde la matriz H(s) se asume compuesta por los elementos #;(s). Si ademas se asume —

como,

arbitrariamente por ahora — que la salida )» se controla mediante la entrada u» a través de un
controlador monovariable como ilustrado en la Fig. 6.2., entonces, la ganancia en L.A. esta dada por,

PO) _(20)
u (5) LA i (5) =0 ! ’

y la ganancia en L.C., considerando y»s = 0 est4 dada por,

[MJ :(&j I HGURGINCY
u,(s) e, u,(s) 12y =0 1+ hy, (s)h,,(s)

en donde el subindice LCx es para indicar el L.C. de la salida y» con la entrada uz. Si se define una
medida de cudnto cambi6 la ganancia entre una y otra condicion como,

1)/ ($)s _ Iy (8) + P ()1 (8)oa ()
D)/ ())ie, i () + hea ()P () (8) = i ()i (5)

):Hn(s),

entonces,

[Mj _ 4 hii(s).

u(s) ()

Es decir, la F. de T. se altera en el factor 1/u11(s). Una simplificacion en el andlisis es considerar que el
controlador monovariable incluye por lo menos un integrador; por lo tanto, A.(s) — oo para s — 0. Asi,
si se evalua pii(s) para s — 0 se tiene que,

Uy

—o——p  111(5) » Vi

| hia(s)

>
> Noi(s) T
m;@—» heo(s) |t —p| hn(s) —»@—T» v
S sistema

Fig. 6.2. Sistema de dos entradas/dos salidas y un controlador monovariable.
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_ hi(8)hyy (s) | )
SO () (8) — hia (8)hai () |S:°

Notese que A1 seria igual a 1 si el sistema cumpliera con /i2(s = 0) = 0 6 A21(s = 0) = 0; es decir, si el
sistema tuviera una de las salidas desacopladas. Notese que A1 seria igual a O si el sistema cumpliera
con hii(s = 0) = 0 6 hxn(s = 0) = 0; es decir, si alguna de las salidas no dependiera de su respectiva
entrada.

My =i (s)

Def.: La ganancia relativa A; entre la entrada u; y la salida y; es el cuociente entre dos ganancias. La
ganancia en S.S. entre #; e y; sin control y la ganancia en S.S. entre u; e y; cuando los lazos de
control restantes mantienen todas las variables de salida y; (/ = 1, 2, ..., ¢, con [ # i) en su valor
nominal. Es decir,

hip = (001/00; )y _ WO (0)i(0).
@) Vha) T

Por lo tanto, si se define a A como la matriz cuyos elementos son los A;(H), se tiene que, A = H(0) x
H(0)”, donde x denota el producto elemento a elemento de dos matrices. La matriz A = A(H) se
conoce como el Arreglo de Ganancias Relativas de H(s) y también se escribe como A(H) = AGR(H).

A . Propiedades del Arreglo de Ganancias Relativas.

Se asume que H(s) es una matriz cuadrada de p-g (con p = g) e invertible y que tiene por arreglo de

ganancias relativas a A(H), entonces,

(i)  AM")=AMH")=AM)". :

(i1)) Permutaciones en las filas y/o columnas de la matriz H(s) resulta en las mismas permutaciones en
la matriz A(H). Es decir, A(P1HP2) = P1A(H)P2, donde P; y P> son matrices de permutacion.

(ii1)) La suma de los elementos en cada fila (y cada columna) de la matriz A(H) es 1. Esto es,

i%‘(H) =1y iM(H) =1.

(iv) La matriz A(H) es la matriz identidad si H(s) es triangular superior o inferior (en particular si es
diagonal).

(v) La matriz A(H) es invariante ante escalamientos de la entrada y/o salida. Es decir, A(D:HD») =
A(H), donde D; y D> son matrices diagonales.

(vi) La matriz A(H) es una medida de la sensibilidad a cambios de parametros. En particular, la
matriz H(0) se hace singular si un elemento de ésta es perturbado de /;;(0) a 4;(0)(1 - 1/1;(H)).

(vii)) A(H) siempre tiene al menos un valor propio y un valor singular igual a 1.

Ejemplo 6.1. En el sistema dado por las ecuaciones dxi/dt = -x1 + u1 + u2/2, dxa/dt = -x2 — 0.075u1 + 0.1u2 determine el
AGR vy de éste el par de variables a considerar en un esquema de control monovariable. R.: La representacion matricial esta

105

dadapor, x()=| 551 35 uo porloque ) = | ymio= | 7T 0 porto que A
x(s)= , por _ = , por lo que =

adapor, X(s)=1 ‘9075 0. |[M&)-Porioque —0.075 0.1]7 0.545 7273 [P 01

s+1 s+1
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0.727 0.273
0.273 0.727

}. De aqui se puede visualizar que los pares a utilizar son u1 con y1y u2 con y2. &

El AGR también se puede definir en funcion de la frecuencia. Para esto se deja la M. de T. en funcion
de ® mediante el reemplazo s = jo, por lo que los elementos de la matriz A resultan ser nimeros
complejos y por tanto su grafica se puede realizar utilizando médulo y fase en funcion de la frecuencia.

Ejemplo 6.2. En el caso del paciente con suministro de drogas se encontr6 una M. de T. dada por

6 3 6 3
G(s)= Sl'El 3s 5"' 1 , de la cual sdlo interesa estudiar G(s) = 51‘51 3s 5+ 1| dado que se presume la utilizacion
—-s -2s
—e e
s+1 Ss+1 s+1 Ss+1

de un ecualizador de retardos y un Predicotr Smith. Estudiar de la M. de T. resultante su AGR. R.: En este caso es
facilmente obtenible A = G(jo) X é( j(o)Tdado que G(s) es cuadrada. La grafica de los elementos de A se muestran en la

Fig. 6.3. Esta indica que en el caso de utilizar controladores monovariables deberian emplearse los pares u1 con y2 y u2 con
y1. Por otro lado, la proximidad de los mddulos a 0.5 para bajas frecuencias indica un fuerte acoplamiento. &

B . Estabilidad y Control Integral basado en el AGR.

Se asume el esquema ilustrado en la Fig. 6.4 en donde el controlador estd compuesto por la matriz
diagonal de integradores k/sI (k una constante e I la matriz identidad) y una matriz compensadora C(s).

Def.: El sistema G(s)C(s) se llama estabilizable integral si existe un & > 0 tal que el sistema en L.C.

mostrado en la Fig. 6.4 es estable y tiene cero error en S.S. para entradas constantes.

Teorema: Asumir que G(s)C(s) es una M. de T. racional propia; entonces, G(s)C(s) es estabilizable
integral solo si det {G(0)C(0)} > 0.

Teorema: Considerar el sistema mostrado en la Fig. 6.4 en donde la matriz compensadora C(s) es
diagonal y que: (a) G(s) es estable, (b) G(s)C(s) es racional y propia y (c) cada lazo es
estable (obtenido al abrir p - 1 lazos); entonces, el sistema es inestable para todo k& > 0 si,

1.00 10
)\'12
0.75 5 N
A2 RN R e A A iy a
0.50 0=t
—__\ A \
[t tee)
0.25 -5
}\'11
0.00 -10
0.0001 0.001 0.01 0.1 0.0001 0.001 0.01 0.1
a) b)

Fig. 6.3. Elementos del AGR del Caso Paciente como indicado en el Ejemplo 6.2; a) mddulo, b) fase.
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det{G(s
etlGO) _,

[T

La condicion anterior es necesaria y suficiente para sistemas menores e iguales a 2.

Teorema: Si A;(G) <0 entonces para cualesquier compensador C(s) con las propiedades: (a) G(s)C(s)
propia, (b) C(s) diagonal y (c) cualesquier £ > 0 para el sistema ilustrado en la Fig. 6.4,
tiene alguna de las siguientes propiedades: (a) el sistema en L.C. es inestable, (b) el lazo j
es inestable por si solo, (c) el sistema en L.C. es inestable al remover el lazo ;.

La definicion y teoremas anteriores permiten aclarar la existencia de una ganancia en particular que
hacen el sistema de la Fig. 6.4 estable. Es de mayor utilidad encontrar un rango de ganancias que
comience en 0 puesto que permitiria la implementacion del controlador con ganancias muy pequenas y
aumentarlas hasta obtener un desempefio satisfactorio.

Def.: El sistema G(s)C(s) se llama controlable integral si existe un k* > 0 tal que el sistema en L.C.
mostrado en la Fig. 6.4 es estable para valores de k en el rango 0 < k < k* y tiene cero error en
S.S. para entradas constantes.

Teorema: El sistema racional G(s)C(s) es controlable integral si todos los valores propios de
G(0)C(0) estan en el S.P.D. del plano complejo. El sistema racional G(s)C(s) no es
controlable integral si cualesquiera de los valores propios de G(0)C(0) estd en el S.P.I. del
plano complejo.

Algunos importantes resultados que se obtienen para el caso de la Fig. 6.4 estan dados por los
siguientes teoremas.

Teorema: Se asume G(s5)C(s) estable. Si el AGR de G(s)C(s) es la matriz I Vo; entonces, la
estabilidad de cada lazo implica la estabilidad del sistema total.

El teorema anterior implica que si un sistema se puede dejar en una forma triangular, seria posible
asegurar la estabilidad total asegurando la estabilidad de cada lazo individual. Este teorema se puede
relajar exigiendo que el AGR de G(s)C(s) sea cercano a la matriz I para frecuencias cercanas a la
frecuencia de corte de los lazos. Asi, una regla para seleccionar los pares de variables es asegurar una
M. de T. resultante G(s)C(s) cercana a una triangular (o que su AGR sea cercana a la matriz I) para
frecuencias cercanas a la de cruce.

Ya k u y

Fig. 6.4 Configuracion de control integral en sistemas MIMO.
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Teorema: Considerar la M. de T. G(s) con elementos estables y sin ceros en s = 0. Asumir que A;(0)
es finito y diferente de cero. Si A;(jo) y A;(0) tienen signos diferentes; entonces, al menos
una de las siguientes condiciones se cumple: (a) el elemento g;(s) tiene un cero en S.P.D.
(b) la planta G(s) tiene un cero en el S.P.D. o (¢) el subsistema con la entrada j y la salida i
removidas tiene un cero en el S.P.D.

C . El AGR para Sistemas No-Cuadrados.

En estos casos se tiene distinto nimero de entradas y salidas. En el caso de tener mas entradas que
salidas, seria de interés eliminar entradas hasta tener un niamero igual al de salidas. En cambio, en el
caso de tener mas salidas que entradas, seria de interés eliminar salidas hasta tener un niimero igual al
de entradas. En este ultimo caso, habrian salidas no controladas.

Matematicamente, la matriz H(s) no es cuadrada y por lo tanto, no se puede determinar H!(s) y por
tanto no se puede determinar A(H). Sin embargo, se introduce la pseudo-inversa de H(s) como H(s)®.

Def.: La pseudo-inversa H(s)* de una matriz H(s) de ¢-p cuyo rango es rango{H(s)} = r estd dada
por,
(a) si » = p = g; entonces, H(s)" = H(s)".
(b) sir=p < g; entonces, H(s)" = (H(s)"-H(s))!-H(s)", conocida como inversa izquierda.
(c) si r = g < p; entonces, H(s)* = H(s)” -(H(s)-H(s)")"!, conocida como inversa derecha.
(d) si » <min{g, p}; entonces, H(s)* = V- Z'-U#, donde U, es la conjugada transpuesta de Uy
y V- Z U es su descomposicion en valores singulares.

De esta definicion se procede a definir el AGR como en el caso de M. de T. cuadradas; es decir, A =
H(0) x H(0)", en donde, H(0)= H(0)®: Con esta definicion en el caso de tener mas entradas que
salidas, podria dejarse de considerar aquellas entradas correspondientes a las columnas en el AGR
donde la suma de sus elementos es mucho menor que 1. Similarmente, en el caso de tener mas salidas

que entradas, no se controlarian aquellas salidas correspondientes a las filas en el AGR donde la suma
de sus coeficientes es mucho menor que 1.

Ejemplo 6.3. Un proceso quimico tiene 5 salidas y 13 entradas. De éstas hay que escoger las 5 mejores utilizando el AGR.
Para solucionar el problema se cuenta con H(0), donde,

[0.7878  1.1489  2.6640 —3.0928 —0.0703]
0.6055  0.8814 —0.1079 —2.3769 —0.0540
14722 -5.0025 —1.3279 8.8609  0.1824
~1.5477 —0.1083 —0.0872 0.7539 —0.0551
25653 6.9433 22032 -15170 8.7714
14459  7.6959 —0.9927 —8.1797 —0.2565

H(0)” = | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 |. R.: Dado que rango{H(0)} = 5, H(0)* = H(0)”
0.1097 —0.7272 —-0.1991 12574  0.0217
0.3485 —2.9909 —0.8223 52178  0.0853

~1.5899 —0.9647 —0.3648 1.1514 —8.5365
0.0000  0.0002 —0.5397 —0.0001 0.0000

-0.0323 —0.1351 0.0164 0.1451  0.0041

[-0.0443 —0.1859 0.0212  0.1951  0.0054 |
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[0.1275 -0.0755 0.5907  0.1215  0.0034 |
0.0656 —0.0523 0.0030 0.1294 0.0002
0.2780 0.0044 0.0463 0.4055 —0.0060
0.3684 —0.0081 0.0009 0.0383 -0.0018

-0.0599 0.9017 0.2079 —0.1459 0.0443
0.1683 0.4042 0.1359 0.1376 0.0089

-(H(0)-H(0)")!, con lo que A resulta ser, AT=| 0.0000  0.0000  0.0000 0.0000  0.0000 |.De este resultado se

0.0014 -0.0017 0.0013 0.0099 0.0000

0.0129 —-0.0451 0.0230 0.1873  —0.0005

0.0374 —-0.1277 -0.0359 0.1163 0.9516

0.0000 0.0000 0.0268 0.0000 0.0000

0.0001 0.0001 0.0000 0.0001 0.0000

| 0.0002 0.0002 0.0001 0.0001 0.0000 |

genera un vector con las sumas de cada columna de A el que resulta ser [0.77 0.15 0.73 0.40 0.95 0.85 0.00 0.01 0.18 0.94
0.03 0.00 0.00], de donde se puede ver que las entradas 1, 3, 5, 6, y 10 tiene asociados los mayores coeficientes y por tanto
deberian ser consideradas las entradas del sistema. Con estas nuevas entradas se confecciona una nueva matriz A con la que
se determinan los pares de variables definitivos para utilizar controladores monovariables. &

D . Sensibilidad y el AGR.

El cambio de parametros en H(s) es esperable puesto que ésta corresponde a un aproximacion de la M.
de T. real del sistema. Su relacion con el AGR est4 dada por el siguiente teorema.

Teorema: Considerar una matriz H(0) de p*p con su inversa H'(0) y su matriz A(H). Los cambios
relativos entre £;(0), h ;(0), y A(H) estan dados por,

dv;(H) dh;(0)
Ay (H) = Cnal) hy (0)

dy(H) _ 2y (H) — 1 dh;i (0)
A (H) Ay(H)  hyu(0)

El teorema anterior indica que si una matriz tiene grandes valores de A, entonces, pequefios cambios de
sus elementos se reflejaran notoriamente en su AGR.

1

Ejemplo 6.4. Un sistema tiene una matriz dada por H(0) = {0 95 .1

}. Determine su AGR y qué sucede con éste al

400 -420
—380 400

400 -399

aumentar /21(0) de 0.95 a 1.00. R.: H'(0) = { 399 400

} , por lo que A(H) = { } . El cambio de parametro

1
1
grandes errores en A(H) debido a la elevada magnitud de A(H). %

-20 21

1.05 . Aty =
1 que tienc un 1 71 ~20

se puede considerar en H1(0) = [ } . Es decir, pequefios errores en H(0) inducen a




Apuntes: 543 760 122

E . Seleccion de pares de variables utilizando el AGR.

Esta interpretacion asume que se desea utilizar controladores monovariables y por tanto se requiere
encontrar pares de variables. Se asume que H(s) tiene por arreglo de ganancias relativas a A(H),
entonces,

(1) Si A(H) es diagonal, entonces no hay interaccion (o el sistema es triangular).

(i)  Sitodos los elementos de A(H) son positivos, se selecciona el par mas dominante.

(i) Si algun valor de A(H) es negativo significa que hay problemas de estabilidad al pasar de L.A. a
L.C. y viceversa para ese lazo. Se recomienda controladores cruzados.

(iv) Valores de los elementos de A(H) fuera del rango [0 1] evidencian un sistema altamente sensible
a cambios de parametros.

(v) Si el signo de los elementos del AGR cambia desde s = 0 a s = o0, entonces hay un cero en el
S.P.D. en H(s) o en algln subsistema de H(s).

(vi) Cuando hay entradas extras y la suma de los elementos en una columna del AGR es pequeia,
entonces se puede eliminar esa entrada. Cuando hay salidas extras y la suma de los elementos en
una fila del AGR es pequefia, entonces se puede dejar esa salida sin control.

(vii) Evitar en plantas estables parear entradas y salidas que corresponden a elementos negativos de su
AGR.

(viii) Preferir parear entradas y salidas de manera que el AGR sea cercano a la matriz identidad a la
frecuencia de corte.

6.3 Valores Singulares.

Otra alternativa de analisis es la utilizacion de los valores singulares. Estos también permiten
discriminar los pares de variables a utilizar y también permiten cuantificar el grado de acoplamiento y
por consiguiente establecer el potencial desempeno de controladores monovariables.

A . Valores Singulares de la M. de T.

Para la introduccion de los valores singulares se define primero matriz unitaria.

Def.: La matriz U(s) es unitaria si U(s)”-U(s) = U(s)-U(s)" = L.

El superindice # (Hermitian) es para denotar su conjugada y transpuesta. Toda matriz arbitraria H(s) de
dimension g-p se puede escribir como H(s) = U(s)-Z(s) - V(s)", donde las matrices U(s) de dimension
q-q 'y V(s) de dimension p-p son unitarias. La matriz Z(s) de dimensién g-p esta dada por,

() 0 - 0
E(S): . . .. E

donde X1(s) es una matriz diagonal de dimension £k con k = min{p, q} y estd compuesta por los
valores singulares de H(s). Es decir, Zi(s) = {o1(s), 52(5),..., Ok(s)} tal que ci(s) = o2(s) = -+ > ow(s) >
0. Los valores singulares se calculan como la raiz cuadrada positiva de los & mayores valores propios
de la matriz H(s)-H(s)" o H(s)"-H(s); es decir,

G1(s) = YA (H(s)H(s)" ) = /A (H(s)" H(s)) .
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El mayor valor singular ci(s) se representa por G(s) y el menor valor singular G(s) se representa por

o(s). Si se asume que U(s) = [ui(s) wa(s) -+ w(s) - uy(s)], los vectores us(s) se conocen como
vectores singulares de salida o izquierdos y resultan ser los vectores propios unitarios de la matriz
H(s)-H(s)". Si se asume que V(s) = [Vi(s) va(s) *** Vi(s) *-* Vp(s)], los vectores vi(s) se conocen como
vectores singulares de entrada o derechos y resultan ser los vectores propios unitarios de la matriz

H(s)" H(s).

0.778 —0.3889
1 1
grafique las salidas para todas las combinaciones unitarias posibles en la entrada. R.: Los valores singulares de H(0) son o1
-0.276  0.961 -0.809 0.588
-0.961 —0.276} Y {— 0.588 —0.809

0.778 -0.3889| |-0.276 0.961 ||1.453 0 -0.809 0.588
1 1 -0.961 -0.276 0 0.803||-0.588 —0.809
posible es aquel que cumple con ui?> + u2?> = 1. Una representacion grafica estd dada en la Fig. 6.5. Notese que para la
entrada ua = [-0.809 -0.588]7 = v1 se obtiene la mayor salida ya = [-0.401 -1.397]7 = wic1. Esta combinacion entrada/salida
corresponde al mayor valor singular o1 = 1.453. Por otro lado, para la entrada up = [0.588 -0.809]7 = v2 se obtiene la menor
salida yb = [0.772 -0.222]7 = w262. Esta combinacion entrada/salida corresponde al menor valor singular 62 = 0.803. &

Ejemplo 6.5. Un sistema tiene una matriz dada por H(0) = { } Determine su representacion UV y

= 1453 y oo = 0.803. Las matrices son U = { } Por lo que H(0) =

T
} = U-Z-V¥, El vector unitario u = [u1 u2]”

B . Propiedades de los Valores Singulares.

(1)  Sioi(s)=o2s) = = 0/5) = or1(s) = -+ = or(s) = 0, entonces, rango{H(s)} =r.
(1)  H(s) vis) = ul(s)ons), paral=1, ..., r.
(ili) Si  rango{H(s)} = r entonces, H(s) = U(s)Z(s) V() = Us)Ze(s) Ve(s)?

= Zr:c,(s)u;(s)vl(s)H , donde Ux(s) = [ui(s) wa(s) === uds)], Ve(s) = [vi(s) va(s) - vi(s)] y Zi(s) =

diag{ci(s), ..., 5(s)}.
(iv) Si H(s) es de 7 e invertible, entonces, H!(s) = V(s)-Z!(s)- U(s)” =Z
=1 OIS
(v) Si H(s) tiene dimensién g'p y tiene rango rango{H(s)} = » < min{p, ¢} entonces, la pseudo-
inversa de H(s) es HY(s) = Vi(s)-Zr'(5)- Us(s)".
Otras propiedades de los valores singulares extremos si consideramos la matriz E y F con valores
singulares 6(E) y o(F), respectivamente, son:

V1(S)ll1(S)H .

[2%) Y2

U,

Up

Uy

Ya

Yo

N

(@)

(b)

Fig. 6.5 Descomposicion UV del Ejemplo 6.5; a) entradas, b) salidas.
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1
seh " aEy

(vi) SiE"! existe entonces, o(E) =

(vii) o(E)<[A,(E)|<G(E).

(viii) 5(E")=06(E) y 6(E")=6(E).

(ix) G(EF)<G(E)G(F).

(x) o(EF)2o(E)o(F).

(xi) max{0, c(E)- 5(F)} <c(E +F)<c(E)+ &(F).

C . Pares de entrada/salida y grado de interaccion.

Para tener una forma sistematica de obtener los pares de variables, se extiende la definicion de la M. de
T. a la siguiente forma,

H(s) = io;(s)u;(s)v;(s)H = Zr:cs;(s)Wl(s),

en donde las matrices W; se denominan matrices de rotacion, y quedan definidas por Wi(s) =
w,(s)vi(s)™.

. . . . 0.778 —0.3889 . . )
Ejemplo 6.6. Un sistema tiene una matriz dada por H(0) = ; i . Determine su representacion en matrices
5 , g [-0276 0961 1[1453 0 ][-0809 0588 |
de rotacion. R.: Se encontré que H(0) = U-Z-V7 = . Por lo que
-0.961 -0.276 0 0.803||-0.588 —0.809
T . 0.223 0.162 T .
Wi =wmvr = [-0.276 -0.961]7[-0.809 -0.588] = s Voscd y W2 = vy = [0.961 -0.276]'[0.588 -0.809] =

-0.162 0.223

0.565 -0.778
0.778 0.565 -0.162 0.223

0.223 0.162 0.565 -0.778
. Asi, H(0) = c1W1 + 62W2 = 1.453 +0.80 .

Noétese que en un sistema desacoplado, las matrices de rotacion tienen todos sus elementos iguales a
cero, excepto uno que es igual a 1.

5
Ejemplo 6.7. Un sistema tiene una matriz dada por H(0) = [2 0}. Determine su representacion en matrices de rotacion.

0
1 0

notandose que en W1 el elemento mayor es wiz y que en W2 el elemento mayor es wai. &

0 1
R.: Se encuentra que H(0) = 5 {0 0} + 2[ } H(0) indica que el pareamiento ideal estd dado por y» — u1 y y1 — u,

De estos ejemplos se puede concluir que: (a) el maximo elemento de la matriz W; define un par de
entrada/salida. Es decir, si el max;i{w;j}; = (Wmi): entonces el par a considerar es la salida y,, y la entrada
u;. Este proceso se repite para las / matrices de rotacion, (b) aquellas entradas y/o salidas que no se
presenten del andlisis anterior deben eliminarse, y (c) una medida de la interaccion debera considerar la
diferencia entre las matrices rotacionales y las matrices rotacionales ideales.

Para cuantificar el grado de interaccion se define un espacio con matrices posiblemente complejas de
dimension g-p como elementos. El espacio considera un producto punto <X, Y> y una norma | X]| a
definir,
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P4
<X Y>=D>Dxy y  IX=J<X,X>.

j=1 i=1

Sea un espacio de matrices rotacionales desacopladas identificadas por D, . Notese que hay / matrices
rotacionales desacopladas y cada una tiene el elemento di = 1 y cero para los restantes. Cada matriz

rotacional W; se puede escribir como la suma de dos matrices ortogonales; por lo tanto, W; = W, +
W, (desacoplada y acoplada). La proyeccion de W; en el espacio no-acoplado es,

(0 --- 0 0 0O --- 0]

W]:Dmﬁ<W],Dmﬁ>: 0O -~ 0 (Wmﬁ)[ 0o --- 0].

0 --- 0 0 0 -~ 0

Asi, una medida del angulo entre la matriz rotacional W; y su proyeccién ortogonal (matriz rotacional
desacoplada) esta dada por,

£

| Wl

cos(0,) = ;
| W |

dado que |[W/|| = 1, entonces, cos(0;) = || Wi || = v/(Wni )i (Wwi )i . N6tese que un desacoplo total implica

(Wmi)1 = 1; por lo tanto cos(6;) = 1 y 6; = 0°. Por otro lado, maximo acoplo implica (wni); = 0; por lo
tanto cos(0;) = 0y 0, = 90°. Una medida de la interaccion o acoplamiento total esta dado por,

ZG[Z cos’(0,)
cos(0) = |[H———
>l
=1

Como recomendaciones generales se indica que: (a) si 0; < 15° la interaccion es moderada y se puede
utilizar controladores monovariables, (b) si 6; > 15° se recomienda utilizar desacopladores.

0.778 —0.3889
1 1

0.223 0.162 0.565 -—0.778
+0.803 . Por

Ejemplo 6.8. Un sistema tiene una matriz dada por H(0) = { } Determine los pares de variables y el

0.778 0.565 -0.162 0.223

lo tanto, (w21)1 = 0.778 lo que implica que el primer par es y2 con u1. Similarmente, (wi2)2 = -0.778 lo que implica que el
segundo par es y1 con uz. Asi, cos(01) = 0.778 y cos(02) = 0.778 por lo que 61 = 38.945° y 62 = 38.945°. Finalmente, 0 =
38.945°. Estos resultados aconsejan la utilizacion de desacopladores. &

grado de acoplamiento. R.: Se encontré que H(0) = c1Wi + 62 Wa = 1.453{

D . Valores Singulares en funcién de la frecuencia.

La definicion de valores singulares es también valida para funciones dependientes de la frecuencia.
Este es el caso de H(s) con s = jo. Dado que los resultados son nimeros complejos, éstos son mejores
visualizados en diagramas de frecuencia. Todas las conclusiones y observaciones derivadas para ® = 0
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son extrapolables a cualesquier frecuencia. Notese que en el caso de valores singulares en funcion de la
frecuencia, éstos también se conocen como ganancias principales.

Ejemplo 6.9. En el caso del paciente con suministro de drogas se encontr6 una M. de T. dada por

-6 efs 3 8725 - 6 3
G(s)=|" +1 3s+1 , de la cual sélo interesa estudiar G(s)=|S+1 35+1| dado que se presume la utilizacion
2 N 2 s
s+le 5s+le s+1 Ss+1

de un ecualizador de retardos y un Predicotr Smith. Estudiar de la M. de T. resultante los valores singulares y su grado de
acoplamiento. R.: La M. de T. se puede escribir como G(jo) = ci(jo)Wi(jo) + c2(jo)W2(jo). Afortunadamente, en
sistemas cuadrados de dimension 2 se tiene que los valores singulares estdn dados  por

o1(w) = \/(b(m) ++/b6%(w) —4c((o)) /2 y 62(®) = \/(b(w) —w/bz(m)—4c(w)j /2 , donde b(®) = tr{G(jo)’G(jo)} y c(w)

= det {G(jo)’G(jw)}. Con estos resultados se encuentran los diagramas ilustrados en la Fig. 6.6. El grado de acoplamiento
es mayor a 15° lo que justifica la utilizacion de desacopladores. &

6.4 Diseiio de Desacopladores.

En el capitulo anterior se revisaron los desacopladores basados en realimentacion de estados. Una
alternativa mas simple es la estructura ilustrada en la Fig. 6.7 en donde G(s) se asume cuadrada de p-p.
En este caso la M. de T. resultante esta dada por H(s) = G(s)D(s) la cual se desea tenga forma diagonal.

A . Diseio directo.

H(s) podria tener los elementos diagonales de la matriz G(s); es decir, H(s) = diag{gii(s), g2(s), ...,
2pp(s)}. Por lo tanto, el desacoplador debiera tener la forma D(s) = G™'(s)H(s), para lo cual se necesita
que exista G''(s). Esta condicion tiene variados inconvenientes tedricos y practicos, entre éstos,

(i)  Si el menor valor singular (o propio) es muy pequefio la obtencion de G™!(s) es deficiente.

(ii)  Sien G'!(s) hay retardos entonces G!(s) seria predictiva.

(iii) Si G(s) es no propia entonces G!(s) tendra componentes con mas ceros que polos.

(iv) Si G(s) tiene ceros no minimos de fase entonces G™'(s) requiere ser inestable.

Sin embargo, cuando se desea s6lo desacoplo en S.S. entonces D(s) es una matriz de coeficientes D y
esta dada por D = G!(0). Esta alternativa es mas factible por cuanto G(0), que corresponde a las
ganancias dc de la planta, es de facil obtencion.

100 45
Gi(o)
T ———
10 30
\ 0,(®) = 6x(c) = ()
1 - 15
Ga(w) [T

0.1 0

0.0001 0.001 0.01 0.1 0.0001 0.001 0.01 0.1
@) ®)

Fig. 6.6 Grafica de los valores singulares y grado de acoplamiento del Caso Paciente como indicado en el Ejemplo 6.9;
a) valores singulares, b) grado de acoplamiento.
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En otros casos se puede desear obtener un desacoplo para una o un rango de frecuencias. Esto puede
estar respaldado por restricciones transientes. El rango de frecuencias factible de considerar puede ser
obtenido a partir del grado de desacoplo utilizando los valores singulares. La técnica de desacoplo para
un rango de frecuencias se analiza a continuacion.

B . Disefio mediante pseudo-diagonalizacidn.

Se desea encontrar una matriz K de coeficientes reales tal que H(s) = G(s)K sea lo mas diagonal
posible para una frecuencia dada wo. Si la matriz G’(jwo) = [g1(j®o) g2(j0) -+ gp(jo)] y K = [Ki k2 -+
k,] donde gi(jmo) y ki son vectores columna, entonces, cada elemento 4;(jwo) de H(jwo) puede ser

escrito como 4;(jwo) = g7 (jwo)K;. Para asegurar que la matriz resultante es diagonal se pueden definir p
indices,

D ) 5
Z| hy (o) |
i=1

_i#]

"y Goo) P

Si los p indices anteriores se minimizan entonces se asegura que los numeradores son minimos y por
consiguiente se minimizan los elementos que estan fuera de la diagonal principal. De la minimizacion
del indice anterior se obtiene k; que es la columna j-ésima de K.

Para solucionar este problema, el indice se escribe como,

, j=1,...p.

P y4
gl Gook; P D kg (jwo)g! (jook;
o o

;=

|8 (joo)k, | kjg;(jwo)g) (joo)k,

|

2. . Z . «T
ki1 gl (oo)g! (oo pk;  kj3D gi(jwo)g: (joo) pk;
i=1 i=1

i#] i#]

K’ {7 (jwo)g) (joo)}k, k! (g, (jmo)g" (joo)lk;

p

Los elementos Zg,—( jcog)g:T( Joo) y g( jmo)g;T( j®o) son matrices que se denominan Gyj(wo) y
i=1
i#]

Gxj(wo), respectivamente. Por lo tanto, los indices quedan como,

7 K} Gy, (m0)k;

J

K[ Gy(wo)k;
Dado que Gy;(m0) = Glvj(wo) y Gxj(wo) = Gx/(wo), los indices se pueden escribir como,
o kY, (@0)k;
TOKX (00)k; ]
Uex u y

Fig. 6.7 Desacoplador en sistemas MIMO.
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donde Y;(wo) = Re{Gyj(wo)} ¥ Xj(wo) = Re{Gxj(wo)}. Un minimo de los indices se encuentra al tomar
el diferencial quedando,
ol ;
ok

KX (w0)k; +21;X,(m0)k; =2Y,(m0)kK;,

por lo que tomando 0/;/dk; =0 se obtiene la ecuacion,
I;X (0K =Y (0)k; .

Es decir, los k; que satisfacen la ecuacion anterior minimizan los indices /. La ecuacion anterior
corresponde al problema de los valores y vectores propios generalizados, donde /; corresponde al valor
propio y K; al vector propio.

Ejemplo 6.10. En el caso del paciente con suministro de drogas se encontr6 un alto grado de acoplamiento por lo que se

pide disefiar un desacoplador. R.: La Fig. 6.3 y la Fig. 6.6 sugieren una frecuencia wo = 10, Asi, la primera ecuacion (j = 1)

35871 - 17.56}( {143.483 55.836
1 =

-17.56 8.718 55.836 22.936

928.286 con ki =[0.442 0.897]7, e I = 0.043 con ki = [0.37 -0.929]". Como se busca el menor indice, se retiene ki = [0.37 -
0.92917. Similarmente, para (j = 2) se obtiene k2 = [-0.442 -0.897]7. Con estos resultados se forma la nueva M. de T. del
sistema como G(s)K con K = [ki k2] cuyos elementos del AGR y grado de acoplamiento resultante se muestra en la Fig.
6.8. Claramente el sistema esta desacoplado para ® < wo = 107 y los elementos de del AGR indican que en el caso de
utilizar controladores monovariables deberian implementarse los pares u1 con y1 y u2 con y2. &

resulta ser, I{ }kl, los valores que satisfacen la ecuacion anterior son /i =

El problema se puede generalizar si se desea obtener una pseudo-diagonalizacion valida para varias
frecuencias mo, ®1,..., ®y en cuyo caso se redefinen los indices como,

S e 3y o) P

i=1

Ij: N ) , ]zl,p
Do Ly o) [
k=0

donde {wo, W1, y2,..., Yy} es un conjunto de coeficientes de peso que permitirian ponderar una o
algunas frecuencias por sobre otras. Al igual que el caso anterior, los indices se pueden escribir como,

L5 45 |
. 01(®) = 0x(w) = B(®) 1
11
1.0 — ] 30
OS[— 15
L
P PO B AP SPPEE 1 0 __/
0.0001 0.001 0.01 0.1 0.0001 0.001 0.01 0.1
(a) (b)

Fig. 6.8 Grafica de los elementos del AGR y grado de acoplamiento del Caso Paciente con desacoplador como indicado en
el Ejemplo 6.10; a) elementos del AGR, b) grado de acoplamiento.
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N p T
k,T Z\szgi(jmk)gi (Jor )k
k=0 i1

i#j

= - ; Jj=L..p,
K {Z\ngj(jwk)gj (J'(Dk)}kj

Ij:
k=0

N )4 N
donde los elementos Z\kag,»(jwk)ng(jwk) y Zwkgj(jwk)gjr(jwk) son matrices que se
k=0 i=1 k=0
i)

denominan Gy, y G x;, respectivamente. Por simetria, la solucion al problema de los valores propios
generalizados,

LXk; =YKk,

donde Y, =Re{Gv;} y X, = Re{ G x;}, entrega los valores numéricos de los vectores k; (j = 1,..., p).

C . Pseudo-diagonalizaciéon generalizada.

En muchos casos, la matriz K obtenida mediante el método anterior no entrega resultados
satisfactorios. Es decir, la grafica de los indices /(w) en funcidon de la frecuencia no es menor que
valores pre-determinados.

Una alternativa de mejorar tales indices es encontrar una matriz K(s) cuyos coeficientes dependen de s
tal que H(s) = G(s)K(s) sea lo mas diagonal posible. Para cuantificar el resultado se pueden evaluar los
indices [i(w),

>l jo)

Ii(w)="t— j=1,..p,
| hy (o)
que deben estar por debajo de valores esperados, por lo menos para el ancho de banda requerido. Para
encontrar K(s), ésta se asume de la forma K(s) = [Kki(s) ka(s) - ky(s)] en que cada K;(s) es una columna
de la forma K;(s) = ko; + Kijs + -+ + Kg;is¥, por lo que cada k;; es una columna de coeficientes constantes
a encontrar. Si se utiliza el indice anterior para ser minimizado, entonces,

N p N p
Dwed thiGo) P Y v gl ook (o)
7 = Y

j

ITTN Y
D wi Ly Gow) [ D wi gl Gowk, (jow) [
k=1

k=1

, j=1,..p.

Si se define el vector fila ;" (jor) = [g(Gor) jorg (for) -+ (For)Pig(jor)] y el vector columna n; = [ko,”
ki;7 -+ kg;7]7, entonces los indices pueden escribirse como,

N r
D v Iyl G, P
k=1 i=1

Ij: ~ % , ]zl,p
D v ly] Goom;

k=1

Por simetria, la solucion al problema de los valores propios generalizados,
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I;Xgm; = Yym;,

N )4 N
donde Yy = Re z\lkaYi(jﬁ)k)Y:T(j(Dk) y Xy = me{z\lfm(j@)k)%r(j@k)}a entrega los

k=0 1:21. k=0
i#]

valores numéricos de los vectores n; (j = 1,..., p).

El procedimiento de disefio es,

(1) Graficar los indices /; en funcioén de la frecuencia w. Si hay suficiente dominio diagonal no es
necesario el desacoplo pseudo-diagonal, caso contrario, continuar.

(i1)) Definir las frecuencias a las cuales se desea desacoplo. Normalmente se comienza con el ancho
de banda.

(ii1)) Obtener K so6lo compuesta de coeficientes numéricos. Graficar nuevamente los indices /; en
funcién de la frecuencia ®. Si el desacoplo es suficiente se termina el proceso, caso contrario
continuar.

(iv) Para cada j = 1,..., p: obtener Ki(s) para 3, = 1, evaluar /; en funcion de la frecuencia o, si el
desacoplo es insuficiente, aumentar 3; sucesivamente hasta lograrlo.

(v) Sino se obtiene el desacoplo esperado para elevados valores de ; (> 2) se puede aumentar el
nimero de frecuencias a considerar con valores de ponderacion {yi, yo,..., Yy} tentativos y
volver a (iii).

En el caso de que la matriz K(s) resultante contenga vectores con elementos funcién de s (lo que
sucede cuando se recurre a 3; # 0), entonces dicha columna se debera dividir por un polinomio de orden
igual o superior a f3; para que sea realizable. En forma general se puede multiplicar K(s) por una matriz
diagonal cuyos vectores j consideran denominadores del tipo polinomial de orden a lo menos f3,. Para
seleccionar estos polinomios se recurre a consideraciones de control, puesto que el sistema ya es
desacoplado y por tanto se pueden tratar los lazos como lazos monofésicos.

6.5 Ejercicios Propuestos.
Resuelva los problemas siguientes. Anote todo su trabajo.

A . Nivel Basico

1.-  Determine el AGR y valores singulares de las matrices,

. 1 2 3
2 0 -2 1
a) A= b) A= c) A=|4 5 6
0 —4 1 —4
- 78 9
(10 2 30 1y LI
d  A=|40 5 60 &) H(s)=|*"! 1 f Hes)=|5T! 1
70 8 90 0o — 0 —
= s—1 L s—1
2.- Para los sistemas dados por,
10 1
-2 0 10 5 1 2 o+l
a) A= ,B: ’C: b) H(S): 5s+1 s+1
0 —4 50 2 3 4 3 2
10.1s+1 5Ss+1

Determine,
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i).- Dibuje el Bode de los elementos de la matriz AGR obtenida de la M. de T..

i1).- Dibuje el Bode de los valores singulares de la M. de T..

ii1).- Determine la descomposicion UV de la M. de T..

iv).- Repita el Ejemplo 6.5. Incluya un tercer eje correspondiente a la frecuencia.

v).- Grafique el grado de acoplamiento de los sistemas en funcion de la frecuencia.

vi).- Obtenga un desacoplador para frecuencia cero.

vii).- Obtenga un desacoplador mediante pseudo-diagonalizacion. Determine la frecuencia de disefio
mediante inspeccion de la grafica del grado de acoplamiento del sistemas resultante en funcion de
la frecuencia.

viii).- Bosqueje un diagrama en bloques del sistema resultante incluyendo el desacoplador.

3.- Para los sistemas dados por,

10 1 0.2
-2 0 10 5 1 2 3
a) A= ,B= ,C= b) HT(S): 5S+1 S+1 O.SS+1
0 -4 50 2 4 5 6 3 2 1
0.1s+1 5S5s+1 03s+1
2 25 +3 6,3;
2 25+3 s+5 s +2s+1 5T +s+4
2 2 2 2 6
c H(s)=|s +2s+1 s +s+4 s°+10 d H(s) = e
) () 2 6 s ) (5) s+8 s+3
s+8 s+3 s+4 S o s+35
| s+4 s +10

Determine,

1).- Determine el AGR para frecuencia cero.

i1).- Utilizando los resultados anteriores descarte la entrada o salida extra.

ii1).- Indique la representacion resultante. |

iv).- Grafique el Bode de los elementos del AGR del sistema resultante.

v).- Dibuje el Bode de los valores singulares de la M. de T. del sistema resultante.

vi).- Determine la descomposicion UV de la M. de T. del sistema resultante.

vii).- Repita el Ejemplo 6.5 para el sistema resultante. Incluya un tercer eje.

viii).- Grafique el grado de acoplamiento en funcidn de la frecuencia para el sistema resultante.

ix).- Obtenga un desacoplador para frecuencia cero para el sistema resultante.

x).- Obtenga un desacoplador mediante pseudo-diagonalizaciéon para el sistema resultante. Determine
la frecuencia de disefio mediante inspeccion de la grafica del grado de acoplamiento del sistemas
resultante en funcion de la frecuencia.

xi).- Bosqueje un diagrama en bloques del sistema resultante incluyendo el desacoplador.

B . Nivel Intermedio

1.- Demuestre que los elementos de una fila del AGR de un sistema TITO suman 1.

2.- ¢ Cdémo se evidencia un sistema desacoplado en su AGR y en sus matrices de rotacion ?.
3.- Indique dos ventajas y dos desventajas del uso del AGR.

4.- Indique dos ventajas y dos desventajas del uso de los valores singulares.

5.- ¢ Como se evidencia una matriz cuadrada no invertible en sus valores singulares ?.

6.- Indique una ventaja del método de los valores singulares por sobre el método del AGR.
7.- Indique una ventaja del método del AGR por sobre el método de los valores singulares.
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9.-

10.-
11.-
12.-
13.-

14.-

15.-

16.-

Utilizando el concepto del AGR determine la inversa de la matriz A =

Demuestre que el AGR de la M. de T. G(s) y el AGR de la M. de T. kG_(s) son idénticosj
Dibuje el Bode de los elementos de la matriz AGR de los sistemas mostrados en la Fig. 6.9.

S O o0 O

0

S O O

0

0
0
c
0

0

S O o O

e

0

QU © © o
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Dibuje el Bode de los valores singulares de la M. de T. de los sistemas mostrados en la Fig. 6.9.

Determine la descomposicion UV de la M. de T. de los sistemas mostrados en la Fig. 6.9.

Repita el Ejemplo 6.5 para los sistemas mostrados en la Fig. 6.9. Incluya un tercer eje

correspondiente a la frecuencia.

Grafique el grado de acoplamiento de los sistemas mostrados en la Fig. 6.9 en funcién de la

frecuencia.

Obtenga un desacoplador para frecuencia cero para los sistemas mostrados en la Fig. 6.9.
Grafique el grado de acoplamiento de los sistemas mostrados en la Fig. 6.9 incluyendo el

desacoplador disenado para frecuencia cero en funcion de la frecuencia.

Obtenga un desacoplador mediante pseudo-diagonalizacion para los sistemas mostrados en la
Fig. 6.9. Determine la frecuencia de disefio mediante inspeccion de la grafica del grado de
acoplamiento del sistemas resultante en funcion de la frecuencia.

+Va1'

ialI |
W15 els

Ity b 1/ky

o, O,
JO) ta

<

o
o

isabc A iiabﬂ
5 S SR
Q’\D G\D C’\, s = _‘:.";5_

ide
¢ [« ,—1' Vde
C

R e de

=5 —\N\—

fuente compensador

y—

carga

Fig. 6.9 Sistemas para ejercitar; a) molino con doble accionamiento, b) compensador de reactivos.
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17.- Asuma que los sistemas mostrados en la Fig. 6.9 estan desacoplados gracias al uso del
desacoplador para frecuencia cero. Incluya ahora controladores tipo I monovariables. Ajuste la
ganancia de los controladores de manera que el ancho de banda resultante sea la mitad del ancho
de banda proporcionado por el grado de acoplamiento del sistema.

C . Nivel Avanzado

1.- Demuestre que permutaciones en las filas y/o columnas de la matriz H(s) resulta en las mismas
permutaciones en la matriz A(H). Es decir, A(P{HP,) = P1A(H)P>, donde Py y P> son matrices de
permutacion.

2.- Demuestre que la matriz A(H) es invariante ante escalamientos de la entrada y/o salida. Es decir,
A(D{HD;) = A(H), donde D; y D> son matrices diagonales.

3.-  Demuestre que A(H) siempre tiene al menos un valor propio y un valor singular igual a 1.
. . 1 _ 1
4.- Demuestre que si E*! existe entonces, 6(E) = ————y G(E) = .
G(E™) o(E™)

5.-  Demuestre que max{0, 6(E) - 6(F) } <ci{(E + F)<ci(E) + &(F).
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7 Controladores en el Plano de la Frecuencia.

La utilizacion de respuestas en frecuencia permiten disefios simples en sistemas SISO.
Una de las herramientas disponibles es el Teorema de Nyquist. En este capitulo se
revisa una extension de dicho teorema a sistemas MIMO. Andlogamente, ayuda a
determinar la ganancia k de un controlador descentralizado tal que se asegura la
estabilidad en L.C.. Para tales efectos, se utiliza los valores singulares y se introduce el
concepto de norma, tanto de vectores como de matrices.

7.1 Introduccion.

En aquellos casos donde no es posible utilizar controladores monovariables, puede utilizarse un
controlador que puede ser considerado una M. de T.. La pregunta mas basica a responder es respecto de
la estabilidad del sistema resultante. Afortunadamente, el Teorema de Nyquist extendido al caso
MIMO permite abordarla. La utilizacion intensiva de los valores singulares y normas requieren primero
de la revision de las técnicas de disefio de controladores SISO en el plano de la frecuencia.

7.2 Caso SISO.

Un enfoque diferente al disefio de controladores se logra al utilizar el diagrama mostrado en la Fig. 7.1.
En este caso se asumen dos sefiales indeseadas que son una perturbacion d(s) y el ruido de medicion
m(s), que se caracterizan por presencias a bajas y altas frecuencias, respectivamente. El diagrama de la
Fig. 7.1 muestra que, "

Y(s) = d(s) + g()c()[(s)ya(s) - m(s) - y(s)],

por lo tanto,

_g(s)e(s) 1 _8(s)c(s)
Y= e e O 200 Y T T gy ™ (11
Al evaluar la sensibilidad S(s) de 1a F. de T. y(s)/va(s) respecto de variaciones en g(s) se obtiene,
1
X o)
d(s)
u(s)
V() —p  W(s) c(s) ——w &) — 1/(s)

X

Fig. 7.1 Sistema realimentado SISO generalizado.
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que corresponde al inverso de la razon de retorno F(s) = 1 + g(s)c(s) = S(s)!. Ademas, se definen la
sensibilidad complementaria T(s) como T(s) = S(s)g(s)c(s) y g«(s) = T(s)v(s). Notese que 7(s) se define
como tal puesto que asi se cumple que 7(s) + S(s) = 1. Utilizando las definiciones anteriores, (1.1) se
puede escribir como,

Y(s) = T(s)v(s)ya(s) + S(s)d(s) - T(s)m(s).

A . Requerimientos en cuanto a las senales externas.

De la ecuacion anterior es facil concluir que dado que la perturbacion d(s) tiene valores relevantes a
bajas frecuencias, entonces, S(s) debiera ser cercana a cero a bajas frecuencias. Por otro lado, dado que
el ruido m(s) tiene valores relevantes a altas frecuencias, entonces, 7(s) debiera ser cercana a cero a
altas frecuencias.

Ejemplo 7.1. Si se tiene una perturbacion descrita por d(¢) = 4-sin(waf) + B-U(f), determine la forma que debe de tener S(s)
para que la salida en lazo cerrado no contenga oscilaciones con amplitudes mayores a £4/10. R.: Para eliminar el efecto
estacionario del escalon de entrada, S(s) debe ser 0 para frecuencia cero. Por otro lado, para atenuar la oscilacion que se
presenta a la frecuencia wa, se puede imponer que S(s) debe ser menor a 1/10 para frecuencias menores a ®q. Para
frecuencias altas se deseard que S(s) tienda a 1 para eliminar los posibles ruidos. En particular, podria requerirse que para
frecuencias mayores a mp, S(s) tienda a 1. La Fig. 7.2 muestra la forma que debe de tener S(s) en funcién de la frecuencia o.
A partir de estos resultados y considerando que S'(s) = 1 + g(s)c(s), se puede concluir que g(s)c(s) —> o para o — 0, que |1
+ g(jo)c(jo)| < 10 para ® < 0« y que |g(jo)c(jo)| - 0 para ® > wp. Finalmente, dado que g(s) es conocido, entonces se
puede derivar el perfil para c(s). %

B. Requerimientos en cuanto a las senales de control.

En este caso es conveniente obtener la expresion de la variable manipulada. Esta es,
u(s) = c()[v(s)yals) - m(s) - d(s) - g(s)u(s)],
67
{1+ c(s)g(s)}u(s) = c(s)[V(s)ya(s) - m(s) - d(s)].

Si se define la razon de retorno de entrada como Fi(s) = 1 + c(s)g(s), la expresion anterior se puede
escribir como,

u(s) = Fi'(s)e()[V(s)ya(s) - m(s) - d(s)].

Notese que S(s) = F!(s) se denomina sensibilidad de salida, T(s) se denomina sensibilidad
complementaria de salida y por tanto F;!(s) se denomina sensibilidad de entrada. Reconociendo que
en sistemas SISO ambas sensibilidades son idénticas.

1 SGo)

T(jo)

(O]

—

O, ()3}

Fig. 7.2 Respuesta en frecuencia de S(s) y 7(s) para el Ejemplo 7.1.
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La energia asociada a la sefial de control es,
w o= . o= ). : : : . .
[t =— [ |u(jo) Pdo = —— [ | ' (jo)e(jo) v(jo)yi(jo) - m(jo) - d(jo)} [do,
0 2n o 2n o

de donde claramente se aprecia que esta cantidad es minima si F;!(jo)c(jo) es minima. Es decir la
cantidad,

c(s)
1+c(s)g(s)’

debe ser pequena, como g(s) es fija s6lo queda tener c(s) pequena. Es decir, 7(s) debe ser pequeia, lo
que se contrapone con la atenuacion de perturbaciones, donde se requiere S(s) muy pequeiio (c(s) muy
grande).

C . Requerimientos en cuanto a robustez.

Los modelos normalmente no incluyen la totalidad de los fenomenos fisicos. Esto porque normalmente
los modelos son una version simplificada de la realidad y los costos y complejidad de un anélisis mas
completo no justifica los resultados. Es por esto que se considera una incertidumbre al modelo como
ilustrado en la Fig. 7.3. Estas pueden ser: (i) aditiva: g(s) = go(s) + la(s); (ii) multiplicativa en la entrada:
g(s) = go(s)[1 + l(s)]; y (iii) multiplicativa en la salida: g(s) = [1 + lo(s)]go(s); en donde, go(s) es el
modelo nominal en un conjunto g de plantas posibles y /a(s), li(s) y lo(s) son las variaciones conocidas
de go(s).

g(s)
M L(s)
(f—» «5) |- J e —» —‘
' @)
g(s)
Io(s)
(Jf—» c(s) > o) >t —‘
| (b)
g(s)
o 1)

O—> <) »(+ 2o(5) ——‘

' ©

Fig. 7.3 Diagramas de incertidumbre SISO; a) Aditiva. b) Multiplicativa en la salida. ¢) Multiplicativa en la entrada.
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En este capitulo se tratard en detalle sdlo las incertidumbres multiplicativas en la salida. Se asume que
la variacion lo(s) cumple con

| o(jo) | < Ijw),

donde /(jo) es un nimero real no negativo, y que la variacion lo(jo) puede tener cualesquier fase entre
0° y 360°. El siguiente teorema relaciona la incertidumbre con las expresiones de sensibilidad.

Teorema: Asumir que el sistema en L.C. es estable con go(s) y que la incertidumbre es tal que todas
las plantas resultantes g(s) tienen el mismo numero de polos en el S.P.D., entonces el
sistema posee estabilidad robusta con respecto a g(s) si y sélo si,

, 1
ITo(Jw)|<I(]—.w),

donde T,(jm) es la sensibilidad complementaria considerando a go(j®).

LaF. deT. entre y e yq esta dada por,

y(s) _ _[1+16(5)1g,(s)c(s)
ya(s)  1+[1+15(5)1g,(s)c(s)

por lo que la F. de T. en L.D. es [1 + lo(s)]go(s)c(s). La Fig. 7.4 muestra que el locus de [1 +
lo(j®)]20(jo)c(j®) para una frecuencia @ dada es un circulo de radio |go(j®)c(jo)|l(j®) centrado en |
2o(jo)c(jo). La Fig. 7.4 también muestra que la F. de T. en L.D. [1 + lo(s)]go(s)c(s) no encierra el (-1, !
0) si y solo si, |go(fo)c(jo)|l(jo) <|1 + go(jm)c(jo)| para todo ®, o bien '

v(s),

Y.

FASLOLILSY, YR iy
11+ g, (jo)e(jo) | I(jw)

Considerando que se desea tener |7,(jo)| — 1, mientras mas pequefia sea /(jo), mas facil es lograr este
objetivo. Por el contrario, si /(jo) es mayor que 1 para algunas frecuencias, entonces, se tendra para
esas frecuencias que |T,(jo)| < 1. Es decir, la incertidumbre del modelo debe ser minimizada, en
particular en el ancho de banda deseado.

Ejemplo 7.2. La dinamica de un actuador es modelada nominalmente por una ganancia k; sin embargo, ésta corresponde a
la de un sistema de segundo orden de la forma 3 k . Calcular /(jw) y un ancho de banda posible. R.: Si
(s/®0)” +2L(s/ o) +1

VYa

LggoegoN, V)

go(j@)c(jo)lljo)

Fig. 7.4 Estabilidad robusta en sistemas SISO.
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k
(s/®0)* +2L(s/ o) +1

(0/0o)* +4C% (0/ 00)?
[1-(0/w0)* 1 +45% (0/ ®,)?

el modelo de la planta es p(s), entonces, [1 + lo(s)]kp(s) = p(s), por lo que lo(s) =

—(s/®0)* =2L(s/®0)
(5/00)% +26(s/ o) +1

y por tanto, | l(jo) | = \/ . La funcion | lo(jo) | es igual a 1 cuando

se cumple que (®/ coo)4 =[1-(w/ 000)2]2 o cuando ® = w, /2 (lo que es independiente de ). Por otro lado, para V @ <

o /2 se cumple que | l(jw) | <1y para V ® > wo/ V2 se cumple que | lo(jw) | > 1. Si se permite un maximo valor de
Ij®) =1 entonces el B.W. seria de B.W. = @,/ V2. s

7.3 Métodos de Disefio en Sistemas SISO.
Hay dos alternativas de disefio para los controladores c(s) en sistemas SISO.

A . Método 1.

En este caso se asumen conocidas la sensibilidad de salida S(s) y la sensibilidad complementaria 7(s) y
se determina el controlador de la expresion S(s) = 1/[1 + go(s)c(s)], por lo que se obtiene,

c(s) =g, ! ;é()s) .

Los problemas que se pueden tener son: (i) la estabilidad no est4 asegurada, habria que chequearla en
forma paralela, (i1) se debe invertir g,(s) lo que puede ser irrealizable si hay retardos, ¢ (iii) complicado
si hay polos y/o ceros en el S.P.D..

B. Método 2. !

Dadas las condiciones limites para la sensibilidad de salida S(s) se pueden asumir rangos para go(s)c(s)
del tipo: (i) |go(j®)c(jm)| > 1 para frecuencias inferiores a wq y (ii) |go(j®)c(jw)| < & < 1 para frecuencias
mayores a ®p. Finalmente, se estudia la estabilidad resultante utilizando Nyquist y la F. de T. en L.D.

g(s)c(s).

C. Limitaciones al diseno.

El método anterior implica una ganancia muy elevada a bajas frecuencias y una muy pequefia a altas
frecuencias. Esto implica que en la frecuencia de cruce de ganancia se tendra una elevada pendiente de
caida de la ganancia. Esto puede implicar que la fase sea superior a —180° y por tanto el disefio seria
inestable de acuerdo a Nyquist.

En general, se tiene que,

b~ =2 fogll g, (O]
2 d\ (o
donde A = 1og{{/m}, por lo que por cada —20 dB/dec de caida se tienen -1/2° de fase. Por lo tanto, para
asegurar estabilidad, deberian tenerse a lo méas —n° lo que implica una caida de a lo mas —40 dB/dec. En
general si las frecuencias mq y ®p no estdn muy cercanas, siempre se puede contornear el Bode de
2o(jo)c(jow) de manera de obtener a lo mas —40 dB/dec.

Ejemplo 7.3. Se desea una ganancia para go(jo)c(j) mayor a 33 para ® < 1 y menor a 1/33 para ® > 10. Verifique la
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factibilidad. R.: Se requiere una caida de —60 dB/dec lo que implica una fase promedio en esa década de —270°. Esto
implica un sistema inestable en L.C.. Estos resultados no son definitivos, dado que estan basados en una aproximacion, sin
embargo, dan una clara estimacion de la complejidad de la solucion (de existir). Para obtener resultados precisos, se debera
estudiar cada caso en profundidad. &

Ademas de la condicidon de pendiente, hay otros factores que aceleran la caida de ésta. Entre estos estan
los: (i) retardos, (ii) polos inestables, y (iii) ceros de fase no minima.

7.4 Caso MIMO.

En el caso de sistemas MIMO la representacion de los ruidos y perturbaciones queda dada por vectores
como ilustrado en la Fig. 7.5. El efecto de estas cantidades en la variable controlada se cuantifica por
medio del uso de normas de vectores y matrices como se vera a continuacion. Esta herramienta permite
ademads disenar sistematicamente el controlador que en este caso corresponde a la matriz C(s).

Ahora se revisa la operatoria relacionada con normas, la cual en general puede ser aplicada a vectores,
matrices, sefiales y sistemas. En estos apuntes se revisan las normas de vectores y matrices.

A . Normas de Vectores.

Def: La norma del vector e de dimension n es un nimero real, denotado por || e|| y conocido por
norma vectorial, que satisface las siguientes propiedades:

(i) no-negativa: le|[=0
(i1) positiva: lel|=0<e=0
(ii1) homogénea: || o-e || =|o|| e || para todo escalar complejo o

(iv) desigualdad triangular: || er + ez || < || er || + || ez ||

en forma mas precisa, e es un elemento en un espacio vectorial J que opera sobre el campo C de
nimeros complejos, y las propiedades anteriores deben satisfacerse V e, e1, e2 € Vy V a € C.

En particular, se consideran las normas p, que estan definidas por,

n
lell,=2> le | .
i=1

Las normas p que se utilizan con mayor frecuencia son la norma-1, norma-2 y norma-co, que de
acuerdo a la definicion anterior quedan dadas por,

d(s)

u(s)
Ya(s) == V(s) Cls) =P G() y(s)

m(s)

Fig. 7.5 Sistema realimentado MIMO generalizado.
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lelli= Z| e | (norma suma),
i

llel.= /Z| e[ (norma Euclideana), y

e/l =llelly,=max{|¢, |} (norma infinito)

B. Normas de Matrices.

Def: La norma de la matriz E de dimension ¢g-p es un nimero real, denotado por || E || y conocido por
norma matricial, que satisface las propiedades anteriores y ademas cumple con:

(v) multiplicativa: |AB|<|A][]B]

En el caso de una norma que no satisface la propiedad anterior, entonces la norma se conoce
como norma matricial generalizada.

Las normas-p de vectores se pueden extrapolar a matrices dando como resultado,

IE || =] E ||sum= Z! e | (norma suma),

i,j

|E|.=||E||F= \/Z| e’ = \/tr{EHE} (norma Frobenius o Euclideana),
iJj

NE|.=lE|. .= mla/x{| e, ; |}~ (normamaximo elemento o infinito).

Notese que esta ultima norma (la norma maximo elemento) no es una norma matricial dado que no
cumple con la condicién (v) de la definicion anterior.

Adicionalmente se pueden definir normas matriciales inducidas al considerar que un vector puede ser
el resultado del producto de una matriz por un vector; es decir, y = E-x. Se define la norma inducida p
de E denotada por || E ||;, como,

Ex
IE[;, & maxu
=0 [ x]|,

donde || x ||, denota la norma vectorial p. Se puede observar que esta definicion busca la direccion x tal
que la razén ||y ||, / || X ||, es maximizada. Asi, la norma inducida da una medida de la amplificacion
maxima posible de obtener de la matriz E. Similarmente, se pueden definir la normas inducidas 1, 2 e
00 como,

|E||,,= m?x{2| e |} (maximo suma de columna),
i

|E |l.=G(E) = /p{E"E} (norma valor singular o espectral),
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| E||,,= max {Z| e |} (maximo suma de fila).
1 / -

Notese que G(E) corresponde al maximo valor singular de E y por tanto es 6(E) = \/max{Ki(EH E)}.

Por otro lado, se tiene que el radio espectral de E es p(E) = max{|A,(E)|} que corresponde al maximo

valor propio de E. Por lo tanto, || E |j.= 6(E) = /p{E”E} . Debe observarse que p(E) no es una norma

por cuanto no satisface las propiedades 2 y 4. Sin embargo, el siguiente teorema le asocia una
importante propiedad.

Teorema: Para cualesquier norma matricial (en particular las inducidas), se cumple que,

p(E) < [/E[],

Dado que A; es un valor propio de E, se cumple que A;v; = Ev;, donde v; es el vector propio de E
correspondiente a A;, entonces,

Aivi=Ev,,
[[Aavill = [IEvi],
Al [[vil| = [[Evil| < [1E]]-[vl,
A < [IE]],

por lo que en particular, para el mayor valor propio que es el radio espectral se cumple que p(E) < ||E||.

El resultado mas importante que se obtiene al utilizar el concepto de norma es la ganancia del sistema
mutivariable. Para esto se asume que el sistema estd definido por y(s) = G(s)-u(s), por lo que la
ganancia desde el punto de vista de norma Euclideana se puede considerar como |[[y(s)||2/|lu(s)|2 =
|IG(s)-u(s)||2/||u(s)||2. Asi, el maximo valor estd dado por,

. {nc(s)u(s)nz}
o | Ju) )

o {HG(S)U(S)Hz}_
| ),

De la descomposicion en valores singulares de G(s) se encuentra que la maxima ganancia se obtiene
para u(s) = vi(s) que es oi(s) (el mayor valor singular de G(s)) y que la menor ganancia se obtiene para
u(s) = vi(s), con k=min{p, g} que es oi(s) (el menor valor singular de G(s)). Por lo tanto,

{IIG(S)U(S)IIz}: IG)V,()]l
lu(s) 1, 1vi(s) [,

y el menor valor por,

maXx
u=0

= G(s)v,(s)[,=0,(s) =5(s),

Y,
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. {n G()u() } _NCOVO: Ly Gy () =0 (5) =5(s).

[u(s) |l IRACH*

Finalmente, la ganancia de un sistema (para una entrada arbitraria u(s)) esta limitada por,
| G(s)u(s) [
[[u(s) [,

o equivalentemente en el plano de la frecuencia,
| G(jw)u(jo) [,
[ u(jo) [

o(s)< <6(s),

o(jw)< <6(j).

De esta expresion se puede visualizar que para limitar el efecto de u(jw) sobre la salida y(jo) se puede
restringir el valor del maximo y minimo valor singular de la M. de T. G(jw) que relaciona u(jo) e

y(jo).

C . Valores Singulares en el Diseio de Sistemas MIMO.

En atencion a la Fig. 7.5 se tiene que,

y(s) = d(s) + G(s)C(s)[V(s)ya(s) - m(s) - y(s)],
por lo que para sistemas de igual nimero de salidas y entradas se tiene que,

y(s) = T(s)V(s)ya(s) + S(s)d(s) - T(s)m(s).
donde por analogia se tienen la sensibilidad de salida como S(s) = (I + G(s)C(s))! y la sensibilidad
complementaria de salida como T(s) = S(s)G(s)C(s) de manera que T(s) + S(s) =L
Claramente, el aporte de la perturbacion y ruido son S(s)d(s) y T(s)m(s), respectivamente. Por lo tanto,
para acotar su efecto se puede pensar en acotar sus valores singulares. Estos se conoceran de aqui en
adelante como o(S) y G(S) para el menor y mayor valor singular de la sensibilidad S, respectivamente.

Similarmente, 6(T) y &(T) para el menor y mayor valor singular de la sensibilidad complementaria T,
respectivamente. Notese que no se hace diferencia entre valores y ganancias principales.
Se puede observar de las ecuaciones anteriores que si se mantiene G(S) y &(T) pequenos, entonces el

efecto amplificador serd atenuado. Lamentablemente, mantener simultineamente ambos valores
pequefios para una misma frecuencia no es posible. Esto se aprecia del teorema siguiente.

Teorema: Dados los valores singulares extremos de la sensibilidad S(s): o(S) y &(S) y de la
sensibilidad complementaria T(s): o(T) y &(T), entonces siempre se cumple que,

11-5(S)|< o(T) <1+ &(S),
Y,
11-5(T)| < &(S) <1+ &(T).

Dado que G es la norma espectral, entonces satisface la desigualdad triangular. Por lo tanto,

G(T)—max{”“”} - {H(I S)xu} max{ux—swr}Smax{uxrunsw}:HE(S)’
S WIS A SR = x| = x|

por lo tanto,
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S(T) <1+ 5(S).

Por otro lado,

5(T) = maX{HTXH} - max{w} = max{w} > max{W} =|1-3(S)|,
0 [ x]] X0 x| o [l X0 [ x]]

por lo tanto,

o(T) 2[1-3(S)|,

lo que demuestra que | 1 - G(S)| < o(T) <1+ o(S). La otra igualdad es similarmente demostrada.

El teorema anterior muestra que si se disefia G(S)— 0, entonces 6(T) — 1. Lo que confirma la
contraposicion si se considera que también es deseable G(T) — 0. Por consiguiente, se debera

considerar un compromiso entre los valores singulares considerando que los ruidos son de alta
frecuencia y las perturbaciones son de baja frecuencia. Asi, atendiendo a la Fig. 7.6 se puede concluir
que si se asegura que 6(T) es menor que un valor dado para altas frecuencias, entonces se asegura que

la norma Euclideana del vector ruido m(s) es atenuado a un valor dado. Por otro lado, si se asegura que
G(S) es menor que un valor dado para bajas frecuencias, entonces se asegura que la norma Euclideana

del vector perturbacion d(s) es atenuada a un valor dado.

Adicionalmente, se puede analizar el caso del efecto de la referencia en la salida. Como es obvio, se
desea que ésta afecte directamente a la salida. La ganancia estd dada por T(s)v(s), si consideramos a
v(s) = 1, entonces, serd requisito que 6(T) = 1 y o(T) = 1 para las frecuencias de interés. No habra

conflicto con las condiciones anteriores, en tanto el rango de frecuencias sea desde 0 a algin valor
dado.

Finalmente, si se desea mantener el esfuerzo de control minimo, entonces se debe minimizar u(s). La
cual esta dada por,

u(s) = Fi'(s)C()[V(s)ya(s) - m(s) - d(s)],

en donde F;i!(s) = (I + C(s)G(s))"! es la sensibilidad de entrada. Claramente, si se desea mantener
minima la energia asociada a la entrada, se deberd mantener acotado el maximo valor singular de la

combinacion Fi!(s)C(s); es decir, o(F 'C) debe ser minimo. Dado que o(F,'C) < o(F ') 6(C)
=6(C)/o(F), entonces se debe tener que o(F) >> G(C). Por otro lado, o(F) = o(I+CG) <
o(I+CG) £1+ 6(CG) £1+ 5(C) o(G); es decir, 6(F) <1+ o(C) - 5(G). Considerando que se
desea o(F;) >> G(C), entonces deberd cumplirse que 6(C) << 1+ &(C) - 5(G), lo que implica que,

0

Fig. 7.6 Respuesta en frecuencia de los valores singulares de S(s) y T(s).
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1 _
%+G(G)>>l.

Esto es posible solo si G(G) >>1 6 si 6(C) << 1. Por lo tanto, en aquellas frecuencias en que G(G)
no es mayor que 1, se deberd imponer que 6(C) << 1.

Ejemplo 7.4. Realizar un analisis de los valores singulares de las sensibilidades para el caso del compensador serie 3-¢ de
0.595 -0.878

lo que permite utilizar un controlador
-0.803 -0.479

potencia reactiva. Para esto asuma el desacoplador K = [

200/ s 0
0 200/ s

=C(sI - A)'B con A, By C de acuerdo al Ejemplo 1.5 y considerando como salidas a la corriente de red en cuadratura y
la corriente de carga 1 directa. La Fig. 7.7 muestra los valores maximos y minimos de los valores singulares de S(s) y T(s)
sin y con controlador. Claramente, el controlador permite obtener estructuras como las recomendadas.

desacoplado dado por C(s) = { } . R.: En este caso la M. de T. en L.D. esta dada por G(s)KC(s), donde G(s)

D. Relaciéon entre los Valores Singulares en L.A. y L.C. en Sistemas MIMO.

En sistemas SISO es fécil interpretar los requerimientos en términos de la respuesta en frecuencia de
g(s)c(s) y a partir de éstos estimar la respuesta que debiera tener c(s). En sistemas MIMO esto no es
directo y por tanto se analiza separadamente. Los requerimientos anteriores son:

(i)  Sensibilidad: mantener G(S) = G((I+GC)™") pequefio.

(i) Ruido: mantener 5(T) = 5(I—-(I+GC) ") pequefio. Esto se contrapone con (a).

(iii) Seguimiento de la referencia: mantener o(T) = o(I-(I+GC)") ~ 1 y o(T) =
5(I-(I+GC)™") = 1 pequeiio. Esto se contrapone con (b) pero no con (a).

(iv) Energia de control: mantener G(C) pequefo. Podria contraponerse con (a) y (b).

Para encontrar las relaciones se utilizaran los lemas siguientes.

Lema1.1: max{0, G(E)- 1} < G(E+1I) < o(E)+ 1.
15 15
5(S)
5(S)
1.0 L
/ [ o(s)
O i
.................. N
o(T) .
O -----
10! 10° 10° 10*
a)

Fig. 7.7 Respuesta en frecuencia de los valores singulares de S(s) y T(s) del ejemplo del compensador como indicado en el
Ejemplo 7.4; a) sin controlador, b) con controlador.
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Por la propiedad de desigualdad triangular es directo probar el lado derecho del lema. Para probar el |
lado izquierdo se considera que E =1+ E — 1, por lo que G(E) < GI+E)+ 106 6(E)- 1 < GI+E). |
Dado que G(I+E) > 0, entonces, G(E+1) > max{0, G(E)- 1}. '

Lema 1.2; max{0, o(E)- 1} < o(E+1) < o(E)+ 1.

Se probara el lado derecho del lema.

o(E+1) = min{w} = min{M} < mi{{l{%}+l = o(E)+1,
X X# X

#0 ||X|| x#0

por lo tanto, g(E+1) < o(E)+ 1. Por otro lado,

S(E4T) = m{w} _ m{u} § m{u} _ m{HE_H}I _ o(B)- 1.
170 x|l x40 x| 10 x|l =0 | || x|

por lo tanto, g(E+1) > o(E)- 1, pero dado que o(E+1) > 0, entonces o(E+1) > max{0, o(E)- 1}.

Sensibilidad:

1 Lema 6.2,si 6(GC)>1 1 o(GC)>>1 1
56S) = 5(I+GC) ") = ——— < & .
o(1+GC) o(GC)-1 a(GC)

Es decir, para mantener la sensibilidad en un minimo, se debe hacer o(GC) grande. Esto se puede
lograr ciertamente a bajas frecuencias como ilustrado en la Fig. 7.8.

Ruido:
_ _ 1 o RN 1 Lema 6.2,si o((GC)™")>1 1
G(T) = G(I—(I‘l‘GC) ) = G((I‘l‘(GC) ) ) = m < —G((GC)A)—I =
_ 1 _ G(GC) 6(GE)<<1 .
I ioco - o9
5(GC)

Es decir, para mantener el ruido limitado, se debe tener G(GC) pequefio. Esto se puede lograr a altas

L4

\det{GC}|

5(GC)

€

8‘1 )

0 | |
(OM (,05

Fig. 7.8 Respuesta en frecuencia esperada de los valores singulares de G(s)C(s).
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frecuencias (donde aparece el ruido) como ilustrado en la Fig. 7.8.

Seguimiento de la referencia:

Para esto se requiere que T(s) =I - (I + GC)' = I o que (I + GC)! = 0. Un alternativa mas relajada
seria considerar que G((I+GC)')<<1 6 que o(I+GC)>>1 lo que finalmente por Lema 1.2 se
reduce a imponer o(GC) >> 1. Esto se logra a bajas frecuencias como ilustrado en la Fig. 7.8.

Resumiendo las condiciones anteriores se tiene que cumplir: (1) o(GC) grande, (2) 5(GC) pequefio,
(3) o(GC) >> 1,y (4) o(C) << 1. Las condiciones (1) y (3) son idénticas y se debieran respetar para
bajas frecuencias. La condicion (2) se contrapone con (1) y (3) y por tanto se puede cumplir para altas
frecuencias, donde el ruido estd presente. Estas condiciones de disefio son similares a las deducidas
para sistemas SISO y por tanto se procedera a cumplir (1) y (3) para frecuencias desde 0 a w, y la
condicidn (2) para frecuencias a partir de mg.

Ejemplo 7.5. Realizar un analisis de valores singulares en L.A. y L.C. para el caso del compensador serie 3-¢ de potencia
0.595 -0.878 200/s 0

-0.803 -0.479 0 200/

caso la M. de T. en L.D. esta dada por G(s)KC(s), donde G(s) = C(sI — A)'B. El mayor valor singular de S y el inverso del
menor valor singular de GKC estan ilustrados en la Fig. 7.9(a). Es claro que a bajas frecuencias son iguales y de valor
reducido lo que asegura minima sensibilidad. El mayor valor singular de T y el mayor valor singular de GKC estan
ilustrados en la Fig. 7.9(b). Es claro que a altas frecuencias son iguales y de valor reducido lo que asegura maxima
atenuacion del ruido. La Fig. 7.9(a) también muestra que el menor valor singular del GKC es >>> 1 lo que asegura buen
seguimiento de la referencia. &

reactiva. Para esto asuma el desacoplador K = { } y el controlador C(s) = { } . R.: En este

E. Limitaciones al Diseno.

La Fig. 7.8 resume las caracteristicas deseadas para los valores singulares. Se sabe que L < o(GC) <

q
|Ai(GC)| para frecuencias ® < ®q, como |det {GC}| = H|k,~(GC) |, entonces L7 < |det {GC}| para ®
i=l1

< ®¢. Similarmente, |[A(GC)| £ 6(C) < € para ® > mp, por lo que &7 > |[det {GC}| para ® < wp. Es
decir, la grafica tipo Bode de |det{GC}| pasaria de LY a €7 desde . a mp, consecuentemente, la fase

3(S)

1/6(GKC) /\
1.0 o 1.0 N

0.5

10' 10% 10° 10* 10' 10? 10° 10*
a) b)

Fig. 7.9 Respuesta en frecuencia de los valores singulares en L.A. y L.C. del ejemplo del compensador como indicado en el
Ejemplo 7.5; a) sensibilidad y referencia, b) ruido.
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q q
en este tramo de frecuencia es de arg{det{GC}} < T logill/el} = —EqM. También
2 log{o, / oy} 2" loglw, /oy

. I I n  log{L/g}
se tiene que arg{det{GC}} = Zarg{ki(GC)}, por lo que Zarg{ki(GC)} < ——q——.
i1 i-1 27 log{m, / oy}
La estabilidad es determinada por el nimero de encierros realizados por los A; al punto (-1, j0). En
efecto, si GC es estable, entonces no deben haber encierros. La condicion mas favorable para los aporte
de fase de cada valor propio es cuando todos aportan igual cantidad; por lo tanto se tiene un aporte de

fase de cada uno de ellos dado por arg{A (GC)} < —EM, cuya condicion limite para
2 loglo, / oy}
n log{L/&}

asegurar la estabilidad es un aporte de -m. Por lo tanto, -t < —— ; es decir, 40 dB >

2 loglo, / g}
log{L/&}
log{o, / oy}

20 dB es la condicion limite para relacionar los pardmetros L, € 0o, y ©p.

7.5 Criterio de Nyquist Generalizado.

Para una mejor comprension se revisa primero el Criterio de Nyquist para sistemas SISO. En este caso
la F. de T. es un escalar racional que depende de s.

A . Criterio de Nyquist en Sistemas SISO.

Para el sistema SISO ilustrado en la Fig. 7.10(a) se tiene una F. de T. en L.C. dada por la expresion:
) = KES)

1+k-g(s)c(s) \
h(s), y que los polos de 1 + k-I(s) son también los polos de I(s). Por lo tanto, si se desea tener un
sistema estable, la funcion 1 + k-/(s) no debera contener ceros en el S.P.D. Por otro lado, el criterio de
Nyquist indica que si el contorno y encierra 1, polos y n: ceros de la funciéon 1 + k-/(s), entonces el
contorno transformado 1 + k-I(s) encierra N = n: - 1, veces al origen. Por lo tanto, si se desea tener un
sistema estable, se debe tener que n: = 0 y por tanto el contorno transformado debera encerrar el origen

= - 1 veces. Asi se puede establecer el Teorema de Nyquist como:

, de donde se puede ver que los ceros de 1 + k-g(s)c(s) = 1 + k-I(s) son los polos de

H Teorema: Si el contorno y encierra 1, polos de la funcion /(s), entonces el sistema en L.C. es estable H

u(s)
V(s) kc(s) F—p| g(s) » V(s)

C))
u(s)

ya(s) kC(s) =—=| G(s) Ty(s)

(b)
Fig. 7.10 Estabilidad en SISO; a) diagrama SISO, b) diagrama MIMO.
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si el contorno transformado /(s) encierra N = - 1, veces al punto (-1/k, 0).

Una de las ventajas de este teorema es que permite deducir la estabilidad para valores arbitrarios de la
ganancia k, al dibujar un tnico contorno transformado.

B . Criterio de Nyquist en Sistemas MIMO.

A partir del diagrama de la Fig. 7.10(b) se tiene que la M. de T. en L.C. estd dada por la expresion:
H(s) = KL + & G(s)C(5)] ' G(s)C(s) = kadi{I+k-L(s)}G(s)C(s)
det{I+kL(s)}

de det{I + k-L(s)} son los polos de H(s), y demostrar que los polos de det{I + k-L(s)} son también
los polos de L(s). Por lo tanto, si se desea tener un sistema estable, la funciéon det{I + k-L(s)} no
debera contener ceros en el S.P.D. Por otro lado, el criterio de Nyquist indica que si el contorno y
encierra 1, polos y 1: ceros de la funcioén det {I + k-L(s)}, entonces el contorno transformado det {I +
k-L(s)} encierra N = 1 - np veces al origen. Por lo tanto, si se desea tener un sistema estable, se debe
tener que n: = 0 y por tanto el contorno transformado debera encerrar el origen N = - 1, veces.

El contorno debera dibujarse para cada valor de &, lo que es una desventaja respecto del caso SISO en
donde se dibuja para £k = 1 y se deducen los valores de k& que hacen el sistema estable. Sin embargo,
dado que si A; es un valor propio de L(s), entonces kA; es un valor propio de kL(s), y 1 + kA; es un valor
propio de I + kL(s), asi, se puede escribir que det{l + k-L(s)} = H (1+kA;). Por lo tanto, se puede

de donde se puede ver que los ceros

obtener la estabilidad contando los encierros realizados por las graficas de 1 + kA, del origen, o
equivalentemente contando los encierros realizados por las graficas de A; del punto (-1/k, 0). Estas
graficas se conocen como el lugar caracteristico de la matriz L(s). Asi se puede establecer el Teorema
de Nyquist Generalizado como:

Teorema: Si el contorno y encierra m, polos (en el sentido Smith-McMillan) de la matriz en L.D. L(s),
entonces el sistema en L.C. es estable si el lugar caracteristico de L(s) encierra N = - 1,
veces al punto (-1/k, 0).

Analogamente al caso SISO, una de las ventajas de este teorema es que permite deducir la estabilidad
para valores arbitrarios de la ganancia £, al dibujar un unico lugar caracteristico. Similarmente, permite
analizar sistemas con retardos sin necesidad de utilizar aproximaciones.

Ejemplo 7.6. Para el diagrama de la Fig. 7.10(b) se tiene que la matriz en L.D. G(s)C(s) =

s—1 s
S . Determine los valores de & que hacen el esquema en L.C. estable. R.: En este caso L(s) =
1.25(s+1)(s+2)|-0.5 s-2

G(s)C(s), por lo que los valores propios Ai(s) y A2(s) de L(s) estan dados por det {AI — L(s)} = 0. La solucion simbdlica de
esta ecuacion arroja el polinomio (s* + 65> + 1352 + 125 + 4)A2 +(-1.65> - 2.4s> + 4s + 4.8)A +(0.64s? - 1.6s + 1.28) = 0, cuyas
soluciones son Ai(s) y A2(s) y estan graficadas para s = jo segun el contorno de Nyquist en la Fig. 7.11(a). Dado que L(s) no
tiene polos inestables, entonces la region posible para —1/k es ]-oo, -0.8[, 6 ]0.35, oo[. Lo que es equivalente a tener k en los
rangos: 0 <k <1/0.8 =1.25,6-1/0.35=-2.86 <k <0. Es decir, k € ]-2.86, 1.25[. %

A partir del teorema anterior se obtiene otro que relaciona el radio espectral de la matriz L(s) —
denotado por p(L(j®)) — con la estabilidad en L.C.
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Teorema: El sistema con una M. de T. estable en L.D. dada por L(s) determina un sistema estable en

L.C.sip(L(jw)) <1,V o.

Este teorema es del tipo p (p(L(jo)) < 1) = q (estable en L.C.) o del tipo q(inestable en L.C.) :>p

(p(L(jo)) > 1 por lo menos para alguna frecuencia). Dado que el sistema es inestable en lazo cerrado, !
entonces el contorno transformado det{I + L(s)} encierra el origen, dado que det{I} = 1, entonces :
existird un & € (0, 1] y una frecuencia . tal que det {I + eL(jo.)} = 0. Como, det {I + &-L(jo.)} = |
H Ai(I+eL(jo.)), donde L:{I + eL(jo.)} es el i-ésimo valor propio de la matriz dada por I + gL(jo.), '

entonces, HX,—(I+8L(j(oc)) = H(l + el (L(jo,.)))= 0, por lo que para algin i se cumple que 1 +

ehi{L(jo.) = 0. Es decir, para algin i se tiene que L:{L(jo.) = -1/e. Como & € (0, 1], finalmente se !
puede escribir que |A;{L(jo.)| > 1. Es decir hay un valor propio mayor que uno, por lo que el radio :
espectral de L(jw) es mayor que 1 por lo menos para la frecuencia .. '

Existe una alternativa para deducir la estabilidad de sistemas MIMO en base al lugar caracteristico de
L(s). Esta consiste en obtener una grafica aproximada de los valores propios, que se conoce como el
Arreglo de Nyquist.

Ejemplo 7.7. En el caso del compensador serie 3-¢ de potencia reactiva se asumié un desacoplador K =
{0.595 -0.878 25/s 0

I controlador C(s) =
~0.803 —0.479} y el controlador C(s) { 0 25/s

}. Esta estructura asegura que los indices de sensibilidad se

kis 0
» 0 k/s
aseguran un sistema estable. R.: En este caso la M. de T. en L.D. estd dada por L(s) = G(s)KC(s), donde G(s) = C(sI — A)
IB, por lo que los valores propios Ai(s) y Az(s) de L(s) estan dados por det {AI — L(s)} = 0. Para evitar problemas numéricos
k/(s+¢) 0

0 k/(s+¢g)
origen y se busca la region no encerrada por el lugar caracteristico. Finalmente, el lugar caracteristico es numéricamente
encontrado y graficado para s = jo segun el contorno de Nyquist en la Fig. 7.11(b). Asi, la region posible para —1/k es]-oo,
O[. Lo que es equivalente a tener k en el rango k > 0. La Fig. 7.12 y Fig. 7.13 ilustran la operacién dinamica del

compensador utilizando el desacoplador y compensador (con £ = 400) en L.C. Las salidas son escogidas como la corriente
de red en cuadratura y la corriente de la carga 1 directa. Hasta ¢ = 0.02 las referencias son tales que el compensador no

cumplen satisfactoriamente. Si el controlador se generaliza al caso C(s) = { } , determinar los valores de £ tal que

y de grafico se utiliza el controlador C(s) = { } , con € = 0, de esta manera L(s) no tiene polos en el

Jv Jv
Jalie) AnGjo)
0.5 5-10° | 7
Aiio) £—>0
© //_
u
0.0 0.0
0.5 -5-10° |- £0 7
| | |
-0.5 0.0 0.5 1-10°
a) b)

Fig. 7.11 Lugar caracteristico de la matriz L(s) del; a) Ejemplo 7.6 y, b) caso del compensador, Ejemplo 7.7.
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provee tension, en ¢ = 0.02 se lleva la referencia de corriente de red en cuadratura a 0, Fig. 7.13(b), mientras se mantiene la
referencia de corriente de carga 1 directa, Fig. 7.13(d). &

C . Arreglo de Nyquist.

Este arreglo es una aplicacion directa del teorema de Gershgorin que se indica a continuacion.

Teorema: Sea L una matriz de nimero complejos de dimensién g-g, entonces los valores propios de
L estan en la unién de g circulos con centro en /;; y radio,

q .
Z|l,-j|, i=1,..,q.
=1

J#i

Los valores propios estan también en la union de los circulos con centro en /;; y radio

q .
Z|lﬁ|, l=1,..., q.
j=1

J#i

El arreglo de Nyquist de L(s) es un arreglo de graficos donde el grafico i, j es el Nyquist de la F. de T.
lj(jo). Ademas, para cada Nyquist de la F. de T. /i(j®) se superpone en cada punto un circulo de radio

T T T T 300 T T T T
200~ B
\
" 200 -
0
0 100 - -
0
=200 [
| | | | ~100 | | | |
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
a) b)
150 T T T T 100 T T T T
100~ N 50 -
50~ B
0
0
0
-50 — —
—s0 - _
-100 ]
=100 [~ = 00
150 I I I 1 -150 I l I |
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
©) d)

Fig. 7.12 Simulacion del Ejemplo 7.7. La tension compensadora aparece en ¢ = 0.02 s; a) tension de red ejes abc,
b) tension de red ejes dq0, ¢) tension compensadora ejes abc, d) tension compensadora ejes dgq0.
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q q
ZM—,—( jo)| 6 Z|lﬁ( jo)|. Las bandas obtenidas de esta forma se conocen como Bandas de

J=1 J=1
J#i J#i

Gershgorin.

) . 1 s—1 s
El Arreglo de Nyquist para el Ejemplo 7.6 donde L(s) = se muestra en
1.25(s+1)(s+2)|—0.5 s-2

la Fig. 7.14. Las lineas continuas muestran los Nyquist de /11(s), Li2(s), L21(s), y l2(s); el radio de los
| ~0.5 |
1.25(jo+1)(jo+2)|

| jo |
1.25jo+ D)(jo+2)|
circulos genera las bandas de Gershgorin las cuales al ser superpuestas generan una region que contiene
a los valores propios de L(jw). Por lo tanto, si las bandas no encierran ni contienen al punto (-1, 0),
entonces se puede decir que el sistema en L.C. cuya M. de T. esta dada por L(s) es estable. En general,
se puede establecer que: (i) si L(s) es estable entonces una condicidn suficiente para que el sistema en
L.C. sea estable es que las bandas de Gershgorin en el Arreglo de Nyquist no encierren el punto (-1, 0);
(i1) si L(s) tiene m, polos inestables, las bandas de Gershgorin en el Arreglo de Nyquist deben rodear en
-np veces al punto (-1, 0); (iii) si alguna banda de Gershgorin en el Arreglo de Nyquist pasa por sobre
el punto (-1, 0) entonces nada se puede decir respecto de la estabilidad en L.C. Notese que el arreglo de
Nyquist es también valido para sistemas con retardo.

Por otro lado, las bandas de Gershgorin en el Arreglo de Nyquist también permiten obtener un rango de

circulos sobre /i1(jo) esta dado para cada valor de ® por y el radio de los

La unién de todos los

circulos sobre ls(jw) esta dado para cada valor de o por

200 T T T T 200 T T T T

100
100~ T

100

=100
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

a) b)

100 T T T T 150 T T T T

=200

50—

501 -

(=]

| | | | -100 | | | |

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
) d)

Fig. 7.13 Simulacion del Ejemplo 7.7 (continuacion). La tension compensadora aparece en ¢ = 0.02 s; a) corriente de red
ejes abc, b) corriente de red ejes dq0, ¢) corriente de carga 1 en ejes abc, d) corriente de carga 1 en ejes dqO.
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valores para k en un esquema como el ilustrado en Fig. 7.10(b) de manera que el sistema resultante sea
estable. Para esto deberd determinarse los rangos de -1/k tal que estos rangos son rodeados por las
bandas de Gershgorin un nimero -1, de veces con 1, el nimero de polos inestables de L(s).

Notese que mientras mas angostas sean las bandas de Gershgorin, entonces mas desacoplado es el
sistema.

Los casos revisados consideran un controlador del tipo £ C(s) en donde el escalar k se obtiene de
acuerdo al criterio de Nyquist para obtener un sistema estable. Un ultimo caso a revisar es el que
considera un controlador del tipo K-C(s) en donde la matriz de ganancias K es del tipo K = diag{ki,
ka,..., kq}. En este caso la M. de T. en L.D. es L(s) = G(s)C(s)K y la problemética es encontrar los
valores de ki, k»,..., k; que garantizan la estabilidad del sistema en L.C., para tales efectos se tiene el
teorema siguiente.

Teorema: Sea L una matriz cuadrada, K= diag{ki, k»,..., k;} y que se cumple,

q
> 1),
j=1

J#i
para cada valor de i y para todo s en el contorno de Nyquist; donde la i-ésima banda de
Gershgorin de L(s) encierra el punto (-1/k;, 0) una cantidad -1, de veces, entonces el
sistema en L.C. es estable si y solo si

q
ani =MNp>
=

1
li' + —
i ($) k,

Jv q Jv
- 05 |
............................. u 00 A ) u
: O
IiGo)| 05 = helio) i
| | | |
-0.5 0.0 0.5 -0.5 0.0 0.5
Jv
0.5 — N 05
0.0 (- ) U 0.0
05 [1(jo) — 0.5 |-
| | | i |
-0.5 0.0 0.5 -0.5 0.0 0.5

Fig. 7.14 Arreglo de Nyquist para la matriz L(s) del Ejemplo 7.6.
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H donde n,, es el numero de polos inestables de L(s). H

El teorema anterior se puede escribir también cambiando la condicién de las ganancias por,

q
> L)1,
j=1

i

1
1;(s)+—
i ($) i

la cual corresponde a tener dominio por columnas.

0.3698 —0.4428
-0.9291 -0.8966

control monovariable. Utilice estos resultados para proponer controladores monovariables basados solo en integradores. R.:
ks

0

lugar caracteristico como el ilustrado en la Fig. 7.15(a) y (b), por lo que la maxima ganancia k es 1/650 = 1.54-107. Por
otro lado, si se ecualizan los retardos y se considera un Predictor Smith, entonces, para efectos de estabilidad so6lo interesa

Ejemplo 7.8. En el caso del paciente se determind que el desacoplador dado por K = [ } ayuda al

La matriz K se niega para tener ganancias dc positivas. El controlador propuesto es C(s) = { i/ } que resulta en un
s

-6 3
analizar la M. de T. dada por G(s)= Sfil 3s 5+1 . Para esta M. de T., la matriz desacopladora (similar a la anterior) es
s+1 Ss+1
12
210 T T T T T , ,
2000 — 1
1102 - \ =
0 0
/’
-650
-1.10% =
i -2000 1~ -
—3.1012 | | | | | | |
=-3000 -2500 -2000 —-1500 —-1000 -500 0 500 =-2000 -1500  -1000 =500 0 500
a) b)
12
2-10 T T T T T : , ,
2000 — =
110 B =
0 0
-110? B .
=2000 [~ =
- 102 | L | | | 1 | |
=3000 -2500 =-2000 =1500 -1000 =500 0 500 =2000 -=1500 =1000 =500 0 500
¢) d)

Fig. 7.15 Lugar caracteristico de la matriz L(s) del Ejemplo 7.8; a) sistema con desacoplador y controlador,
b) zoom de a), ¢) sistema con ecualizador, desacoplador y controlador; d) zoom de c).
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-0.9289 -0.8968

caracteristico como el ilustrado en la Fig. 7.15(c) y (d), por lo que la maxima ganancia k es infinito. La Fig. 7.16 muestra el
arreglo de Nyquist para este caso con k = 6-103. Se puede apreciar que una de las bandas encierra el -1 y podria
interpretarse como un sistema inestable; sin embargo, debe considerarse que las bandas dan una region posible en donde
estarian los valores propios. En este caso, los valores propios son siempre estables V k positivo. Finalmente, la Fig. 7.17
muestra la simulacion de este caso considerando un Predictor Smith y para k = 6-10 y para k = 60-10. En ambos casos se
tiene un sistema estable como confirmado por el lugar caracteristico. &

0.3703 —-0.4424 . . .
= , la cual se niega para tener ganancias dc positivas. El controlador resulta en un lugar

D. Robustez en Sistemas MIMO.

Al igual que el caso SISO, los modelos normalmente no incluyen la totalidad de los fendmenos
involucrados en la realidad fisica, por lo que se considera una incertidumbre al modelo. Esta puede ser
(Fig. 7.18): (i) aditiva: G(s) = Go(s) + La(s); (ii) multiplicativa en la entrada: G(s) = Go(s)[I + Li(s)]; y
(ii1) multiplicativa en la salida: G(s) = [I + Lo(s)]Go(s); en donde, Go(s) es el modelo nominal en un
conjunto G de plantas posibles y La(s), Li(s) y Lo(s) son las variaciones conocidas de Go(s).

En cada caso, la magnitud de la perturbacion L se puede medir en términos de (L) como,

5L) < l(®) Vo,
donde /(w) es un namero real no negativo que cumple,

l(0) = max{G(L)}.

El limite /(®) puede ser interpretado como un peso escalar sobre una perturbacion normalizada A(s) tal

que, !
2 | | | I 2 | | |
0 h
_2 — —
-4 | | |
-4 -3 -2 -1 0 1
2 | T T 2 I I I !
0
_2 — —] p—
-4 | | |
-4 -3 -2 -1 0 1 1

Fig. 7.16 Arreglo de Nyquist para la matriz L(s) del Ejemplo 7.8 con ecualizador.
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L(s)= I(s)A(s), ©BA(jo)<l Vo.

Para efectos de lograr un andlisis generalizado se considera que los diagramas mostrados en la Fig. 7.18
pueden ser considerados como diagramas M-A como se muestra en Fig. 7.19, donde por definicion se
tiene que G(A(jm)) <1. Si el sistema original Go(s) es estable, entonces M(s) lo es, por lo que la

perturbacion A(s) podria desestabilizar el sistema. El siguiente teorema establece las condiciones sobre
M(s) de manera que esto no ocurra.

Teorema: Asumir que M(s) es estable y que la perturbacion A(s) es tal que el sistema perturbado en
L.C. es estable si y solo si el contorno transformado de det {I - MA} no encierra el origen.
Entonces, el sistema en L.C. mostrado en la Fig. 7.19 es estable para todas las
perturbaciones A(s) (que cumplen con G(A(j®))<1) si y solo si una de las siguientes
condiciones equivalentes se cumple,

det{l-M(jo)A(jw)} #0 Vo, VA 3 5A(jo)) <1.
p(M(jo)A(jo)) <1 Vo, VA 5 6(A(jw)) <1.
c(M(jw)) <1, Vo con |IM]|oo < 1.

150 T T T T T

140 [~

130

120

110

150

130 o+ a = —

120 H MAP —

110 | 1 [ | |
0 10 20 30 40 50 60

b)
Fig. 7.17 Simulacion del Ejemplo 7.8 considerando un Predictor Smith; a) k = 6:103, b) k= 60-107.
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Este teorema es del tipo p (el contorno transformado de det{I - MA} no encierra el origen) < q
(det{I - M(jo)A(jo)} # 0, Vo, VA 3 G(A(jo))<1). Lo que también se puede escribir como p (el |
contorno transformado de det {I - MA} si encierra el origen) < q (det{I — M(jo)A(j®)} = 0, para |
algin o'y para alguna A'(jo') que cumpla con G(A'(jo')) <1).
Si el det{I - MA} encierra el origen, entonces siempre existe un & € [0, 1] y una frecuencia " |
asociada con una perturbacion A*(jo') que cumple con GAT(jo')) <1 tal que det{l -
eM(joHA (jo")} = det{l — M(jo')sA (jo*)} = 0. Dado que G(eA*(jo')) = (A" (jo')) <1 se ve |
que ®' ="y que A'(jo') = eA"(jo"). Las otras igualdades se prueban analogamente. I

Ahora se derivardn las condiciones para la estabilidad robusta ante condiciones de incertidumbre
multiplicativa a la entrada y salida.

G(s)
La(s)
Cs) E Gols) =“
(a)
G(s)
r Lo(s)
Cis) =P Gols) =“
(b)
G(s)
r Li(s)
C(S) O P(+ =P GO(S) “
(©

Fig. 7.18 Diagramas de incertidumbre MIMO; a) aditiva, b) multiplicativa en la salida, ¢) multiplicativa en la entrada.

As) [e——

M(s)

Fig. 7.19 Diagrama de incertidumbre general en MIMO.
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Incertidumbre multiplicativa en la salida. En este caso la relacion estd dada por G(s) = [1 +
Lo(5)]Go(s). En donde se define Lo(s) = lo(s)A(s) tal que G(A(s)) <1, por lo que se obtiene para la
matriz M(s) la expresion M(s) = -Go(s)C(s)[I + Go(s)C(s)]! 7o(s) = -[I + Go(5)C(5)] 'Go(s)C(s) lo (s) =
“To(s)lo(s). Lo anterior se puede verificar de acuerdo al diagrama mostrado en la Fig. 7.20.

Considerando la tercera igualdad del teorema anterior se puede concluir que el sistema seré estable para
todas las perturbaciones Lo(s) que cumplen G(A(s)) <1, o equivalentemente, G(Lo(s)) </, siy solo si,

5(-T,),) =5(T)l, <1, Vo

en tanto se cumpla que || To/, |l < 1. Esta expresion es analoga al caso SISO. Dado que el seguimiento
a bajas frecuencias requiere que se disefie T, ~ I, 0 equivalentemente que G(T,) ~ 1, se debera tener /,
< 1 para asegurar la estabilidad del sistema. Por otro lado, para atenuar el ruido se disena 6(T,) << 1,

para frecuencias ® > mgp, en cuyo caso 6(T,) = 6(G,C) por lo que se debera mantener la relacion,

6(G,C) < —, Vo> o,

o'l'—*

para asegurar la estabilidad del sistema.

Incertidumbre multiplicativa en la entrada. En este caso la relacion esta dada por G(s) = Go(s)[1 +
Li(s)]. En donde se define Li(s) = /:(s) A(s) tal que S(A(s)) <1, por lo que se obtiene para la matriz
M(s) la expresion M(s) = -[I + C(5)Go(s)]'C(s)Go(s) Ii (s) = -C(5)Go(s)[I + C(s)Go(s)]"' i (s) = -Ti(s)
li(s), donde Ti(s) se conoce como la sensibilidad complementaria de entrada. Lo anterior se puede

verificar como en el caso previo. Considerando la tercera igualdad del teorema anterior se puede
concluir que el sistema sera estable para todas las perturbaciones Li(s) que cumplen G(A(s)) <1, o

equivalentemente, G(L;(s)) </; siy sélo si,
S(-Tl) = 5(T), <1, Vo

en tanto se cumpla que ||T; I_o||w < 1. Afortunadamente, Ti = G¢'ToGo por lo que de la expresion
anterior se tiene que,

(T) = 6(G, 'T,G,) < (G, ') 6(T,) 6(G,) = 5(T,) Y(G,), Vo

donde Y(G,) = 6(G,)/c(G,) y corresponde al numero de condicion de G, (Notese que y(G,) —> o
para G, no invertible). Por lo tanto, se puede escribir en forma muy conservativa que,

r» Io(s)
C(s) = Guls)

Fig. 7.20 Diagrama M-A extendido para la incertidumbre multiplicativa en la salida.

M(s)
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S(To)l <——, Vo,
¥(Go)

para asegurar la estabilidad. Sin embargo, la expresion anterior es muy rigurosa y se puede obtener una
mejor aproximacion al considerar que,

6(T) = 5((I+CG,) 'CG,) ~ 5(CG,)

lo cual ocurre para CG, muy pequeiio, que es el caso en altas frecuencias. Por lo que la condicion del
teorema anterior se reduce a,

5(CG,) < ,1

1

para asegurar la estabilidad del sistema.

7.6 Ejercicios Propuestos.

Resuelva los problemas siguientes. Anote todo su trabajo.

A.

l.-

Nivel Basico

Para un sistema SISO con g(s) = k,/s se desea disefiar el controlador c(s) tal que la funcion de

sensibilidad complementaria 7(s) asegure que ruidos m(s) a frecuencias superiores a 100 Hz sean

atenuados en un factor de 100 y que perturbaciones d(s) a frecuencias inferiores a 0.1 Hz sean

atenuadas en un factor de 20. Si 7{(s) tiene la forma 7(s) = kr/(trs + 1), encontrar los pardmetros

kry trtal que se logran las condiciones de disefo. Encuentre los valores de la ganancia de la

planta k, tal que la salida y(7) es estable respecto de la referencia y.(?).

Determine y dibuje a escala la region en donde se ubican los valores propios de la matriz
1 1 -1

A=|2 545j 0 de acuerdo al Teorema de Gershgorin. Determine matematicamente los
3 -1 5-55

valores y compare con las regiones anteriores.

Una M. de T. de un sistema MIMO en lazo directo G(s) posee un lugar caracteristico como se

muestra en la Fig. 7.21. Si se utiliza un controlador de la forma £I, se pide encontrar el rango de

la ganancia £ tal que el sistema en L. C. con realimentacion negativa sea estable.

Para los siguientes sistemas,

LI
-2 0 10 10 s+1
A= .B= , C= b) G(s)=
0 -4 0 2 0 4 0 1
s—1
LI
s+l -2 0 10 5 1 2
G(s)= d A= ,B= ,C=
02 4 0 -4 50 2 3 4

s+2



Apuntes: 543 760 159

10 1 10 o 1 o
S5s+1 s+1 S5s+1 s+1

) () 3 5 f) (s) 3 » 5 -
0.1s+1 5Ss+1 0.1s +1 S5s+1

Si se considera al controlador C(s) = I, determine,

1).- La matriz de sensibilidad S(s) y sensibilidad complementaria T(s).

i1).- Dibuje en funcion de la frecuencia el mayor valor singular de S(s) y de T(s).

ii1).- Dibuje en funcion de la frecuencia el menor valor singular de S(s) y de T(s).

iv).- Dibuje en funcion de la frecuencia el |[det {GC}|.

v).- Dibuje el lugar caracteristico de L(s) y concluya el rango de k estable si C(s) = I .

vi).- Dibuje el Arreglo de Nyquist de L(s) y concluya el rango de & estable si C(s) = &I .

5.-  Repita 4, pero ahora considere — de ser posible — la insercién de un desacoplador estatico,
calculado para frecuencia cero.

6.- Repita 5, pero ahora considere la insercion de un controlador C(s) = k/sl.

B . Nivel Intermedio

1.- Para los sistemas mostrados en la Fig. 7.22 se pide,

1).- La matriz de sensibilidad S(s) y sensibilidad complementaria T(s).

i1).- Dibuje en funcion de la frecuencia el mayor valor singular de S(s) y de T(s).

ii1).- Dibuje en funcion de la frecuencia el menor valor singular de S(s) y de T(s).

iv).- Dibuje en funcion de la frecuencia el |[det {GC}|.

v).- Dibuje el lugar caracteristico de L(s) y concluya el rango de k estable si C(s) = I .

vi).- Dibuje el Arreglo de Nyquist de L(s) y concluya el rango de & estable si C(s) = &I .

2.- Repita 1, pero ahora considere — de ser posible — la insercion de un desacoplador estatico,
calculado para frecuencia cero. \

3.- Repita 2, pero ahora considere la insercion de un controlador C(s) = k/sl.

4.- La dinamica de una planta es modelada nominalmente por una F. de T. go(s); sin embargo, éstas
normalmente contienen un retardo #- que no es considerado en el analisis. Calcular /(jo) a partir

0.60 6
/ \V\
5 T
™
0.45 \ . // \\
0.30 3
o /
/ - ) - ~ \ 2
Pl d N
0.15 \ , 7 ~\\ ,, ‘\\ 1 \ )
¢ \ \ 4
\ 4 ] '»\
ol ¢ - 0 N N ~
|’\ ’ : ! 1 l/\k——/ _——-//\\
\ -

1

0.15 1 » \\I 7 /l ( \
31—~ -2

) ~o -

\ g~ -—
030 [ 3 -3

\ [’
N I’ -4 AN 7
Y
h )
045 S e P L7 -5 \ /
s el DS = ’
0'60*1 0 —0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 76*4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
a) b)

-1 -1 6
Fig. 7.21 Lugar caracteristico de; a) G(s) = ; s s ,b) G(s)= ;2 § )
1.25(s—=1)(s-2)| -6 s-0.5 1.25(s+1)"| =6 s-—1
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l.-
2.-

de la mejor forma de representar esta condicidon y los requisitos para asegurar la estabilidad del
sistema en L.C. aun cuando no se considere el retardo. Asuma si es necesario un controlador c(s).

Nivel Avanzado

Demostrar que los polos de det {I + k-L(s)} son también los polos de L(s).
Caracterice un sistema desacoplado en su Arreglo de Nyquist y su lugar caracteristico.

n
Demuestre que la norma ||e ||p=PfZ|e,- |” es |le]l, =] e]|,.=max{|e |} sip—> .
i=1 !

Deduzca las condiciones para la estabilidad robusta ante condiciones de incertidumbre aditiva.

+ Val - ®y, eoa

. Joa t,
la1 { |
4 W15 el; .

Ity b 1/ky

PCC ioabc

v, abc

. s abc
lsabc A i;

S SR | ‘
R,
OO0 wod o5 L
id"t ,Fo Vie

Rdc de o
— —\/\— =
fuente compensador carga

Fig. 7.22 Sistemas para ejercitar; a) molino con doble accionamiento, b) compensador de reactivos.
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