INTRODUCCION A LA GEOMETRIA TROPICAL
ANTONIO LAFACE

RESUMEN. Lo que sigue es una introduccién a la geometria tropical. El intento es de definir
los instrumentos algebraicos de base que permiten de introducir las variedades algebraicas
tropicales. La motivacién es el estudio de la correspondencia entre la geometria clasica y la
geometria tropical.
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2 ANTONIO LAFACE

INTRODUCCION

La Geometria Tropical es el estudio de las variedades algebraicas definidas sobre el semianillo
tropical T = R U {400} donde la operacién de suma y producto son:

TOYy=1+Y, r ®y = min{zr,y}.

En este curso nos proponemos de introducir el algebra tropical que sirve para definir las varie-
dades algebraicas tropicales. Esto con el fin de estudiar las relaciones entre la geometria clésica
y la geometria tropical. Una referencia por el argumento del curso se puede encontrar aqui:

http://en.wikipedia.org/wiki/Tropical_geometry

La primera seccién introduce el algebra tropical y el dlgebra lineal tropical. El Teorema fun-
damental del algebra tropical 1.7 sera nuestra guia por la definicién de lugar de ceros de un
polinomio en mas que una variable.

En la segunda seccién empezamos considerando las amebas de las variedades algebraicas defi-
nidas sobre los nimeros complejos. La dificultad natural que se presenta en el estudio de las
amebas puede ser superada trabajando sobre un campo no arquimediano algebraicamente ce-
rrado de caracteristica cero. Aqui nuestra guia sera el Teorema 2.9.

El contenido de la tercera seccién son las curvas algebraicas tropicales del plano, in particular
cénicas y cubicas. Nos concentraremos sobre el concepto de subdivisién regular del poligono
de Newton de la curva tropical. Este permite de construir un algoritmo para encontrar el tipo
combinatorio de la curva estudiada.


http://en.wikipedia.org/wiki/Tropical_geometry
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1. ALGEBRA TROPICAL
Empezamos definiendo el semianillo tropical y sus propiedades algebraicas principales.
1.1. El semianillo tropical. El conjunto T := R U {+o0} con las dos operaciones:
rOyY=x+y, r @y = min{z,y}.
es el semianillo tropical. La palabra semianillo

http://es.wikipedia.org/wiki/Semianillo
se usa porque T satisface los axiomas:

1. (T, &) es un monoide conmutativo con elemento identidad Oy = +o0:
a) (adb)dec=a®(bdc)
b)) Orda=a®0r =a
c)adb=>bDa
2. (T, ®) es un monoide con elemento identidad 17 = 0:
a) (@@b)®c=a® (bOc)
b) IrGa=aGlr=a
3. La multipicacion se distribuye sobre la addicién:
a) a®b®dc)=(a®b) @ (a®c)
b) (a®b)Oc=(a®c)®(bOc)
4. Op anula T:
a) 0r ®a=a®0p =07p
Observamos que T es idempotente porque z @ x = x para cada x € T. Por esta razon las
operaciones algebraicas se simplifican. Por ejemplo consideramos la potencia de un binomio:
(z@y)"

donde la notaciéon exponencial indica el producto tropical n veces. Por la idempotencia de T
tenemos que (z ®y)? = 22 @ ® y @ y*. El minimo entre los tres niimeros

2 v+y 2y
estas siempre asumido o bien en 2z o bien en 2y. Por lo tanto hemos probado que (z @ y)? =
2% @y
Proposicién 1.1. Para cualquier entero positivo n vale la igualdad: (x & y)" = ™ S y™.

Demostracion. la demostracion es por induccién sobre n, el caso n = 1 siendo trivial. Supon-
gamos que la afirmacién es cierta en el caso n — 1, vemos que:

(zdy)" = @oy)o@@ay"
= (@ey o ey
= "Byos" T oroy T ay"
= " oy"
donde la ultima igualdad es debida al hecho que el minimo es asumido en una de las dos
potencias. U


http://es.wikipedia.org/wiki/Semianillo
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1.2. Polinomios tropicales. Definimos un polinomio tropical como:
(1.1) P=a,02"® --@®a ©xday,

donde los a; € T son los coeficientes de P y x es la variable independiente. Para comprender el
algebra de los polinomios tropicales necesitamos de observar que hay polinomios distintos que
induce la misma funcién z — P(x). Por ejemplo consideramos:

P10 rd2 2@ 2.

Por lo que hemos visto en la seccién antecedente, sabemos que los valores de los dos polinomios
coinciden para cada valor de x € T. En lo que sigue identificaremos los polinomios que asumen
valores iguales por todos los valores de la variable independiente.

El grado de un polinomio tropical P, denotado por deg P, es el maximo grado entre sus
monomios, donde el grado de a; ® x* es i.

Proposicién 1.2. Sean P,Q dos polinomios tropicales tal que P(x) = Q(z) para cada x € T,
entonces deg P = deg ().

Demostracion. Es suficiente observar que deg P = lim P(x)/x. O

Tr——00

En particular un polinomio tropical de grado positivo no puede ser constante.

1.3. Ecuaciones algebraicas tropicales. Dado un polinomio tropical P queremos definir
sus raices. Consideramos el polinomio en una variable:

P=aGxzdb

y observamos que la ecuacién a ® x @& b = Or no tiene soluciones si b # Or. Entonces tenemos
que buscar una otra defnicién de los ceros de P. La igualdad

a@r®b=a0(x®(b—a))
sugiere de definir, asi como en el caso clésico, el numero b — a como cero de p.

Ejemplo 1.3. Sea P := 2 ® z & 3, de acuerdo con la definicién precedente, z = 1 es cero de
P. El grafico de P(z) es singular para este valor de z.

Y

Definicién 1.4. Las raices de un polinomio tropical P son las abscisas de los puntos singulares
del grafico de P(x) mas Op si ag = Or.

Ejemplo 1.5. Consideramos el polinomio tropical P = 30 2* @20 2> ® -1 ® 2 ® 1 cuyo
grafico estd aqui dibujado.
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P

dr +3
La recta de ecuacién y = 2x + 2 esta arriba del grafico de P(x), entonces el minimo entre
dr+3, 2¢+2, x—1, 1

nunca se realiza en 2x+2. Esto implica que P(x) = 302*@®—10x®1. Los puntos singulares del
grafico de P(x) corresponden a los valores = —4/3 y & = 2. Con el ayuda de la Proposicién 1.1
se puede verificar que

Px) =30 (z @& —4/3)° ® (x @ 2).
Observamos que el exponente de x @ x,, es exactamente la diferencia entre las pendientes de las
dos rectas del gréfico de P(x) que salen dep.

Definicién 1.6. La multiplicidad de un polinomio tropical P en xq # O es:
P(x)— P P(x)—P
w(P,a) ;= lim —(x) (z0) — lim —(x) (:EO).
sz T — Xo Tz, T — T
Si 79 = Op definimos p(P,0r) como la maxima potencia tropical ' que divide P.
Suponemos que el polinomio tropical P se descomponga como:

P=6,0x@x)"® -0 (xdx)"
entonces cada z; es un punto singular de la funcién P(z) porque en una vecindad de x; hay
que P(x) = min(n;x,n;z;) + fi(x) con f;(x) suave en z;. En particular
w(P,x;) = n;.
Este nos sugiere el siguiente.

Teorema 1.7 (Teorema fundamental del dlgebra tropical [5, 8]). Sea P un polinomio tropical
de grado n, entonces

P=a,0xdx)"® -0 (zdx)"
conny + -+ mn,. =n, donde n; = p(P,x;).
Demostracion. La dimostraccion es por induccién sobre n. Si n = 1 el teorema vale de manera
obvia. Suponemos ahora que el enunciado valga para cualquier polinomio de grado <mn — 1. Si
el grafico de P(z) es liso entonces P = a,, ©® 2" asi que el teorema vale. Sea
p=(z1,41)

un punto singular del grafico de P(x). Consideramos los dos lados del grafico de P(x) que salen
de p:



6 ANTONIO LAFACE

Ly=ytir — )

Y=+ ji(x—mx)-"

Ponemos ny := i; — j; la diferencia entre las pendientes de los dos lados y consideramos la
funcion:

Gp({lf) = (ZL‘ ) I‘l)nl.
Este funcion es singular en x; y es lisa para todos los otros valores de x. La diferencia
F(x) := P(z) = Gp(z)

es una funcién lineal por pedazos singular solamente en los z; # x; donde P(z) es singular. Sea
@ un polinomio tropical tal que Q(z) = F(z). Por definicién tenemos que:

P=xdxr)"0Q
donde deg () < n. La tesis sigue da la hipdtesis de induccién. O

A cada polinomio tropical P = a, ® 2" @ --- @ a; ® & @ ao se puede asociar su Poligono
generalizado de Newton:

Ap = Cépsula convexa {(i,t > a;) €ER* | i€ [0,n]NZ a; # 07}

Sea Ap la unién de las caras de Ap que tienen normal externa v = (v, 15) con vy < 0.

Teorema 1.8 (Ver [5]). Sea P un polinomio tropical, sean ly,...,l. las caras de Ap y sea
Ay;
Wi == A,
la pendiente de l;, entonces las raices de P son —u; con multiplicidad Ax; parai=1,...,7.

Como aplicacién del Teorema 1.8 consideramos nuevamente el polinomio tropical
P=302r'0202°0-10201

y vemos que A tiene dos lados:

®

NDARE
LV4

Las raices contadas con multiplicidad son: g = 2, Axy =1y pg = —4/3, Azy = 3.
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1.4. Rectas tropicales en T?. En esta seccién encontramos lugares de ceros de polinomios
tropicales en mas que una variable. Generalizando lo que hemos hecho para polinomios en una
variable, vamos definiendo las rectas tropicales.

Definicién 1.9. Una recta tropical es el lugar de los puntos (z,y) € T? donde el minimo
aOrPbOYDC
es asumido por lo menos dos veces y por lo menos uno entre a, b es distinto de Or.

Ejemplo 1.10. La recta tropical definida por el polinomio 1®x &2 ® y @ 2 es:
Yy

La recta tropical de ecuacién
aQrdbOYydcC

z es la unién de tres semirectas
que salen da:

3

p=(c—a,c—0).

Esto se puede facilmente verificar resolviendo las desigualdades.
l+x=2+y<2 14+2=2<2+4+y 2+4+y=2<1l+=x

Observamos que dos rectas tropicales se pueden encontrar en infinitos puntos sin ser iguales.
Por ejemplo las rectas:

Ri:10z®020y®2 Ry:20z®30yd4

tienen infinitos puntos de interseccién como se puede ver en el dibujo a la derecha.

Ry —— — Ry

Si consideramos la matriz de los coeficientes de los polinomios que definen R; y Rs:

1 2 2
2 3 4)°
observamos que la primera columna es multipla (tropical) de la segunda.

Proposicién 1.11. Dos rectas tropicales en R? tienen infinitos puntos de interseccion si y solo
si la matriz de los coeficientes de las rectas:

apg ap ao
bp b1 by

tienes dos columnas una multipla de la otra.



8 ANTONIO LAFACE
Demostracion. Consideramos los puntos
p=(az —ag,az —ar), q=(ba—bo,b1 — bo).

La dos rectas tropicales tienen infinitos puntos de interseccién si y solo si, o bien p y ¢ tienen
una coordenada igual o bien la diferencia entre las dos coordenadas de ¢ es igual a la diferencia
entre las dos coordenadas de p. O

Definicién 1.12. El determinante tropical de una matriz 2 x 2 es:

a b
c d

Mza@d@b@a

Una matriz es singular si el minimo en el determinante es asumido dos veces, o equivalente-
mente si a +d =0+ c.

1.5. Espacios vectoriales tropicales. Un espacio vectorial tropical es un conjunto V'
con dos operaciones

O:VxV-V ©:TxV-=V

que satisfacen las propriedades:

1. V es un monoide con respecto a @,

2. @, ® son distributiva una con respecto a la otra.

3. 1p ®v=wv paracadav e V.

4. 0r ®©v =0, paracadav € V.
Los elementos de V' se llaman wectores. Un ejemplo de espacio vectorial tropical es el conjunto
T™ con la dos operaciones de suma y producto tropical hecha componente a componente. Una

base {vq,...,v,} de V es un conjunto minimal de vectores tal que cada elemento v € V se
puede escribir como

V=a1 Qv D Da, © vy,
donde los a; € T.

Proposicion 1.13. Cada base de T™ es hecha por wvectores eq,...,e, donde cada e; tienes
solamente la i-exima coordenada distinta de Or.

Demostracion. Por supuesto un conjunto de vectores que cumple con la hipotesis del teorema
es una base de T". Consideramos ahora la ecuacion:

ei=(ay,...,a,)® (by,...,by).

Para cada r # i hay que a,®b, = Or asi que a,, = b, = Op. Esto implica que si e; es combinacién
lineal de vy, ..., v, entonces todos los v; tienen que ser multiplos tropicales de e;. 0

Ejemplo 1.14. Sea V el espacio vectorial tropical generado por los vectores v; = (1,0) y
vy = (0, 1). Observamos que la ecuacion:

(3)=eo(3)ore (1)

tiene solucion si y solo si —1 < x —y < 1. Por lo tanto V' se puede dibujar como sigue.
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El espacio vectorial tropical
a® U ®bO vy.
— La dos lineas son:
V1 BtO vy, TOUVL Do

para valores de t > 0.

Definimos el proyectivizado de un espacio vectorial tropical V' como
P(V):=V\{0,}/R(1,...,1).

Esto significa poner la relacién de equivalencia v ~ t ® v donde t € R.

El proyectivizado de V:
P(V) = [-1,1]

es representado por la linea azul.

CQ
-

La dimension de un espacio vectorial tropical V' es el maximo entero d tal que existe una
bola euclidiana de dimensién d contenida en V. A la misma manera se define la dimensén de
P(V) y es simple verificar que:

dim(V) :=dimP(V) + 1.

Como consecuencia de nuestro ejemplo sabemos que existe un espacio vectorial tropical V' de
dimensién 2 propiamente contenido en T?. Observamos que la interseccién de dos espacios vec-
toriales tropicales de dimension 2 puede ser un espacio de dimension 2 contenido estrictamente
en los dos. Asi como en el caso clasico queremos de probar que un conjunto definido por una
ecuacion cartesiana lineal en las variables es un espacio vectorial tropical.

Proposicién 1.15 (Ver [1]). El hiperplano H C T" definido como los x € T" donde el
minimo
aOr1 P Da, ©Owy

es asumido por lo menos dos veces es un espacio vectorial tropical.

Demostracion. Tenemos que probar que si v,w € H y b,c € T entonces
(1.2) bOvdcOwWE H.

Como v € H sabemos que el minimo entre los a; + v; es asumido por lo menos dos veces.
Suponemos por comodidad que este minimo sea asumido para i = 1,2. Sean i = k, s los indices
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donde es asumido el minimo de a; + w;. Sea (a; ® x1,...,a, ® x,) la suma tropical de los
vectores:

b ©® (a10vy, a;®vay, ..., OV, ..., AG;OVs, ...)

¢c ® (mOw, agQwy, ..., aGOWg, ..., azOWs ...).

Si b < c+ (ag +wy) — (a; +v1) el minimo entre las coordenadas de este vector es asumido para
i = 1,2, asi que para estos valores de b vale (1.2). Por los remanentes valores de b, tenemos que
el minimo es asumido para i = k, s, asi que siempre vale (1.2). 0

Como aplicaciéon de la Proposicién 1.15 consideramos las combinaciones tropicales de tres vec-
tores de T?. Si v;, v; son dos vectores de T® y H es un plano tropical que los contienes, entonces
H contienes las combinaciones lineales tropicales de v;, v;. Si miramos lo que pasa en el pro-
yectivizado P(T?), a v;,v; corresponden dos puntos p;,p; v al plano H corresponde una recta
tropical Ly. Por lo tanto a a ©® v; ® b © v; corresponde la combinacion tropical conveza
entre los puntos p;, p; que es un subconjunto de L.

D2 P2
y4i

y41
ps3 D3

b3

Figura 1. Combinaciones tropicales convexas de 3 puntos.

1.6. Aplicaciones lineales tropicales. Una aplicacion lineal tropical entre espacios
vectoriales tropicales es una funcion f : V' — W que satisface:

flaovabow)=a0 f(0) 00O fw)
paracada a,be T yv,w e V.
Ejemplo 1.16. Si f : T — T es lineal tropical entonces:
f(x) =z + f(0)
para todos los valores de x € T. Si f(0) # O esto implica que f es una translacion.

Algunas propiedades de las aplicaciones lineales cldsicas se preservan en el caso tropical. Por
ejemplo si f : V' — W es lineal tropical, entonces f(V) C W es un espacio vectorial tropical.
Este sigue directamente da la definicion de aplicacion lineal tropical. Mas dificil es dar una de-

finicién del nicleo de f. En el caso donde f : T" — T™ es definida para x — (fi1(x), ..., fm(x)),
podemos definir

ker(f) := ﬁ hiperplano f;(x).
i=1

Observamos que el nicleo de una aplicacién lineal tropical es un espacio vectorial tropical.
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Ejemplo 1.17. Sea f : T2 — T? la aplicacién definida por:
_(lOm®202:020 3
f(l'l,,fg,l'g) T (2@1.1 @3®$2@4®$3) )
entonces P(ker(f)) es la semirecta {(t + 1,t) € P(T?) | ¢ < 0} cuyo dibujo se encuentra en
seccion 1.4.

Se puede definir el producto de dos matrices tropicales en la misma manera del producto entre
dos matrices cléasicas:

ail ... Qip b1 ... by, 11 ... Cip
© f : =

Aml - Qmn bn1 ... by, Cml - Cmyr

donde los coeficientes de la matriz de derecha son:
Cij = A1 © by B -+ B A © by;.
Si A es una matriz tropical de tamano n x m, la aplicacion f : T"™ — T™ definida por
flv):=A0cwv

es lineal tropical.

Ejemplo 1.18. La aplicacién lineal f : T? — T? definida por la matriz

6 7)

no es inyectiva porque, por ejemplo, f(2,0) = f(1,0) = (0,1). El nticleo de f es la interseccién
de los ceros de 1 ® 21 @29 y 1 © 1 ® 29 que nos da:

ker(f) = (Or,Or).
Este prueba que el nicleo de una aplicacién lineal no estas relacionado con el hecho que la
aplicacién sea inyectiva. Observamos que dim f(T?) = 2.

Proposicién 1.19 (Ver [7]). Sea f : T" — T™ la aplicacion definida por f(v) = A®wv, entonces
ker(f) # Orpn si y solo si dim f(T") < n.

El determinante de la matriz tropical A = (a;;) es:

det(A) = GB A1o(1) O+ © A15(n)-

O’ESTL

Una matriz M es singular si el minimo de las formas lineales en el determinante es asumido
por lo menos dos veces.

Ejemplo 1.20. Los determinantes de las tres matrices

1 2 3 0 Or Of 1 11
A=14 5 6 B=|0r 0 Of C=1010
78 9 Or Opr O 0 01

son 15,0, 1 respectivamente y todas son singulares.

Observamos que si la matriz A tienes determinante Or entonces es singular pero no vale el
viceversa. La relacion entre el determinante de una matriz y la dimension de la imagen de la
aplicacién lineal asociada es:

Proposicién 1.21 (Ver [7]). Sea A una matriz cuadrada y sea f : T" — T™ la aplicacion
definida por f(v) = A®v. Entonces ker(f) # Opn si y solo si A es singular.
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Ejercicios.

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Describir el conjunto
{a0tabeT|teR}

al variar de a,b € T.

.Sea P=a,®z"®---Day ©x D ag, probar que

P
ao = P(0r), degP = lim (z).

r——00 I

. Sea F'(z) una funcién lineal por pedazos. Probas que existe un polinomio tropical @ tal

que Q(x) = F(z) siy solo si todos los pedazos lineales de F'(x) tienen pendiente entera
non negativa.

. Calcular las sumas

e e 0 ner"en—102"1'® - 10280

. Encontrar las raices del polinomio tropical a ® 22 ©b® x @ c.

. Sea G un grupo y sea ¢ : (T,®) — G un homomorfismo de semigrupos, probar que

¢(x) = O¢g para cada = € T.

. Sea P un polinomio tropical de grado 1. Probar que el grafico de la funcién P(z) es

parte del grafico de una recta tropical.

. Probar que las combinaciones lineales tropicales t ® v @ w, donde v,w € T> yt € T

definen un pedazo de recta tropical. Como se encuentra una ecuacién de este recta?

. Probar que la recta tropical

a®OrdbOYydc

es la unién de tres semirectas que salen del punto (¢ — a,c — b) con pendientes: 0,1, 00
siysolosia®b®c#0rp.

Dibujar las rectas tropicales:
rOy, 01l yo-L
Encontrar el lugar de las rectas definidas por
tOzdt+10ydt+2
al variar de t € R.

Usar los axiomas de espacio vectorial tropical para probar que v & v = v para cada
velV.

Encontrar todas las matrices 2 x 2 M tal que M ® A = A donde A es una matriz 2 X 2
dada y dar una interpretacion geométrica del resultado.

Probar que el producto de dos matrices tropicales 2 x 2 es singular si por lo menos una
de las dos es singular.

Encontrar nicleo e imagen de la aplicacion lineal definida por la siguiente matriz:

100
010
0 01
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16. Probar que la multiplicacion a la izquierda por la matriz

(5

con a,b > 1, es la identidad sobre el espacio vectorial V' = ((1,0), (0,1)).

17. Encontrar todas las f : T — T tal que
foy)=f@) e fly), flzoy)=/[(z)o f(y)

para cada x,y € T.

13
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2. AMEBAS
Consideramos la aplicacién Log : (C*)" — R" definida por
Log(z1,...,2,) = (log|z1], ..., log |z,]).
Si X C (C*)™ es una variedad algebraica, su ameba es el conjunto:
A(X) := —Log(X).

Las amebas fueron introducidas para estudiar las propiedades topologicas de las curvas alge-
braicas reales. Es decir, si C' C P% es una curva algebraica, clasificar las parejas (C,P%). Este
problema se puede enfrentar con la teoria de las amebas.

Ejemplo 2.1. Si L C (C*)? es la recta de ecuacién x + y + 1 = 0, entonces A(X) es:

Observe que la ameba de L tiene tres direcciones asintoticas al infinito que se corresponden
con los valores (z1,23) € L donde o bien una de las dos coordenadas va a 0 o bien las dos se
van al infinito. El teorema que sigue nos permite de entender la forma de una ameba asociada
a una hipersuperficie X. Si X es lugar de ceros de un polinomio f(z) = Y a;x" definimos sus
politopo de Newton Ay como:

Ay := Capsula convexa {i € Z" | a; # 0}.
Teorema 2.2 (Ver [6]). Existe una funcion localmente constante
ind: R"\ A(X) — AN Z"
que lleva componentes distintas de R" A(X) en puntos distintos de Ay.

Idea de la demonstracion. Una funcién F' definida en un dominio 2 C C" es plurisubarmonica
si su restriccion a cada recta compleja L es subarmonica. Después de probar que la funcién
log|f| : C* — RU {—o0} es plurisubarmonica se define la funcion de Ronkin N; : R* — R
como:

Nj(a) = G5z [ o lr (el

donde T = Log *(z) es el toro con medida de Lebesgue du = df; A ... A df,. Se prueba que
Ny tienes valores reales en —A(X) donde el integrando es singular. El hecho que log|f| es
plurisubarmonica implica que

AN¢(z) >0 para cada x € R",

es decir que Ny es una funcién convexa. Ademas, si x € R"\ —A(X) entonces Ny es pluriarmo-
nica en z asi que es una funcién linear porque la segunda derivada de N en cualquier direccion
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€S cero.

Esto nos dice que el gradiente VN es constante sobre cada componente £ C R™\ —A(X). Por
la formula de Jensen vale:

VNf(E) ce7Z"N Af.
Si definimos
ind(x) := VN (—x),

la funcién ind tiene las propiedades del teorema.

O

Ejemplo 2.3. El politopo de Newton de la recta x +y + 1 = 0 es el tridngulo de vértices
(0,0),(1,0),(0,1). En este caso, los tres puntos representen las tres componentes conexas de

R2\ A(X).

Ejemplo 2.4. El politopo Ay de la hipérbola de ecuacién zy +x +y — 1 = 0 es el cuadrado
de vértices (0,0),(1,0),(0,1),(1,1). La ameba A(X) tiene cuatro ramos que se van al infinito
en correspondencia de los valores de (x,y) que tienen una coordenada que va o bien a cero o
bien a infinito:

2.1. La espina de una ameba. Mirando el dibujo de —A(L), donde L es la recta de ecua-
cion x +y + 1 = 0, se puede ver que adentro de la ameba hay una recta tropical. Esta recta se
llama la espina de la ameba.

La definicién de espina de la ameba de una hipersuperficie X C (C*)™ de ecuacién f = 0 es
definida por medio de la funcién de Ronkin. Por cada componente conexa E C R™\ A(X) defi-
nimos la funcién Ng : R" — R como la tinica extencion lineal de Ny g a todo R™. Consideramos
la funcién:

N¢°(7) := max{Ng(r) | £ es una componente conexa de R™ \ A(X)}.
Definimos la espina de la ameba A(X) como
Sx :={z € R" | N{° no es localmente lineal en x}.
Da la definicién sigue que Sx es un politopo contenido en A(X).

Proposicién 2.5 (Ver [6]). La espina Sx es un retracto de deformacion fuerte de A(X). Por
lo tanto cada componente de R™ \ Sx contiene una tunica componente de R™\ A(X).
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Funciones plurisubarmonicas. Sea 2 un dominio de C". Una funcién f : 2 — RU {—o0},
es plurisubarmonica si es semicontinua inferiormente y, para cada recta L C C", hay:

21
fin(z) < %/0 fr(z+re®)dd

para cada z € C y cada r € R,. Observamos que si ¢g(z) es una funcién holomorfa entonces
log |g(2)| es plurisubarmonica.

Formula de Jensen. Sea f : C — C una funcién holomorfa tal que f(0) # 0. Si f(z) no tiene
ceros en la circunferencia |z| = e* entonces:

1 s - n
o | loslF (e )lds = + 1og £(0)] — 3 log .
0 k=1

donde ay, ..., a, son los ceros de f en |z| < e”.

2.2. Amebas no arquimedianas. Sea k un campo. Empezamos la seccién recordando que
hay una correspondencia uno a uno entre las normas no-arquimedianas y las valutaciones de-
finidas sobre k. Los axiomas para una norma no arquimediana sobre k se comparan con los
axiomas de una valutacién segin se indica:

1. jz|=0<z=0, U vx)=4c0s =0
2. |zyl = |=[lyl; 2 w(zy) = v(z) +v(y)
3. Jo+y) < max{jz], o)) 3. ofe+y) > minfu(z), o))

La correspondencia entre los dos se realiza por la funcion:
v(x) := —log|z|.

para cada x € k. En lo que sigue k serd un campo algebraicamente cerrado que es un espacio
métrico completo con respecto a la métrica inducida por la norma. Consideramos la aplicacién
val : (k*)™ — R" definida por:

val(zy, ..., x,) == (v(x1),...,v(z,)).
Dada una variedad algebraica X C (k*)" definimos la variedad tropical A(X) C R™ como el
conjunto:
A(X) := val(X).
La diferencia principal con respecto a la definicién de la secién 1 es el hecho que k es no
arquimediano. Esto nos permite de dar una descripcién simple de A(X).

Ejemplo 2.6. Como ejemplo guia de campo non arquimediano podemos considerar las series

formales C((t)) de la forma > a,t*, con a; € C, o € Q. El campo C((¢)) tiene una valutacién a

valores racionales:
U(Z ant”) = min{a | a, # 0}.

Consideramos la hipersuperficie X C (k*)" de ecuacién ;. a;z" = 0 con coeficientes a; € k.
La tropicalizacion de X es:

XT:={2eT"| ®v(a;) ® 2" es asumido por lo menos 2 veces }.

Lema 2.7. Sean ti,...,t. € k* tales que t; + --- +t, = 0, entonces max{|t1|,...,|t.|} es asu-
mido por lo menos dos veces.
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Demostracion. Empezamos observando que | — t| = |t| por todos los elementos ¢t € k. Ahora,
suponemos que el maximo sea asumido en t1, entonces la ecuacién t; = —(tg + - - - + ¢,.) nos da
[t1] = [ta + - - + t.| < mdx{|ts|,...,|t;|} lo que implica la tesis. O

El poligono generalizado de Newton de un polinomio de Laurent f =3, ;. a;2" es:
A := Capsula convexa {(i,u) € Z" x R | u > v(a;)} C R*™,
El lema que sigue nos permite de probar el resultado principal de esta seccién.

Lema 2.8 (Ver [3]). Sea f(t) = Y.,., @iz’ un polinomio de Laurent en una variable. Si « es la

i€
pendiente de uno de los lados de Ay entonces existe una raiz xo de f tal que v(zy) = —a.
Veamos una consecuencia interesante del Lema 2.8. Sea > a;z’ € k[z| y sean z1,...,1, su

raices, entonces el diagrama:

S ax raices {z1,..., 20}

P ;
Dv(a;) ® 28 ———— {v(x1), ..., v(zn)}

tropicales

es conmutativo. Este hecho admite una generalizacién importante en dimensién arbitraria.
Teorema 2.9 (Ver [3]). Sea X una hipersuperficie algebraica de (k*)", entonces:

AX) = XT.
Demostracién. Sea f:=>_ a;z* el polinomio que define X.

1. A(X) C XT. Como X7 es cerrado, es suficiente probar que val(X) C XT. Sea z = val(z)
un elemento de val(X). Como >~ a;z* = 0, por el lema 2.7 el méximo entre los valores
|a;z"| es asumido por lo menos dos veces. Por lo tanto min{v(a;z")} o equivalentemente
min{v(a;) + z - i} es asumido por lo menos dos veces, asi que z € X7.

2. XT C A(X). Es suficiente probar que X* Nval(k*)" C A(X) porque val(k*)" es denso
en R"” y X7 es un poliedro racional en val(k*)". El efecto de un cambio de variables
del tipo 2z; — 2; - ¢; es la traslacién de A(X) y X7 por el vector — val(c). Por lo tanto
podemos suponer que

0e X7,

entonces tenemos que probar que 0 € A(X). Es suficiente probar que existe una raiz
(x1,...,2,) de f de la forma

z; = so tal que  v(so) = 0.
A cada b € Z"™ asociamos el polinomio de Laurent:
fols) = f(sb, ... stm) = Z a;s"t.
El hecho que 0 € X7 significa que existen por lo menos i,j € Z" tal que
v(a;) = v(a;) < v(gr)

para todos los k € Z" donde ay, # Op. Si b € Z" es tal que b- (i — j) # 0, entonces Ay,
tiene un lado horizontal y por lema 2.8 hay que f, tiene una raiz sq con v(sg) = 0.
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Ejercicios.
1. Sean a,b,c € C* y sea L C (C*)? la recta de ecuacién ax + by + ¢ = 0.
a) Dibujar la ameba A(L).

b) Encontrar la espina Sy, de A(L) y encontrar la ecuacién de la recta tropical —Si.

2. Encontrar las amebas de las conicas definidas en (C*)?:
a) 2+ y? —1=0

b) 22 +y*+1=0
c)rzy+x—y+1=0

(Sugerencia: usar una parametrizacién racional de las tres conicas).
3. Sea k un campo no arquimediano de caracteristica 0. Probar que
a) |p/q| =1 para cada p/q € Q,
b) si |z +y| < max(|x|, |y|) entonces |x| = |y|.
4. Encontrar la ameba de la recta de ecuacion x + y + 1 = 0 definida en (W*V

5. Sea a1122+ 20197y 4+ any? +2a137+2a93y +ass = 0 la ecuacién de una cénica lisa definida
sobre el campo no arquimediano k. Encontrar todos los posibles tipos combinatorios de
sus amebas.
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3. DE LA GEOMETRIA CLASICA A LA GEOMETRIA TROPICAL

El contenido de la tltima seccion se dedicé a establecer una conexion entre la geometria clésica
y tropical. Vamos a examinar de qué manera esto puede hacerse. En primer lugar tenemos que
trabajar en un campo algebraicamente cerrado k = k de caracteristica 0 que estd dotado con
una valuacién v(z) = —log|z|, donde | | es una norma no-arquimediana. La aplicacién val nos
permite de construir un diccionario entre dos clases de variedades:

Variedades algebraicas vl Variedades lineales por pedazos
X C (k)" AX) CcR”

La definicién se basa en el hecho de que si X es el lugar de ceros de un polinomio de Laurent
>~ a;x, entonces A(X) es la hipersuperficie tropical (el tinico tipo de variedad tropical que
hemos definido hasta ahora) @, v(a;) ® z":

ey | Saw =0y e e |

es asumido por lo menos dos veces
Esta correspondencia puede ser explorada en muchas direcciones. Nos concentraremos en el
caso de las curvas algebraicas en (k*)2. La incrustacién (k*)* C P2 nos da una compactification
natural de las curvas algebraicas C' € (k*)?. De esta manera podemos usar las palabras género
y grado de C entendiendo con estos el genero y el grado de C' C P2. Es posible dar una nocién
de grado tropical y género tropical para las curvas tropicales. La correspondencia entre curvas
y curvas tropicales preserva estos invariantes.

Observacion 3.1. El grupo Aut((k*)™) actia de manera natural sobre (k*)". Esta accién se
traduce, por medio de la aplicacion val, en traslaciones de R™ asi que es natural de considerar
dos variedades tropicales como linealmente isomorfas si una se puede obtener da la otra por
medio de una translacién.

3.1. Curvas tropicales planas. En esta seccion estudiamos las curvas algebraicas tropicales
C C T?% Sea Ay el tridngulo de vértices (0,0), (d,0), (0,d) y sea

(3.1) D byoroy
(ivj)eAd

un polinomio tropical asi que C' es al lugar de los (x,y) € T? donde el minimo es asumido por
lo menos dos veces. El numero d es el grado de la curva C. Dividimos la descripcion del grafico
de C en dos partes.

Comportamiento local. Por simplificar denotamos por
fij(@,y) = by + iz + jy.

Empezamos estudiando una vecindad de un punto p € C. Después de una traslacion podemos
asumir que p = (0,0) asi que sean

fi1j1(x7y)7 <. '7firjr(x7y)

las formas lineales que alcanzan el valor minimo en p. Ponemos py := (ix, jx) y definimos A,
como la capsula convexa generada por py,...,p,.

Lema 3.2. Eriste una vecindad U, de p tal que las aristas de U,NC' salen de p con direcciones
ortogonales a los lados de OA,,.

Demostracion. Como el minimo en (0,0) es asumido por la primeras r funciones tenemos que

fin3a(0,0) < £i.5.(0,0) si a<r<s.



20 ANTONIO LAFACE

Esto implica que si (z,y) es un punto suficientemente cercano a (0, 0) el minimo entre f; ;. (z, y)
es asumido para valores de s < r. Entonces un tal (x,y) pertenece a C' si y solo si existen
a,be {1,...,r} tales que:

fiaja(x7 y) = fibjb(x’ y)7 fiaja('r7 y) < ficjc(x7 y)

para todos los 1 < ¢ < r. Esto se puede escribir como:

($7y)'(pa_pb) =0, (xay)'(pa_pc> <0

La primera condicién nos dice que (z,y) es ortogonal a p, — p, v la segunda que todos los
vectores p, —p. con p. € A, deben pertenecer a un mismo semiplano delimitado por la direccion
ortogonal a (x,y).

O

El lema 3.2 muestra que las aristas de U, N C son ortogonales a las direcciones de los lados de
A,. Localmente la curva tropical C' aparece as:

& --—--------9

FIGURA 2. Analisis local de C en U,,.

Este descripcion local de C' nos permite de probar que el grafo dual de C' es una subdivisién de
A, cuyo nombre es subdivision regular. Sean [w], ..., [w,] las aristas de U, N C incidentes a
p. Como estos lados tienen pendientes racionales consideramos los vectores primitivos w; € Z?
que definen [w;].

Proposiciéon 3.3. Sea y; la longitud entera (el numero de puntos enteros menos uno) del lado

dual de w;, entonces:
Z piw; = 0.

pew;]
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Demostracion. Después de renumerar los vértices de A, podemos suponer que p;1; — p; sea
ortogonal a w; por i =1,...,r — 1y que p; — p, sea ortogonal a w,. Consideramos la matriz:

0 1
M:(_1 0) de GL(2,7Z),

entonces M (p; 11 — p;) = pyw; porque el vector a la derecha es ortogonal a p; 11 — p; y tiene una
longitud entera de p;. La tesis sigue de la igualdad:
1-1
Z HiW; = ZM(MH —pi) + M(p1 —p) = 0.
vewi] i=1

O

Comportamiento global. Un algoritmo para encontrar la subdivision regular de Ay que se
corresponde con C' es el siguiente. Dada la curva tropical C, definida por ®a,b; © ' ® ¢,
consideramos:

Ac := Capsula convexa {(i,7,t) € R®| (i,7) € Aq t > bi;}.

Sea A el conjunto de las caras de A¢ cuya normal externa tiene la tercera coordenada negativa
y sea m : R? — R? la proyeccién sobre las primeras dos coordenadas.

Proposicién 3.4 (Ver [7]). Sea C C T? una curva tropical de grado d. Las regiones de la
subdivision reqular de Aq inducida por C son w(F') donde F' es una cara de Ac.

Demostracion. Cada monomio tropical mg de C' se puede escribir como ¢s - (z,y,1) donde
qs = (is, Js» bigj, ). Sea (xo,yo) un vértice de C, después de cambiar el orden de los ¢; podemos
suponer que:

(3.2) q1 - (20, Y0, 1) = -+ = g - (w0, %0, 1) < g5 - (0, %0, 1)

para cada s > r. Esto pasa si y solo si A¢ es contenido en el semiespacio delimitado por el
plano H generado para ¢i,...,q,. Observamos que (¢s — q1) + (—xg, —yo, —1) < 0 asi que el
vector (—xg, —yo, —1) es la normal externa de la cara de Ac generada para qy, ..., .. O

3.2. Conicas y cubicas tropicales. Los resultados de la seccién anterior se pueden usar
facilmente para clasificar todos los posibles tipos combinatorios de conicas tropicales. El trian-
gulo A, asociado a la cénica

bao @22 Db OT O YD boy ©Y° B 1o ® D by Oy B bog

tiene vertices: (0,0), (2,0), (0,2). Por la Proposicién 3.3 la subdivisién regular de A, dada para
C es dual al grafo de C. Como ejemplo consideramos las subdivisiones regulares:

Las cénicas tropicales correspondientes son:
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Observamos que la primera conica se puede deformar con continuidad en la segunda y esta se
deforma en la tercera. De hecho hay una familia de conicas que contiene a las tres. La segunda
cénica representa un grafico que puede ser obtenido también como unién de dos rectas tropi-
cales: esta conica es reducible.

La combinatoria de las intersecciones de dos cénicas tropicales son muchas, como ejemplo
veamos las siguientes:

Es posible definir una multiplicidad de interseccion I(p,Cy,Cy) en los puntos p € C; N Cy
asi que:
> I(p,C1,Cy) =4
peC1NCy

Esta multiplicidad tiene que ser un un ntimero que no cambia para las pequenas deformaciones
de las dos curvas (por ejemplo, actuando sobre una de las dos curvas por medio de una trasla-
cién). Entonces necesitamos una definicién sélo para “puntos dobles” (del punto salen 2 lados
de las dos curvas) porque cualquier otra interseccién se deforma en una unién de estos.

Si U, es una vecindad suficientemente pequena de p € C; N Cy, las dos ramas pueden ser
representados por dos rectas que se cruzan en p:

w1
Wa

Estas lineas tienen pendientes racionales (ya que se obtienen como lugar de ceros de dos po-
linomios racionales de grado 1), de modo que hay dos vectores primitivos wy, ws € Z? que les
representan. Definimos la multiplicidad de interseccién de C, Cy en p como:

I(p, C1, Cy) = ppa|Det(wy, we)l.

El teorema siguiente es una generalizacion al caso tropical de un teorema clasico para las curvas
algebraicas planas.
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Teorema 3.5 (Teorema de Bézout tropical [7]). Sean Cy,Cy dos curvas tropicales de grados
dq, dy respectivamente. Si C; N Cy es un conjunto finito, entonces:

Z I(p, Ch, Cz) = dyds.

pEClﬂCQ

Como ejemplos de cubicas tropicales consideramos las siguientes subdivisiones regulares:

Las curvas duales correspondientes son:

Cl 02

Estas curvas tienen una nueva propiedad con respecto a las cénicas: el grafo contiene un ciclo.
La principal diferencia entre las dos curvas es que la curva a la derecha es un grafo trivalente,
mientras que la primera tiene un punto de valencia 4. Ya hemos visto que una conica con un
punto de valencia 4 es reducible (es la unién de dos rectas tropicales). Esto ya no es cierto en el
caso de las cubicas tropicales. De hecho, las cubicas en el dibujo son irreducibles, y la primera
es singular en el punto de valencia 4. Se puede probar que si B C (k*)? es tal que

val(B) = C}

entonces B tienes un punto singular.

Sea C el grafo obtenido por C; eliminando el punto de valencia 4 mediante la separacién de
las dos aristas. Este grafo es un arbol asi como el grafo de una coénica tropical o de una recta
tropical.

Ejercicios.

1. Describir la accién de Aut((k*)?) sobre las curvas tropicales planas.
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2. Sea C' la cénica tropical definida por el polinomio 7 ® A ® x, donde z* = (z,y, 1)y

4 1 3
A=11 5 2
3 2 6

Probar que C' no es singular y que A es una matriz singular.
3. Escribir un algoritmo para dibujar las curvas planas tropicales usando la proposiciéon 3.4.
4. Probar el teorema de Bézout tropical para la interseccion de dos conicas tropicales.

5. Encontrar la multiplicidad de intersecciéon maximal en un punto de una cubica y una recta
tropicales.

6. Encontrar la multiplicidad de interseccién maximal en un punto de dos cubicas tropicales.
7. Probar que una cubica tropical con dos puntos singulares es reducible.

8. Encontrar una condicién necesaria y suficiente para decidir si una cubica tropical es redu-
cible.
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